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Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â êâàíòîâîé ôèçèêå òâåðäîãî òåëà

ñòàëè âåñüìà ïîïóëÿðíûìè äèñêðåòíûå ìîäåëè. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû ÷àñòî îïèñûâàþòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâ-

íåíèÿìè; ïðè ýòîì ïðîèñõîæäåíèå òàêèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü

íèêàê íå ñâÿçàíî ñ àïïðîêñèìàöèåé ïðîèçâîäíûõ. Ýòî, â ÷àñò-

íîñòè, ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà�Èçèíãà [1] â òåîðèè ìàãíåòèçìà; ìî-

äåëü Õàááàðäà [1], êîòîðàÿ âåñüìà ïðîñòî îïèñûâàåò âçàèìîäåé-

ñòâèå ÷àñòèö; ìîäåëü Àíäåðñîíà [2], èñïîëüçóåìàÿ ïðè èññëåäî-

âàíèè ñëó÷àéíîãî áåñïîðÿäêà.

Â äàííîì ïîñîáèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçíîñòíîå

ïðèáëèæåíèå ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿ-

çè äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ïîäîáíûå ïîäõîäû

â ïîñëåäíèå äâà-òðè äåñÿòèëåòèÿ óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñü ïðè

îïèñàíèè ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ (òðàíçèñòîðîâ, ôèëü-

òðîâ è ò.ä.) íåäàë¼êîãî áóäóùåãî. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ýòè óñòðîé-

ñòâà èìååþò íàíîðàçìåðû, ñðàâíèìûå ñ ðàçìåðàìè ìîëåêóë è

àòîìîâ, äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç òàêèå óñòðîé-

ñòâà (òî åñòü ¾ýëåêòðîííîãî òðàíñïîðòà¿) ïðèõîäèòñÿ, âìåñòî

çàêîíîâ ýëåêòðîòåõíèêè, ïðèâëåêàòü êâàíòîâóþ ìåõàíèêó. Äàí-

íûå óñòðîéñòâà îáû÷íî ñîñòîÿò èç êâàíòîâûõ ïðîâîëîê è êâàí-

òîâûõ òî÷åê (ñì. [3, 4]; ýòî, íàïðèìåð, íàíîðàçìåðíûå íàïû-

ëåíèÿ ìåòàëëîâ èëè ïîëóïðîâîäíèêîâ, èìåþùèå ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ãåîìåòðèþ, íà ïîäëîæêó (èçîëÿòîð)). Äâèæåíèå ýëåê-

òðîíîâ â êâàíòîâûõ ïðîâîëîêàõ ÷àñòî ìîæíî óñïåøíî îïèñû-

âàòü îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà, à äîáàâëåíèþ êâàí-
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òîâîé òî÷êè îòâå÷àåò ââåäåííàÿ â ñîñòàâ ìîäåëè êîíå÷íàÿ ìàò-

ðèöà (ñì. îá ýòîì íèæå). Ïðè ýòîì òîê îáû÷íî ïðîïîðöèîíàëåí

âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð îäíîãî

ýëåêòðîíà, ÷òî äåëàåò àêòóàëüíîé õîðîøî èññëåäîâàííóþ çàäà-

÷ó ðàññåÿíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòîðîíà äåëà, â öåëîì, õîðîøî èçâåñòíà

ôèçèêàì (ñì. [5]), íî íå ïðèâëåêàåò áîëüøîãî âíèìàíèÿ ìàòå-

ìàòèêîâ (ñì. [6, 7]), õîòÿ â äàííîé îáëàñòè ìîæíî îáíàðóæèòü

èíòåðåñíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è.

Ìû ïîñòàðàëèñü èçëîæèòü, â òîì ÷èñëå íà ¾ðåàëüíûõ¿

ïðèìåðàõ, ïåðâîíà÷àëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ (ñïåêòð,

ôóíêöèÿ Ãðèíà, óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà, ðàññåÿíèå),

êîòîðûå èìåþò îòíîøåíèå êî âñåì ïåðå÷èñëåííûì âûøå ìî-

äåëÿì, è, ãëàâíûì îáðàçîì, ê ìîäåëÿì íàíîóñòðîéñòâ. Ìû íå

êàñàëèñü áîëåå ñëîæíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðèîäè÷åñêè-

ìè è ìíîãîìåðíûìè îïåðàòîðàìè; íå çàòðàãèâàëèñü êâàíòîâûå

âîëíîâîäû è ìíîãî÷àñòè÷íûå îïåðàòîðû.

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè ñîäåðæèòñÿ, ïîìèìî òåîðèè, áîëüøîå

êîëè÷åñòâî çàäà÷ ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè. Áîëåå ñëîæíûå

èç íèõ îáû÷íî ñíàáæåíû óêàçàíèÿìè èëè ðåøåíèÿìè, êîòîðûå

ïðèâåäåíû â êîíöå ïîñîáèÿ. Òàêæå â êîíöå ðàáîòû äàíà ñâîäêà

èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé è ïîíÿòèé.

Ïîñîáèå ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóð-

ñîâ è ìàãèñòðàì ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ïîäãî-

òîâêè, à òàêæå ïðåïîäàâàòåëÿì � êàê èñòî÷íèê çàäà÷ ïî ôóíê-

öèîíàëüíîìó àíàëèçó è òåì äëÿ êóðñîâûõ, âûïóñêíûõ êâàëè-

ôèêàöèîííûõ ðàáîò è ìàãèñòåðñêèõ äèññåðòàöèé.
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ÐÀÇÄÅË I. ÏÐÎÈÑÕÎÆÄÅÍÈÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ

ÌÎÄÅËÅÉ Â ÔÈÇÈÊÅ

�1 . Êîíå÷íûå ðàçíîñòè

Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(x) îïðåäåëåíà íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå

[a, b] (îáîçíà÷åíèå ψ âìåñòî f âûçâàíî îáîçíà÷åíèÿìè â ôè-

çè÷åñêîé ëèòåðàòóðå). Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ è å¼ ïðîèçâîäíûå çàìåíÿþòñÿ ñâî-

èìè çíà÷åíèÿìè â ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Ïîÿñíèì

ýòî. Ïóñòü n > 1 � öåëîå ÷èñëî, a < b. Ïîëîæèì x0 = a,

xn = b è ðàçîáúåì îòðåçîê [a, b] íà n ÷àñòåé òî÷êàìè äåëå-

íèÿ a < x1 < . . . < xn−1 < b. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå

∆xm = xm+1 − xm ðàâíû îäíîìó ÷èñëó h. Âñå çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè ψ(x), x ∈ [a, b] çàìåíÿåì èõ êîíå÷íûì íàáîðîì ψm = ψ(xm),

m = 0, 1, . . . , n. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåòñÿ

â òî÷êàõ xm, m = 0, 1, . . . , n− 1 ïî ôîðìóëå

ψ′(xm) = lim
∆x→0

ψ(xm +∆x)− ψ(xm)

∆x
≈

≈ ψ(xm + h)− ψ(xm)

h
=
ψm+1 − ψm

h

(1.1)

(ñ÷èòàåì, ÷òî n äîñòàòî÷íî âåëèêî, òàê, ÷òî h ìàëî). Âòîðàÿ

ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êàõ xm êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ïðî-

èçâîäíîé (ñì. 1.1):

ψ′′(xm) ≈
ψ′(xm + h)− ψ′(xm)

h
=
ψ′
m+1 − ψ′

m

h
≈

≈

ψm+2 − ψm+1

h
− ψm+1 − ψm

h
h

=
ψm+2 − 2ψm+1 + ψm

h2
.
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Îäíàêî, ïðè âû÷èñëåíèè ψ′′(xm) ñëåäóåò áðàòü çíà÷åíèÿ xj, íàè-

áîëåå áëèçêèå ê xm. Îêîí÷àòåëüíî

ψ′′(xm) ≈
ψm+1 − 2ψm + ψm−1

h2
. (1.2)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ëþ-

áîãî ïîðÿäêà.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ çàìåíÿþòñÿ èõ çíà÷åíèÿ-

ìè â òî÷êàõ xm è, òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè

ψm, m = 0, 1, . . . , n (ñì. ïðèìåðû íèæå). Âñ¼ âûøåñêàçàííîå

ìîæíî ïîâòîðèòü è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóï-

íîñòü òî÷åê xm, m = 0, ±1, ±2, . . . òàêèõ, ÷òî xm+1 − xm = h

äëÿ âñåõ m.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå âèäà ψ′ = (1 + x2)ψ2, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [0, 1]. Äëÿ

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ψm+1 − ψm
h

= (1 + x2m)ψ
2
m, m = 0, 1, . . . , n.

Îòñþäà ψm+1 = ψm + h(1 + (mh)2)ψ2
m, m = 0, 1, . . . , n. Ïî-

ëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

âûðàçèòü ψm, m = 1, 2, . . . , n ÷åðåç âåëè÷èíû h è ψ0, êîòîðûå

ñëåäóåò çàäàòü. Ïðè ýòîì ψ0 = ψ(0) åñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå,

êîòîðîå, âïðî÷åì, ìîæíî íå çàäàâàòü, à ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíîé

êîíñòàíòîé.

7



Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ðåøèòü ÷èñëåííî ñëåäóþùèå óðàâ-

íåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1] è ñðàâíèòü ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè.

1. ψ′ + xψ = 0, ψ(0) = 1, h = 0, 1.

2. ψ′′ − 4ψ = 0, ψ(0) = 1, ψ′(0) = 0, h = 0, 1.

�2 . Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Îäíèì èç îñíîâíûõ óðàâíåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ

èçó÷àåò ìèêðî÷àñòèöû (ýëåêòðîíû, àòîìû è ò. ä.), ÿâëÿåòñÿ

(ñòàöèîíàðíîå) óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

îíî èìååò âèä

−ψ′′ + V (x)ψ = Eψ (2.1)

è îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Çäåñü

V (x) � âåùåñòâåííàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâà-

åìàÿ ïîòåíöèàëîì, E � ÷èñëîâîé (¾ñïåêòðàëüíûé¿) ïàðàìåòð.

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð H = H0 + V (x), ãäå H0 = − d2

dx2
,

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

îïåðàòîð H ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(R), à åãî îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò èç äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ (õî-

òÿ áû â îáîáùåííîì ñìûñëå) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ψ èç

L2(R) òàêèõ, ÷òî ψ′, ψ′′ ∈ L2(R). Óðàâíåíèå (2.1) ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Hψ = Eψ.

Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [8, ðàç-

äåë X.2]), ÷òî H ÿâëÿåòñÿ (íåîãðàíè÷åííûì) ñàìîñîïðÿæåííûì

îïåðàòîðîì, òàê ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E âåùåñòâåí-

íû. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû H0, V è H (ôóíêöèÿ V (x)

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ) èìåþò ôèçè÷åñêèé
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ñìûñë ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðîâ êèíåòè÷åñêîé, ïîòåíöèàëü-

íîé è ïîëíîé ýíåðãèè ìèêðî÷àñòèöû, îïèñûâàåìîé ôóíêöèåé

ψ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáðàíà òàêàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ,

÷òî ||ψ|| = 1. Òîãäà |ψ(x)|2 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

òîãî, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òî÷êå x.

Óðàâíåíèå (2.1) â êîíå÷íî ðàçíîñòíîì ïðèáëèæåíèè èìå-

åò âèä (ñì. (1.2))

−ψm+1 − 2ψm + ψm−1

h2
+ Vmψm = Eψm, m ∈ Z. (2.2)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.2) â âèäå

ψm+1 + ψm−1 − h2Vmψm = (−h2E + 2)ψm.

Ïîëàãàÿ Ṽm = −h2Vm è Ẽ = −h2E + 2, ïîëó÷àåì ðàçíîñòíîå

óðàâíåíèå

ψm+1 + ψm−1 + Ṽmψm = Ẽψm. (2.3)

Äâóxñòîðîííþþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ = {ψm}+∞
m=−∞ ìîæ-

íî îòîæäåñòâëÿòü ñ ôóíêöèåé ψ(m) = ψm, m ∈ Z, à òàêæå ñ

áåñêîíå÷íîìåðíûì âåêòîðîì

(. . . , ψ(−1), ψ(0), ψ(1), ψ(2), . . . , ψ(m), . . .).

×ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðàêòóåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê çíà-

÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå m èëè êàê m-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà. Â

äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ψ = ψ(m), m ∈ Z.
Óðàâíåíèå (2.3) ïðèîáðåòàåò âèä (îïóñêàåì âîëíû)

ψ(m+ 1) + ψ(m− 1) + V (m)ψ(m) = Eψ(m). (2.4)
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Âåêòîðû ψ â äàëüíåéøåì ïðèíàäëåæàò ëèáî ïðîñòðàí-

ñòâàì l2(M) ∼= CN , ãäå M = {1, 2, . . . , N}, è l2(Z), ëèáî ïðî-
ñòðàíñòâó l∞(Z). Íàïîìíèì, ÷òî l2(Z) � ýòî ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé ψ òàêèõ, ÷òî

||ψ|| =
(∑
n∈Z

|ψ(n)|2
)1/2

<∞,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(ψ, φ) =
∑
n∈Z

ψ(n)φ(n).

Ïðîñòðàíñòâî l∞(Z) � ýòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åí-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé ||ψ|| = sup
n∈Z

|ψ(n)|. Â äàëüíåé-

øåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä íîðìîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ

íîðìà â l2(Z).

�3 . Ìåòîä ñèëüíîé ñâÿçè

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ýëåêòðîíà â êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé

öåïî÷êå àòîìîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ d > 0

äðóã îò äðóãà. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, öåïî÷êà êîíå÷íà è

ñîñòîèò èçN óçëîâ (àòîìîâ). Ïîòåíöèàë V (x) â óðàâíåíèèØðå-

äèíãåðà (2.1) áóäåì ñ÷èòàòü ñóììîé ïîòåíöèàëîâ

Vj(x) = V0(x− jd)

îòäåëüíûõ àòîìîâ (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðåíåáðåãàåì âçàèìî-

äåéñòâèåì ìåæäó àòîìàìè):

V (x) =
N∑
j=1

V0(x− jd). (3.1)
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

ψ(x) =
N∑
j=1

αjψ0(x− jd) (3.2)

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ öåïî÷êè àòîìîâ èùåì â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè íîðìèðîâàííûõ (||ψ0|| = 1) ðåøåíèé

ψj(x) = ψ0(x− jd)

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

−ψ′′
0(x− jd) + V0(x− jd)ψ0(x− jd) = E0ψ0(x− jd) (3.3)

äëÿ îäíîãî àòîìà. Ïîäñòàâëÿÿ (3.1), (3.2) â (2.1) è ïîëüçóÿñü

(3.3), ïîëó÷àåì

−ψ′′ + (V (x)− E)ψ =

=
N∑
j=1

[
αj

(
− ψ′′

0(x− jd) + V0(x− jd)ψ0(x− jd)
)
+

+(V (x)− V0(x− jd)− E)ψ0(x− jd)
]
=

=
N∑
j=1

αj(E0 − E + V (x)− V0(x− jd))ψ0(x− jd) = 0.

(3.4)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð H0 + V0(x) äåéñòâóåò â L2(R), åãî
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ0(x) â íåêîòîðîì ñìûñëå óáûâàåò ïðè

|x| → +∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óáûâàíèå äîñòàòî÷íî áûñòðîå,

òàê ÷òî ñäâèãè ψ0(x− jd) íå ñèëüíî ¾ïåðåêðûâàþòñÿ¿ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî÷òè îðòîãîíàëüíû:

(ψj, ψj′) ≈ δjj′ , j, j′ = 1, . . . , N, (3.5)
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ãäå δjj′ =

 1, j = j′,

0, j ̸= j′
� ñèìâîë Êðîíåêåðà. Óìíîæàÿ óðàâ-

íåíèå (3.4) ñêàëÿðíî íà ψj′(x) = ψ0(x − j′d) è ó÷èòûâàÿ (3.5),

ïîëó÷àåì

−εαj′ +
N∑
j=1

αj ((V − Vj)ψj, ψj′) =

= −εαj′ + αj′ ((V − Vj′)ψj′ , ψj′) +
∑
j ̸=j′

αj ((V − Vj)ψj, ψj′) ≈ 0,

ãäå E ′ = E−E0. Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ôóíêöèè ψj(x)

áûñòðî óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè âåëè÷èíû |x − jd|, òî áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ((V − Vj)ψj, ψj′) ≈ 0, åñëè j ̸= 0, ±1 (òàê íàçû-

âàåìîå ¾ïðèáëèæåíèå áëèæàéøèõ ñîñåäåé¿). Â èòîãå ïîëó÷àåì

ñèñòåìó óðàâíåíèé

(E ′ − εj′)αj′ − βj′(αj′+1 + αj′−1) = 0, (3.6)

ãäå

εj′ = ((V − Vj′)ψj′ , ψj′) =

∫
R
|ψj′(x)|2 (V (x)− Vj′(x)) dx

� ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ¾÷óæèìè¿ àòîìàìè öå-

ïî÷êè (â áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå εj′ = ε íå çàâèñèò îò j′, òàê êàê

ïðè ñäâèãå íà d èíòåãðàë íå ìåíÿåòñÿ),

βj′ =

∫
R
ψj′±1(x) (V (x)− Vj′±1(x))ψj′(x) dx

� ¾èíòåãðàë ïåðåíîñà¿, òî åñòü àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè P

(P = |β|2) ïåðåõîäà ýëåêòðîíà ñ óçëà j′ íà áëèæàéøèé óçåë j′±1

ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà V (x)− Vj′±1(x).
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè j′ = 1, òî íóëåâîé óçåë αj′−1 = α0 îò-

ñóòñòâóåò, è âåëè÷èíó α0 ñëåäóåò ñ÷èòàòü íóëåì (èëè α0 = αN

â ñëó÷àå êîëüöà). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ óçëîì j′ = N.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè áóäóò îáñóæäàòü-

ñÿ íèæå. Äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè j′ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

0, ±1, . . . , ±n, . . . , ñëåäîâàòåëüíî, ïîäîáíîé ïðîáëåìû íåò.

Óðàâíåíèå (3.6) ÿâëÿåòñÿ, â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

óçëîâ è β = βj′ ̸= 0, ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ñ V = 0) ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (2.4). Ïðè ýòîì ñìûñë ôóíêöèé ψ(m)

â óðàâíåíèè (2.4) è αj′ â óðàâíåíèè (3.6) ñîâåðøåííî ðàçíûé.

Äëÿ íåèäåàëüíûõ öåïî÷åê âåëè÷èíû ε è β ìîãóò çàâèñåòü îò

j′. Åñëè îò j′ çàâèñèò òîëüêî ε, ìû ïîëó÷àåì ïîëíûé àíàëîã

óðàâíåíèÿ (2.4).
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ÐÀÇÄÅË II. ÑÏÅÊÒÐ È ÐÅÇÎËÜÂÅÍÒÀ

ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ

�4 . Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå I, äèñêðåòíûé îïåðàòîð Øðåäèí-

ãåðà äëÿ ýëåêòðîíà â áåñêîíå÷íîé èäåàëüíîé öåïî÷êå àòîìîâ

(òàêæå è â êâàíòîâîé ïðîâîëîêå) èìååò âèä (ñì. óðàâíåíèå (2.4)

c V = 0 èëè óðàâíåíèå (3.6))

(H0ψ)(n) = ψ(n− 1) + ψ(n+ 1), n ∈ Z, (4.1)

ãäå ψ ∈ l2(Z).

Ó ï ð à æ í å í è å 2. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðH0 îãðàíè-

÷åí è ñàìîñîïðÿæåí.

Íàéäåì ñïåêòð σ(H0) äàííîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ýòîãî ïî-

íàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð U, äåéñòâóþùèé

èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H1 â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

H2, íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè îí ñþðúåêòèâåí è ñîõðàíÿ-

åò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü (Ux, Uy) = (x, y) äëÿ âñåõ

x, y ∈ H1.

Ó ï ð à æ í å í è å 3. Äîêàçàòü, ÷òî óíèòàðíûé îïåðà-

òîð èíúåêòèâåí.

Ó ï ð à æ í å í è å 4. Äîêàçàòü, ÷òî óíèòàðíûé îïåðà-

òîð ñîõðàíÿåò íîðìó, òî åñòü ∥Ux∥ = ∥x∥.
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Ç à ì å ÷ à í è å 4.1. Èç óïðàæíåíèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî

∥U∥ = 1.

Ó ï ð à æ í å í è å 5. Ïóñòü A ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð

íàä R, ñîõðàíÿþùèé íîðìó. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ

óíèòàðíûì îïåðàòîðîì.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå â óïðàæíåíèè 5 ñïðàâåäëèâî

è äëÿ ïðîñòðàíñòâà íàä C, òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò

èñïîëüçîâàòü áîëåå ãðîìîçäêîå ¾ïîëÿðèçàöèîííîå òîæäåñòâî¿

(ñì. [9, Çàäà÷à 4]).

Îïðåäåëåíèå 4.2. Åñëè ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð

U : H1 → H2, òî ïðîñòðàíñòâà H1 è H2 ìîæíî îòîæäå-

ñòâèòü äðóã ñ äðóãîì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì

x ∈ H1 7→ Ux ∈ H2, êîòîðîå ñîõðàíÿåò îïåðàöèè (â ñèëó ëèíåé-

íîñòè U) è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðè òàêîì îòîæäåñòâå-

ëåíèè ëèíåéíûé îïåðàòîð A : H1 → H1 ïåðåõîäèò â îïåðàòîð

B = UAU−1 : H2 → H2 (ñì. ðèñ. 4.1). Îïåðàòîðû A è B íà-

çûâàþò óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè; îíè îäèíàêîâû ïî ñâîèì

ñâîéñòâàì.

Â êà÷åñòâå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U âîçüìåì äèñêðåòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òî åñòü îïåðàòîð F : l2(Z) → L2[0, 2π],

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

ψ(n) 7→ (Fψ)(k) = ψ̂(k) =
1√
2π

+∞∑
n=−∞

ψ(n)e−ikn. (4.2)

Ðÿä â (4.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Ôóðüå ïî îðòîíîðìè-

ðîâàííîìó áàçèñó
{
(2π)−1/2eikn

}
n∈Z â ïðîñòðàíñòâå L

2[0, 2π].
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H2 H2

B

U U

H1 H1

A

-

-

? ?

Ðèñ. 4.1. Äèàãðàììà îòîæäåñòâëåíèé

Ó ï ð à æ í å í è å 6. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð F ÿâëÿåò-

ñÿ óíèòàðíûì.

Ó ï ð à æ í å í è å 7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A

â L2[a, b] äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå (Aφ)(k) = α(k)φ(k), ãäå α(k) �

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], òî

σ(A) = {α(k) : k ∈ [a, b]} = imα.

Âû÷èñëèì îïåðàòîð Ĥ0 = FH0F
−1, óíèòàðíî ýêâèâàëåíò-

íûé îïåðàòîðó H0. Èìååì äëÿ ψ = F−1ψ̂(
Ĥψ̂
)
(k) = (FH0ψ)(k) =

1√
2π

+∞∑
n=−∞

[ψ(n− 1) + ψ(n+ 1)]e−ikn =

=
1√
2π

+∞∑
n=−∞

(
ψ(n− 1)e−ik(n−1)e−ik + ψ(n+ 1)e−ik(n+1)eik

)
=

=
(
e−ik + eik

)
ψ̂(k) = 2 cos k · ψ̂(k).

Ñëåäîâàòåëüíî, Ĥ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà

ôóíêöèþ 2 cos k â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2π]. Êàê èçâåñòíî (ñì.

óïðàæíåíèå 7), ñïåêòð òàêîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè 2 cos k, òî åñòü σ(H0) = [−2, 2].
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Íàéäåì òåïåðü ðåçîëüâåíòó R0(λ) îïåðàòîðà H0. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî G0(n, n
′, λ) � ÿäðî ðåçîëüâåíòû, òî åñòü, ïî îïðå-

äåëåíèþ, ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà. Â äàííîì ñëó÷àå G0 �

(áåñêîíå÷íàÿ) ìàòðèöà îïåðàòîðà R0(λ), òàê ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

R0(λ)ψ(n) =
+∞∑

n′=−∞

G0(n, n
′, λ)ψ(n′), n ∈ Z,

ãäå ψ ∈ l2(Z), λ /∈ [−2, 2]. Êàê ìû âûÿñíèì ïîçæå, äëÿ ýòîãî

íóæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

(H0 − λI)G0(n, n
′, λ) = δn,n′ , (4.3)

ãäå δn,n′ � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòü-

ñÿ îáîçíà÷åíèåì δ(n−n′) = δn,n′ . Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà

îïåðàòîðà H0 äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò è çàâèñèò ëèøü îò ðàç-

íîñòè àðãóìåíòîâ:

G0(n, n
′, λ) = G0(n− n′, λ),

òàê ÷òî óñëîâèå (4.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(H0 − λI)G0(n, λ) = δ(n). (4.4)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè e±ikn, n ∈ Z ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (2.4) ñ V = 0 è λ = 2 cos k. Äåéñòâè-

òåëüíî:

H0e
±ikn = e±ik(n−1)+e±ik(n+1) =

(
e∓ik + e±ik

)
e±ikn = 2 cos k ·e±ink.

Äëÿ n ̸= 0 áóäåì èñêàòü G0 â âèäå G0(n, k) = Ce±ikn,

òîãäà äëÿ òàêèõ n óñëîâèå (4.4) âûïîëíåíî (çäåñü è äàëåå
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ïîëüçóåìñÿ äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèåì âèäà G0(n, k) âìåñòî

G0(n, λ) = G0(n, 2 cos k)). Äëÿ n = 0 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðà-

âåíñòâî

G0(−1, λ) +G0(1, λ)− λG0(0, λ) = 1. (4.5)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì ëèøü â ñëó÷àå ðàç-

íûõ çíàêîâ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû äëÿ n > 0 è n < 0. Ïóñòü

G0(n, k) = Ceikn ïðè n > 0 è G0(n, k) = Ce−ikn ïðè n < 0, òî

åñòü G0(n, k) = Ceik|n| ïðè n ̸= 0. Òîãäà óñëîâèå (4.5) çàïèøåòñÿ

â âèäå

C(2eik − λ) = C(2 cos k + 2i sin k − 2 cos k) = 1,

îòêóäà C =
1

2i sin k
è G0 =

eik|n|

2i sin k
. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

G0(n, n
′, k) = G0(n− n′, k) =

eik|n−n
′|

2i sin k
(4.6)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.3).

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð ñ ÿäðîì âèäà (4.6) ïðè îïðåäå-

ëåííîì âûáîðå âåòâè êîðíÿ

sin k = ±
√
1− cos2 k = ±

√
1− (λ/2)2

äåéñòâóåò â l2(Z), åñëè λ = 2 cos k /∈ [−2, 2]. Èìååì

eik = cos k + i sin k =
λ±

√
λ2 − 4

2
= ω ±

√
ω2 − 1, (4.7)

ãäå ω = λ/2. Ôóíêöèÿ g(ω) = ω ±
√
ω2 − 1 ÿâëÿåòñÿ îáðàò-

íîé ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ω =
1

2

(
z +

1

z

)
. Äåéñòâèòåëüíî,

èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì z2 − 2ωz + 1 = 0, îòêóäà
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z = ω±
√
ω2 − 1. Êàê èçâåñòíî (ñì. [10]), ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî

âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü (òàêæå è âíåø-

íîñòü) åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì â íóëå íà îáëàñòü Cr[−1, 1].

Ïîýòîìó îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äâóçíà÷íà è îòáðàæàåò ýòó îáëàñòü,

â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà âåòâè êîðíÿ, ëèáî íà âíóòðåííîñòü

åäèíè÷íîãî êðóãà (è òîãäà
∣∣eik|n|∣∣ = ∣∣eik∣∣|n| < 1), ëèáî íà åãî

âíåøíîñòü (òîãäà
∣∣eik|n|∣∣ > 1). Çàìåòèì, ÷òî åñëè â (4.7) âû-

áðàòü â êà÷åñòâå
√
ω2 − 1 âåòâü, îòâå÷àþùóþ àðèôìåòè÷åñêîìó

êîðíþ (òî åñòü
√
ω2 − 1 > 0, åñëè ω2 − 1 > 0), òî äëÿ óáûâàíèÿ

ôóíêöèè G0 ïðè n → ∞ ñëåäóåò âçÿòü sin k = −
√
1− (λ/2)2.

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà |g(2)| = |2 −
√
3| = |e−ik| < 1, è âûáðàí-

íàÿ âåòâü êîðíÿ îòîáðàæàåò C r [−1, 1] íà îáëàñòü {|z| < 1}.
Ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣eik|n|∣∣ = ∣∣eik∣∣|n| = |z||n| → 0 ïðè |n| → ∞. Äî-

êàæåì, ÷òî äëÿ äàííîãî âûáîðà âåòâè êîðíÿ îïåðàòîð ñ ÿäðîì

(ìàòðèöåé) (4.6) äåéñòâóåò â l2(Z). Èìååì, äëÿ q = |eik| < 1,

∥(Aψ)(n)∥2 = 1

4 sin2 k

+∞∑
n=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

n′=−∞

eik|n−n
′|ψ(n′)

∣∣∣∣∣
2

=

=
1

4 sin2 k

+∞∑
n=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

n′′=−∞

eik|n
′′|/2 · eik|n′′|/2ψ(n− n′′)

∣∣∣∣∣
2

6

6 1

4 sin2 k

+∞∑
n=−∞

(
+∞∑

n′′=−∞

q|n
′′|

)(
+∞∑

n′′=−∞

q|n
′′||ψ(n− n′′)|2

)
=

=
1

4 sin2 k

(
+∞∑

n′′=−∞

q|n
′′|

)(
+∞∑

n′′=−∞

q|n
′′|

+∞∑
n=−∞

|ψ(n− n′′)|2
)

=

=
1

4 sin2 k

(
+∞∑

n=−∞

q|n|

)2

· ∥ψ∥2 = C∥ψ∥2
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(áûëî èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷åíà îöåíêà

∥(Aψ)(n)∥2 6 C∥ψ∥2, (4.8)

êîòîðàÿ äîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð A äåéñòâóåò â l2(Z), à òàêæå
îãðàíè÷åí â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé

R0(λ) îïåðàòîðà H0. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà

A(H0 − λI) = I, (H0 − λI)A = I. (4.9)

Ïðîâåðèì âòîðîå èç íèõ. Èìååì

(H0 − λI)Aψ = (H0 − λI)
+∞∑

n′=−∞

G0(n− n′, λ)ψ(n′) =

=
+∞∑

n′=−∞

(G0(n− 1− n′, λ) +G0(n+ 1− n′, λ)− λ)ψ(n′) =

=
+∞∑

n′=−∞

δ(n− n′)ψ(n′) = ψ(n),

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ó ï ð à æ í å í è å 8. Äîêàçàòü ïåðâîå ðàâåíñòâî â (4.9).

�5 . Ñïåêòð îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì îïåðàòîð Øðå-

äèíãåðà H = H0 + V (n) ñ ïîòåíöèàëîì ïðîñòåéøåãî âèäà

V (n) = V0δ(n), ãäå V0 � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.
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Ó ï ð à æ í å í è å 9. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð H îãðàíè-

÷åí è ñàìîñîïðÿæåí.

Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííî-

ãî îïåðàòîðà A, òî åñòü äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà ψ (ñîáñòâåí-

íîãî âåêòîðà) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Aψ = λψ. Ìíîæåñòâî ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ λ, âìåñòå ñ íóëåâûì ýëåìåí-

òîì îáðàçóåò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî; ýòî íå ÷òî èíîå,

êàê ker(A − λI). Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

κ = dimker(A− λI) íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà-

÷åíèÿ. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííûì, åñëè

â íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè íåò äðóãèõ òî÷åê ñïåêòðà.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Íàçîâåì ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì

σess(A) îïåðàòîðà A ìíîæåñòâî σ(A) r σd(A), ãäå σd(A) �

äèñêðåòíûé ñïåêòð, òî åñòü ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè.

Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåí-

íîãî ðîäà âîçìóùåíèé. Ïóñòü A è V � îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿ-

æåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì
÷åðåç R(λ) ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 5.1. (ñì. [13, Òåîðåìà XIII.14 è å¼ ñëåäñòâèÿ])

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C r σ(A) îïåðàòîð

V R(λ) êîìïàêòåí. Òîãäà

σess(A+ V ) = σess(A).
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Ïðèìåíèì òåîðåìó 5.1 ê îïåðàòîðó H = H0+V0δ(n). Èìå-

åì äëÿ V = V0δ(n), λ /∈ [−2, 2]

V R0(λ)ψ(n) = V0(R0(λ)ψ)(0)δ(n) ∈ {Cδ(n)}.

Ñëåäîâàòåëüíî, dim im(V R0(λ)) = 1, îïåðàòîð V R0(λ) ÿâ-

ëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ðàíãà 1 è ïîýòîìó êîìïàêòåí. Îïåðàòîð H0

íå èìååò èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñëåäîâàòåëüíî,

â ñèëó òåîðåìû 5.1,

σess(H) = σess(H0) = σ(H0) = [−2, 2].

Ó ï ð à æ í å í è å 10. Ïóñòü V = V (n) ∈ l2(Z) ïîíèìà-
åòñÿ êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ýòó ôóíêöèþ. Äîêàçàòü, ÷òî

σess(H0 + V ) = [−2, 2].

Èññëåäóåì îïåðàòîð H = H0 + V0δ(n) íà èçîëèðîâàííûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü λ ∈ Rr[−2, 2] (ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà H âåùåñòâåííû), òîãäà óðàâ-

íåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿHψ = λψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(H0 − λ)ψ = −V0δ(n)ψ èëè

ψ(n) = −R0(λ)V0δ(n)ψ(n) =

= − 1

2i sin k

+∞∑
n′=−∞

eik|n−n
′|V0δ(n

′)ψ(n′) = −V0ψ(0)
2i sin k

eik|n|.

Òàêèì îáðàçîì,

ψ(n) = −V0ψ(0)
2i sin k

eik|n|. (5.1)
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Òîãäà ψ(0) = −V0ψ(0)
2i sin k

. Ïîñêîëüêó ψ(0) ̸= 0 (èíà÷å èç (5.1) ïî-

ëó÷àåì ψ = 0), òî

sin k = −V0i
2
. (5.2)

Ïîëîæèì k = iκ, ãäå κ ∈ R, òîãäà sin k = ishκ è (5.2) çàïèøåò-

ñÿ â âèäå

shκ = −V0
2
. (5.3)

Ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïî-

ñêîëüêó ôóíêöèÿ shκ =
eκ − e−κ

2
íå÷åòíàÿ è ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò (ïðîâåðüòå ýòî!). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ¾ñîáñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ¿

ψ(n) = Ce−κ|n| (5.4)

íàõîäèòñÿ èç (5.1). Ýòî äåéñòâèòåëüíî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, òî

åñòü ýëåìåíò èç l2(Z), åñëè κ > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, V0 < 0), òî-

ãäà λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Åñëè V0 > 0, òî κ < 0 è ψ(n)

ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò. Â òàêîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò, ÷òî ñî-

îòâåñòâóþùåå λ ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñîì. Íàéäåì

λ = 2 cos k = 2
√
1− sin2 k = 2

√
1 +

V 2
0

4
=
√
4 + V 2

0 . (5.5)

Â ñèëó òîãî, ÷òî cos k = chκ =
eκ + e−κ

2
> 1, â óðàâíåíèè (5.5)

áåðåì àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè V0 < 0, òî

λ =
√
4 + V 2

0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çà÷åíèåì, à åñëè V0 > 0, òî

ðåçîíàíñîì.
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Ñîãëàñíî îïèñàíèþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè w = sin z

(ñì. [10]), óðàâíåíèå (5.1) ìîæåò èìåòü äðóãèå ðåøåíèÿ â ðå-

çóëüòàòå ñäâèãà k 7→ k + πn. Ñäâèã ìîæåò âûçâàòü ëèøü èç-

ìåíåíèå çíàêà ó sin k â (5.2) è cos k â (5.5) èëè, ýêâèâàëåíòíî,

â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ñäâèãà

íà π ïîëó÷àåì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = −
√

4 + V 2
0 â ñëó÷àå

V0 > 0 è ðåçîíàíñ â ýòîé æå òî÷êå â ñëó÷àå V0 < 0.

Èòàê, åñëè V0 > 0, òî èìååì åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çà-

÷åíèå λ = −
√

4 + V 2
0 êðàòíîñòè åäèíèöà (ïîñëåäíåå âûòåêàåò

èç (5.4)) è ðåçîíàíñ λ =
√
4 + V 2

0 , à åñëè V0 < 0, òî ñóùåñòâóåò

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ =
√
4 + V 2

0 êðàòíîñòè åäèíèöà è ðåçî-

íàíñ λ = −
√

4 + V 2
0 .

Èç ïðîâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ âèäíî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëü-

íîå âîçðàñòàíèå ¾ñîáñòâåííîé ôóíêöèè¿, îòâå÷àþùåé ðåçîíàí-

ñó, âûçâàíî ýêñïîíåíöèàëüíûì âîçðàñòàíèåì ôóíêöèè Ãðèíà

G0(n − n′, k) =
eik|n−n

′|

2i sin k
. Ïåðåéäÿ îò ïàðàìåòðà k ê ïàðàìåòðó

λ = 2 cos k, ïîëó÷èì (ïðè Reλ > 2 êîðíè àðèôìåòè÷åñêèå)

G0(n− n′, λ) =
(cos k + i sin k)|n−n

′|

2i sin k
=

=
1

−2i

√
1−

(
λ

2

)2

λ
2
− i

√
1−

(
λ

2

)2
|n−n′|

=

= − 1√
λ2 − 4

(
λ−

√
λ2 − 4

2

)|n−n′|

.

Ñîãëàñíî [11], ôóíêöèÿ G0 êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà λ

îïðåäåëåíà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ýê-
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çåìïëÿðàìè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ñêëååííûìè âäîëü ïðî-
ìåæóòêà [−2, 2]. Ðåçîëüâåíòå ñîîòâåòñòâóþò λ íà ïåðâîì ëèñòå,

íà êîòîðîì G0 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè |n−n′| → ∞. Ðåçî-

íàíñû, ïî îïðåäåëåíèþ, íàõîäÿòñÿ íà âòîðîì ëèñòå, íà êîòîðîì

G0 ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ïðè |n− n′| → ∞.

Ó ï ð à æ í å í è å 11. Íàéòè èçîëèðîâàííûå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ îïåðàòîðà

H = H0 + V1δ(n) + V2δ(n− n0),

ãäå V1, V2 = const, n0 > 0.

�6 . Ñëó÷àé êîíå÷íîãî ÷èñëà óçëîâ

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà óçëîâM = {1, . . . , N}, N > 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî

îïðåäåëåíî âûðàæåíèå (H0ψ)(n) ñ îïåðàòîðîì âèäà (4.1) äëÿ

n = 1, N, íåîáõîäèìî çàäàòü ¾ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ¿ â òî÷êàõ

n = 0, N + 1. Ìû ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äâóõ âèäîâ:

íóëåâûå

ψ(0) = ψ(N + 1) = 0 (6.1)

è ïåðèîäè÷åñêèå

ψ(0) = ψ(N), ψ(N + 1) = ψ(1). (6.2)

Îïåðàòîð H01 âèäà (4.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (6.1)

ìîæíî ñ÷èòàòü îïåðàòîðîì â l2(M) ∼= CN , îïðåäåëÿåìûì ðà-
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âåíñòâàìè

(H01ψ)(n) =


ψ(n− 1) + ψ(n+ 1), 2 6 n 6 N − 1,

ψ(2), n = 1,

ψ(N − 1), n = N.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà H02 âèäà (4.1) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿ-

ìè (6.2) çàïèøåì â âèäå

(H02ψ)(n) =


ψ(n− 1) + ψ(n+ 1), 2 6 n 6 N − 1,

ψ(2) + ψ(N + 1), n = 1,

ψ(N − 1) + ψ(1), n = N.

Ó ï ð à æ í å í è å 12. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ H0j,

j = 1, 2 â CN .

Èç âèäà ìàòðèö âûòåêàåò ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðîâ

H0j, j = 1, 2.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà H01. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψj(n) èùåì â âèäå

ψj(n) = C sin(αjn) =
C

2i

(
eiαjn − e−iαjn

)
, j = 1, . . . , N. (6.3)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (6.1)

sin 0 = sin(αj(N + 1)) = 0,

äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü α = π/(N + 1). Òîãäà, èñïîëü-

çóÿ (6.3), ïîëó÷èì

26



H0 sin

(
πjn

N + 1

)
=

=
1

2i

(
H0 exp

(
i
πjn

N + 1

)
−H0 exp

(
−i πjn
N + 1

))
=

=
1

2i

(
exp

(
i
πj

N + 1

)(
exp

(
i
πjn

N + 1

)
− exp

(
−i πjn
N + 1

))
+

+exp

(
−i πj

N + 1

)(
exp

(
i
πjn

N + 1

)
− exp

(
−i πjn
N + 1

)))
=

= exp

(
i
πj

N + 1

)
sin

(
πjn

N + 1

)
+ exp

(
−i πj

N + 1

)
sin

(
πjn

N + 1

)
=

= 2 cos

(
πj

N + 1

)
· sin

(
πjn

N + 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè

ψj(n) = C sin

(
πjn

N + 1

)
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà H01, îòâå÷àþ-

ùèìè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λj = 2 cos

(
πj

N + 1

)
. Ïðè èçìå-

íåíèè j îò 1 äî N â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè cos x

íà ïðîìåæóòêå (0, π) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

1 > λ1 > . . . > λN > −1.

Íî, êàê èçâåñòíî, ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îòâå÷à-

þò ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Âûáåðåì êîí-

ñòàíòó C òàê, ÷òîáû ∥ψj∥ = 1, j = 1, . . . , N. Ïðèìåíèâ èçâåñòíîå

òîæäåñòâî [12]

cosα+ cos 2α + . . .+ cosnα =
sin((2n+ 1)α)/2− sin(α/2)

2 sin(α/2)
,
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èìååì

∥ψj∥2 = C2

N∑
n=1

sin2

(
πjn

N + 1

)
=
C2

2

N∑
n=1

(
1− cos

(
2πjn

N + 1

))
=

=
C2N

2
− C2

2
·
sin

(
2N + 1

2
· 2πj

N + 1

)
− sin

(
πj

N + 1

)
2 sin

(
πj

N + 1

) =

=
C2N

2
− C2

2
·
sin

(
2πj − πj

N + 1

)
− sin

(
πj

N + 1

)
2 sin

(
πj

N + 1

) =

=
C2(N + 1)

2
= 1

â ñëó÷àå C =

√
2

N + 1
(C íå çàâèñèò îò j). Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

ψj(n) =

√
2

N + 1
sin

(
πjn

N + 1

)
â l2(M), ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà H01.

Îáñóäèì òåïåðü îïåðàòîð H02. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè H02

èùåì â âèäå φj(n) = Ceiαjn.

Ó ï ð à æ í å í è å 13. 1) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè φj(n),

j = 1, . . . , N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6.2) äëÿ α =
2π

N
.

2) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè α =
2π

N
è C =

√
1

N
ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
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Ó ï ð à æ í å í è å 14. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè

φj(n) =

√
1

N
exp

(
i
2πjn

N

)
, j = 1, . . . , N

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà H02, îòâå÷àþùè-

ìè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λj = 2 cos

(
2πj

N

)
.

Ó ï ð à æ í å í è å 15. ÏóñòüA� ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-

ðàòîð, äåéñòâóþùèé â l2(M) ∼= CN , ψj, j = 1, . . . , N � îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ â l2(M), ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λj (òàêîé áà-

çèñ ñóùåñòâóåò â ñèëó òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà). Òîãäà äëÿ

ðåçîëüâåíòû R(λ) = (A− λI)−1 îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà

R(λ) =
N∑
j=1

(ψ, ψj)ψj
λj − λ

, ψ ∈ l2(M).

Ó ï ð à æ í å í è å 16. Ïîëüçóÿñü óïðàæíåíèåì 15, íàé-

òè âûðàæåíèÿ äëÿ R0j(λ)ψ, ãäå R0j(λ) � ðåçîëüâåòà H0j,

j = 1, 2.

Ó ï ð à æ í å í è å 17. Ïóñòü A è B � îãðàíè÷åííûå ñà-

ìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH. Òî-
ãäà ÷èñëî λ /∈ σ(A) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà

A+B â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé

âåòîð ψ ∈ H òàêîé, ÷òî

ψ = −RA(λ)Bψ, (6.4)

ãäå RA(λ) = (A− λI)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ δ(n − n0) = δnn0 íà ìíîæåñòâå M,

ãäå n0 ∈ M. Ðàññìîòðèì ýòó ôóíêöèþ êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ

â l2(M) : ψ(n) 7→ δ(n− n0)ψ(n).

Ó ï ð à æ í å í è å 18. Íàéòèìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû Hj = H0j + V δ(n − n0), j = 1, 2,

ãäå V � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.

Ó ï ð à æ í å í è å 19. Ïîëüçóÿñü óïðàæíåíèÿìè 16 è

17, íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Hj, áåðÿ A = H0j,

îòëè÷íûå îò òî÷åê σ(H0j), äëÿ ñëó÷àÿ N = 2, n0 = 1 è ïðîèç-

âîëüíîãî V. Ñðàâíèòü ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííû-

ìè ðåøåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû.

�7 . Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà

ñ îãðàíè÷åííûì ïîòåíöèàëîì

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì îïåðàòîð H = H0 + V, ãäå V �

îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â l2(Z). Íàéäåì ñâÿçü ðåçîëüâåíò îïå-

ðàòîðîâ H0 è H.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Íàçîâåì êâàçèóðîâíåì îïåðàòîðà Øðå-

äèíãåðà H ïîëþñ åãî ôóíêöèè Ãðèíà.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü H = H0+V, ãäå V � îãðàíè÷åííûé îïå-

ðàòîð â l2(Z). Òîãäà äëÿ ðåçîëüâåíò R(λ) è R0(λ) îïåðàòîðîâ

H è H0 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

(I +R0(λ)V )−1 = 1−R(λ)V. (7.1)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì (H0 − λI)R(λ) =

= (H0 + V − λI)R(λ)− V R(λ) = I − V R(λ), îòêóäà

R(λ) = R0(λ) − R0(λ)V R(λ) èëè (I + R0(λ)V )R(λ) = R0(λ).

Èç îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ R(λ), R0(λ) è ïîñëåäíåãî ðàâåí-

ñòâà âûòåêàåò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà I +R0(λ)V, ñëåäîâàòåëü-

íî, R(λ) = (I+R0(λ)V )−1R0(λ). Óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî

íà V, ïîëó÷èì R(λ)V = (I +R0(λ)V )−1R0(λ)V è òîãäà

R(λ)V = (I +R0(λ)V )−1(R0(λ)V + I)− (I +R0(λ)V )−1 =

= I − (I +R0(λ)V )−1.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì êîíå÷-

íîãî ðàíãà (êîíå÷íîìåðíûì), òî åñòü dim imV < ∞. Ðàâåíñòâî

(7.1) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö (êàê ïðàâè-

ëî, ýòè ìàòðèöû ñâîäÿòñÿ ê êîíå÷íûì ìàòðèöàì, ñì. ðàçäåë IV).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî êâàçèóðîâíè ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè

ìàòðèöû (I + R0(λ)V )−1. Îïåðàòîð R0(λ)V ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-

íûì â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè V. Ñîãëàñíî [9, òåîðåìà VI.14],

ñóùåñòâîâàíèå ïîëþñà ó ìàòðèöû (I +R0(λ)V )−1 ýêâèâàëåíòíî

ñóùåñòâîâàíèþ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ψ = −R0(λ)V ψ,

à çíà÷èò, è óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà (H0+V −λ)ψ = 0 (ñð. ïðèìåð

ðåçîíàíñà â �5). Èç ñêàçàííîãî, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî èçî-

ëèðîâàííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèóðîâíÿìè.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Íàçîâåì ðåçîíàíñîì êâàçèóðîâåíü, íå

ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.
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ÐÀÇÄÅË III. ÒÅÎÐÈß ÐÀÑÑÅßÍÈß

�8 . Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

Îïðåäåëåíèå 8.6. Óðàâíåíèåì Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

äëÿ îïåðàòîðà H = H0 + V (n), ãäå V ∈ l1(Z), íàçûâàåòñÿ óðàâ-

íåíèå âèäà

ψ(n) = eikn −R0(λ± i0)V ψ(n) =

= eikn −
+∞∑

n′=−∞

G0(n− n′, k)V (n′)ψ(n′),
(8.1)

ãäå k ∈ (0, π) èëè k ∈ (−π, 0).

Â îïðåäåëåíèè 8.6 àðãóìåíò k ∈ (0, π) îòâå÷àåò íèæíå-

ìó ïðåäåëó àðãóìåíòà λ (òî åñòü âòîðîé àðãóìåíò ôóíêöèè

Ãðèíà G0(n − n′, λ) ñòðåìèòñÿ ê λ − i0), à k ∈ (−π, 0) �

âåðõíåìó ïðåäåëó (òî åñòü âòîðîé àðãóìåíò ôóíêöèè Ãðèíà

G0(n− n′, λ) ñòðåìèòñÿ ê λ + i0); ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ
λ

2
= cos k, cos

(
k +

π

2

)
= − sin k è ðèñ. 22 â [10].

Óðàâíåíèå (8.1) èãðàåò áîëüøóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ðàñ-

ñåÿíèÿ ÷àñòèöû, ýòî áóäåò ðàññìîòðåíî äàëåå â �9 . Çàìåòèì,

÷òî ðåçîëüâåíòà R0(λ) íå ñóùåñòâóåò äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

λ = 2 cos k ∈ (−2, 2); äåéñòâèòåëüíî,

|G0(n− n′, k)| = 1

2| sin k|
= const
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íå óáûâàåò ïðè n′ → ∞ è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà

â l2(Z). Îäíàêî, ôîðìóëîé

(Aφ)(n) =
+∞∑

n′=−∞

G0(n− n′, k)V (n′)ψ(n′)

îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç l∞(Z) â

l∞(Z).
Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë V â (8.1) íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåò-

ñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ (ñì. ðàçäåë IV).

Ó ï ð à æ í å í è å 20. Ïðîâåðèòü îãðàíè÷åííîñòü îïå-

ðàòîðà A êàê îïåðàòîðà èç l∞(Z) â l∞(Z).

Ðåøåíèÿ ψ óðàâíåíèÿ (8.1) áóäåì èñêàòü, òàêèì îáðàçîì,

â êëàññå l∞(Z).

Ó ï ð à æ í å í è å 21. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (8.1) ñ

εV (n) âìåñòî V (n), ãäå ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Äîêàçàòü, ÷òî

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ â êëàññå l∞(Z).

Ó ï ð à æ í å í è å 22. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ψ óðàâíå-

íèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (8.1) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà Hψ = λψ, ãäå λ = 2 cos k.

Èññëåäóåì óðàâíåíèå (8.1) â ïðîñòîì ñëó÷àå

V (n) = V0δ(n),

ãäå V0 ̸= 0 � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò

âèä

ψ(n) = eikn − V0
eik|n|

2i sin k
ψ(0). (8.2)
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Îòñþäà ψ(0) = 1− V0ψ(0)

2i sin k
è

ψ(0) =
1

1 +
V0

2i sin k

=
2i sin k

2i sin k + V0
. (8.3)

Èç (8.2), (8.3) íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.2):

ψ(n) = eikn − V0e
ik|n|

2i sin k + V0
. (8.4)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n > 0, òî

ψ(n) = eikn − V0
2i sin k + V0

eikn =
2i sin k

2i sin k + V0
eikn = a+e

ikn, (8.5)

è ïðè n < 0

ψ(n) = eikn − V0
2i sin k + V0

e−ikn = eikn + a−e
−ikn, (8.6)

ãäå ÷èñëà

a+ =
2i sin k

2i sin k + V0
, a− = − V0

2i sin k + V0

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî (ñì. íèæå ñìûñë òàêîãî íàçâàíèÿ).

�9 . Êàðòèíà ðàññåÿíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

âèäà

iψ′ = Hψ (9.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ψ(n, 0) = ψ0(n) ∈ l2(Z).
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Çäåñü ψ = ψ(n, t) � ôóíêöèÿ, ïðè êàæäîì t ∈ R ïðèíàäëåæà-

ùàÿ (êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà n) ïðîñòðàíñòâó l2(Z). Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ψ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé êàê l2(Z)-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
t ∈ R âûïîëíåíî

ψ(n, t+∆t)− ψ(n, t)

∆t
→ ψ′(n, t), ∆t→ 0,

ãäå ñõîäèìîñòü � ýòî ñõîäèìîñòü ïî íîðìå â l2(Z), à ïðîèçâîä-
íàÿ ψ′(n, t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé êàê îòîáðàæåíèå

t ∈ R 7→ ψ′(· , t) ∈ l2(Z).
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå V = 0 óðàâíåíèå (9.1) ïðèíèìàåò

âèä

iψ′ = H0ψ. (9.2)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ïåðåìåííîé n

(ñì. �4) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

i
∂ψ̂

∂t
= 2 cos k ψ̂, (9.3)

ãäå ψ̂ = ψ̂(k, t) ïðè êàæäîì t ∈ R ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó L2[−π, π] êàê ôóíêöèÿ îò k. Óðàâíåíèå (9.3) ëåãêî ðå-

øàåòñÿ êàê óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ó÷è-

òûâàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå ψ̂(k, 0) = ψ̂0(k), ïîëó÷èì ðåøåíèå

ψ̂(k, t) = ψ̂0(k) exp(−2it cos k). Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè ψ(n, t),

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôó-

ðüå, ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.2):

ψ(n, t) =
1√
2π

∫ π

−π
ψ̂0(k)e

inke−2it cos k dk. (9.4)
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Ó ï ð à æ í å í è å 23. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(n, t)

èç (9.4) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t êàê l2(Z)-çíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ è óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Ó ï ð à æ í å í è å 24. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ψ(n, t)

óðàâíåíèÿ (9.1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∥ψ(n, t)∥ = ∥ψ0(n)∥ = const, t ∈ R.

Åñëè ∥ψ0∥ = 1 è A ⊂ Z, òî

P =
∑
n∈A

|ψ(n, t)|2 (9.5)

åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà, îïèñûâàåìàÿ îïåðàòîðîì

H, íàõîäèòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â îáëàñòè A.

Îïðåäåëåíèå 9.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îï-

ðåäåëåíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Å¼ íîñèòåëåì íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî

supp f = {x ∈ R : f(x) ̸= 0}.

Åñëè íîñèòåëü êîìïàêòåí (â ñëó÷àå R ýòî îçíà÷àåò çàìê-

íóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü), òî f(x) îáðàùàÿåòñÿ òîæäåñòâåííî

â íóëü âíå ëþáîãî îòðåçêà [a, b] ⊃ supp f.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè C(k) è P (k) áåñêîíå÷-

íî äèôôåðåíöèðóåìû íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷åì C(k) èìååò

êîìïàêòíûé íîñèòåëü.

Ó ï ð à æ í å í è å 25. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

K = {P ′(k) : k ∈ suppC(k)}

êîìïàêòíî.

36



Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,

êîòîðîå äîêàçàíî, íàïðèìåð, â [14, Äîïîëíåíèå 1 ê �XI.3].

Òåîðåìà 9.3. (òåîðåìà î ñòàöèîíàðíîé ôàçå) Ïîëîæèì

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
C(k)ei(xk−tP (k)) dk

è ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî

K = {P ′(k) : k ∈ suppC(k)}.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî äëÿ

âñåõ x, t, äëÿ êîòîðûõ
x

t
/∈ G, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|u(x, t)| 6 C

(1 + |x|+ |t|)m
.

Ó ï ð à æ í å í è å 26. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.3,

Ω = Z rG. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà

∥u(n, t)∥2l2(Ω) =
∑
n∈Ω

|u(n, t)|2 → 0, |t| → +∞.

Ïðèìåíèì òåîðåìó î ñòàöèîíàðíîé ôàçå ê ðåøåíèþ (9.4)

óðàâíåíèÿ (9.3), ïðè ýòîì C(k) =
ψ̂0(k)√

2π
, òàê ÷òî ôóíêöèÿ ψ̂0

äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé è èìåòü êîìïàêò-

íûé íîñèòåëü. Â íàøåì ñëó÷àå P (k) = 2 cos k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C(k) > 0, è ýòà ôóíêöèÿ ïîäîáðàíà

(âûáîðîì ìíîæèòåëÿ) òàê, ÷òî ∥ψ(n, t)∥ = 1 äëÿ âñåõ t (ñì.

óïðàæíåíèå 24). Äàëåå, ñ÷èòàåì, ÷òî suppC(k) íàõîäèòñÿ â δ-

îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè k0 ∈ (−π, 0), ïðè÷åì

(k0 − δ, k0 + δ) ⊂ (−π, 0)
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è åñëè |k − k0| < δ, òî |2 sin k − 2 sin k0| < ε, ãäå ε > 0 � ìàëîå

íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî. Â ñèëó óïðàæåíèÿ 26 äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ |t| ÷àñòèöà, ñ òî÷íîñòüþ äî ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðî-

ÿòíîñòè, íàõîäèòñÿ â îáëàñòè∣∣∣n
t
+ 2 sin k0

∣∣∣ < ε.

Äëÿ t < 0 ïîëó÷àåì

−2 sin k0 · t+ εt < n < −2 sin k0 · t− εt.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà, â îñíîâíîì, íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå

äëèíû 2ε|t| (ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè |t| → +∞) è

ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ −2 sin k0 > 0 ñëåâà íàïðàâî.

Òî æå ñàìîå ïîëó÷èì è äëÿ t > 0. Ïðè ýòîì âîëíîâîé ïàêåò (òî

åñòü ôóíêöèÿ ψ(n, t), îïèñûâàþùàÿ ÷àñòèöó â íåêîòðîé îáëà-

ñòè) ¾ðàñïëûâàåòñÿ¿ ïðè |t| → +∞.
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Ðèñ. 9.2. Âîëíîâîé ïàêåò

Äëÿ íàãëÿäíîñòè, íà ðèñ. 9.2 ãðàôèêè ñïëîøíûå; íà

ñàìîì äåëå ãðàôèê îáðàçîâàí ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê

(n, |ψ(n)|2). Ïëîùàäè êàæäîé èç òðåõ çàøòðèõîâàííûõ ôèãóð

íà ðèñóíêå ïðèáëèæåííî ðàâíû åäèíèöå (â óñëîâíûõ åäèíèöàõ).

Òî, ÷òî ÷àñòèöà ñ îòðèöàòåëüíûì èìïóëüñîì (èìïóëüñ

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé C(k)) äâèæåòñÿ ñëåâà íàïðàâî, à íå
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ñïðàâà íàëåâî, âûçâàíî òåì, ÷òî, ôàêòè÷åñêè, ó îïåðàòîðà ýíåð-

ãèè H0, à çíà÷èò, ó ýíåðãèè, èçìåíåí çíàê (ñì. �2, �3).

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ êàðòèíû ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà

H = H0 + V δ(n). Ðåøåíèå ψ óðàâíåíèÿ (9.1) èùåì â âèäå

ψ(n, t) =

∫ +∞

−∞
C(k)ψ(n, k)e−2it cos k dk, (9.6)

ãäå C(k) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêò-

íûì íîñèòåëåì, ðàñïîëîæåííûì ëåâåå íóëÿ, à ψ(n) = ψ(n, k) �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (8.1), êîòîðîå â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä (8.4) (cð. (9.4) è (9.6); ïðè V = 0

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà åñòü eink).

Ó ï ð à æ í å í è å 27. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(n, t)

èç (9.6) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9.1).

Ïóñòü n < 0, òîãäà âñëåäñòâèå (9.6) è (8.6) èìååì

ψ(n, t) =

∫ +∞

−∞
C(k)eikne−2it cos k dk+

+a−

∫ +∞

−∞
C(k)e−ikne−2it cos k dk.

(9.7)

Åñëè ïðè ýòîì t < 0, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (9.7) îïèñûâàåò

÷àñòèöó, ïåðåìåùàþùóþñÿ ñëåâà íàïðàâî (ñì. âûøå). Äëÿ âòî-

ðîãî ñëàãàåìîãî â îáëàñòè, ãäå ψ çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ,

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

n

t
≈ −2 sin(−k0) = 2 sin k0,

÷åãî íå áóäåò äëÿ t < 0 èç-çà ðàçíûõ çíàêîâ ïðàâîé è ëåâîé

÷àñòåé. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàññìàòðèâàåìîì
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ñëó÷àå íå èãðàåò ðîëè â ðàññåÿíèè. Íî îíî èãðàåò ðîëü â ñëó÷àå

n < 0 è t > 0 è îïèñûâàåò îòðàæåííóþ îò ¾ïîòåíöèàëüíîãî

áàðüåðà¿ ÷àñòèöó: å¼ ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ,

è ¾âîëíîâîé ïàêåò¿ ïåðåìåùàåòñÿ, ðàñïëûâàÿñü, ñïðàâà íàëåâî.

Ïðè n > 0 è t > 0 èìååòñÿ òàêæå âîëíîâîé ïàêåò, ïîðîæ-

äåííûé, ñîãëàñíî (8.5), èíòåãðàëîì

a+

∫ +∞

−∞
C(k)eikne−2it cos k dk,

êîòîðûé îïèñûâàåò ÷àñòèöó, ïðîøåäøóþ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé

áàðüåð è äâèæóùèéñÿ ñëåâà íàïðàâî.

Îáëàñòè, â êîòîðûõ, â îñíîâíîì, ëîêàëèçîâàíû ðàññìàò-

ðèâàåìûå ïàêåòû, íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè t → −∞ èëè t → +∞.

Âñëåäñòâèå ôîðìóëû (9.5), óïðàæíåíèÿ 24 è îáñóæäåíèÿ âûøå,

âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â îáëàñòè n < 0 ïðè t→ −∞
ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Âåðîÿòíîñòü P− íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ïðè

t→ ∞ â îáëàñòè n < 0 (òî åñòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ) äàåòñÿ,

â ïðåäåëå, âûðàæåíèåì

|a−|2
+∞∑
n=−1

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
C(k)e−ikn · e−2it cos k dk

∣∣∣∣2 =
= |a−|2

+∞∑
n=−1

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
C(−k)eikn · e−2it cos k dk

∣∣∣∣2 → |a−|2 · 1 = P−,

à âåðîÿòíîñòü P+ íàõîæäåíèåì ÷àñòèöû ïðè t → ∞ â îáëàñòè

n > 0 (âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

|a+|2
+∞∑
n=1

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
C(k)eikn · e−2it cos k dk

∣∣∣∣2 → |a+|2 = P+.

Î÷åâèäíî, ÷òî P− + P+ = 1.
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Ðèñ. 9.3. Íàëåòàþùèé âîëíîâîé ïàêåò
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Ðèñ. 9.4. Ðàññåÿííûé âîëíîâîé ïàêåò

Ñóììà çàøòðèõîâàííûõ ïëîùàäåé P− è P+ íà ðèñ. 9.4

ðàâíà ïëîùàäè íà ðèñ. 9.3 è ðàâíà åäèíèöå.

Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ïî-

òåíöèàëîâ áîëåå îáùåãî âèäà, íàïðèìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåí-

êå |V (n)| 6 Ce−αn, α > 0 (ñì. [15]).

Ó ï ð à æ í å í è å 28. Íàéòè âåðîÿòíîñòè P− è P+ äëÿ

ñëó÷àÿ V (n) = V1δ(n) + V2δ(n− n0), ãäå V1, V2 = const, n0 > 0.
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ÐÀÇÄÅË IV. ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÅ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÛ

�10 . Îáùàÿ ñõåìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ïëîñêèé íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿç-

íûé ãðàô Γ áåç ïåòåëü ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì âåðøèí (óçëîâ)

A = {an}∞n=1 è ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð B = {(ani
, anj

)}. Ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåáåð,

íå ïðåâîñõîäÿùåå íåêîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî.

Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ôóíê-

öèÿ f, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ðåáðó (ani
, anj

) íåêîòîðîå âå-

ùåñòâåííîå ÷èñëî f(ani
, anj

) > 0. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

H : l2(A) → l2(A),

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

(Hψ)(an) =
∑

(an, ani )∈B

f(an, ani
)ψ(ani

). (10.1)

Îáû÷íî îäíî÷àñòè÷íûå îäíîìåðíûå îïåðàòîðû, èñïîëü-

çóåìûå â êâàíòîâîé òåîðèè òâåðäîãî òåëà, èìåþò âèä (10.1). Áî-

ëåå òîãî, êàê ïðàâèëî, ÷àñòü ãðàôà, óõîäÿùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòü,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ÷èñëî (îáû÷íî äâå) ïîëóïðÿìûõ ñ

óçëàìè, íà êîòîðûõ îïåðàòîð H äåéñòâóåò êàê îïåðàòîð H0 (ñì.

(4.1)). Äåéñòâèå îïåðàòîðà íà îñòàâøåéñÿ îãðàíè÷åííîé ÷àñòè

ãðàôà çàäàåòñÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ìàòðèöåé (¾íåëîêàëüíûì¿

ïîòåíöèàëîì � â îòëè÷èå îò ¾ëîêàëüíîãî¿ ïîòåíöèàëà, òî åñòü

îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ). Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ñ êî-
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íå÷íûì ÷èñëîì ïîëóïðÿìûõ ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé

êîíå÷íîé ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Ïðîâåäåì ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå äâóõ ïîäîáíûõ

îïåðàòîðîâ; ñõîæèå (áîëåå ñëîæíûå) îïåðàòîðû âñòðå÷àþòñÿ âî

ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ñòàòüÿõ. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðîâîäÿòñÿ êîìïü-

òåðíûå ðàñ÷åòû äëÿ ôèêñèðîâàííûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ.

�11 . Òî÷êà íà ïðîâîëîêå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü (ñì. ðèñ. 11.5): ê êâàíòîâîé òî÷-

êå (¾ïðèìåñè¿), ñîñòîÿùåé èç îäíîãî óçëà, ïðèñîåäèíåíû äâà

ïðîâîäíèêà (êâàíòîâûå ïðîâîëîêè). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî àìïëè-

òóäà ïåðåõîäà ýëåêòðîíà íà ñîñåäíèé óçåë âíóòðè ïðîâîäíèêîâ

ðàâíà åäèíèöå è àìïëèòóäà ïåðåõîäà ñ ïðîâîäíèêîâ íà êâàíòî-

âóþ òî÷êó è îáðàòíî ðàâíà v > 0 (ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè

áóäóò ðàâíû 1 è v2).

w
0

t
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t
2

t
3

t
4

t
−1

t
−2

t
−3

t
−4

1-� 1-� 1-� v-� v-� 1-� 1-� 1-�

Ðèñ. 11.5. Ìîäåëü 1

Òåì ñàìûì îïðåäåëåí ãðàô Γ ñ âåðøèíàìè A = Z è ðåá-

ðàìè B = {(n, n+1)}, ãäå n ∈ Z. Â íàøåì ñëó÷àå îïðåäåëåëåíà

ôóíêöèÿ f, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ëèáî 1, ëèáî v.

Ïóñòü n ∈ Z. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð H : l2(Z) → l2(Z),
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì
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Hψ(n) =



ψ(n− 1) + ψ(n+ 1), n ̸= 0, ±1,

vψ(0) + ψ(2), n = 1,

ψ(−2) + vψ(0), n = −1,

vψ(−1) + vψ(1), n = 0.

Îïåðàòîð H, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùå-

ãî îïðåäåëåíèÿ (10.1). Åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Hψ(n) = H0ψ(n)− (1− v)(ψ(−1) + ψ(1))δn, 0−

−(1− v)ψ(0)(δn, 1 + δn,−1).
(11.1)

Ó ï ð à æ í å í è å 29. Ïðîâåðèòü îãðàíè÷åííîñòü è ñà-

ìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà H â l2(Z).

Â ðàâåíñòâå (11.1) îïåðàòîð H çàïèñàí êàê ñóììà îïåðà-

òîðîâ H0 è V (n). Â ïàðàãðàôå 5 íàéäåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðà-

òîðàH0, áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò ïðè èçó÷åíèè íàøå-

ãî îïåðàòîðà, à òàêæå áóäåì îïèðàòüñÿ â íàøåì èññëåäîâàíèè

íà ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ âèäà H0 + V (n).

Ïîñòàâèì ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà H;

2) èññëåäîâàòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà H;

3) íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà äëÿ H;

4) îïèñàòü êàðòèíó ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû, ìîäåëèðóåìîé îïåðàòî-

ðîì H.
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Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà H

Íàéäåì ðåçîëüâåíòó R(λ) îïåðàòîðà H. Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâ-

íåíèå (H − λ I)ψ(n) = φ(n) îòíîñèòåëüíî ψ èëè

(H0 − λ I)ψ(n) = φ(n) + (1− v)(ψ(−1) + ψ(1))δn, 0+

+(1− v)ψ(0)(δn, 1 + δn,−1).

Çíàÿ ðåçîëüâåíòó R0(λ) = (H0 − λ I)−1 îïåðàòîðà H0 (ñì. �4),

âûðàçèì ψ(n) :

ψ(n) =
+∞∑

m=−∞

G0(n−m,λ)
(
φ(m) + (1− v)(ψ(−1) + ψ(1))δm, 0+

+(1− v)ψ(0)(δm, 1 + δm,−1)
)
.

Ïóñòü λ = 2 cos k,
√
cos2 k − 1 = −i sin k, òîãäà

+∞∑
m=−∞

eik|n−m|δm, 0 = eik|n|,

+∞∑
m=−∞

eik|n−m|δm, 1 = eik|n−1|,

+∞∑
m=−∞

eik|n−m|δm,−1 = eik|n+1|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ψ(n) =
1

2i sin k

(
+∞∑

m=−∞

eik|n−m|φ(m)+

+(1− v) (ψ(−1) + ψ(1)) eik|n|+

+(1− v)ψ(0)
(
eik|n−1| + eik|n+1|)).

Ïîëîæèì ψ(0) = x, ψ(−1) + ψ(1) = y,

+∞∑
m=−∞

eik|m|φ(m) = A è
+∞∑

m=−∞

(
eik|m+1| + eik|m−1|)φ(m) = B.
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Îïðåäåëèì íåèçâåñòíûå x è y èç ñèñòåìû
(
eik − e−ik − 2(1− v)eik

)
x− (1− v)y = A,

− 2(1− v)(e2ik + 1)x+
(
eik − e−ik − 2(1− v)eik

)
y = B.

Ýòî ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

x è y. Ïðèìåíèì ìåòîä Êðàìåðà, äëÿ ÷åãî âû÷èñëèì îïðåäåëè-

òåëè:

∆ =

∣∣∣∣∣ eik − e−ik − 2(1− v)eik −(1− v)

−2(1− v)(e2ik + 1) eik − e−ik − 2(1− v)eik

∣∣∣∣∣ =
=
(
e2ik − 1

) (
2v2 − e−2ik − 1

)
=
(
e2ik − 1

) (
2v2 − λe−ik

)
,

∆x =

∣∣∣∣∣ A −(1− v)

B eik − e−ik − 2(1− v)eik

∣∣∣∣∣ =
= e−ik

(
e2ik − 1

)(
v

+∞∑
m=−∞

eik|m|φ+ (1− v)φ(0)

)
,

∆y =

∣∣∣∣∣ eik − e−ik − 2(1− v)eik A

−2(1− v)(e2ik + 1) B

∣∣∣∣∣ =
= e−ik

(
e2ik − 1

) ( (
eik + e−ik

) +∞∑
m=−∞

eik|m|φ(m)+

+
(
(2v − 1)eik − e−ik

)
φ(0)

)
=

= e−ik
(
e2ik − 1

) (
λ

+∞∑
m=−∞

eik|m|φ(m) + (2v − λ)φ(0)
)
.

Îòñþäà

x = ψ(0) =

v
∑
m∈Z

eik|m|φ(m) + (1− v)φ(0)

eik (2v2 − λe−ik)
,
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y = ψ(−1) + ψ(1) =

=

λ
∑
m∈Z

eik|m|φ(m) + (2v − λ)φ(0)

eik (2v2 − λe−ik)
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà H íàéäåíà:

ψ(n) = R(λ)φ(n) =
1

2i sin k (2v2eik − λ)

(
+∞∑

m=−∞

eik|n−m|φ(m)+

+eik|n|(1− v)
(
λ

+∞∑
m=−∞

eik|m|φ(m) + (2v − λ)φ(0)
)
+

+(1− v)
(
eik|n−1| + eik|n+1|) (v +∞∑

m=−∞

eik|m|φ+ (1− v)φ(0)
))

.

Êâàçèóðîâíè îïåðàòîðà H ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ôóíêöèè

Ãðèíà. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàçèóðîâíè îïåðàòîðàH îïðåäåëÿþòñÿ

èç óðàâíåíèé sin k = 0 è 2v2 − e−2ik − 1 = 0. Ïåðâîå óðàâíåíèå

äàåò ðåøåíèå k = πl, l ∈ Z, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò λ = ±2. Ðåøèì

âòîðîå óðàâíåíèå

(2v2 − 1)(cos2 k + sin2 k)− (cos(−2k) + i sin(−2k)) = 0,

äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì ê îäíîðîäíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó óðàâ-

íåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:

2(v2 − 1) cos2 k + 2v2 sin2 k + 2i sin k cos k = 0.

Îòñþäà

v2tg2k + itg k + v2 − 1 = 0 èëè (tg k + i) ·
(
tg k − v2 − 1

v2
i

)
= 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

1 + tg2k =
1

cos2 k
.
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Òîãäà ïðè |v| >
√
2

2
ïîëó÷èì λ = ± 2v2√

2v2 − 1
, à ïðè 0 < |v| <

√
2

2

çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ ðàâíî ± 2v2i√
|2v2 − 1|

.

Ó ï ð à æ í å í è å 30. Îïðåäåëèòü, êîãäà λ ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H, à êîãäà ðåçîíàíñîì. Ñôîð-

ìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ó ï ð à æ í å í è å 31. Íàéòè ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïå-

ðàòîðà H.

Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì
(
ñì. (8.1); ó÷èòûâàåì âèä (11.1) îïåðàòîðà

V ψ(n) = −(1− v)(ψ(−1) + ψ(1))δn, 0 − (1− v)ψ(0)(δn, 1 + δn,−1)
)
:

ψ(n) = eikn + (1− v)R0(λ+ i0)
(
(ψ(−1) + ψ(1))δm, 0+

+ψ(0) (δm, 1 + δm,−1)
)

èëè

ψ(n) = eikn +
1− v

2i sin k

(
(ψ(−1) + ψ(1))eik|n|+

+ψ(0)
(
eik|n−1| + eik|n+1|)). (11.2)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ψ(n) îïðåäåëèì íåèçâåñòíûå

ψ(0) = x è ψ(−1) + ψ(1) = y èç ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èç (11.2):
(
(2v − 1)eik − e−ik

)
x− (1− v)y = eik − e−ik,

− 2(1− v)(e2ik + 1)x+
(
(2v − 1)eik − e−ik

)
y = e2ik − e−2ik.
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Èñïîëüçóÿ ìåòîä Êðàìåðà, íàõîäèì

ψ(0) =
v(eik − e−ik)

eik (2v2 − λe−ik)
, ψ(−1) + ψ(−1) =

e2ik − e−2ik

eik (2v2 − λe−ik)
.

Îòñþäà è èç (11.2) ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�

Øâèíãåðà

ψ(n) = eikn +
1− v

eik(2v2 − λe−ik)

(
λeik|n| + veik|n−1| + veik|n+1|

)
.

Ó ï ð à æ í å í è å 32. Íàéòè êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäå-

íèÿ a+ è îòðàæåíèÿ a−.

Ó ï ð à æ í å í è å 33. Èññëåäîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ èìååò ìåñòî ïîëíîå îòðàæåíèå è (èëè) ïîëíîå ïðîõîæäåíèå

÷àñòèöû.

Ó ï ð à æ í å í è å 34. Íàéòè äðóãîé (ýêâèâàëåíòíûé)

âèä îïåðàòîðà H äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 11.5. Êâàí-

òîâàÿ òî÷êà, çàíóìåðîâàííàÿ íà ðèñ. 11.5 íóëåì, íóìåðóåòñÿ

÷èñëîì 1, à îñòàâøèéñÿ áåñêîíå÷íûé ó÷àñòîê ãðàôà � ÷èñëàìè

0, ±1, ±2, . . . . Ïðè ýòîì âìåñòî îäíîé ôóíêöèè ψ(n) ââîäèòñÿ

ïàðà ôóíêöèé ψ = (ψ1(n), ψ2(m)), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäå-

ëåíà íà ñâîåì ó÷àñòêå ãðàôà.

�12 . Òî÷êà âíå ïðîâîëîêè

Ðàññìîòðèì òåïåðü êâàíòîâóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ âáëèçè ïðî-

âîëîêè, íî íå íà íåé ñàìîé (ñì. ðèñ. 12.6). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

àìïëèòóäà ïåðåõîäà íà ñîñåäíèé óçåë â ïðîâîëîêå ðàâíà åäèíè-

öå, à ñ ïðîâîëîêè íà êâàíòîâóþ òî÷êó è îáðàòíî ðàâíà v > 0.
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Ðèñ. 12.6. Ìîäåëü 2

Ýòî îïðåäåëÿåò ãðàô Γ ñ âåðøèíàìè A = {n} è ðåáðàìè
B = {(n, n+ 1) : n ̸= 1} ∪ {(0, 2)}, ãäå n ∈ Z, à òàêæå ôóíêöèþ
f, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ëèáî 1, ëèáî v.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.1) ðàññìîòðèì îïåðàòîð

H : l2(Z) → l2(Z),

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

(Hψ)(n) = (H0ψ)(n) + (ψ(2) + (v − 1)ψ(1))δn, 0+

+((v − 1)ψ(0)− ψ(2))δn, 1 + (ψ(0)− ψ(1))δn, 2.
(12.1)

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà H

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåçîëüâåíòó, ðåøèì óðàâíåíèå

(H − λ I)ψ(n) = φ(n) äëÿ çàäàííîãî φ ∈ l2(Z) îòíîñèòåëüíî ψ.
Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

(H0 + V (n)− λ I)ψ(n) = φ(n). (12.2)

Îòñþäà ïîëó÷èì

ψ(n) = (H0 − λ I)−1(φ(n)− V (n)ψ(n)),
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òî åñòü (ñì. �4)

ψ(n) =
+∞∑

m=−∞

1

2i sin k
eik|n−m|

(
φ(m)− (ψ(2) + (v − 1)ψ(1))δm, 0−

−((v − 1)ψ(0)− ψ(2))δm, 1 − (ψ(0)− ψ(1))δm, 2

)
.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

+∞∑
m=−∞

eik|n−m|δm, 0 = eik|n|,

+∞∑
m=−∞

eik|n−m|δm, 1 = eik|n−1|,

+∞∑
m=−∞

eik|n−m|δm, 2 = eik|n−2|,

ïîëó÷èì

ψ(n) =
1

2i sin k

(
+∞∑

m=−∞

eik|n−m|φ(m)−

−
(
ψ(2) + (v − 1)ψ(1)

)
eik|n|−

−
(
(v − 1)ψ(0)− ψ(2)

)
eik|n−1|−

−
(
ψ(0)− ψ(1)

)
eik|n−2|

)
.

(12.3)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ψ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè ψ(n) â òî÷êàõ n = 0, n = 1 è n = 2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A =
+∞∑

m=−∞

eik|m|φ(m), B =
+∞∑

m=−∞

eik|m−1|φ(m),

C =
+∞∑

m=−∞

eik|m−2|φ(m).
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Ïîäñòàâëÿÿ n = 0, n = 1 è n = 2 â âûðàæåíèå (12.3),

ïîëó÷èì ñèñòåìó



(
veik − e−ik + e2ik

)
ψ(0) +

(
v − 1− e2ik

)
ψ(1)+

+
(
1− eik

)
ψ(2) = A,(

v − 1 + eik
)
ψ(0) +

(
(v − 1)eik − e−ik

)
ψ(1)+

+
(
eik − 1

)
ψ(2) = B,(

(v − 1)eik + 1
)
ψ(0) +

(
(v − 1)e2ik − 1

)
ψ(1)+

+
(
e2ik − e−ik

)
ψ(2) = C.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
veik − e−ik + e2ik v − 1− e2ik 1− eik

v − 1 + eik (v − 1)eik − e−ik eik − 1

(v − 1)eik + 1 (v − 1)e2ik − 1 e2ik − e−ik

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= e−ik

(
v2 + 2i sin 2k

) (
e2ik − 1

)2
.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êðàìåðà, ψ(0) =
∆ψ(0)

∆
, ãäå

∆ψ(0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
A v − 1− e2ik 1− eik

B (v − 1)eik − e−ik eik − 1

C (v − 1)e2ik − 1 e2ik − e−ik

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

((
1 + e−2ik

) −∞∑
m=0

e−ikmφ(m) + ve−ikφ(1)+

+
(
e−ik + e−3ik

) +∞∑
m=2

eikmφ(m)

)(
e2ik − 1

)2
.
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Àíàëîãè÷íî ψ(1) =
∆ψ(1)

∆
, ãäå

∆ψ(1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
veik − e−ik + e2ik A 1− eik

v − 1 + eik B eik − 1

(v − 1)eik + 1 C e2ik − e−ik

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

(
ve−ik

−∞∑
m=0

e−ikmφ(m) + (e−2ik − 1)φ(1)+

+ve−2ik

+∞∑
m=2

eikmφ(m)

)(
e2ik − 1

)2
è ψ(2) =

∆ψ(2)

∆
, ãäå

∆ψ(2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
veik − e−ik + e2ik v − 1− e2ik A

v − 1 + eik (v − 1)eik − e−ik B

(v − 1)eik + 1 (v − 1)e2ik − 1 C

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

((
eik + e−ik

) −∞∑
m=0

e−ikmφ(m) + vφ(1)+

+
(
−v2e−2ik + e−2ik + e−4ik

) +∞∑
m=2

eikmφ(m)

)(
e2ik − 1

)2
.

Ïîëîæèì ∆′ = e−ik (v2 + 2i sin 2k) , òîãäà

∆ = ∆′ ·
(
e2ik − 1

)2
.

Ïîäâîäÿ èòîã âûøåñêàçàííîìó, ñôîðìóëèðóåì ëåììó.
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Ëåììà 12.1. Ïóñòü λ /∈ σ(H). Òîãäà ∆ ̸= 0 è ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

ψ(n) = (R(λ)φ)(n) =

=
1

(2i sin k)∆′

(
∆′

+∞∑
m=−∞

eik|n−m|φ(m)+

+
(
∆′

2 + (v − 1)∆′
1

)
eik|n|+

+
(
(v − 1)∆′

0 −∆′
2

)
eik|n−1|+

+
(
∆′

0 −∆′
1

)
eik|n−2|

)
,

(12.4)

ãäå äëÿ p ∈ {0, 1, 2}

∆′
p = −

∆ψ(p)

(e2ik − 1)2
=

= −Ap
−∞∑
m=0

e−ikmφ(m)−Bpφ(1)− Cp

+∞∑
m=2

eikmφ(m),

A0 = 1 + e−2ik, B0 = ve−ik, C0 = e−ik + e−3ik,

A1 = ve−ik, B1 = e−2ik − 1, C1 = ve−2ik,

A2 = eik + e−ik, B2 = v, C2 = −v2e−2ik + e−2ik + e−4ik.

Òåîðåìà 12.4. Îïåðàòîð H îãðàíè÷åí, ñàìîñîïðÿæåí, è ñó-

ùåñòâåííûé ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì

[−2, 2].

Ó ï ð à æ í å í è å 35. Äîêàçàòü òåîðåìó 12.4.

Ëåììà 12.2. ×èñëî λ /∈ [−2, 2] ïðèíàäëåæèò äèñêðåòíîìó

ñïåêòðó îïåðàòîðà H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆′ = 0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 12.4 è

ëåììû 12.1, à òàêæå èç ðàññóæäåíèé â �7.

Òåîðåìà 12.5. Îïåðàòîð H èìååò êâàçèóðîâíè

â òî÷êàõ λ1,2 = ±
√

2 +
√
4 + v4 (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ),

â òî÷êàõ λ3,4 = ±i
√√

4 + v4 − 2 (ðåçîíàíñû) è â òî÷êàõ

λ5,6 = ±2 (ðåçîíàíñû).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Cîãëàñíî ëåììå 12.2,

∆′ = e−ik
(
v2 + 2i sin 2k

)
= 0.

Òîãäà èìååì v2 + 2i sin 2k = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

λ = 2 cos k è sin k = −
√
1− λ2

4
,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

λ

√
1− λ2

4
=

1

2
iv2.

Îòñþäà (λ2 − 2)
2
= 4 + v4 èëè

λ = ±
√
2 +

√
4 + v4, λ = ±i

√√
4 + v4 − 2.

Çíà÷åíèÿ λ = ±2 ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ðåçîëüâåíòû îïå-

ðàòîðà H (ñì. ëåììó 12.1). Ïîêàæåì, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà H. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

óðàâíåíèå (12.2) ïðè φ(n) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ Z.
Ïóñòü λ = 2 (åñëè λ = −2, òî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-

íîå). Ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ áóäåì îïðåäåëÿòü èç óðàâíåíèÿ

(H0 − 2I)ψ(n) = −(ψ(2) + (v − 1)ψ(1))δn, 0−

((v − 1)ψ(0)− ψ(2))δn, 1 − (ψ(0)− ψ(1))δn, 2.
(12.5)
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Ïóñòü n ̸= 0, 1, 2, òîãäà ïîëó÷àåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

ψ(n− 1) + ψ(n+ 1)− 2ψ(n) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå

ψ(n) = C1q
n + C2q

−n.

Ïðè ýòîì âîçìîæíû âàðèàíòû: q = 1 èëè C1q
2n +C2 = 0. Çàïè-

øåì óðàâíåíèå (12.5) ïðè n = 0, 1, 2 :
ψ(−1) + ψ(1)− 2ψ(0) = −ψ(2)− (v − 1)ψ(1),

ψ(0) + ψ(2)− 2ψ(1) = −(v − 1)ψ(0) + ψ(2),

ψ(1) + ψ(3)− 2ψ(2) = −ψ(0) + ψ(1).

Åñëè q = 1, òî ïîëó÷àåì ëèáî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ëèáî ïðî-

òèâîðå÷èå. Ïðîòèâîðå÷èå âîçíèêàåò ïðè n = 0 è n = 1. Â ïåð-

âîì ñëó÷àå ïàðàìåòð v äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ, à âî âòîðîì �

äâóì. Ýòîãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ìû ðåøàåì îäíî óðàâíå-

íèå (12.5). Åñëè C1q
2n + C2 = 0, òîãäà èç ïåðâîãî è âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî îäíà èç êîíñòàíò C1 èëè C2

äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Èëè ïî-

ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå â òîì, ÷òî â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû

ïàðàìåòð v ðàâåí äâóì, à âî âòîðîì � íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà èìååò âèä

ψ(n) = eikn −R(λ+ i0)
(
(ψ(2) + (v − 1)ψ(1))δn, 0+

((v − 1)ψ(0) + ψ(2))δn, 1 + (ψ(0)− ψ(1))δn, 2

)
.
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Îòñþäà, ïîäñòàâëÿÿ n = 0, 1, 2, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

(
veik − e−ik + e2ik

)
ψ(0) +

(
v − 1− e2ik

)
ψ(1)+

+
(
1− eik

)
ψ(2) = eik − e−ik,(

v − 1 + eik
)
ψ(0) +

(
(v − 1)eik − e−ik

)
ψ(1)+

+
(
eik − 1

)
ψ(2) = eik

(
eik − e−ik

)
,(

(v − 1)eik + 1
)
ψ(0) +

(
(v − 1)e2ik − 1

)
ψ(1)+

+
(
e2ik − e−ik

)
ψ(2) = e2ik

(
eik − e−ik

)
.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Êðàìåðà îòíîñèòåëüíî ψ(0), ψ(1), ψ(2),

íàõîäèì

ψ(0) =
2i sin 2k

v2 + 2i sin 2k
, ψ(1) =

(
eik − 1

) (
v + ve−ik − eik

)
v2 + 2i sin 2k

,

ψ(2) =
e−ik

(
e4ik − 1

)
v2 + 2i sin 2k

.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.6. Ïóñòü ∆′ ̸= 0, ãäå λ ∈ (−2, 2). Òîãäà óðàâíå-

íèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ó ï ð à æ í å í è å 36. Íàéòè êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäå-

íèÿ a+ è îòðàæåíèÿ a−.

Ó ï ð à æ í å í è å 37. Èññëåäîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ èìååò ìåñòî ïîëíîå îòðàæåíèå è (èëè) ïîëíîå ïðîõîæäåíèå

÷àñòèöû.

Ó ï ð à æ í å í è å 38. Íàéòè äðóãîé (ýêâèâàëåíòíûé) âèä

îïåðàòîðà H äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 12.6. Êâàíòîâàÿ

57



òî÷êà (òî÷êà âíå ïðîâîëîêè ñ êîîðäèíàòîé 1) íóìåðóåòñÿ ÷èñ-

ëîì 1, à îñòàâøèéñÿ áåñêîíå÷íûé ó÷àñòîê ãðàôà � ÷èñëàìè

0, ±1, ±2, . . . . Ïðè ýòîì âìåñòî îäíîé ôóíêöèè ψ(n) ââîäèòñÿ

ïàðà ôóíêöèé ψ = (ψ1(n), ψ2(m)), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäå-

ëåíà íà ñâîåì ó÷àñòêå ãðàôà.
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Ó ï ð à æ í å í è å 39. Íàéòè âèä îïåðàòîðîâH äëÿ ãðà-

ôîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 12.7, 12.8, 12.9. Âåðøèíû ãðàôà

íóæíî çàíóìåðîâàòü öåëûìè ÷èñëàìè 0, ±1, ±2, . . . .

Ó ï ð à æ í å í è å 40. Íàéòè âèä îïåðàòîðîâH äëÿ ãðà-

ôîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 12.7, 12.8, 12.9. Êîíå÷íûé ó÷à-

ñòîê ãðàôà (êâàíòîâàÿ òî÷êà) íóìåðóåòñÿ ÷èñëàìè 1, 2, . . . , N,

à îñòàâøèéñÿ áåñêîíå÷íûé � ÷èñëàìè 0, ±1, ±2, . . . . Ïðè

ýòîì âìåñòî îäíîé ôóíêöèè ψ(n) ââîäèòñÿ ïàðà ôóíêöèé

ψ = (ψ1(n), ψ2(m)), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëåíà íà ñâîåì

ó÷àñòêå ãðàôà.
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Óêàçàíèÿ ê óïðàæíåíèÿì

Ó ï ð à æ í å í è å 5. Èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2(x, y).

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå â óïðàæíåíèè 5 ñïðàâåäëèâî

è äëÿ ïðîñòðàíñòâà íàä C, òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò

èñïîëüçîâàòü ¾ïîëÿðèçàöèîííîå òîæäåñòâî¿ (ñì. [9, Çàäà÷à 4]):

(x, y) =
1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 − i∥x+ iy∥2 + i∥x− iy∥2

)
.

Ó ï ð à æ í å í è å 6. Èñïîëüçîâàòü óïðàæíåíèå 5 è ðàâåíñòâî

Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäà Ôóðüå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ó ï ð à æ í å í è å 7. Åñëè λ /∈ [a, b], òî ðåçîëüâåíòà

R(λ) = (A − λI)−1 îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò è ÿâíî âû÷èñëÿ-

åòñÿ èç óðàâíåíèÿ (A − λI)ψ = φ â L2[a b] îòíîñèòåëüíî ψ,

òàê ÷òî σ(A) ⊂ [a, b]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè λ ∈ [a, b], òî

ëåãêî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ψn ∈ L2[a, b],

n = 1, 2, . . . , òàêèõ, ÷òî ∥ψn∥ = 1 è (A−λI)ψn = φn → 0, n→ ∞
(â êà÷åñòâå òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî âçÿòü, â ñëó÷àå λ ̸= a, b,

ψn(k) = hkχ[λ−1/n, λ+1/n](k), ãäå χ[λ−1/n, λ+1/n](k) � ýòî õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà, à hk =
√
n/2. Òîãäà, åñëè â ïðåä-

ïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî λ /∈ σ(A), ïîëó÷àåì ψn = R(λ)φn → 0,

n→ ∞ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ó ï ð à æ í å í è å 10. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîìïàêòíîñòè

îïåðàòîðà V R0(λ) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà

V (n1)G0(n1 − n′
1, λ) êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìî, òî åñòü

+∞∑
n1=−∞

+∞∑
n′
1=−∞

|V (n1)|2|G0(n1 − n′
1, λ)| < +∞.
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Â êà÷åñòâå λ ìîæíî âçÿòü λ = 3. Óðàâíåíèå 2 cos k = 3 ðàçðå-

øèìî, òàê êàê äëÿ k = iκ, κ ∈ R, 2 cos k = 2 cos(iκ) = 2chκ.
Ó ï ð à æ í å í è å 11. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 2× 2; íåèçâåñòíûìè â ñîîòâåòñòâóþùåé

îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ ψ(0) è ψ(n0).

Ó ï ð à æ í å í è å 13. Ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü:(
eiαjn, eiαj

′n
)
=

N∑
n=1

eiα(j−j
′)n = eiα(j−j

′) · 1− eiα(j−j
′)N

1− eiα(j−j′)
=

= eiα(j−j
′) · 1− e2iπ(j−j

′)

1− eiα(j−j′)
= 0, j ̸= j′.

Ó ï ð à æ í å í è å 15. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà

(A− λI)R(λ)ψ = R(λ)(A− λI)ψ = ψ, ψ ∈ l2(M).

Ó ï ð à æ í å í è å 21. Èñïîëüçîâàòü îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà

1− εA äëÿ ∥εA∥ < 1.

Ó ï ð à æ í å í è å 22. Èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî (4.3), ïðîâåðèâ

åãî äëÿ λ ∈ (−2, 2).

Ó ï ð à æ í å í è å 23. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîõðà-

íÿåò íîðìó, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ψ̂0(k, t). Ôîðìàëüíî

∂ψ̂

∂t
= −2i cos ke−2it cos kψ̂0(k) ∈ L2[−π, π]

(óìíîæåíèå íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåò

ïðèíàäëåæíîñòü L2[−π, π]). Ðàññìîòðèì

61



∥∥∥∥∥ ψ̂(k, t+∆t)− ψ̂(k, t)

∆t
− ∂ψ̂(k, t)

∂t

∥∥∥∥∥
2

=

=

∫ π

−π

∣∣∣∣e−2i(t+∆t) cos k − e−2it cos k

∆t
− 2i cos ke−2it cos k

∣∣∣∣2 ×
×
∣∣∣ψ̂0(k)

∣∣∣2 dk → 0, ∆t→ 0

ïî òåîðåìå Ëåáåãà: ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòî÷å÷íî ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ è, êðîìå òîãî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ñóììèðó-

åìîé ôóíêöèåé C
∣∣∣ψ̂∣∣∣2 ; ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (òåîðåìà Ëàã-

ðàíæà)

e−2i(t+∆t) cos k − e−2it cos k

∆t
= 2i cos ke−2iθt cos k,

ãäå θ íàõîäèòñÿ ìåæäó t è t + ∆t. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
∂ψ̂

∂t
.

Ó ï ð à æ í å í è å 24. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

d

dt
(ψ, ψ) =

(
dψ

dt
, ψ

)
+

(
ψ,

dψ

dt

)
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáû÷íîãî

ïðîèçâåäåíèÿ). Îòñþäà, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (9.1) è ñàìîñîïðÿ-

æåííîñòü îïåðàòîðà H, ïîëó÷àåì

i
d

dt
(ψ, ψ) = i

(
dψ

dt
, ψ

)
+ i

(
ψ,

dψ

dt

)
=

(
i
dψ

dt
, ψ

)
−
(
ψ, i

dψ

dt

)
=

= (Hψ, ψ)− (ψ, Hψ) ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d∥ψ∥2

dt
≡ 0 è

∥ψ(n, t)∥2 ≡ const = ∥ψ(n, 0)∥2 = ∥ψ0(n)∥2.
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Ó ï ð à æ í å í è å 26. Âûáèðàÿ m > 1, èìååì∑
n∈Ω

|u(n, t)|2 6 C2
∑
n∈Ω

1

(1 + |n|+ |t|)2m
6

6 C2
∑
n∈Ω

1

(1 + |n|)m(1 + |t|)m
6 C2

(1 + |t|)m
+∞∑

n=−∞

1

(1 + |n|)m
=

=
C ′

(1 + |t|)m
→ 0, |t| → +∞.

Ó ï ð à æ í å í è å 28. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû èç

äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ψ(0) è ψ(n0). Ïðè íà-

õîæäåíèè a+ è a− ñëåäóåò âçÿòü n > n0 è n 6 0 ñîòâåòñòâåííî.
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ

• Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíûé

îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî ∥Ax∥ 6 C∥x∥, x ∈ X.

Íîðìîé ∥A∥ îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ èç ýòèõ

êîíñòàíò.

• Îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(·, ·), íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè (Aψ, φ) = (φ, Aψ)

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ψ, φ ∈ H.

• Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî l1(Z) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé ψ(n),
n ∈ Z òàêèõ, ÷òî ∥ψ∥ = ∥ψ∥1 =

∑
n∈Z

|ψ(n)| <∞.

• Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî l∞(Z) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé

ψ(n), n ∈ Z òàêèõ, ÷òî ∥ψ∥ = ∥ψ∥∞ = sup
n∈Z

|ψ(n)| <∞.

• Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2(Z) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé

ψ(n), n ∈ Z òàêèõ, ÷òî ∥ψ∥ = ∥ψ∥2 =

(∑
n∈Z

|ψ(n)|2
)1/2

<∞;

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â l2(Z) äàåòñÿ ôîðìóëîé

(ψ, φ) =
∑
n∈Z

ψ(n)φ(n).

• Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2[a, b] ñîñòîèò èç âñåõ èçìåðè-

ìûõ ôóíêöèé f(t), îïðåäåëåííûõ íà [a, b] òàêèõ, ÷òî

∥f∥ =

(∫ b

a

|f(t)|2 dt
)1/2

<∞;
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ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[a, b] äàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t) dt.

• Ñèìâîë Êðîíåêåðà δij � èíäèêàòîð ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ,

ôîðìàëüíî ôóíêöèÿ äâóõ öåëûõ ïåðåìåííûõ i è j, îïðåäå-

ëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì δij =

 1, i = j,

0, i ̸= j.

• Ñïåêòðîì σ(A) ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà

A : H → H, ãäå H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåò-

ñÿ ìíîæåñòâî σ(A) = C r ρ(A), ãäå ρ(A) (ðåçîëüâåíòíîå

ìíîæåñòâî) ñîñòîèò èç òî÷åê λ ∈ C, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé îïåðàòîð (A − λ I)−1, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

ðåçîëüâåíòîé R(λ) îïåðàòîðà A â òî÷êå λ.

• Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Îáðàçîì ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà A : X → Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

imA = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, Ax = y}.

• Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. ßäðîì ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà A : X → Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

kerA = {x ∈ X : Ax = 0}.

• Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè kerA = {0}.

• Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè imA = Y.
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• Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : X → Y íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì, åñëè îí èíúåêòèâíûé

è ñþðúåêòèâíûé.

• Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. ×èñëî ýëåìåíòîâ (ìîù-

íîñòü) ìàêñèìàëüíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæå-

ñòâà (áàçèñà) ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ X

è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dimX.

• Ðàíãîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü îá-

ðàçà ýòîãî îïåðàòîðà, òî åñòü rankA = dim imA.

• Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì (ψ, φ). Ïóñòü ∥ψ∥ � íîðìà, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì, òî åñòü ∥ψ∥ =
√

(ψ, ψ). Òîãäà äëÿ ëþ-

áûõ ýëåìåíòîâ ψ, φ ∈ X èìååì:

|(ψ, φ)| 6 ∥ψ∥ · ∥φ∥. (12.6)

Íåðàâåíñòâî (12.6) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêî-

âñêîãî.

• Ïóñòü {en}∞n=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

∥ψ∥2 =
∞∑
n=1

|(ψ, en)|2.
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