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и верчения: кинематика и динамика

А.В.Борисов, И.С.Мамаев, Д.В. Трещев

В данной работе исследуются различные кинематические свойства качения одного
твердого тела по другому как для классической модели качения без проскальзывания (ско-
рости тел в точке контакта совпадают), так и для модели rubber-качения (дополнительно
исключается прокручивание тел относительно друг друга). Кроме того, в случае когда оба
тела ограничены сферическими поверхностями и одно из них неподвижно, уравнения дви-
жения подвижного шара представлены в форме системы Чаплыгина. Если при этом центр
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масс подвижного шара совпадает с его геометрическим центром, уравнения движения пред-
ставлены в конформно-гамильтоновой форме, а в случае когда радиусы подвижной и непо-
движной сфер совпадают — в гамильтоновой.

Ключевые слова: качение без проскальзывания, неголономная связь, система Чаплы-
гина, конформно-гамильтонова система

Содержание

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 784

1. Две связи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 785
1.1. Качение без проскальзывания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 785
1.2. Качение без проскальзывания и верчения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 786

2. Кинематические свойства качения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 787

3. Доказательство предложения 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 789

4. Качение без верчения в случае сферического контакта . . . . . . . . . 790
4.1. Уравнения движения и первые интегралы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 790
4.2. Уравнения движения в форме Чаплыгина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 792

5. Приложение. Доказательство вспомогательных утверждений . . . . . 794

Введение

В работе рассмотрены некоторые вопросы кинематики и динамики твердого тела, ка-
тящегося по неподвижной поверхности. Предполагается, что между твердым телом и по-
верхностью реализуется неголономная связь, которая задается условиями равенства нулю
скорости точки контакта и проекции угловой скорости твердого тела на нормаль к непо-
движной поверхности. Для описания систем с качением, как правило, используется толь-
ко первое условие, задающее «классическую» модель абсолютно шероховатой поверхно-
сти. Ряд интересных задач здесь был разрешен Аппелем, Раусом, Чаплыгиным, Воронцом
(обзор этих исследований представлен в работах [6, 10, 11]). Второе условие получается
в предположении, что сопротивление верчению при движении тела настолько велико, что
прокручивание невозможно. Эта модель качения также рассматривалась классиками. Так,
в работах [13, 14] Ж.Адамар и А.Беген изучали кинематику и динамику систем без вер-
чения, а также указали условия, при которых связь становится интегрируемой (голоном-
ной). Результаты работ [13, 14] были переоткрыты современными исследователями [17–19].
Отметим, что рассматриваемая ниже модель качения без верчения в некоторых аспектах
является более простой, чем «классическая», что и обусловило ее исследование при анализе
задач робототехники, управления и пр. (в применении к движущемуся шару обсуждение
соответствующей литературы имеется в [2]). В работах [3, 5, 12, 14] рассмотрен ряд задач ди-
намики, связанных с качением твердого тела по поверхности, и предложен [12, 14] термин
rubber rolling , подчеркивающий физическую природу возникновения условия отсутствия
верчения.

В этой работе мы систематически обсуждаем вопросы кинематики движения твердого
тела в условиях rubber-качения, приводя достаточно подробные доказательства. Мы также
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приводим уравнения динамики в квазикоординатах (в наиболее удобной для исследова-
ний форме) для случая, когда подвижное и неподвижное тело ограничены сферическими
поверхностями, используя далее представление уравнений движения в форме Чаплыгина,
указываем случаи, когда динамика системы сводится к гамильтоновой, возможно, после
соответствующей замены времени.

1. Две связи
1.1. Качение без проскальзывания

Пусть B1 и B2 — два абсолютно твердых тела в евклидовом пространстве R
3. Считаем,

что границы S1 = ∂B1 и S2 = ∂B2 — гладкие поверхности, причем для некоторой постоян-
ной c нормальные кривизны поверхности S1 строго больше, чем c, а нормальные кривизны
поверхности S2 строго больше, чем −c. Это условие выполняется, например, если оба те-
ла — строго выпуклые (тогда можно взять c = 0) или одно из тел — плоскость, а другое —
строго выпукло.

В этой ситуации корректно определена задача о качении без проскальзывания тела B2

по B1 (которое для определенности будем считать неподвижным). В данном случае качение
без проскальзывания означает, что скорость точки контакта Q2 = Q2(t) ∈ B2 в любой
момент времени t равна нулю.

Условие качения без проскальзывания в механике принято трактовать как линейную
по скоростям связь. В этом разделе мы укажем несколько геометрических соображений
по поводу интегрируемости этой и еще одной подобной связи, для которой к условию от-
сутствия проскальзывания добавляется условие отсутствия верчения.

Предположим, что тело B2 выпукло и компактно. Тогда S2 диффеоморфно двумер-
ной сфере и конфигурационным пространством рассматриваемой системы является P =
= S1 × SO(3). Действительно, любое положение системы однозначно задается ориентаци-
ей B2 (элемент SO(3)) и точкой Q1 ∈ S1 касания тел.

Напомним, что связь называется вполне интегрируемой, если она эквивалентна огра-
ничениям на конфигурационном пространстве, другими словами, уравнениям вида f =
= const, где f : P → R

k — гладкая функция, k � 1. Связь называется вполне неинтегри-
руемой, если она не порождает никаких ограничений на конфигурационном пространстве.
Во всех промежуточных ситуациях будем говорить о частично интегрируемой связи.

Общую касательную плоскость к S1 и S2 в точке контакта будем обозначать Π. Начнем
с хорошо известного утверждения.

Предложение 1. Условие качения без проскальзывания задает вполне неинтегриру-
емую связь.

Доказательство. Достаточно проверить, что, не нарушая связи, тело B2 можно прока-
тить из одного произвольного положения (p− ∈P) в другое, также произвольное (p+ ∈ P).
Пусть

S1 � Q±
1 = Q±

2 ∈ S2

— точки касания тел в положениях p±. Нарисуем на поверхностях S1 и S2 гладкие кривые γ1

и γ2 так, что
— γ1 начинается в точке Q−

1 и заканчивается в Q+
1 ,

— γ2 начинается в точке Q−
2 и заканчивается в Q+

2 ,
— длины кривых γ1 и γ2 совпадают.
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Прокатим без проскальзывания тело B2 по B1 так, чтобы кривые γ1 и γ2 все время
имели общую касательную в точке S1 � Q1(t) = Q2(t) ∈ S2 касания тел. Для этого в любой
момент времени t следует двигать тело B2 с угловой скоростью ω(t), перпендикулярной
общей касательной к кривым γ1 и γ2. Проекцию ω(t) на нормаль к плоскости Π = Π(t)
можно вычислить с помощью предложения 4 (см. ниже).

Условие отсутствия проскальзывания означает, что движение, начавшись с точки ка-
сания Q−

1 на B1 и Q−
2 на B2, окончится в некоторый момент времени t+ в положении, когда

тела касаются в точках Q+
1 и Q+

2 . Для приведения системы в требуемое положение p+ оста-
ется лишь повернуть B2 на нужный угол вокруг нормали к Π(t+).

1.2. Качение без проскальзывания и верчения

Теперь рассмотрим другую связь, когда кроме условия отсутствия проскальзывания
налагается условие отсутствия верчения в точке контакта, то есть в любой момент времени
t угловая скорость ω(t) параллельна плоскости Π(t). Эту связь будем называть качением
без верчения.

Предположим, что тела B1 и B2 равны как геометрические фигуры. Это значит, что
существует сохраняющая расстояния биекция b : B1 → B2. Таких биекций может быть
несколько. Зафиксируем одну из них.

Следующее простое наблюдение также хорошо известно (см., например, [9, 18]).

Предложение 2. Предположим, что в начальный момент времени b совпадает
с симметрией относительно плоскости Π. Тогда это свойство останется верным в любой
момент времени в процессе движения (качения без верчения).

Доказательство будет следовать из приводимого ниже предложения 4.
В случае, когда B1 и B2 — равные выпуклые фигуры общего вида, согласно предложе-

нию 2 в фазовом пространстве P имеется поверхность S коразмерности 3, такая, что любое
допустимое связью движение, начинающееся на S, с S не сойдет.

Если B1 и B2 — шары одинакового радиуса, то связь вполне интегрируема. Действи-
тельно, здесь фазовым пространством можно считать P = S2 × SO(3), где первый сомно-
житель можно трактовать как нормаль n к сфере S1 в точке касания, а второй — как
ортогональную матрицу A, задающую ориентацию подвижного тела B2. Предложение 2
означает, что P слоится на инвариантные интегральные поверхности вида

IB = {(n ,SnB) ∈ P : n ∈ S2}, B ∈ SO(3),

где Sn ∈ SO(3) — симметрия относительно плоскости, перпендикулярной n . Каждая из по-
верхностей IB диффеоморфна двумерной сфере и является графиком над первым сомно-
жителем в прямом произведении S2 × SO(3).

Помимо случая двух одинаковых шаров и указанной в предложении 2 частичной ин-
тегрируемости имеются и другие случаи отсутствия полной неинтегрируемости. Например,
качение без верчения является вполне интегрируемой связью, если B1 и B2 — цилиндры.
Традиционным инструментом для исследования подобных эффектов являются критерий
Фробениуса и теорема Рашевского –Чжоу. Неинтегрируемость рассматриваемой связи (так-
же трактуемая как управляемость системы) установлена в [17] (качение сферы по плоско-
сти или по сфере другого радиуса), [19] (качение осесимметричного тела по плоскости), [18]
(случай строго выпуклых тел). Наиболее полные утверждения содержатся в [9]. Методы,
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используемые в этих работах, сводятся к анализу векторных полей, допустимых связью
в конфигурационном пространстве P, и их коммутаторов.

Далее при небольших дополнительных ограничениях мы прокомментируем факт неин-
тегрируемости связи, путем явного построения управления, перемещающего систему из од-
ного произвольного положения в другое.

Предложение 3. Предположим, что для любой пары точек Q1 ∈ S1 и Q2 ∈ S2

гауссова кривизна K1(Q1) поверхности S1 строго меньше гауссовой кривизны K2(Q2) по-
верхности S2. Тогда с помощью качения без верчения B2 можно переместить из любого
положения p− ∈ P в любое другое положение p+ ∈ P.

2. Кинематические свойства качения

Для доказательства предложений 2 и 3 нам понадобятся некоторые факты из кине-
матики, при этом для анализа движения удобно перейти в подвижную систему отсчета,
связанную с касательной плоскостью Π(t). В этой системе тела B1 и B2 катятся по (теперь
уже неподвижной) плоскости Π, касаясь Π в совпадающих точках. Если B1 и B2 выпуклые,
то в процессе движения они будут находиться по разные стороны от Π. Зафиксируем ори-
ентацию на Π, например, путем выбора единичной нормали ez ⊥ Π, направленной внутрь
тела B1 и наружу по отношению к B2. Такой выбор «положительной» нормали задает
ориентацию на поверхностях S1 и S2.

Точка касания Qi(t) ∈ Si поверхности Si с Π оставляет на Si след — ориентированную
кривую γi, аналогичная кривая γ появляется и на плоскости Π. Пусть s — натуральный
параметр на γ1. Условие отсутствия проскальзывания означает, что s — также натуральный
параметр на γ2 и γ. Пусть ki = ki(s), i = 1, 2, — геодезическая кривизна γi как кривой
на ориентированной поверхности Si и k = k(s) — кривизна γ.

Предложение 4. Пусть ṡ — скорость точки контакта при качении без проскаль-
зывания. Тогда

k(s) = ki(s) + ωz/ṡ, ωz = (ω, ez), i = 1, 2.

Следствие 1. Пусть начальные точки γ1(0), γ2(0), γ(0) фиксированы, тогда при ка-
чении без проскальзывания и верчения, то есть при ωz = 0, любая из кривых γ1, γ2, γ одно-
значно определяет две другие и однозначно определяет движение системы в натуральной
параметризации.

Следствие 2. Предположим, что при качении без верчения одна из кривых γ1, γ2,
γ — геодезическая. Тогда и две другие — также геодезические.

В качестве еще одного следствия получаем доказательство предложения 2, поскольку
при условиях предложения 2 имеем: γ2 = b(γ1).

Предположим, что в процессе движения точка контакта Q2(t), t ∈ [t−, t+], переме-
стилась на S2 вдоль замкнутой кривой γ2 = γ2(s), s ∈ [s−, s+]. Тогда в системе отсчета,
связанной с Π, перемещение B2 сводится к параллельному переносу на вектор Q(s−)Q(s+)
и повороту на угол α вокруг вектора ez.

Предложение 5. При качении без проскальзывания

α = −Ω +

t+∫
t−

ωz(t) dt, Ω =

s+∫
s−

k2(s) ds. (2.1)
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Величина Ω является телесным углом при гауссовом отображении D2 → S2, где D2 ⊂S2 —
область, ограниченная кривой γ2, а S2 — единичная сфера. Cогласно теореме Гаусса –Бонне,
имеем Ω =

∫
D2

K2 dσ, где K2 — гауссова кривизна поверхности S2.
Доказательство предложений 4–5 можно найти, например, в [16].

Пусть c2 ⊂ S2 — окружность малого радиуса r. Имеется в виду, что точки замкнутой
кривой c2 равноудалены от некоторой точки O2 ∈ S2 в метрике, индуцированной на S2

из R
3.

Идея доказательства предложения 3 состоит в следующем. Поскольку след γ2 однознач-
но задает траекторию движения системы в пространстве P, достаточно указать ориентиро-
ванную кривую γ2, задающую необходимое движение. Мы составим кривую γ2 из несколь-
ких гладких кривых. Все они, кроме, возможно, первой, являются окружностями. Основные
этапы движения —

(1) перевод точки Q−
2 в Q+

2 , в результате S2 начинает касаться поверхности S в нужной
точке Q2 = Q+

2 ∈ S2;

(2) перевод точки Q−
1 в Q+

1 (так, чтобы точка Q2 по-прежнему оказалась в Q+
2 ), в резуль-

тате обе точки касания Q1 ∈ S1 и Q2 ∈ S2 оказываются на требуемых местах,

(3) движение, результат которого эквивалентен повороту вокруг нормали к Π в точке
Q+

1 = Q+
2 ∈ Π,

— в случае, когда S1 и S2 — сферы, легко могут быть вычислены явно с использованием
формул сферической тригонометрии.

Далее мы будем рассматривать ориентированные окружности c2 ⊂ S2 с отмеченной
точкой. Любая такая окружность однозначно задается отмеченной точкой Q2, радиусом r,
единичным вектором e2 ∈ TQ2S2, указывающим направление кратчайшей геодезической
из Q2 в O2, и знаком ориентации σ ∈ {+,−}, который будем считать положительным (c2 за-
дает вращение против часовой стрелки, если смотреть из конца вектора внешней нормали
к S2):

c2 = cσ
2 (Q2, r, e2).

Зафиксируем положение системы p ∈ P. Тогда фиксированными являются точки каса-
ния Qi = Qi(p) ∈ Si и линейный изометрический изоморфизм Rp : TQ2S2 → TQ1S1. Рассмот-
рим также два поворота J± : TQ1S1 �→ TQ1S1 двумерной плоскости TQ1S1 вокруг точки Q1

на угол ±π/2:

J±v = ±ez × v , v ∈ TQ1S1.

Рассмотрим движение системы, при котором S2 катится без верчения по S1 так, что
след γ2 оказывается окружностью cσ

2 (Q2(p), r2, e2). Соответствующая кривая γ1, вообще
говоря, не будет замкнутой, так что возникает отображение

(p, σ, r2, e2) �→ Q̂1 = F σ
p (r2, e2) ∈ S1,

где Q̂1 — конечная точка кривой γ1.
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Лемма 1. Пусть Ki — гауссова кривизна поверхности Si в точке Qi, i = 1, 2. Тогда

d
dr

∣∣∣∣
r=0

F σ
p = d2

dr2

∣∣∣∣
r=0

F σ
p = 0, d3

dr3

∣∣∣∣
r=0

F σ
p (r, e2) = 6π(K2 − K1)JσRpe2. (2.2)

Следствие 3. В случае K1 �= K2 отображение (r, e) �→ F σ
p (r1/3, e) — локальный

C1-диффеоморфизм окрестности нуля (точки r = 0) плоскости Π с полярными координа-
тами (r, e) на окрестность точки Q1 в S1.

Лемма 2. Геодезическая кривизна k кривой c2 = cσ
2 (Q2, r, e) в любой точке равна

k = r−1
(
1 − K2r

2/3 + O(r3)
)
, (2.3)

где K2 = K2(Q2) — гауссова кривизна в точке1 Q2.
Длина окружности c2 равна

|c2| = 2πr
(
1 − K2r

2/6 + O(r3)
)
. (2.4)

Доказательство лемм 1 и 2 содержится в разделе 5.

3. Доказательство предложения 3

1. Можно считать, что точки касания Q−
2 и Q+

2 в положениях p− и p+ совпадают.
Действительно, для этого достаточно перекатить B2 произвольным образом, не нарушая
связи, в положение с точкой касания Q+

2 и считать это положение p̂− начальным вместо p−.

2. Можно считать, что точки касания Q−
1 и Q+

1 также совпадают. В самом деле, чтобы
перекатить шар B2 из положения p̂− в положение p̃−, когда точками касания являются
Q+

1 ∈ B1 и Q+
2 ∈ B2, действуем следующим образом. Рассмотрим качение без верчения,

однозначно определяемое (следствие 1) следом

γ2 = c+
2 (Q2, r, e), Q2 = Q−

2 = Q+
2 .

Согласно следствию 3, конечной точкой следа γ1 можно сделать любую точку Q̂1, достаточ-
но близкую к Q−

1 . Следовательно, за конечное число таких шагов точку касания Q1 можно
переместить в любое положение на S1.

3. Итак, Q−
1 = Q+

1 и Q−
2 = Q+

2 , так что нам остается повернуть тело B2 вокруг нор-
мали ez к касательной плоскости Π на некоторый угол α. Это можно сделать следующим
образом. Сначала прокатим S2 по S1 так, чтобы след γ2 ⊂ S2 совпадал с маленькой окруж-
ностью c2 = c+

2 (Q2, r, e). Тогда, согласно лемме 1, точка касания Q1 переместится в поло-
жение

Q̂1 = F+
p (r, e) = π(K2 − K1)r3J+Rpe + O(r4) ∈ S1.

Затем прокатим S2 по S1 так, чтобы след γ2 опять был маленькой окружностью ĉ2 =
= c+

2 (Q2, r̂, ê), при этом точка касания Q̂1 должна вернуться в положение Q1. Поскольку
с точностью до O(r4) этому условию удовлетворяет c+

2 (Q2, r,−e), имеем:

r̂ = r + O(r2), ê = e + O(r).
1Полезно иметь в виду, что K2(Q2) = K2(O2) + O(r).
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Пусть αi, i = 1, 2, — угол, на который в результате повернется тело Bi в системе,
связанной с Π. Из (2.1) находим:

α2 =
∫
с

k2 ds, c = c2 ∪ ĉ2.

Согласно лемме 2,

α2 = r−1

(
1 − K2r

2

3 + O(r3)
)
|c2| + 1

r̂

(
1 − K2r̂

2

3 + O(r̂ 3)
)
|ĉ2| =

= 2π
(

1 − K2r
2

3

)(
1 − K2r

2

6

)
+ O(r3) + 2π

(
1 − K2r̂

2

3

)(
1 − K2r̂

2

6

)
+ O(r̂ 3) =

= 4π − 2πK2r
2 + O(r3).

Аналогично, α1 = 4π − 2πK1r
2 + O(r3). Поскольку K1 �= K2, таким способом B2 можно

повернуть относительно B1 вокруг ez на любой малый угол α. Что и требовалось.

4. Качение без верчения в случае сферического контакта

4.1. Уравнения движения и первые интегралы

Рассмотрим теперь некоторые вопросы динамики при качении без проскальзывания
и верчения. Мы рассмотрим один из самых простых случаев, когда опорная поверхность S —
сфера, по которой катится тело B, также ограниченное сферической поверхностью [5, 15].
При этом возможны три варианта обката, изображенные на рисунке 1. Геометрическим
центром тела OB назовем центр сферической оболочки тела в случаях на рисунках 1a, b
и геометрический центр полости в случае на рисунке 1c. Конфигурационное пространство
системы M = S2 × SO(3), где первый сомножитель отвечает возможному положению цен-
тра OB, а второй — ориентации тела.

Выберем жестко связанную с подвижным телом систему координат Cxyz с началом
в центре масс тела; в дальнейшем все векторы предполагаются заданными в этих осях.
Определим единичный вектор нормали в точке контакта n , направленный в сторону катя-
щегося тела, и задающую ориентацию тела ортогональную матрицу

Q =

⎛
⎜⎝ α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

⎞
⎟⎠,

в которой по столбцам стоят координаты неподвижных ортов α, β, γ в подвижных осях.
Пара (n ,Q) ∈ M полностью определяет положение системы.

Радиусы кривизны с учетом знака для неподвижной поверхности S и границы тела ∂B
обозначим, соответственно, a и b (см. рис. 1). Вектор из геометрического центра OB в центр
масс C тела обозначим c (он постоянный в выбранной системе координат), а r — вектор
из центра масс в точку контакта. Пусть ω и v — угловая скорость и скорость центра масс
C тела, тогда условия отсутствия проскальзывания и верчения представляются в виде

v + ω × r = 0, (ω,n) = 0, r = −bn − c, (4.1)

где нужно учитывать, что b > 0 для обката на рисунке 1a, b и b < 0 для рисунка 1c.
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Рис. 1.

Уравнения движения этой системы могут быть получены при помощи метода неопре-
деленных множителей (см., например, работу [5]), они имеют вид

Ĩω̇ =
(
Ĩω

) × ω − mr × (ω × ṙ) + λn + MQ, ṅ = kn × ω, Q̇ = ω̃Q,

Ĩ = I + mr2E − mr ⊗ r , k =
a

a + b
, λ = −

(
Ĩω × ω − mr × (ω × ṙ) + MQ, Ĩ−1n

)
(
n , Ĩ−1n

) ,
(4.2)

где I, m — тензор инерции и масса тела, E — единичная матрица, MQ — момент внеш-
них сил относительно точки контакта, ω̃ — кососимметричная матрица угловой скорости,
компоненты которой задаются соотношением ω̃ij = εijlωl, величина и знак k зависят от ва-
рианта обката и указаны на рисунке 1.

Как было показано выше, в случае когда шар катится по шару того же радиуса, то
есть при k = 1/2, система связей (4.1) становится голономной. Это приводит к тому, что си-
стема (4.2) допускает геометрические интегралы, которые удобно представить в матричной
форме

B = SnQ = const, Sn = E − 2n ⊗ n ,

где B — ортогональная матрица, Sn — симметрия относительно плоскости, ортогональ-
ной n . Данные интегралы позволяют представить систему в лагранжевой и гамильтоновой
форме на S2 без замены времени (см. ниже).

Будем полагать, что внешние силы потенциальны с потенциалом U(n), зависящим
только от вектора n , тогда уравнения для векторов ω, n отделяются. Перепишем их в более
удобной для дальнейшего анализа форме; для этого, используя равенства (ω,n) = (ω̇,n) =
= 0, получим соотношения

Ĩω = (J + ΛE)ω − mb(ω, c)n , Ĩω̇ = (J + ΛE)ω̇ − mb(ω̇, c)n ,

J = I + m(b2 + c2)E − mc ⊗ c, Λ = 2mb(c,n).
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Пользуясь ими, представим уравнения движения для векторов ω, n в форме

J̃ω̇ = (J̃ω) × ω − mb

k
(ω, c)ṅ − mbc × (ω × ṅ) + λ̃n + kn × ∂U

∂n
, ṅ = kn × ω,

λ̃ = −

(
J̃ω × ω − mb

k
(ω, c)ṅ − mbc × (ω × ṅ) + kn × ∂U

∂n

)
(n , J̃−1n)

,

(4.3)

где J̃ = J + ΛE. В дальнейшем мы будем предполагать, что оси системы координат Cxyz
направлены вдоль собственных векторов матрицы J, то есть J = diag(J1, J2, J3).

Эти уравнения аналогичны уравнениям Эйлера –Пуассона в динамике твердого тела
с неподвижной точкой. В дальнейшем (если не оговорено иное) мы будем обсуждать свой-
ства только этой шестимерной приведенной системы.

Замечание. Если в случаях на рисунке 1a, b устремить радиус неподвижной сферы S к бес-
конечности (a → ∞), то в пределе получим качение шара по плоскости (k = 1).

Система (4.3) допускает два общих первых интеграла

F0 = n2, F1 = (ω,n), (4.4)

физические значения которых равны F0 = 1, F1 = 0. На уровне F1 = 0 существует также
интеграл энергии

E =
1
2
(ω, J̃ω) + U(n). (4.5)

Ограничим уравнения (4.3) на многообразие

M4 = {(ω,n) | n2 = 1, (ω,n) = 0}, (4.6)

которое диффеоморфно TS2, и получим четырехмерную систему, обладающую интегра-
лом энергии (4.5). Ее свойства существенным образом зависят допускаются ли какие-либо
дополнительные (тензорные) инварианты [6, 10, 11]. В данном случае это могут быть до-
полнительный первый интеграл и инвариантная мера; система, обладающая ими, является
конформно-гамильтоновой и интегрируемой по теореме Эйлера –Якоби, а следовательно, ее
поведение регулярно (см. подробнее [4]). Но если отсутствует мера, то при наличии интегра-
ла поведение также является регулярным [1]. Если мера существует, то динамика системы
сводится к двумерным сохраняющим площадь отображениям. Если пропадают одновремен-
но и мера, и интеграл, то в фазовом пространстве системы могут возникать аттракторы
(в том числе и странные), характерные для диссипативных систем.

4.2. Уравнения движения в форме Чаплыгина

Запишем уравнения (4.3) в локальных переменных на сфере n2 = 1. Для этого выберем
сферические координаты

n1 = sin θ sin ϕ, n2 = sin θ cos ϕ, n3 = cos θ

и выразим угловую скорость на уровне (ω,n) = 0:

kω = ṅ × n = (θ̇ cos ϕ − ϕ̇ cos θ sin θ sin ϕ,−θ̇ sin ϕ − ϕ̇ cos θ sin θ cos ϕ, ϕ̇ sin2 θ).
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Определим соответствующую функцию Лагранжа:

L = T (θ, ϕ, θ̇, ϕ̇) − U(θ, ϕ),

T =
1
2
(ω, Ĩω) =

1
2k2

(
J1(θ̇ cos ϕ − ϕ̇ cos θ sin θ sin ϕ)2 + J2(θ̇ sin ϕ + ϕ̇ cos θ sin θ cos ϕ)2+

+J3 sin4 θϕ̇2 + Λ(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ)
)
,

Λ = 2mb(n , c) = 2mb(c1 sin θ sinϕ + c2 sin θ cos ϕ + c3 cos θ).

Дифференцируя в силу системы (4.3), можно показать, что уравнения движения пред-
ставляются в форме системы Чаплыгина

(
∂L

∂θ̇

).

− ∂L

∂θ
= θ̇S,

(
∂L

∂ϕ̇

).

− ∂L

∂ϕ
= −ϕ̇S,

S =
1 − 2k
2k3

sin θ

(
∂G

∂θ
sin θϕ̇ − 1

sin θ

∂G

∂ϕ
θ̇

)
,

G = (n ,J,n) − Λ = (J1 sin2 ϕ + J2 cos2 ϕ) sin2 θ + J3 cos2 θ−
−2mb

(
(c1 sin ϕ + c2 cos ϕ) sin θ + c3 cos θ

)
.

Таким образом, как было сказано выше, при k = 1/2 и произвольном c система пред-
ставляется в лагранжевой (а следовательно, и в гамильтоновой) форме.

Гамильтоновость при k = 1/2. Воспользовавшись формулами для углового момен-
та материальной точки на поверхности сферы

M1 = −pϕ
sinϕ cos θ

sin θ
+ pθ cos ϕ, M2 = −pϕ

cos ϕ cos θ

sin θ
− pθ sin ϕ, M3 = −pϕ, (4.7)

где pϕ = ∂L
∂ϕ̇
, pθ = ∂L

∂θ̇
, получим

M = 2n × (J̃ω × n).

Это позволяет представить уравнения движения в гамильтоновой форме на (ко)алгебре (4.4)

Ṁ = M × ∂H

∂M
+ n × ∂H

∂n
, ṅ = n × ∂H

∂M
,

где скобки Пуассона задаются соотношениями

{Mi,Mj} = εijkMk, {Mi, nj} = εijknk, {ni, nj} = 0,

а гамильтониан равен

H =
1
8ρ

((
TrJ− (n ,Jn) + Λ

)
M 2 − (M ,JM )

)
, ρ = det J̃(n , J̃−1n).
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Конформная гамильтоновость при c = 0. В этом случае Λ = 0 и вследствие
существования инвариантной меры согласно теореме Чаплыгина [8] (см. подробнее [6]), сис-
тема представляется в конформно-гамильтоновой форме (то есть является гамильтоновой
после замены времени). Пользуясь (4.7), находим

M =
ρ
−1+

1
2k

0

k
n × (Jω × n), ρ0 = detJ(n ,J−1n).

При этом

Ṁ = ρ
−1+

1
2k

0

(
M × ∂H

∂M
+ n × ∂H

∂n

)
, ṅ = ρ

−1+
1
2k

0 n × ∂H

∂M
,

H =
k2

2ρ
−1+

1
k

0

((
TrJ− (n ,Jn)

)
M 2 − (M ,JM )

)
.

Замечание. В работе [6] система (4.3) при c = 0 также была представлена в конформно-
гамильтоновой форме, которая отличается от указанной здесь.

5. Приложение. Доказательство вспомогательных
утверждений

Доказательство леммы 1. Согласно предложению 4, геодезические кривизны кри-
вых γ1 и γ2 в соответствующих точках совпадают и, ввиду леммы 2, равны

r−1
2 (1 − K2r

2
2/3 + O(r3

2)).

Это означает, что γ1 с точностью доO(r4
2) является дугой окружности c1 = c1(Q1, r1, e1)⊂S1,

где e1 = Rpe2 и r1 удовлетворяет уравнению

r−1
1

(
1 − K1r

2
1/3 + O(r3

1)
)

= r−1
2

(
1 − K2r

2
2/3 + O(r3

2)
)
. (5.1)

Здесь K1 — гауссова кривизна в точке Q1. Из уравнения (5.1) находим:

r1 = r2 + r3
2(K2 − K1)/3 + O(r4

2).

Длина дуги совпадает с длиной окружности c2, где, согласно (2.4), |c2| = 2πr2

(
1−K2r

2
2/6+

+ O(r3
2)

)
. Аналогично, длина окружности c1 равна

|c1| = 2πr1

(
1 − K1r

2
1/6 + O(r3

1)
)

= |c2| + πr3
2(K2 − K1) + O(r4

2).

Отсюда вытекает (2.2).

Доказательство леммы 2. Существуют локальные координаты (x, y) на S2, такие, что
центр O2 окружности c2 имеет координаты (0, 0) и метрика S2 имеет вид

ds2 =
(
1 − K2(x2 + y2)/2 + O3(x, y)

)
(dx2 + dy2),
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где O3(x, y) — члены по крайней мере третьего порядка малости по x, y. Такие координа-
ты x, y несложно получить из изотермических координат путем небольшой дополнительной
нормализации.

Удобно перейти к полярным координатам ρ2 = x2 + y2, tg ϕ = y/x. Тогда

ds2 = g11dρ2 + 2g12dρdϕ + g22dϕ2 =
(
1 − K2ρ

2/2 + O(ρ3)
)
(dρ2 + ρ2dϕ2).

Символы Кристоффеля имеют вид

Γ1
11 = −K2ρ + O(ρ2), Γ1

12 = O(ρ3), Γ1
22 = −ρ

(
1 − K2ρ

2/2 + O(ρ3)
)
,

Γ2
11 = O(ρ), Γ2

12 = ρ−1
(
1 − K2ρ

2/2 + O(ρ3)
)
, Γ2

22 = O(ρ3).

Прямые вычисления показывают, что геодезические, проходящие через точку (0, 0),
задаются уравнением ϕ = ϕ0 + O(ρ3). Поэтому

c2 = {(ρ, ϕ) : ρ − K2ρ
3/12 + O(ρ4) = r}.

Равенство (2.4) следует из соотношения

ρ = r + K2r
3/12 + O(r4).

Чтобы вычислить геодезическую кривизну кривой ρ(s), ϕ(s), воспользуемся формулой
Бельтрами

k = Λ
[
Γ2

11ρ
′3 + (2Γ2

12 − Γ1
11)ρ

′2ϕ′ + (Γ2
22 − 2Γ1

12)ρ
′ϕ′2 − Γ1

22ϕ
′3 + ρ′ϕ′′ − ρ′′ϕ′

]
,

Λ =
(
g11g22 − g2

12

)1/2(
g11ρ

′2 + 2g12ρ
′ϕ′ + g22ϕ

′2)−3/2
,

где штрих — производная по s. Параметризуя γ2 углом ϕ, получаем (2.3).
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In this paper we investigate various kinematic properties of rolling of one rigid body on another
both for the classical model of rolling without slipping (the velocities of bodies at the point of
contact coincide) and for the model of rubber-rolling (with the additional condition that the
spinning of the bodies relative to each other be excluded). Furthermore, in the case where both
bodies are bounded by spherical surfaces and one of them is fixed, the equations of motion for
a moving ball are represented in the form of the Chaplygin system. When the center of mass of
the moving ball coincides with its geometric center, the equations of motion are represented in
conformally Hamiltonian form, and in the case where the radii of the moving and fixed spheres
coincides, they are written in Hamiltonian form.
MSC 2010: 37J60, 37J35
Keywords: rolling without slipping, nonholonomic constraint, Chaplygin system, conformally
Hamiltonian system

Received September 6, 2012, accepted November 28, 2012
Citation: Rus. J. Nonlin. Dyn., 2012, vol. 8, no. 4, pp. 783–797 (Russian)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2012. T. 8. №4. С. 783–797



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /PageByPage
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages false
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages false
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages false
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1800 1800]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


