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Трехфазные решения нелинейного уравнения
Шрёдингера в эллиптических функциях

А.О.Смирнов, Г.М. Головачёв

Построены трехфазные конечнозонные решения фокусирующего нелинейного урав-
нения Шрёдингера и уравнения Кадомцева –Петвиашвили-I с поведением почти-
периодических «странных волн». Изучена зависимость параметров решения от параметров
спектральной кривой.
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Введение

В настоящее время одной из актуальных задач нелинейной физики является иссле-
дование проблемы возникновения «волн-убийц» (rogue waves) или «странных волн» (freak
waves). В отличие от солитонов, являющихся распространяющимися с постоянной скоро-
стью незатухающими уединенными волнами, «странные волны» представляют собой ло-
кальный кратковременный рост амплитуды или «волны, появляющиеся ниоткуда и исчеза-
ющие без следа» [1]. Хотя «волны-убийцы» обнаружены в моделях, относящихся к различ-
ным областям физики (см., например, [2]), основные области их появления — это гидроди-
намика [3–7] и нелинейная оптика [8, 9]. Обычно при изучении «странных волн» в главном
приближении рассматривают фокусирующее нелинейное уравнение Шрёдингера (НУШ)

iψz + ψxx + 2 |ψ|2 ψ = 0, (1)

а при выборе точных решений обращаются к рациональным решениям, получающимся в ре-
зультате преобразования Дарбу и его обобщений [10–16]. Точные решения, отличающиеся от
рациональных, упоминаются довольно редко [8, 17–19]. При учете более тонких эффектов
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[4, 5, 8, 19–24] уравнения отличаются от НУШ дополнительными слагаемыми, приводящими
к неинтегрируемости уравнения и, соответственно, к невозможности построения некоторых
классов решений.

Вместе с тем, существуют ситуации, когда этими дополнительными слагаемыми можно
пренебречь [8, 19, 24], ограничить свое рассмотрение уравнением (1), которое является ин-
тегрируемым, и рассмотреть присущие интегрируемым уравнениям классы решений, такие
как многофазные периодические решения. С одной стороны, в натурных экспериментах ря-
да авторов [6, 7, 9] наблюдались волны, по своим характеристикам близкие к рациональным
решениям. С другой стороны, в работах [19, 24] показано, что начальные данные, получен-
ные в рамках проекта JONSWAP (Joint Nord Sea Wave Project), могут быть использованы
для построения 6-фазного решения НУШ. Вполне возможно, что если бы авторы работ
[6, 7, 9] могли сравнить экспериментальные данные с характеристиками многофазных ре-
шений, они также получили бы относительно хорошее совпадение, особенно в тех случаях,
когда периоды решетки значительно превосходят размеры бассейна.

Естественно, если рассматривать волны на поверхности воды, то вряд ли стоит ожидать
возникновения периодических «волн-убийц». Однако в нелинейной оптике вполне возможно
создание ситуаций, приводящих к возникновению «странных волн», образующих решетку
«световых точек» в планарном волноводе. В связи с этим обратим внимание на работы
[12–15], в которых у рациональных решений НУШ параметры выбраны таким образом,
что «странные волны» образуют симметричные конфигурации на плоскости XOZ. Кроме
того, единичные «волны-убийцы» могут быть получены в результате синхронизации фаз
многофазного решения с большим числом несоизмеримых фаз.

Многофазные конечнозонные решения строятся с помощью метода «конечнозонного
(алгебро-геометрического) интегрирования» [25–27], связанного, прежде всего, с именами
Дубровина, Новикова, Лакса, Матвеева, Итса, Кричевера (см., например, [28–34]) и их
учеников. Интересующихся подробностями возникновения метода отошлем к обзору [35].
Отметим, что рациональные [10–14, 16] и периодические по x гомоклинические решения
[18, 19, 24, 36–38], которые обычно получают с помощью многократных преобразований
Дарбу или Бэклунда, могут быть получены также и полным или частичным вырождением
многофазных решений [25]. Например, как показано в [39], хорошо известные солитон Пере-
грина и бризеры Ахмедиева и Ма [3, 8, 40] могут быть получены вырождением двухзонного
двоякопериодического решения. Нетрудно понять, что в результате вырождений конечно-
зонных решений с большим числом фаз можно получать и более сложные рациональные
и квазирациональные решения (в частности, те, которые приведены в работах [7, 10–15]).

В настоящей работе строятся и исследуются имеющие поведение «странных волн» трех-
зонные (трехфазные) решения уравнения (1) и других, связанных с ним, интегрируемых
нелинейных уравнений.

1. Конечнозонные многофазные решения нелинейного
уравнения Шрёдингера

Нелинейные дифференциальные уравнения, интегрируемые методами алгебраической
геометрии, могут быть получены как условие совместности системы обыкновенных линей-
ных дифференциальных уравнений со спектральным параметром [25–27]. В частности, рас-
смотрев уравнения [26, 41, 42]

Yx = UY, (1.1a)
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Yz = VY, (1.1b)

Yt = WY, (1.1c)

где

U = −λ

⎛⎝i 0

0 −i

⎞⎠+

⎛⎝ 0 iψ

−iφ 0

⎞⎠,
V = 2λU + V0, W = 4λ2U + 2λW0 + W1,

из соотношений (Yx)z = (Yz)x и (Yx)t = (Yt)x получаем так называемые «уравнения нулевой
кривизны»

Uz − Vx + UV − VU = 0 и Ut − Wx + UW − WU = 0, (1.2)

которые должны выполняться при всех значениях спектрального параметра λ. Из ра-
венств (1.2) следует, что матрицы V0,W0,W1 имеют вид

W0 = V0 =

⎛⎝−iψφ −ψx

−φx iψφ

⎞⎠, W1 =

⎛⎝ ψxφ− ψφx 2iψ2φ− iψxx

−2iψφ2 + iφxx ψφx − ψxφ

⎞⎠ (1.3)

и что, соответственно, W = 2λV+W1. Кроме специального вида матриц (1.3) условия (1.2)
приводят к дополнительным соотношениям, которыми являются расщепленное нелинейное
уравнение Шрёдингера ⎧⎨⎩iψz + ψxx − 2ψ2φ = 0,

iφz − φxx + 2ψφ2 = 0
(1.4)

и расщепленное модифицированное уравнение Кортевега деФриза⎧⎨⎩ψt + ψxxx − 6ψφψx = 0,

φt + φxxx − 6ψφφx = 0.
(1.5)

С этими двумя системами нелинейных дифференциальных уравнений непосредственно
связаны еще две. Дифференцируя равенства (1.4) по x и подставляя их в (1.5), получаем
расщепленное модифицированное двумерное нелинейное уравнение Шрёдингера в конус-
ных координатах [43] ⎧⎨⎩iψt + ψxz + 2i(ψφx − φψx)ψ = 0,

iφt − φxz + 2i(φψx − ψφx)φ = 0,
(1.6)

а решениями расщепленного интегрируемого уравнения Хироты (α ∈ R)⎧⎨⎩iψt + ψxx − 2ψ2φ− iα(ψxxx − 6ψφψx) = 0,

iφt − φxx + 2ψφ2 − iα(φxxx − 6ψφφx) = 0
(1.7)

являются функции ψ(x, t,−αt) и φ(x, t,−αt), где ψ(x, z, t) и φ(x, z, t) суть решения систем
(1.4) и (1.5).
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Системы нелинейных дифференциальных уравнений (1.4), (1.5) являются первыми
двумя интегрируемыми системами из бесконечной иерархии таких систем, называемой
АКНС-иерархией [26]. Одной из особенностей конечнозонных многофазных решений инте-
грируемых нелинейных уравнений является тот факт, что в некотором смысле они являются
решением всей иерархии. Из уравнений (1.4) редукциями φ = ±ψ получают стандартные
формы нелинейного уравнения Шрёдингера, одной из которых (при φ = −ψ) является
уравнение (1) [34, 41, 44]. Также при φ = −ψ из системы (1.7) получается интегрируемое
уравнение Хироты [16, 45–47]

iψt + ψxx + 2 |ψ|2 ψ − iα(ψxxx + 6 |ψ|2 ψx) = 0. (1.8)

Конечнозонные (алгебро-геометрические) решения систем (1.4), (1.5) строятся по ги-
перэллиптической кривой Γ = {(χ, λ)} рода g [26, 42]:

Γ: χ2 =
2g+2∏
j=1

(λ− λj),

точки ветвления которой (λ = λj, j = 1, . . . , 2g + 2) являются краями зон спектра опе-
ратора Дирака (1.1a). Бесконечно удаленной точке спектра соответствуют две различные
точки P±∞ кривой Γ. В случае φ = −ψ кривая Γ должна быть инвариантна относительно
антиголоморфной инволюции τ1 : (χ, λ) → (χ, λ), причем Im(λj) �= 0:

Γ: χ2 =
g+1∏
j=1

(λ− λj)(λ− λj) = λ2g+2 +
2g+2∑
j=1

χjλ
2g+2−j , Imχj = 0. (1.9)

Следуя стандартной процедуре построения конечнозонных решений [25, 34, 42], вы-
берем на Γ канонический базис циклов γt = (a1, . . . , ag, b1, . . . , bg) с матрицей индексов
пересечения

C0 =

⎛⎝ 0 I

−I 0

⎞⎠.
Для выполнения условия φ = −ψ необходимо [25, 34], чтобы при антиголоморфной инво-
люции τ1 этот базис циклов преобразовывался по правилу

τ̂1a = −a, τ̂1b = b +Ka. (1.10)

Каноническому базису циклов соответствует нормированный базис голоморфных диффе-
ренциалов ∮

ak

dUj = δkj, k, j = 1, . . . , g. (1.11)

Хорошо известно (см., например, [34, 48]), что матрица периодов кривой Γ

Bkj =
∮

bk

dUj , k, j = 1, . . . , g, (1.12)

есть симметричная матрица с положительно определенной мнимой частью.
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Построим по матрице периодов g-мерную тэта-функцию Римана с характеристиками
η, ζ ∈ R

g [34, 48, 49]:

Θ[ηt; ζt](p|B) =
∑

m∈Zg

exp{πi(m + η)tB(m + η) + 2πi(m + η)t(p + ζ)},

Θ[0t;0t](p|B) ≡ Θ(p|B),
(1.13)

где p ∈ C
g, суммирование проходит по целочисленной g-мерной решетке.

Определим также на Γ нормированные абелевы интегралы второго (Ω1(P), Ω2(P),
Ω3(P)) и третьего (ω0(P)), рода с асимптотикой в бесконечно удаленных точках P±∞:∮

ak

dΩ1 =
∮

ak

dΩ2 =
∮

ak

dΩ3 =
∮

ak

dω0 = 0, k = 1, . . . , g,

Ω1(P) = ∓i
(
λ−K1 +O

(
λ−1

))
, P → P±

∞,

Ω2(P) = ∓i
(
2λ2 −K2 +O

(
λ−1

))
, P → P±

∞,

Ω3(P) = ∓i
(
4λ3 −K3 +O

(
λ−1

))
, P → P±

∞,

ω0(P) = ∓
(
lnλ− lnK0 +O

(
λ−1

))
, P → P±

∞,

χ = ±
(
λg+1 +O (λg )

)
, P → P±

∞.

Обозначим через 2πiU, 2πiV, 2πiW векторы b-периодов абелевых интегралов второго
рода Ω1(P), Ω2(P), Ω3(P) соответственно.1

Теорема 1 ([25, 42]). Функция

Y (P, x, z, t) =

⎛⎝y1(P, x, z, t) y1(τ0P, x, z, t)
y2(P, x, z, t) y2(τ0P, x, z, t)

⎞⎠,
где τ0 — гиперэллиптическая инволюция, τ0 : (χ, λ) → (−χ, λ),

y1(P, x, z, t) =
Θ(U(P) + Ux+ Vz + Wt− X)Θ(Z)
Θ(U(P) − X)Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z)

×

× exp{Ω1(P)x + Ω2(P)z + Ω3(P)t+ iΦ(x, z, t)},

y2(P, x, z, t) = ρ
Θ(U(P) + Ux+ Vz + Wt+ Δ− X)Θ(Z − Δ)

Θ(U(P) − X)Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z)
×

× exp{Ω1(P)x+ Ω2(P)z + Ω3(P)t − iΦ(x, z, t) + ω0(P)}, (1.14)

при любом ρ �= 0 и при любых z и t будет являться собственной функцией оператора
Дирака (1.1a) с потенциалом

ψ(x, z, t) = 2K0
ρ

Θ(Z)Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z − Δ)
Θ(Z − Δ)Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z)

exp{2iΦ(x, z, t)},

φ(x, z) = 2ρK0
Θ(Z − Δ)Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z + Δ)

Θ(Z)Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z)
exp{−2iΦ(x, z, t)},

(1.15)

1Отметим, что в работах [25, 34] используется иная нормировка голоморфных дифференци-
алов (1.11) и соответственным образом модифицированные определения тэта-функции и векто-
ров U, V, W.
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удовлетворяющим (1.4), (1.5). Здесь Δ — вектор абелевых голоморфных интегралов, вы-
численных вдоль пути, соединяющего точки P−∞ и P+∞ и не пересекающего ни один из
базисных циклов,

Δ = U(P+
∞) − U(P−

∞), Φ(x, z, t) = K1x+K2z +K3t,

X = K +
g∑

j=1

U(Pj), Z = U(P+
∞) − X,

K — вектор римановых констант [34, 48–50], Pj , j = 1, . . . , g — неспециальный дивизор.
При выполнении условия (1.9) выполняются равенство

|ψ|2 = −4K2
0

Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z − Δ)Θ(Ux+ Vz + Wt+ Z + Δ)
Θ2(Ux+ Wt+ Vz + Z)

(1.16)

и ограничения вещественности на параметры решения

ImU = ImV = ImW = ImZ = 0, K2
0 < 0.

Недавно один из авторов2, анализируя работы [10, 11], заинтересовался указанной там
связью между рациональными решениями фокусирующего нелинейного уравнения Шрё-
дингера и уравнения КП-I. В результате проведенных исследований оказалось [51, 52], что
функция u(x, z, t) = −2ψφ, построенная по любым функциям ψ(x, z, t) и φ(x, z, t), являю-
щимся одновременно решениями уравнений (1.4) и (1.5), удовлетворяет уравнению Кадом-
цева –Петвиашвили-I (КП-I)

3uzz = (4ut + uxxx + 6uux)x. (1.17)

Нетрудно понять, что при φ = ±ψ это решение будет вещественным:

u(x, z, t) = ∓2 |ψ|2 .

Отметим, что по решениям дефокусирующего (φ = ψ) нелинейного уравнения Шрёдингера
можно строить не только всюду отрицательные решения уравнения (1.17), поскольку для
любого решения u(x, z, t) уравнения (1.17) и для любой постоянной c0 функция

v(x, z, t) = u(x− c0t, z, t) +
2
3
c0

также является решением уравнения (1.17).
Напомним также, что по любому решению уравнения КП-I можно по формуле [53–55]

w(x, z, t) = u

(
x+

z2t

3
, zt, t

)
построить решение цилиндрического уравнения КП-I (цКП-I)

3wzz

t2
=
(

4wt + wxxx + 6wwx +
2w
t

)
x

. (1.18)

Таким образом, строя многофазное конечнозонное решение уравнения (1), мы одновре-
менно получаем решения уравнений (1.8), (1.17), (1.18) и редукций систем (1.5), (1.6):

ψt + ψxxx + 6 |ψ|2 ψx = 0,

iψt + ψxz − 4 |ψ|2 (argψ)xψ = 0.

2А.О.Смирнов
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2. Особенности трехфазных решений

В случае g = 3 базис голоморфных дифференциалов определяется по формуле [25, 34]

dUk = (ck1λ
2 + ck2λ+ ck3)

dλ

χ
, (2.1)

где

C = (At)−1, Ajm =
∮
aj

λ3−mdλ

χ
.

Из равенства
∫
�τ�
dω =

∫
�
τ∗dω, где  — произвольный путь на кривой Γ, следует, что

Ajm =
∮
aj

λ3−m
dλ

χ
=
∮
aj

τ∗1

(
λ3−m dλ

χ

)
=

=
∮

�τ1aj

λ3−m dλ

χ
= −

∮
aj

λ3−m dλ

χ
= −Ajm.

Поскольку A = −A, то C = −C. Проводя аналогичные рассуждения с интегралами по
b-циклам, получаем

B = −B −K или ReB = −1
2
K. (2.2)

Из билинейных соотношений Римана (см., например, [25, 34, 48]) следует, что коорди-
наты векторов U,V,W имеют вид

Um = −i
(
dUm

dξ−

∣∣∣∣
ξ−=0

− dUm

dξ+

∣∣∣∣
ξ+=0

)
,

Vm = −2i

(
d2Um

dξ2−

∣∣∣∣
ξ−=0

− d2Um

dξ2+

∣∣∣∣
ξ+=0

)
,

Wm = −2i

(
d3Um

dξ3−

∣∣∣∣
ξ−=0

− d3Um

dξ3+

∣∣∣∣
ξ+=0

)
,

где ξ± = 1/λ — локальные параметры в окрестности бесконечно удаленных точек P±∞.
Вычисляя производные, получаем равенства

Um = −2icm1, Vm = 2iχ1cm1 − 4icm2,

Wm = i(4χ2 − 3χ2
1)cm1 + 4iχ1cm2 − 8icm3,

или

(U,V,W) = iC

⎛⎜⎜⎜⎝
−2 2χ1 4χ2 − 3χ2

1

0 −4 4χ1

0 0 −8

⎞⎟⎟⎟⎠. (2.3)

Из (2.3) вытекает, что векторы U, V, W действительны, линейно независимы и образу-
ют базис в R

3. Следовательно, любой вектор из R
3 может быть представлен в виде линейной
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комбинации этих векторов. В частности, это относится к векторам периодов трехмерной
тэта-функции et

1 = (1, 0, 0), et
2 = (0, 1, 0), et

3 = (0, 0, 1):

ek = XkU + ZkV + TkW.

Следовательно, амплитуда (1.16) трехфазного решения уравнения (1) будет периодической
функцией в трехмерном пространстве

|ψ| (x+ Xk, z + Zk, t+ Tk) = |ψ| (x, z, t)

и, в случае решения в виде «волны-убийцы», максимумы ее амплитуды будут находиться
в вершинах трехмерной решетки с образующими (Xk,Zk,Tk). Эти образующие могут быть
найдены обращением матрицы (U,V,W):⎛⎜⎜⎜⎝

X1 X2 X3

Z1 Z2 Z3

T1 T2 T3

⎞⎟⎟⎟⎠ = (U,V,W)−1 = i

⎛⎜⎜⎜⎝
1/2 χ1/4 χ2/4 − χ2

1/16

0 1/4 χ1/8

0 0 1/8

⎞⎟⎟⎟⎠At.

Поскольку трехфазное решение ψ(x, z, t0) уравнения (1) зависит от двух координат x
и z и параметризуется третьей координатой t = t0, то величина амплитуды этого реше-
ния зависит от того, насколько далеко от плоскости t = t0 находятся вершины данной
трехмерной решетки. Следовательно, в отличие от случая двухфазного решения [56, 57],
где изменение начальной фазы Z приводило к тривиальному сдвигу решения по плоскости
XOZ, амплитуда трехфазного решения (1.15) уравнения (1) зависит от выбора начальной
фазы Wt0 +Z несколько более сложным образом (рис. 4). Если же рассматривать трехфаз-
ные решения уравнения КП-I, то их поведение можно описать следующим образом (рис. 2):
через момент времени Δt = Tk поверхность решения u(x, z) воспроизводит себя со сдвигом
на плоскости XOZ на вектор (Xk,Zk).

3. Гиперэллиптическая кривая рода g = 3 с двумя
инволюциями

Для того чтобы воспользоваться матричным аналогом теоремы Аппеля [58] и выразить
конечнозонное решение через эллиптические функции, потребуем от спектральной кривой
Γ (1.9) инвариантности относительно дополнительных голоморфных инволюций

τ2 : (χ, λ) → (χ,−λ) и τ3 : (χ, λ) → (c4λ−4χ, c2λ−1).

Нетрудно проверить, что, в частности, данным условиям удовлетворяет кривая (0 < a < b,
c =

√
ab, ϕ < π/2):

Γ3 : χ2 = (λ4 − 2a2λ2 cos 2ϕ+ a4)(λ4 − 2b2λ2 cos 2ϕ+ b4),

χ1 = 0, χ2 = −2(a2 + b2) cos 2ϕ.
(3.1)

Выберем на Γ3 базисы циклов, как показано на рисунке 1.
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Рис. 1. Кривая Γ3.

Нетрудно проверить, что антиголоморфная инволюция τ1 преобразует базисы циклов
по правилу (1.10) с матрицей

K =

⎛⎜⎜⎝0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞⎟⎟⎠
и что голоморфные автоморфизмы τj (j = 2, 3) преобразуют базис циклов по правилу

τ̂j

⎛⎜⎜⎝a1

a2

a3

⎞⎟⎟⎠ = Mj

⎛⎜⎜⎝a1

a2

a3

⎞⎟⎟⎠,

τ̂j

⎛⎜⎜⎝b1b2
b3

⎞⎟⎟⎠ = (M t
j )

−1

⎛⎜⎜⎝b1b2
b3

⎞⎟⎟⎠+ Lj

⎛⎜⎜⎜⎝
a1

a2

a3

⎞⎟⎟⎟⎠,
(3.2)

где

M2 =

⎛⎜⎜⎝−1 −1 −1
0 0 1
0 1 0

⎞⎟⎟⎠, L2 =

⎛⎜⎜⎝0 −1 −1

1 0 0
1 0 0

⎞⎟⎟⎠,

M3 =

⎛⎜⎜⎝ 0 1 0
1 0 0
−1 −1 −1

⎞⎟⎟⎠, L3 =

⎛⎜⎜⎝ 0 0 1
0 0 1
−1 −1 0

⎞⎟⎟⎠.
Поскольку автоморфизмы τj (j = 2, 3) являются инволюциями, то соответствующие мат-
рицы M и L удовлетворяют условиям

M2 = I, M tL = −LM, Lt = −L.
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Из перестановочности инволюций τ2 и τ3 вытекает перестановочность матриц M2 и M3,
а также матриц J2 и J3, где Jk — матрица преобразования ненормированных голоморфных
дифференциалов

τ∗k

⎛⎜⎜⎝λ
2

λ

1

⎞⎟⎟⎠ dλ

χ
= Jk

⎛⎜⎜⎝λ
2

λ

1

⎞⎟⎟⎠ dλ

χ
,

J2 =

⎛⎜⎜⎝−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞⎟⎟⎠, J3 =

⎛⎜⎜⎝ 0 0 −c2
0 −1 0

−c−2 0 0

⎞⎟⎟⎠.
Из (3.2) следует, что матрицы C и B удовлетворяют условиям

CJk = M t
kC, B = M t

kBMk −M t
kLk, (3.3)

а из соотношений (2.2), (3.3) вытекает, что матрица B имеет следующую структуру
(b1, b2, b3 ∈R):

B =

⎛⎜⎜⎜⎝
i(b1 + b3) ib1 − 1/2 ib3 − 1/2

ib1 − 1/2 i(b1 + b2) ib2 − 1/2

ib3 − 1/2 ib2 − 1/2 i(b2 + b3)

⎞⎟⎟⎟⎠. (3.4)

Из (3.3) и структуры матрицы B (3.4) следует, что ее мнимая часть может быть диа-
гонализована с помощью матрицы T [58]:

T =

⎛⎜⎜⎝ 1 −1 1
1 1 −1
−1 1 1

⎞⎟⎟⎠,
то есть что является верным равенство T tBT = B′ +A′, где

B′ =

⎛⎜⎜⎝4ib1 0 0
0 4ib2 0
0 0 4ib3

⎞⎟⎟⎠, A′ = −1
2
T tKT =

⎛⎜⎜⎝ 1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1

⎞⎟⎟⎠. (3.5)

Также из (3.3) следует, что матрица C имеет вид (Re cjk = 0)

C =

⎛⎜⎜⎜⎝
c31 + c21 0 (c31 − c21)c2

c21 c32 −c21c2

c31 c32 c31c
2

⎞⎟⎟⎟⎠. (3.6)

Применяя матричную версию теоремы Аппеля [58], получаем, что трехмерная тэта-
функция, используемая в решении (1.16), может быть выражена через эллиптические
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функции:

Θ(p|B) = f(p̃1, p̃2, p̃3) =

= ϑ3(p̃1|h1)ϑ3(p̃2|h2)ϑ3(p̃3|h3) + ϑ4(p̃1|h1)ϑ1(p̃2|h2)ϑ1(p̃3|h3)+

+ ϑ1(p̃1|h1)ϑ4(p̃2|h2)ϑ1(p̃3|h3) + ϑ1(p̃1|h1)ϑ1(p̃2|h2)ϑ4(p̃3|h3), (3.7)

где p̃j = pj + pj+1 − pj+2, pj+3 ≡ pj, hj = exp(−4πbj). Функции ϑj(p|h) — это эллиптические
тэта-функции Якоби [59]:

ϑ1(p | h) = 2
∞∑

m=1

(−1)m−1h(m−1/2)2 sin[(2m− 1)πp],

ϑ2(p | h) = 2
∞∑

m=1

h(m−1/2)2 cos[(2m− 1)πp],

ϑ3(p | h) = 1 + 2
∞∑

m=1

hm2
cos(2mπp),

ϑ4(p | h) = 1 + 2
∞∑

m=1

(−1)mhm2
cos(2mπp).

4. Анализ решения

Из формулы для редукции тэта-функции (3.7) и значений векторов периодов (2.3) по-
лучаем следующую формулу для квадрата абсолютной величины трехфазного решения
(1.16) фокусирующего нелинейного уравнения Шрёдингера:

|ψ|2 = −4K2
0f(k1x+ κ1t+ δ1, k2z + δ2, k3x+ κ3t+ δ3)×

× f(k1x+ κ1t− δ1, k2z − δ2, k3x+ κ3t− δ3)×
× {f(k1x+ κ1t, k2z, k3x+ κ3t)}−2, (4.1)

где функция f(p̃1, p̃2, p̃3) задается равенством (3.7),

k1 = −4ic21, k2 = −8ic32, k3 = −4ic31,

κ1 = −2k1(χ2 + 2c2), κ3 = −2k3(χ2 − 2c2).

Вычисление параметров решения через эллиптические интегралы вынесено в приложение.
Из (4.1) следует, что функция |ψ|2 периодична по z и почти-периодична по x и t. Кроме

того, существуют значения

ϕ1 =
1
2

arccos
(

ab

a2 + b2

)
, ϕ3 =

1
2

arccos
(

−ab
a2 + b2

)
,

для которых будет выполняться равенство κ1 = 0 или κ3 = 0, и, соответственно, решение
уравнения КП-I будет периодическим по t.

Для определенности будем считать, что ϕ > π/4. Характерный вид трехфазного реше-
ния уравнения КП-I для этого случая изображен на рисунках 2 и 3.
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Рис. 2. Решение уравнения КП-I.

Рис. 3. Крупный план решения.

Решение, изображенное на рисунках 2 и 3, построено при kc =
√
b/a = 1.3, c = 1,

ϕ = 0.4π. Зависимость от t данного решения можно определить следующим образом: пики
медленно движутся вправо, а длинноволновая огибающая — влево.

На крупном плане хорошо видно, что пики решения образуют две одинаковые пря-
моугольные решетки, вершины каждой из которых лежат в центрах прямоугольников пе-
риодов другой. Нетрудно видеть, что решение является периодическим по z и что почти-
периодичность по x заключается в изменении величины амплитуды решения в зависимости
от x-координаты узла решетки.

Изучение вопроса о зависимости параметров решения от параметров его спектральной
кривой привело к следующим выводам (Z = 1/ |k2|, Xj = 1/ |kj |, Tj = 1/ |κj |):

• период решения Z растет при уменьшении c, kc и при увеличении ϕ;

• периоды X1, T1 (первая фаза) и X3, T3 (третья фаза) растут при уменьшении c или kc;

• периоды X1, T1 растут при увеличении ϕ;

• период X3 слабо зависит от ϕ, немного возрастая только вблизи значения ϕ = π/2;

• период T3 имеет разрыв второго рода при 2ϕ = arccos(−ab/(a2 +b2)), вдали от разрыва
почти не меняясь;

• параметры hj, от которых зависит крутизна и амплитуда решения, не зависят от c при
фиксированных kc и ϕ;

• параметры h2, h3 растут при kc → 1, в то время как h1 убывает;
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• параметры h1, h3 растут при ϕ→ π/2;
• зависимость параметра h2 от ϕ заметна только вблизи kc = 1, при этом h2 растет
с уменьшением ϕ.
Поскольку |ψ| =

√
u/2, то рисунки 2 и 3 одновременно показывают характерное пове-

дение абсолютной величины трехфазного решения нелинейного уравнения Шрёдингера при
некоторых значениях параметра t. График трехфазного решения нелинейного уравнения
Шрёдингера при z = 1.5 и некоторых значениях параметра t показан на рисунке 4.

Рис. 4. Решение нелинейного уравнения Шрёдингера при z = −5.

Заключительные замечания
Отметим, что периодичность решения по z является следствием симметрии кривой

(следствием условия χ1 = 0 в равенстве (2.3)). Поэтому, просто сдвинув точки ветвления
кривой вдоль действительной оси, из исходного периодического по z решения можно полу-
чить решение уже почти-периодическое по всем трем переменным. В этом случае решетки
перестанут быть прямоугольными, но при этом вершины одной из решеток останутся в цен-
тре параллелограмма периодов другой.

Опыт работы с многофазными решениями [60, 61] указывает на то, что число реше-
ток связано с числом листов накрывающего отображения: то есть рассмотрев какую-либо
алгебраическую кривую рода g, n-листно (n > 2) накрывающую эллиптическую, можно
построить g-фазное почти-периодическое решение уравнения КП-I, пики которого будут
находиться в вершинах n четрехугольных решеток, сдвинутых друг относительно друга на
n-ую часть периода. В то же время из опыта работы с двухфазными решениями уравне-
ния (1) [56, 57] вытекает, что, взяв значения угла ϕ < π/4, мы получили бы решение с менее
выраженными и более пологими пиками.

Авторы благодарят проф. В.Б.Матвеева за внимание к работе и полезные обсуждения.

Приложение. Вычисление параметров трехфазных решений

Поскольку на Γ3 заданы голоморфные инволюции τ0, τ2, то она накрывает две другие
кривые: Γ1 = Γ3/τ2 рода g = 1 (рис. 5),

Γ1 : χ2
+ = (t2 − 2a2t cos 2ϕ+ a4)(t2 − 2b2t cos 2ϕ + b4), (4.2)

и Γ2 = Γ3/(τ2τ0) рода g = 2 (рис. 6),

Γ2 : χ2
− = t(t2 − 2a2t cos 2ϕ+ a4)(t2 − 2b2t cos 2ϕ+ b4), (4.3)
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где
t = λ2, χ+ = χ, χ− = χλ

и
dt

χ+
= 2

λdλ

χ
,

tdt

χ−
= 2

λ2dλ

χ
,

dt

χ−
= 2

dλ

χ
.

Рис. 5. Кривая Γ1. Рис. 6. Кривая Γ2.

Здесь t1 = b2e2iϕ, t2 = a2e2iϕ. Для определенности будем считать, что ϕ > π/4 и 2ϕ>π/2.
Накрывающие отображения порождают следующие отображения базисов циклов:

(
a1 a2 a3 b1 b2 b3

)t →
(
S P

Q R

)(
a1 a2

1 a2
2 b1 b21 b22

)t
,

где

S =

⎛⎜⎜⎝−1 1 0
1 0 −1
1 0 1

⎞⎟⎟⎠, P =

⎛⎜⎜⎝0 −2 0
0 0 2
0 0 −2

⎞⎟⎟⎠,

Q =

⎛⎜⎜⎝−1 1 0
0 0 −1
0 0 1

⎞⎟⎟⎠, R =

⎛⎜⎜⎝0 0 0
1 1 1
1 1 −1

⎞⎟⎟⎠.
Напомним, что проверить правильность вычисления матриц S, P , Q, R можно с помо-

щью соотношений [25, 62]

StQ = QtS, RtP = P tR, StR−QtP = nI,

где I — единичная матрица, n = 2 — число листов накрытий.
Наличие инволюции τ3 приводит к тому, что Γ2 в свою очередь накрывает две эллип-

тические кривые (рис. 7, 8; s1 = (a2 + b2) cos 2ϕ + i(b2 − a2) sin 2ϕ)

Γ± : ν2
± = (s± 2c2)(s2 − 2(a2 + b2)s cos 2ϕ+ a4 + b4 + 2a2b2 cos 4ϕ), (4.4)
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где

s = t+
c4

t
, ν± =

t± c2

t2
χ−,

ds

ν±
=

(t∓ c2)dt
χ−

=
2(λ2 ∓ c2)dλ

χ
.

Отображения Γ2 на Γ± порождают следующие отображения базисов циклов:

(
a2

1

a2
2

)
→

⎛⎝ 1 1

−1 1

⎞⎠(
a+

a−

)
,

(
b21
b22

)
→

⎛⎝ 1 1

−1 1

⎞⎠(
b+
b−

)
.

Непосредственные вычисления с помощью формул связи между циклами и дифферен-
циалами дают следующие значения для коэффициентов матриц C (3.6) и B (3.4):

c21 =
1

2(α1 − 2β1)
, c32 =

1
2α2

, c31 =
1

2(α3 − 2β3)
,

ib1 =
α1

2(α1 − 2β1)
, ib2 =

β2

2α2
, ib3 =

α3

2(α3 − 2β3)
,

где

α1 =
1
2

∮
a+

ds

ν+
, α2 =

1
2

∮
a1

dt

χ+
, α3 =

1
2

∮
a−

ds

ν−
,

β1 =
1
2

∮
b+

ds

ν+
, β2 =

1
2

∮
b1

dt

χ+
, β3 =

1
2

∮
b−

ds

ν−
.

Рис. 7. Кривая Γ+. Рис. 8. Кривая Γ−.

Сводя контурные интегралы к определенным, имеем

α1 = −
∞∫

−2c2

ds√
(s− s1)(s− s1)(s + 2c2)

,

α3 = −
∞∫

2c2

ds√
(s− s1)(s − s1)(s− 2c2)

,
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α1 − 2β1 = i

−2c2∫
−∞

ds√
(s− s1)(s − s1)(−2c2 − s)

,

α3 − 2β3 = i

2c2∫
−∞

ds√
(s − s1)(s − s1)(2c2 − s)

и

α2 =
−i
√

(A2
2 + 1)(A2

2 + k2)

A2C2 −B2

1∫
−1

dt√
(k2 − t2)(1 − t2)

,

β2 =

√
(A2

2 + 1)(A2
2 + k2)

A2C2 −B2

k∫
1

dt√
(k2 − t2)(t2 − 1)

,

где (Rj = Re(tj), Ij = Im(tj))

k =
(R1 −R2)2 + I2

1 + I2
2 +

√
D

2I1I2
,

D = ((R1 −R2)2 + (I1 − I2)2)((R1 −R2)2 + (I1 + I2)2),

A2 =
I2(k2 − 1)(R1 −R2)

(R1 −R2)2 + (I1 − I2k)2
,

B2 = I2 −A2R2, C2 = −R2 −A2I2.

Вычисление сдвигов фаз δj при Z = 0 приводит к следующим выражениям:

δ1 =
1
2
− ib1, δ3 =

1
2
− ib3,

δ2 =
1
2

+ ib2 +
1

2α2

∞∫
0

dt√
(t− t1)(t− t1)(t− t2)(t− t2)

=

=
1
2

+ 2ib2 −

√
(A2

2 + 1)(A2
2 + k2)

α2(A2C2 −B2)

−A2∫
0

dt√
(t2 + k2)(t2 + 1)

.

Поскольку коэффициент K2
0 выражается через интегралы по всем трем эллиптическим

кривым и соответствующая формула очень громоздкая, то мы ее не приводим.
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