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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ �ÀÇÍÎÑÒÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ø��ÄÈÍ�Å�À

ÄËß ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà íà ãðà�å ñ âåðøèíàìè íà äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ

ïðÿìûõ, âîçìóùåííûé óáûâàþùèì ïîòåíöèàëîì. Èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà. Èññëå-

äóåòñÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå ìàëîãî ïîòåíöèàëà, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ìàëû

êàê ïîòåíöèàë, òàê è ñêîðîñòü êâàíòîâîé ÷àñòèöû. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñòèöû âî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êðîìå òîãî, èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñû ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îïèñàíà êàð-

òèíà ðàññåÿíèÿ. Ïîëó÷åíû ïðîñòûå �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ âáëèçè ãðàíè÷íûõ

òî÷åê ïîäçîí (ýòî îòâå÷àåò ìàëûì ñêîðîñòÿì êâàíòîâîé ÷àñòèöû) â ñëó÷àå ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ. �àññìàòðèâàåò-

ñÿ îäíî÷àñòè÷íûé äèñêðåòíûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, âîçìóùåííûì �óíêöèåé,

ïåðèîäè÷åñêîé ïî äâóì ïåðåìåííûì è ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé ïî òðåòüåé. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà âáëèçè òî÷êè ýêñòðåìóìà ïî òðåòüåé êîîðäèíàòå êâàçèèìïóëüñà íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì â ÿ÷åéêå, òî åñòü äëÿ ìàëîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé

ñîñòàâëÿþùåé óãëà ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Ïîëó÷åíû ïðîñòûå �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé

ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, ðåçîíàíñ, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�

Øâèíãåðà, ðàññåÿíèå, âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ.

Ââåäåíèå

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ, à òàêæå ðàññåÿíèÿ äëÿ íåêîòî-

ðûõ ðàçíîâèäíîñòåé îäíî÷àñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, âîçíèêàþùèõ â êâàíòîâîé òåîðèè

òâåðäîãî òåëà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå ïðèáëèæåíèå, íî ìîæíî òàêæå

ñ÷èòàòü, ÷òî �èçè÷åñêèå ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè, ïîñêîëüêó

îáà ïðèáëèæåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïîõîæèì ðàçíîñòíûì óðàâíåíè-

ÿì.

Âàæíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà â ðàçíîñòíîì ïîäõîäå

(èëè â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè) îáúÿñíÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, çíà÷èòåëüíî âîçðîñøåé â ïîñëåä-

íèå 20�30 ëåò ïîïóëÿðíîñòüþ òàêîãî ïîäõîäà â �èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, îòíîñÿùåéñÿ ê íàíîðàç-

ìåðíûì óñòðîéñòâàì � îñíîâå áóäóùåé ìèêðîýëåêòðîíèêè (ñì., íàïðèìåð, [2�5℄). (Çàìåòèì, ÷òî

êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, îñíîâàííàÿ íà èíòåãðàëüíîì (ìàò-

ðè÷íîì) óðàâíåíèè Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáåííî àêòóàëüíà äëÿ äàííûõ

�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé

ýëåêòðîííîé ïðîâîäèìîñòè â êâàíòîâîé ïðîâîëîêå (ñì. [1℄).) Âî-âòîðûõ, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî,

íåñìîòðÿ íà �èçè÷åñêóþ àêòóàëüíîñòü, ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîò, èññëåäóþùèõ äàííûå ìîäåëè,

ñðàâíèòåëüíî íåìíîãî è îòíîñÿòñÿ îíè, êàê ïðàâèëî, ê ðåøåòêàì Z
d, d > 1. Ìåæäó òåì ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ýòîé îáëàñòè äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (íà ãðà�å) èìåþò äîñòàòî÷íî

èíòåðåñíûå è íåîáû÷íûå ñâîéñòâà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû, áëèçêèå ïî ñîäåðæàíèþ ê òåìå ñòàòüè.

Â ñòàòüå [6℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü ïåðèîäè÷åñêîãî âîëíîâîäà ñ äèñêðåòíûì

íåîäíîðîäíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êâàçèóðîâíåé (ìîä) è ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà. Îáñóæäàþòñÿ, íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, îñîáåííîñòè

ðàññåÿíèÿ âáëèçè êâàçèóðîâíåé.

Â ñòàòüå [7℄ ðàññìîòðåí ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà íà ãðà�å, ïîëó÷åííûé èç îáû÷-

íîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ýëåêòðîíà â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç êâàíòîâîé ïðîâîëîêè è êâàí-

òîâîé òî÷êè. Èçó÷àþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è ïîâåäåíèå â çàâèñèìîñòè îò ìàëîé êîíñòàíòû ñâÿçè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ðåçîíàíñîâ, à òàêæå çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ.
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Àâòîð ðàáîòû [8℄ ðàññìàòðèâàåò ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîé öåïî÷êè àòîìîâ (áèëüÿð-

äà), êîòîðàÿ ïðèñîåäèíåíà (ïàðàëëåëüíî èëè ïîñëåäîâàòåëüíî) ê áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå. Èñ-

ñëåäîâàíî ïîâåäåíèå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ âáëèçè ðåçîíàíñà â ñëó÷àå ñëàáîé ñâÿçè áèëüÿðäà

ñ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êîé.

Â ñòàòüå [9℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà H(k), ïîëó-
÷åííûõ èç äâóõ÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà, ãäå k�äâóõ÷àñòè÷íûé êâàçèèìïóëüñ. Ïðè îïðåäåëåí-

íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ðàçìåðíîñòåé 1, 2 äîêàçàíî, ÷òî åñëè íóëü ÿâëÿåòñÿ êâàçèóðîâíåì îïåðàòî-

ðà H(0), òî îïåðàòîðû H(k) èìåþò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëåâåå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà.
Â ñòàòüå [10℄ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ �óíêöèè �ðèíà íåêîòîðûõ

ðàçíîâèäíîñòåé ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Â [11℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äèñêðåòíîãî îäíîìåðíîãî

îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà äëÿ êîíå÷íîé öåïî÷êè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà

îòäåëåíî îò íóëÿ ðàâíîìåðíî ïî äëèíå öåïî÷êè (ïîëó÷åíà ÿâíàÿ îöåíêà ñíèçó). Â ÷àñòíîñòè,

ó ñïåêòðîâ òàêèõ îïåðàòîðîâ íåò âûðîæäåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñòàòüÿ [12℄ ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñóùåñòâåííûõ ñïåêòðîâ, à òàêæå îöåíêàì óáûâàíèÿ ñîá-

ñòâåííûõ �óíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà è Äèðàêà.

Â ñòàòüå [13℄ ñòðîèòñÿ îáùàÿ òåîðèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà

íà ãðà�å, ïðè ýòîì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ãðà�îâ-äåðåâüåâ îïðåäåëåííîãî âèäà.

Â ñòàòüå [14℄ èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé îäíîìåðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-

íåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé â íåêîòîðîì ñìûñëå óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè.

Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí äèñêðåòíûé àíàëîã ìåòîäà ÂÊÁ.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ðåçîíàíñû, à òàêæå èçó÷åíû çàäà÷è

ðàññåÿíèÿ äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëàìè, îïèñûâàþùèìè ýëåêòðîí

â êâàíòîâûõ ïðîâîëîêàõ, â êâàíòîâîì âîëíîâîäå è â ïåðèîäè÷åñêîé ñëîèñòîé ñòðóêòóðå.

Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîìó îáçîðó ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáúåäèíåíèå äâóõ ¾öåëî÷èñëåííûõ¿ êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ, òî åñòü

G = (Z× {0}) ∪ ({0} × Z),

à ÷åðåç l2(X), ãäå X ⊂ Z
2
, � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ �óíêöèé

íà X ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(ϕ,ψ)l2(X) =
∑

(n,m)∈X

ϕ(n,m)ψ(n,m).

Â ïåðâûõ øåñòè ïàðàãðà�àõ ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíûé (äèñêðåòíûé) îïåðàòîð

Øð¼äèíãåðà H0, äåéñòâóþùèé â l2(G) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(H0ψ)(0, 0) = ψ(1, 0) + ψ(−1, 0) + ψ(0, 1) + ψ(0,−1),

(H0ψ)(n, 0) = ψ(n+ 1, 0) + ψ(n − 1, 0), n 6= 0,

(H0ψ)(0,m) = ψ(0,m + 1) + ψ(0,m − 1), m 6= 0.

(0.1)

Îïåðàòîð H0 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì (îïåðàòîðîì ýíåðãèè) ýëåêòðîíà âáëèçè ïåðåñå÷åíèÿ

äâóõ îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ ïðîâîëîê. Ïîäîáíûå ñòðóêòóðû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â �èçè÷åñêîé

ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Áëèçêèå ìîäåëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [7,8℄. Óðàâíåíèå Øð¼-

äèíãåðà ðàññìîòðåíî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîòåíöèàëîâ,

ïðè ýòîì èçó÷àþòñÿ ñïåêòð è âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû â âîçìîæíûõ íà-

ïðàâëåíèÿõ äâèæåíèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå

â ðàáîòå.

�åçîëüâåíòó îïåðàòîðà H0 îáîçíà÷èì ÷åðåç R0(λ) = (H0−λI)−1
(â äàëüíåéøåì, ñëåäóÿ [17℄,

äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì åäèíè÷íûé îïåðàòîð).

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å íàéäåí âèä R0(λ), èññëåäîâàíû ñóùåñòâåííûé è äèñêðåòíûé ñïåêòðû

îïåðàòîðà H0.
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Òå î ð å ì à 2.1. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà H0 ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [−2, 2].
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð H01 : l

2(Z) → l2(Z), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(
H01ϕ

)
(n) = ϕ(n− 1) + ϕ(n + 1), n ∈ Z.

�åçîëüâåíòó îïåðàòîðà H01 îáîçíà÷èì R01(λ) = (H01−λ)−1. ßäðî ðåçîëüâåíòû, âîîáùå ãîâîðÿ,
ïðîäîëæåííîå ïî ïàðàìåòðó λ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü M, áóäåì íàçûâàòü

�óíêöèåé �ðèíà îïåðàòîðà H01 è îáîçíà÷àòü êàê

G01(λ, n −m) = − 1√
λ2 − 4

(
λ−

√
λ2 − 4

2

)|n−m|

.

Ïîâåðõíîñòü M ïîëó÷åíà ñêëåéêîé äâóõ ýêçåìïëÿðîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âäîëü èíòåðâà-

ëà (−2, 2); ïðè ýòîì [−2, 2] ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà H01 (ñì. [15℄).

Â �� 3�5 ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà Hε = H0 + εV ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε >
0; çäåñü V �îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ V(n,m) 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì

|V(n, 0)| 6 βe−α|n|, |V(0,m)| 6 βe−α|m|, n,m ∈ Z, α, β > 0. (0.2)

Â äàëüíåéøåì �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå îöåíêàì òàêîãî ðîäà, áóäåì íàçûâàòü ýêñïîíåí-

öèàëüíî óáûâàþùèìè. Îïåðàòîð Hε ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ýëåêòðîíà âáëèçè ïåðåñå÷åíèÿ

äâóõ êâàíòîâûõ ïðîâîëîê, ïðè ýòîì V îïèñûâàåò âëèÿíèå ïðèìåñåé.

Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ îïåðàòîðà Hε èìååò âèä

(H0 + εV)ψ = λψ. (0.3)

Ñïåêòð è ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà A îáîçíà÷èì êàê σ(A) è σess(A) ñîîòâåòñòâåííî.
Óðàâíåíèå (0.3), ðàññìàòðèâàåìîå â êëàññå l2(G), äëÿ λ 6∈ σ(H0) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = −R0(λ)Vψ. (0.4)

Ïåðåéäåì ê íîâîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè ϕ =
√

|V|ψ è ïîëîæèì

√
V =

√
|V|sgnV (òîëüêî äëÿ V).

Òîãäà óðàâíåíèå (0.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ϕ = −
√

|V|R0(λ)
√
Vϕ (0.5)

è, ïðîäîëæàÿ îïåðàòîð −
√
|V|R0(λ)

√
V íà äâóëèñòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòüM �óíêöèè �ðè-

íà îïåðàòîðà H0 (ÿäðà ðåçîëüâåíòû R0(λ)) (ì. íèæå), ðàññìàòðèâàòü åãî êàê îïåðàòîð â l
2(G)

äëÿ λ ∈M.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.1 (ñð. [26℄). ×èñëî λ, ïðèíàäëåæàùåå âòîðîìó (òàê íàçûâàåìîìó

¾íå�èçè÷åñêîìó¿) ëèñòó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè M, áóäåì íàçûâàòü ðåçîíàíñîì îïåðàòîðà

Hε, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå ϕ ∈ l2(G) óðàâíåíèÿ (0.5).

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.2 (ñð. [27℄). Êâàçèóðîâíåì îïåðàòîðà Hε áóäåì íàçûâàòü åãî ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå èëè ðåçîíàíñ.

Â ñëó÷àå êîãäà λ ïðèíàäëåæèò âòîðîìó ëèñòó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè M , íåíóëåâûå ðåøå-

íèÿ ψ óðàâíåíèÿ (0.4) (ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ ϕ ∈ l2(G) óðàâíåíèÿ (0.5)), âîîáùå ãîâîðÿ,

ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþò.

Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ðàáîòû íàéäåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèóðîâíÿ îïåðàòîðà Hε.
Êðîìå òîãî, â ýòîì ïàðàãðà�å èññëåäîâàíî íàëè÷èå êâàçèóðîâíåé â îêðåñòíîñòè íóëÿ äëÿ

îïåðàòîðà Hε.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ϕ(n,m), îïðåäåëåííîé íà G, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

f(ϕ) = f(λ, ϕ) = (R01(λ)ϕ) (1) + (R01(λ)ϕ) (−1),

ϕ1(n) = ϕ(n, 0), ϕ2(m) = ϕ(0,m), n,m ∈ Z.
(0.6)
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Òå î ð å ì à 3.1. Îïåðàòîð Hε äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íå èìååò íåíóëåâûõ êâàçè-

óðîâíåé â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äëÿ ðåøåíèÿ ìîäè�è-

öèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà





ϕ1(n, λ) =
√

|V1|eikn − ε
√

|V1|R01(λ)
√
V1ϕ1(n, λ) +

+
√

|V1|
2 cos k · f(δ) + εf(

√
V2ϕ2)− εf(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n), n ∈ Z,

ϕ2(m,λ) = −ε
√

|V2|R01(λ)
√
V2ϕ2(m,λ) +

+
√

|V2|
−2 cos k + εf(

√
V1ϕ1)− εf(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(m), m ∈ Z,

(0.7)

ïðè îïðåäåëåííîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó λ è ε; ïîëó÷åíà àñèìïîòè÷åñêàÿ �îðìóëà ýòîãî ðåøåíèÿ.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ìàëîãî ïîòåíöèàëà è ¾ìåäëåííîé¿ êâàíòîâîé

÷àñòèöû.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k = Aε â ñëó÷àå çíàêà ¾+¿ èëè k̃ = Aε â ñëó÷àå

çíàêà ¾−¿, ãäå k̃ = −π − k, A 6= 0� âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ ∈ l2(G) ìîäè�èöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�
Øâèíãåðà (0.7), èìåþùåå âèä

ϕ1(n, ε) =
√

|V1(n)|(±1)n+1(1 + n− |n|)Aiε+O(ε2), ϕ2(m, ε) =
√

|V2(m)|(±1)m+1Aiε+O(ε2).

Â � 5 îïèñàíà êàðòèíà ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Hε, âûïèñàíû êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ

è ïðîõîæäåíèÿ. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ â ÷àñòíîì ñëó-

÷àå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P±
2 (λ) âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ âäîëü îñèm ââåðõ è âíèç ñîîòâåòñòâåííî,

÷åðåç P±
1 (λ)� âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ âäîëü îñè n âïðàâî è âëåâî ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì

C−=2A2− 1

2
Ai
∑

j∈Z

(−1)j+1(1 + j − |j|)V2(j)+
1

4
Ai
∑

j∈Z

(2j − 2 + |1− j|+ |1 + j|)(1 + j − |j|)V1(j),

K−=2A2− 1

2
Ai
∑

j∈Z

(1 + j − |j|)V2(j) +
1

4
Ai
∑

j∈Z

(−1)j(2j − 2 + |1− j|+ |1 + j|)(1 + j − |j|)V1(j).

Ò å î ð å ì à 5.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 äëÿ λ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå 2, ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

P+
1 (λ) = P+

2 (λ) = P−
2 (λ) = A2ε2 +O(ε3),

P−
1 (λ) = 1 + (A2 − 2C−)ε2 +O(ε3);

äëÿ λ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå −2, ðàâåíñòâà

P+
1 (λ) = P+

2 (λ) = P−
2 (λ) = A2ε2 +O(ε3),

P−
1 (λ) = 1 + (A2 − 2K−)ε2 +O(ε3).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, â îòëè÷èå îò òåîðåìû 5.2, ïîòåíöèàë ìàë, à k ëþáîå.

Ò å î ð å ì à 5.3. Ïóñòü λ = 2cos k, k ∈ (−π, 0), �èêñèðîâàíî. Òîãäà

P+
1 (λ) = (1 + E)2 +B2 +O(ε), P−

1 (λ) = E2 +B2 +O(ε),

P±
2 (λ) = D2 +B2 +O(ε),
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ãäå

E = − 2 + 2 cos 2k + sin2 2k

(1 + cos 2k)2 + 4 sin2 2k
, B =

sin 2k(1 + cos 2k)

(1 + cos 2k)2 + 4 sin2 2k
, D =

2 sin2 2k

(1 + cos 2k)2 + 4 sin2 2k
.

Â � 6 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î êâàçèóðîâíÿõ îïåðàòîðà H = H0 + V. Çäåñü V �

ýòî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ

V(n,m) =

{
V0(δn,N + δn,−N ), m = 0,
0, n = 0,

ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì N > 1. Ïîòåíöèàë V èìååò ÿðêî âûðàæåííûé ¾ðåçîíàíñíûé¿

õàðàêòåð.

Ò å î ð å ì à 6.1. 1) Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê ±2 äëÿ çíà÷å-

íèé V0, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ±1/N , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèóðîâåíü λ± = 2cos k±
îïåðàòîðà H, ïðè÷åì

k+ = i
(
V0 −

1

N

)
+ o
(
V0 −

1

N

)
,

k− = −π − i
(
V0 +

1

N

)
+ o
(
V0 +

1

N

)
.

2) Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê ±2 äëÿ çíà÷åíèé V0, äîñòàòî÷íî áëèç-

êèõ ê ± 1

N − 1
, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèóðîâåíü λ± = 2cos k± îïåðàòîðà H, ïðè÷åì

k+ =
(N − 1)2i

(N − 1)2 + 1

(
V0 −

1

N − 1

)
+ o
(
V0 −

1

N − 1

)
,

k− = −π − (N − 1)2i

(N − 1)2 + 1

(
V0 +

1

N − 1

)
+ o
(
V0 +

1

N − 1

)
.

Êðîìå òîãî, â ýòîì ïàðàãðà�å äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü è íàéäåí âèä

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà äëÿ îïåðàòîðà H ñ ¾íàëåòàþùåé âîëíîé¿, ðàñïðî-

ñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü Z× {0}, à òàêæå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 6.2. Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 = 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ V0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λ óðàâíåíèÿ P−
1 (λ) = 0, ïðè÷åì

λ = O(V 3
0 ).

Â �� 7�9 èññëåäóåòñÿ äâóìåðíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â ïîëîñå, ÷òî îòâå÷àåò

ýëåêòðîíó â êâàíòîâîì âîëíîâîäå, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ ìîäåëüþ (áîëåå ðåàëèñòè÷íîé) êâàíòîâîé

ïðîâîëîêè (ñð. îäíîìåðíûå îïåðàòîðû èç ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�îâ). Çäåñü èçó÷àþòñÿ ðåçîíàí-

ñû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå, â ñëó÷àå ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ, âáëèçè îñîáåííîñòåé

íåâîçìóùåííîé �óíêöèè �ðèíà. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ äàííîãî îïåðà-

òîðà. Ïîëó÷åíû ïðîñòûå �îðìóëû äëÿ ïðîõîæäåíèÿ (îòðàæåíèÿ) âáëèçè óïîìÿíóòûõ âûøå

îñîáåííîñòåé.

Ïîëîæèì Γ = Z× {1, . . . , N} ⊂ Z
2.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð H0 = (H01 ⊗ 1) + (1 ⊗H02), äåéñòâóþùèé â l2(Γ). Îïåðà-
òîð H01, äåéñòâóþùèé â l

2(Z), îïðåäåëåí âûøå. Îïåðàòîð H02 äåéñòâóåò â l
2
(
{1, . . . , N}

)∼= C
N

è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

(
H02ϕ

)
(m) = ϕ(m− 1) + ϕ(m+ 1), m = 2, . . . , N − 1,(
H02ϕ

)
(1) = ϕ(2),

(
H02ϕ

)
(N) = ϕ(N − 1).
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Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îçíà÷àþò íàëè÷èå íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ m = 0, N.

Ïîëîæèì Hε = H0 + εV, ãäå ε > 0, a V ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííóþ

�óíêöèþ V (n,m) 6= 0, çàäàííóþ íà Γ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

|V (n,m)| 6 βe−α|n|, n ∈ Z, m ∈ {1, . . . , N}, (0.8)

ïðè÷åì α > 0.

Â � 7 íàéäåí âèä �óíêöèè �ðèíà îïåðàòîðà H0.

Ïîëîæèì

µj = λ− 2 cos
πjm

N + 1
, j = 1, . . . , N, a =

√
2

N + 1
.

Ë å ì ì à 7.2. Èìååò ìåñòî �îðìóëà

G0(n,m, n
′,m′, λ) =

N∑

j=1

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, µj

)
,

ãäå

λ 6∈
N⋃

j=1

[
− 2 + 2 cos

πj

N + 1
, 2 + 2 cos

πj

N + 1

]
=
[
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

]
.

Òå î ð å ì à 7.2. Ñïåêòð îïåðàòîðà H0 èìååò âèä

σ(H0) =
N⋃

j=1

[
− 2 + 2 cos

jπ

N + 1
, 2 + 2 cos

jπ

N + 1

]
=
[
− 2 + 2 cos

Nπ

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

]
.

� 8 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà Hε.

Ò å î ð å ì à 8.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî σess(Hε) = σ(H0).

Òå î ð å ì à 8.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , N}

v±j =
∑

(n′,m′)∈Γ2

(±1)n
′
sin2

( πjm′

N + 1

)
V (n′,m′) 6= 0.

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷åê λ±j0 = ±2+2 cos
πj

N + 1
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèóðîâåíü λ±j = λ±j (ε) îïåðàòîðà Hε, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèé
îò ε, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

λ±j (ε) = ±2 + 2 cos
πj

N + 1
±
(

εv±j
N + 1

)2

+O(ε4).

Â � 9 îïèñàíà êàðòèíà ðàññåÿíèÿ, èçó÷åí õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ âáëèçè îñîáåííîñòåé íåâîçìó-

ùåííîé �óíêöèè �ðèíà äëÿ ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ.

Ïîëîæèì

sin kj = −
√
1− (µj/2)2, j = 1, . . . , N.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

ψ(n,m, λ) = ψ0(n,m, λ)− ε
∑

(n′,m′)∈Γ

G0(n− n′,m,m′, λ)V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ), (0.9)
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ãäå ¾íàëåòàþùàÿ âîëíà¿ (çàïèñàííàÿ äëÿ ïåðåìåííîé kj0) èìååò âèä

ψ0(n,m, λ) = a sin
( πj0m
N + 1

)
einkj0 (0.10)

è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ H0ψ0 = λψ0.

Ïîëîæèì

A±
j (λ) = − εa

2i sin kj

∑

(n′,m′)∈Γ

sin
( πjm′

N + 1

)
e∓ikjn′

V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ). (0.11)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

λ 6= cos
πj

N + 1
+ cos

πj′

N + 1
, j, j′ = 1, . . . , N. (0.12)

Ò å î ð å ì à 9.1. Ïóñòü âûïîëíåíî (0.12). Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ P+ è îò-

ðàæåíèÿ P− = 1− P+ â òî÷êå λ0 ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

P+ =
∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

∣∣∣δjj0 +A+
j (λ0)

∣∣∣
2

√√√√√√
4−

(
λ0 − 2 cos

πj

N + 1

)2

4−
(
λ0 − 2 cos

πj0
N + 1

)2 ,

P− =
∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

∣∣∣A−
j (λ0)

∣∣∣
2

√√√√√√
4−

(
λ0 − 2 cos

πj

N + 1

)2

4−
(
λ0 − 2 cos

πj0
N + 1

)2 ,

(0.13)

ãäå A±
j (λ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (0.11).

Ë å ì ì à 9.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ j0 èç (0.10) è âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî kj0 = αε â ñëó÷àå çíàêà ¾+¿ èëè k̃j0 = αε â ñëó÷àå çíàêà ¾−¿, ãäå k̃j0 = −π − kj0 ,
α 6= 0� âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ ψ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (0.9)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ψ(n,m, λ) =

(
1−

(±1)na2v±j0
2iα + a2v+j0

)
a sin

( πj0m
N + 1

)
+O(ε),

ãäå

v±j0 =
∑

(n,m)∈Γ

(±1)nV (n,m) sin2
( πjm

N + 1

)
.

Òå î ð å ì à 9.2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 9.2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P− =
a4
(
v±j0

)2

4α2 + a4
(
v+j0

)2 +O(ε).

Â �� 10�12 èçó÷àåòñÿ ðàññåÿíèå äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà íà òðåõìåðíîé ðåøåòêå ñ âîç-

ìóùåííûì ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, îòâå÷àþùèì áåñêîíå÷íîìó êðèñòàëëó ñ âíåäðåííûì

ïëîñêèì ñëîåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ ñëîÿ è îäíîâðåìåííî ìàëûõ ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîþ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íàëåòàþùåé ¾áëîõîâñêîé¿ ÷àñòèöû ïîëó÷å-

íû �îðìóëû ïðîõîæäåíèÿ (îòðàæåíèÿ), èìåþùèå â ñâîåì ñîñòàâå ñêîðîñòü ÷àñòèöû è èíòåãðàë

ïî ÿ÷åéêå îò ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ áëîõîâñêîé âîëíîâîé �óíêöèè è ïîòåíöèàëà ñëîÿ.

�àññìîòðèì îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà âèäà

H = H0 + V(n) + εW(n), n = (n1, n2, n3) ∈ Z
3,

9



äåéñòâóþùèé â l2(Z3). Çäåñü H0 äåéñòâóåò ïî �îðìóëå

(H0ψ)(n) = ψ(n1 + 1, n2, n3) + ψ(n1 − 1, n2, n3) + ψ(n1, n2 + 1, n3) +

+ ψ(n1, n2 − 1, n3) + ψ(n1, n2, n3 + 1) + ψ(n1, n2, n3 − 1),

V(n)� âåùåñòâåííûé ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïî âñåì ïåðåìåííûì nj , j = 1, 2, 3, ñ ïåðèî-
äîì T > 1; W(n)� âåùåñòâåííûé ïåðèîäè÷åñêèé ïî ïåðåìåííûì n1, n2 ñ ïåðèîäîì T íåíóëåâîé

ïîòåíöèàë, óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêå

|W(n)| 6 Ce−α|n3|, α > 0; (0.14)

ε > 0�ìàëûé ïàðàìåòð. Îïåðàòîð H ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â êîíå÷íî-

ðàçíîñòíîì ïðèáëèæåíèè â ïåðèîäè÷åñêîé ñëîèñòîé ñòðóêòóðå.

×åðåç l2(A) ⊗ L2(B), ãäå A ⊂ Z
n, B �èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â R

m, áóäåì îáîçíà÷àòü ãèëü-

áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî x �óíêöèé ϕ(n, x), ãäå (n, x) ∈ A×B, òàêèõ, ÷òî

∑

n∈A

∫

B
|ϕ(n, x)|2dx <∞,

ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Â � 10 ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè è óòâåðæäåíèÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà H ïîòðåáóåòñÿ óíèòàðíûé îïåðàòîð

U : l2(Z3) → l2(Ω0)⊗ L2(Ω∗
0)

def
=

∫ ⊗

Ω∗
0

l2(Ω0)dk,

ϕ ∈ l2(Z3) 7→ (Uϕ)(n, k) = ϕ̂(n, k) =
( T
2π

)3/2 ∑

ν∈Z3

e−iT (ν,k)ϕ(n+ Tν)
∣∣
Ω0×Ω∗

0

,

ãäå Ω0 = {0, 1, . . . , T − 1}3 è Ω∗
0 = [0, 2π/T )3 � ÿ÷åéêè â ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåøåòêàõ ñî-

îòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì HV = H0 + V(n). Îïåðàòîð UHVU
−1

çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì îïåðàòî-

ðîâ HV(k) = H0(k) + V, äåéñòâóþùèõ â l2(Ω0), ãäå k = (k1, k2, k3) ∈ Ω∗
0 �êâàçèèìïóëüñ, à îïå-

ðàòîð H0(k) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è îïåðàòîð H0, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà áëîõîâîñòè

ϕ̂(n+ Tn0, k) = eiT (n0,k)ϕ̂(n, k)

â ñëó÷àå nj ± 1 6∈ {0, . . . , T − 1}, j = 1, 2, 3. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð HV ðàçëîæåí

â ïðÿìîì èíòåãðàëå ïðîñòðàíñòâ

∫ ⊗
Ω∗

0

l2(Ω0)dk.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà H ïîòðåáóåòñÿ òàêæå óíèòàðíûé îïåðàòîð

U‖ : l
2(Z3) → l2(Ω)⊗ L2(Ω∗)

def
=

∫ ⊗

Ω∗

l2(Ω)dk‖,

∗ϕ ∈ l2(Z3) 7→ (U‖ϕ)(n, k‖) = ϕ̃(n, k‖) =
T

2π

∑

µ∈Z2

e−iT (µ,k‖)ϕ(n+ T (µ, 0))
∣∣
Ω×Ω∗ ,

ãäå Ω = {0, 1, . . . , T − 1}2 × Z, Ω∗ = [0, 2π/T )2, k‖ = (k1, k2). Ñâîéñòâî áëîõîâîñòè çäåñü èìååò

âèä

ϕ̃(n+ T (n0‖, 0), k‖) = eiT (n0‖,k‖)ϕ̃(n, k‖).

Îáà îïåðàòîðà HV è H ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ïðÿìîì èíòåãðàëå ïðîñòðàíñòâ

∫ ⊗
Ω∗ l

2(Ω)dk‖
â ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ HV(k‖) è H(k‖).

Ïóñòü λ0 = λm0
(k0), ãäå k0 = (k10, k20, k30)�íåâûðîæäåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïå-

ðàòîðà HV(k0), îòâå÷àþùåå íîðìèðîâàííîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ψm0
(n, k0). Â äàëüíåéøåì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∂λm0
(k0)/∂k3 = 0, ∂2λm0

(k0)/∂k
2
3 6= 0.
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Óðàâíåíèå ∂λm0
(k)/∂k3 = 0 çàäàåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè k0 ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàåìóþ àíà-

ëèòè÷åñêîé �óíêöèåé k
(0)
3 = k

(0)
3 (k‖), ãäå k‖ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

k0‖ = (k10, k20).
Óðàâíåíèå λm0

(k) = λ, ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî k3, èìååò äëÿ k‖ èç îêðåñòíîñòè

òî÷êè k0‖ ðîâíî äâà ðåøåíèÿ k3j = k3j(k‖, λ), j = 1, 2, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèå îò k‖, λ òàì,

ãäå k31 6= k32, è ñëèâàþùèåñÿ, åñëè k = k0. Ïîëîæèì ξj = k3j − k
(0)
3 (k‖), j = 1, 2.

Â � 11 ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà â l2(Z3), îòâå÷àþùåå îïåðàòîðó H, èìå-
þùåå âèä

ψ(n) = ψm0
(n, k)− ε

∑

n′∈Z3

GV(n, n
′, λ+ i0)W(n′)ψ(n′), (0.15)

ãäå GV(n, n
′, λ)��óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà HV â l

2(Z3), λ = λm0
(k) ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè

îäíîé èç çîí (ïðîìåæóòêîâ, îáðàçóþùèõ ñïåêòð îïåðàòîðà H), ïðè÷åì âûáèðàåì k3 = k31
(ñì. âûøå). Ïîëîæèì

δper(k‖)
def
=
∑

µ∈Z2

δ(k‖ +
2π

T
µ).

Ïðèìåíèì ê (0.15) îïåðàòîð U‖, òîãäà óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà â ÿ÷åéêå Ω ïðèìåò âèä

ψ̃(n, k̃‖) =
2π

T
ψm0

(n, k)δper(k‖ − k̃‖)− ε
∑

n′∈Ω

GV(n, n
′, k̃‖, λ+ i0)W(n′)ψ̃(n′, k̃‖), (0.16)

ãäå GV(n, n
′, k‖, λ)��óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà HV(k‖).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ξ1 = Aε, A = const 6= 0. (0.17)

Ë å ì ì à 11.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî (0.17). Òîãäà äëÿ k̃‖ èç íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè k0‖ è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèï-

ïìàíà�Øâèíãåðà â ÿ÷åéêå Ω (0.16) âèäà

ψ̃(n, k̃‖) =
2π

T
ψm0

(n, (k‖, k
(0)
3 ))

[
iA∂2λm0

(k‖, k
(0)
3 )/∂k23

iA∂2λm0
(k‖, k

(0)
3 )/∂k23 −W0

+O(ε)

]
δper(k‖ − k̃‖),

ãäå

W0 = T
(
ψm0

(n, (k‖, k
(0)
3 )),W(n)ψm0

(n, (k‖, k
(0)
3 ))

)
,

à âåëè÷èíà

√
W(n)O(ε) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò k‖, ε êàê l

2(Ω)-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ è óäîâëå-

òâîðÿåò îöåíêå

‖
√

W(n)O(ε)‖ 6 Cε, C = const.

Â � 12 íàéäåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�

Øâèíãåðà (0.15), ðåçóëüòàò îòðàæåí â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ë å ì ì à 12.1 Â óñëîâèÿõ ëåììû 11.1 èìååì ðàâåíñòâà

ψ(n) = a+ψm0
(n, (k‖, k31)) + η+(n) +O(ε), n3 > 0,

ψ(n) = ψm0
(n, (k‖, k31)) + a−ψm0

(n, (k‖, k32)) + η−(n) +O(ε), n3 < 0,

ãäå

a+ =
iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23 −W0

=
i∂λm0

(k‖, k31)/∂k3

i∂λm0
(k‖, k31)/∂k3 − εW0

+O(ε),

a− =
W0

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23 −W0

=
εW0

i∂λm0

(
k‖, k31

)
/∂k3 − εW0

+O(ε),
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à �óíêöèè η±(n) = η±(n, k) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (10.1) è àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò k
êàê l2(Ω±)-çíà÷íûå �óíêöèè, ãäå Ω+ = Ω ∩ {n3 > 0}, Ω− = Ω ∩ {n3 < 0}.

Òàêæå â ýòîì ïàðàãðà�å îïèñàíà êàðòèíà ðàññåÿíèÿ âáëèçè òî÷êè ýêñòðåìóìà ïî òðåòüåé

êîîðäèíàòå êâàçèèìïóëüñà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïî-

òåíöèàëîì â ÿ÷åéêå, òî åñòü äëÿ ìàëîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé óãëà ïàäåíèÿ ÷àñòèöû

íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð εW. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïðîñòûå �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðî-

õîæäåíèÿ P+ è îòðàæåíèÿ P−:

P+ = |a+|2 =
A2(∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23)

2

A2(∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23)

2 +W2
0

+O(ε) =
(∂λm0

(k‖, k31)/∂k3)
2

(∂λm0
(k‖, k31)/∂k3)2 + ε2W2

0

+O(ε),

P− = |a−|2 =
W

2
0

A2(∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23)

2 +W2
0

+O(ε) =
ε2W2

0

(∂λm0
(k‖, k31)/∂k3)2 + ε2W2

0

+O(ε).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ä.�.- ì. í. Þðèþ Ïàâëîâè÷ó ×óáóðèíó çà ïî-

ñòàíîâêó çàäà÷è, ðóêîâîäñòâî è âñåñòîðîííþþ ïîìîùü â õîäå èññëåäîâàíèé.

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïåðâûå øåñòü ïàðàãðà�îâ ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ �óíêöèè �ðèíà îïåðàòîðà H0, äåéñòâóþ-
ùåãî â l2(G), ãäå

G = (Z× {0}) ∪ ({0} × Z),

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(H0ψ)(0, 0) = ψ(1, 0) + ψ(−1, 0) + ψ(0, 1) + ψ(0,−1),

(H0ψ)(n, 0) = ψ(n+ 1, 0) + ψ(n − 1, 0), n 6= 0,

(H0ψ)(0,m) = ψ(0,m + 1) + ψ(0,m − 1), m 6= 0.

Îïåðàòîð H0 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ýíåðãèè (ãàìèëüòîíèàíîì) ýëåêòðîíà âáëèçè ïåðåñå÷åíèÿ

äâóõ êâàíòîâûõ ïðîâîëîê. Êðîìå òîãî, â ýòèõ ïàðàãðà�àõ èññëåäóþòñÿ êâàçèóðîâíè è ðàññåÿ-

íèå äëÿ äâóõ ðàçíîâèäíîñòåé âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà.

Â äàííîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íàèáîëåå

÷àñòî âñòðå÷àåìûå â ðàáîòå.

×åðåç D(A) îáîçíà÷èì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1 (ñì. [17, ñ. 130℄). Ïóñòü îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ñàìîñîïðÿæåí. Îïåðàòîð C, òàêîé, ÷òî D(A) ⊂ D(C), íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíûì ïî îòíîøåíèþ ê A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð C(A+ i)−1

êîìïàêòåí.

Ò å î ð å ì à 1.1 (ñì. [17, ñ. 130℄). Ïóñòü A� àìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, è ïóñòü C � åãî

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå âîçìóùåíèå. Òîãäà σess(A) = σess(A+ C).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2 (ñì. [24, ñ. 140℄). Ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðà-

òîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåèçîëèðîâàííûõ

òî÷åê ñïåêòðà è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè.

Ò å î ð å ì à 1.2 (ñì. [15, ñ. 224℄, àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü D� îòêðû-

òîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî â C. Ïóñòü A : D → L(H)� àíàëèòè÷åñêàÿ îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ

�óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî A(z)� êîìïàêòíûé îïåðàòîð äëÿ êàæäîãî z ∈ D. Òîãäà ëèáî
a) [I −A(z)]−1

íå ñóùåñòâóåò íè äëÿ êàêîãî z ∈ D,
ëèáî

b) [I − A(z)]−1
ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ z ∈ D \ S, ãäå S � äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî â D

(òî åñòü ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå ïðåäåëüíûõ òî÷åê â D). Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ

�óíêöèÿ [I−A(z)]−1
ìåðîìîð�íà â D, àíàëèòè÷íà â D \S, åå âû÷åòû â ïîëþñàõ � îïåðàòîðû

êîíå÷íîãî ðàíãà, è åñëè z ∈ S, òî óðàâíåíèå A(z)ψ = ψ èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â H.
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Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ èç n íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë α = 〈α1, . . . , αn〉 ÷åðåç In+.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3 (ñì. [15, ñ. 152℄). Ìíîæåñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ �óíêöèé S(Rn) åñòü
ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé ϕ(x) íà R

n, äëÿ êî-

òîðûõ ïðè âñåõ α, β ∈ In+
‖ϕ‖α,β = sup

x∈Rn

|xαDβϕ(x)| <∞.

Òå î ð å ì à 1.3 (ñì. [16, ñ. 49℄). Ïóñòü �óíêöèÿ P : Rn → R ïðèíàäëåæèò C∞(Rn)
è u ∈ S(Rn)�òàêàÿ �óíêöèÿ, ÷òî û èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Ïóñòü Z � îòêðûòîå

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî {gradP (k)|k ∈ supp û}. Ïîëîæèì

ut(x) = (2π)−n/2

∫
exp[i(xk − tP (k))]û(k)dk.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, çàâèñÿùàÿ îò m, u è Z, òàêàÿ, ÷òî

|ut(x)| 6 c(1 + |x|+ |t|)−m

äëÿ âñåõ x, t, äëÿ êîòîðûõ x/t íå ëåæèò â Z.

� 2. Ñïåêòð è ðåçîëüâåíòà íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà äëÿ êâàíòîâûõ ïðîâî-

ëîê

Â ýòîì ïàðàãðà�å íàéäåíû ñóùåñòâåííûé è äèñêðåòíûé ñïåêòðû îïåðàòîðà H0, à òàêæå

âèä ðåçîëüâåíòû ýòîãî îïåðàòîðà.

Ââåäåì îïåðàòîð F : l2(G) → L2[−π, π] ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

(Fψ)(x) = ψ̂(x) =
1√
2π

(
ψ(0, 0) + ψ(1, 0)e2ix + ψ(−1, 0)e−2ix + ψ(2, 0)e4ix + ψ(−2, 0)e−4ix +

+ ψ(3, 0)e6ix + ψ(−3, 0)e−6ix + . . . + ψ(0, 1)eix + ψ(0,−1)e−ix + ψ(0, 2)e3ix + ψ(0,−2)e−3ix +

+ ψ(0, 3)e5ix + ψ(0,−3)e−5ix + . . .
)
,

èëè

ψ̂(x) =

+∞∑

n=−∞

an
einx√
2π
, (2.1)

ãäå

a±(2n+1) = ψ(0,±(n + 1)), a±2n = ψ(±n, 0), n = 0, 1, 2, . . . .

Ë å ì ì à 2.1. Îïåðàòîð F óíèòàðåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî

‖ψ̂‖L2[−π,π] = ‖ψ‖l2(G)

äëÿ âñåõ ψ ∈ l2(G). Ôóíêöèè
{
einx/

√
2π
}+∞

n=−∞
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2[−π, π].

Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

‖ψ̂‖2L2[−π,π] =

+∞∑

n=−∞

∣∣∣
(
ψ̂,

einx√
2π

)∣∣∣
2
=

+∞∑

n=−∞

∣∣∣
+∞∑

m=−∞

am

(eimx

√
2π
,
einx√
2π

)∣∣∣
2
=

+∞∑

n=−∞

|an|2 = ‖ψ‖2l2(G).

Äàëåå, îòîáðàæåíèå F ñþðúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ψ̂ ∈ L2[−π, π] íàéäåòñÿ
ïðîîáðàç ψ ∈ l2(G), îïðåäåëåííûé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (2.1). �

Òå î ð å ì à 2.1. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà H0 ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [−2, 2].
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì Ĥ0 = FH0F
−1. Òîãäà äëÿ êàæäîé �óíêöèè ψ̂ ∈ L2[−π, π]

èìååì

Ĥ0ψ̂(x) = FH0F
−1ψ̂(x) = FH0ψ(x) =

1√
2π

[
ψ(1, 0) + ψ(−1, 0) + ψ(0, 1) + ψ(0,−1) +

+
(
ψ(0, 0) + ψ(2, 0)

)
e2ix +

(
ψ(−2, 0) + ψ(0, 0)

)
e−2ix +

(
ψ(1, 0) + ψ(3, 0)

)
e4ix +

+
(
ψ(−3, 0) + ψ(−1, 0)

)
e−4ix +

(
ψ(2, 0) + ψ(4, 0)

)
e6ix +

(
ψ(−4, 0) + ψ(−2, 0)

)
e−6ix + . . .+

+
(
ψ(0, 0) + ψ(0, 2)

)
eix +

(
ψ(0,−2) + ψ(0, 0)

)
e−ix +

(
ψ(0, 1) + ψ(0, 3)

)
e3ix +

+
(
ψ(0,−3) + ψ(0,−1)

)
e−3ix +

(
ψ(0, 2) + ψ(0, 4)

)
e5ix +

(
ψ(0,−4) + ψ(0,−2)

)
e−5ix + . . .

]
=

=
1√
2π

[
e2ix

(
ψ(0, 0) + ψ(1, 0)e2ix + ψ(−1, 0)e−2ix + ψ(2, 0)e4ix + ψ(−2, 0)e−4ix +

+ ψ(3, 0)e6ix + ψ(−3, 0)e−6ix + . . .
)
+ e−2ix

(
ψ(0, 0) + ψ(1, 0)e2ix + ψ(−1, 0)e−2ix +

+ψ(2, 0)e4ix +ψ(−2, 0)e−4ix +ψ(3, 0)e6ix +ψ(−3, 0)e−6ix + . . .
)
+ e2ix

(
ψ(0, 1)eix +ψ(0,−1)e−ix +

+ ψ(0, 2)e3ix + ψ(0,−2)e−3ix + ψ(0, 3)e5ix + ψ(0,−3)e−5ix + . . .
)
+

+e−2ix
(
ψ(0, 1)eix+ψ(0,−1)e−ix+ψ(0, 2)e3ix+ψ(0,−2)e−3ix+ψ(0, 3)e5ix+ψ(0,−3)e−5ix+ . . .

)
+

+ ψ(0, 1) + ψ(0,−1) + ψ(0, 0)eix + ψ(0, 0)e−ix − ψ(0,−1)eix − ψ(0, 1)e−ix
]
=

= 2cos 2x · ψ̂(x) + 1√
2π

(
ψ(0, 1) + ψ(0,−1) + ψ(0, 0)eix + ψ(0, 0)e−ix − ψ(0,−1)eix − ψ(0, 1)e−ix

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ĥ0 = A+B, ãäå Aψ̂(x) = 2 cos 2x ψ̂(x) è

Bψ̂(x) =
1√
2π

(
ψ(0, 1) + ψ(0,−1) + ψ(0, 0)eix + ψ(0, 0)e−ix − ψ(0,−1)eix − ψ(0, 1)e−ix

)
=

=
1

2π

∫ +π

−π
ψ̂(t)

(
e−it + eit + e−ix + eix − eiteix − e−ite−ix

)
dt =

=
1

π

∫ +π

−π
ψ̂(t) (cos t+ cos x− cos(t+ x)) dt.

Îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíûì. Â ñèëó óíèòàðíîé ýêâè-

âàëåíòíîñòè îïåðàòîðîâH0 è Ĥ0 è òåîðåìû îá îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûõ âîçìóùåíèÿõ (ñì. òåî-

ðåìó 1.1) èìååì

σess(H0) = σess(Ĥ0) = σess(A) = σ(A) = [−2, 2].

�

Ë å ì ì à 2.2. Èç îãðàíè÷åííîñòè è ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðîâ A è B ñëåäóþò òå æå

ñâîéñòâà äëÿ îïåðàòîðà H0.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ

g(λ) = λ/2−
√(

λ/2
)2−1

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê �óíêöèè Æóêîâñêîãî w = (z + z−1)/2 äëÿ z = λ/2. �èìàíîâà ïîâåðõ-

íîñòü ν �óíêöèè g äâóëèñòíà, ïðè÷åì ëèñòû ñêëåèâàþòñÿ âäîëü èíòåðâàëà (−2, 2), à òî÷êè ±2
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð H01, äåéñòâóþùèé â l2(Z) ïî �îðìóëå

(H01ψ)(n) = ψ(n + 1) + ψ(n − 1), n ∈ Z.
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Èçâåñòíî (ñì. [15℄), ÷òî σ(H01) = [−2, 2]. ßäðî G01(n,m, λ) ðåçîëüâåíòû R01(λ) = (H01−λ)−1

îïåðàòîðà H01 èìååò âèä (ñì. [25℄)

G01(n,m, λ) = G01(n−m,λ) = − 1√
λ2 − 4

(
λ−

√
λ2 − 4

2

)|n−m|

= − 1√
λ2 − 4

g|n−m| (λ/2) . (2.2)

Ôóíêöèÿ G01 àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ ïî λ íà äâóëèñòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ν; ïðè
ýòîì íà ïåðâîì ëèñòå G01 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè |n−m| → ∞ è ÿâëÿåòñÿ íà íåì ÿäðîì

ðåçîëüâåíòû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ϕ(n,m), îïðåäåëåííîé íà G, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

f(ϕ) = f(λ, ϕ) = (R01(λ)ϕ) (1) + (R01(λ)ϕ) (−1),

ϕ1(n) = ϕ(n, 0), ϕ2(m) = ϕ(0,m), n,m ∈ Z,
(2.3)

ïðè ýòîì ϕ1(0) = ϕ2(0).

Ë å ì ì à 2.3. �åçîëüâåíòà R0(λ) îïåðàòîðà H0 èìååò âèä

R0(λ)ϕ(n,m) =





(R01(λ)ϕ1) (n)−
f(ϕ2)− f(ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
(R01(λ)δ) (n),

n ∈ Z, m = 0,

(R01(λ)ϕ2) (m)− f(ϕ1)− f(ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)
(R01(λ)δ) (m),

n = 0, m ∈ Z.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �åçîëüâåíòó R0(λ) èùåì, ðåøàÿ óðàâíåíèå

(H0 − λ)ψ = ϕ, ϕ ∈ l2(G) (2.4)

îòíîñèòåëüíî ψ äëÿ λ 6∈ [−2, 2] = σess(H0) (ñì. òåîðåìó 2.1). Ñ ó÷åòîì (0.1) óðàâíåíèå (2.4)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû





ψ(n+ 1, 0) + ψ(n − 1, 0)− λψ(n, 0) = ϕ(n, 0), n 6= 0,
ψ(0,m + 1) + ψ(0,m − 1)− λψ(0,m) = ϕ(0,m), m 6= 0,
ψ(1, 0) + ψ(−1, 0) + ψ(0, 1) + ψ(0,−1) − λψ(0, 0) = ϕ(0, 0).

(2.5)

Ñèñòåìà (2.5) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

{ (
(H01 − λ)ψ1

)
(n) = ϕ1(n)− (ψ2(1) + ψ2(−1))δ(n), n ∈ Z,

(
(H01 − λ)ψ2

)
(m) = ϕ2(m)− (ψ1(1) + ψ1(−1))δ(m), m ∈ Z,

(2.6)

 óñëîâèåì ψ1(0) = ψ2(0). Äîêàæåì, ÷òî åñëè ϕ ∈ l2(G) (îòêóäà ϕ1(0) = ϕ2(0)), òî äàííîå

óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = m = 0 èç (2.6) ïîëó÷àåì

{
ψ1(1) + ψ1(−1)− λψ1(0) = ϕ1(0)− (ψ2(1) + ψ2(−1)) ,
ψ2(1) + ψ2(−1)− λψ2(0) = ϕ2(0)− (ψ1(1) + ψ1(−1)) .

Îòñþäà â ñèëó ðàâåíñòâà ϕ1(0) = ϕ2(0) èìååì λ (ψ1(0)− ψ2(0)) = 0 è ψ1(0) = ψ2(0).
Ïîäåéñòâîâàâ íà îáå ÷àñòè êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.6) îïåðàòîðîì R01(λ), ïîëó÷èì

ñèñòåìó {
ψ1(n) = (R01(λ)ϕ1) (n)− (ψ2(1) + ψ2(−1)) (R01(λ)δ) (n), n ∈ Z,

ψ2(m) = (R01(λ)ϕ2) (m)− (ψ1(1) + ψ1(−1)) (R01(λ)δ) (m), m ∈ Z.
(2.7)

Èç (2.7) íàõîäèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñóìì ψ1(1) + ψ1(−1) è ψ2(1) + ψ2(−1) :

(
1 f(δ)

f(δ) 1

)
·
(
ψ1(1) + ψ1(−1)
ψ2(1) + ψ2(−1)

)
=

(
f(ϕ1)
f(ϕ2)

)
.
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Åñëè d(λ) = 1− f2(λ, δ) 6= 0, òî ïî �îðìóëàì Êðàìåðà

ψ1(1) + ψ1(−1) =
f(ϕ1)− f(ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)
, (2.8)

ψ2(1) + ψ2(−1) =
f(ϕ2)− f(ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
. (2.9)

(Åñëè d(λ) = 0, òî ψj(1) + ψj(−1), j = 1, 2, íå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ϕ1, ϕ2 è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ðåçîëüâåíòà R0(λ) íå ñóùåñòâóåò.) Èç (2.7)�(2.9) ñëåäóåò, ÷òî R0(λ) èìååò âèä,

óêàçàííûé â �îðìóëèðîâêå ëåììû. �

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà H0 ñîñòîèò èç äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±4/
√
3

êðàòíîñòè åäèíèöà. Äåéñòâèòåëüíî, ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðàH0, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.3,

âíå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà èìååò ïîëþñû â òàêèõ òî÷êàõ λ, â êîòîðûõ

1− f2(λ, δ) = 0. (2.10)

Â ñèëó (2.2), (2.3)

f(λ, δ) = − 1√
λ2 − 4

∑

m∈Z

(
λ−

√
λ2 − 4

2

)|1−m|

δ(m)−

− 1√
λ2 − 4

∑

m∈Z

(
λ−

√
λ2 − 4

2

)|−1−m|

δ(m) = 1− λ√
λ2 − 4

.

(2.11)

Èç (2.10), (2.11) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

− λ√
λ2 − 4

= 0, − λ√
λ2 − 4

= −2.

Ïåðâîå èç íèõ èìååò êîðåíü λ = 0. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ äàííîãî λ íå ñóùåñòâóåò

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà H0 â êëàññå l2(G). Âòîðîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ λ± = ±4/
√
3.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî λ± ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàòíîñòè åäèíèöà  ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè ψ±(n,m) = (1/
√
3)|n|+|m|.

� 3. Êâàçèóðîâíè ñëàáî âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà äëÿ êâàíòîâûõ ïðîâîëîê

Â äàííîì ïàðàãðà�å äîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëÿ äëÿ ìàëûõ ε íåò íåíóëåâûõ êâàçè-

óðîâíåé âîçìóùåííîãî îïåðàòîðàHε (ýòî èíòåðåñíî òåì, ÷òî âîçìóùåíèå εV îñòàâëÿåò ðåçîíàíñ

λ = 0 îïåðàòîðà H0 íåïîäâèæíûì). Êðîìå òîãî, íàéäåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèóðîâíÿ

îïåðàòîðà Hε.
�àññìîòðèì îïåðàòîðHε = H0+εV ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε > 0, ãäå V � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ

íà âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ V(n,m) 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

|V(n, 0)| 6 Ce−α|n|, |V(0,m)| 6 Ce−α|m|, n,m ∈ Z, C = const. (3.1)

Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (H0 + εV)ψ = λψ, ðàññìàòðèâàåìîå â êëàññå l2(G), ïåðåïèøåì äëÿ

λ 6∈ σ(H0) â âèäå
ψ = −εR0(λ)Vψ. (3.2)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

√
V =

√
|V|signV (òîëüêî äëÿ

√
V), òîãäà V =

√
V
√

|V|. Ñäåëàåì â (3.2)

çàìåíó, ïîëàãàÿ ϕ =
√

|V|ψ, òîãäà (3.2) ïðèìåò âèä

ϕ = −ε
√

|V|R0(λ)
√
Vϕ. (3.3)

Îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ

√
|V|R0(λ)

√
V àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â äîñòàòî÷íî ìà-

ëóþ îêðåñòíîñòü îòðåçêà [−2, 2] íà êàæäîì èç ëèñòîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ν ñâîåé �óíêöèåé
�ðèíà (êðîìå òî÷åê ïîëþñà), ïðè÷åì ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå îïåðàòîðîâ �èëüáåðòà�

Øìèäòà. Ýòî ñëåäóåò èç âèäà ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà H0 (ñì. ëåììó 2.3) è àíàëîãè÷íîãî ðå-

çóëüòàòà äëÿ

√
|Vj |R01(λ)

√
Vj, j = 1, 2 (ñì. [25℄).
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Óðàâíåíèå (3.3) áóäåì ðåøàòü â êëàññå l2(G). Ñäåëàííàÿ çàìåíà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íå òîëü-
êî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (â ýòîì ñëó÷àå ψ ∈ l2(G) è òåì áîëåå ϕ ∈ l2(G)), íî è ðåçîíàíñû

(ñì. íèæå), êîãäà ψ, âîîáùå ãîâîðÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì λ íå äîëæíî ñîâ-

ïàäàòü ñ ïîëþñàìè

√
|V|R0(λ)

√
V, òî åñòü ñ òî÷êàìè 0 è ±4/

√
3 (ñì. çàìå÷àíèå 1). Îñîáåí-

íîñòè â òî÷êàõ λ = ±2 �îðìàëüíî ïðèñóòñòâóþò â âûðàæåíèè äëÿ

√
|V|R0(λ)

√
V, ïîñêîëüêó

ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè ÿäðà R01(λ) (ñì. ëåììó 2.3), íî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÿâëÿþòñÿ

óñòðàíèìûìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1 (ñð. [26℄). ×èñëî λ, ïðèíàäëåæàùåå âòîðîìó (òàê íàçûâàåìîìó ¾íå�è-
çè÷åñêîìó¿) ëèñòó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ν, áóäåì íàçûâàòü ðåçîíàíñîì îïåðàòîðà Hε, åñëè

ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå ϕ ∈ l2(G) óðàâíåíèÿ (3.3).

Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà ïåðâîì ëèñòå, ïðè÷åì λ 6∈ [−2, 2], òî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì.

Îïðåäåëåíèå ðåçîíàíñà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ïî-äðóãîìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rε(λ) ðåçîëü-
âåíòó îïåðàòîðà Hε. Â ñèëó ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà èìååì

(
1 + ε

√
|V|R0(λ)

√
V
)−1(√|V|R0(λ)

√
V
)
=
√

|V|Rε(λ)
√
V, (3.4)

îòêóäà (
1 + ε

√
|V|R0(λ)

√
V
)−1

= 1− ε
√

|V|Rε(λ)
√
V. (3.5)

Âñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà ε
√

|V|R0(λ)
√
V è àíàëèòè÷åñêîé òåîðåìû Ôðåäãîëüìà

(ñì. òåîðåìó 1.2) îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ

(
1 + ε

√
|V|R0(λ)

√
V
)−1

ìåðîìîð�íà ïî λ è èìååò ïîëþñ â òî÷êå λ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dimker
(
1 + ε

√
|V|R0(λ)

√
V
)
> 0.

Îòñþäà â ñèëó (3.5) ñëåäóåò, ÷òî λ 6∈ {0,±4/
√
3} ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ ε
√

|V|Rε(λ)
√
V, èëè, ÷òî òî æå, �óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà Hε,

èìååò ïîëþñ íà âòîðîì ëèñòå ν.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2 (ñì. [27℄). ×èñëî λ ∈ ν íàçûâàåòñÿ êâàçèóðîâíåì îïåðàòîðà Hε, åñëè λ
ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñîì èëè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Hε.

Â ÷àñòíîñòè, λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñîì îïåðàòîðà H0 (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè îòðåçêà

[−2, 2] ïðèíàäëåæàò îáîèì ëèñòàì) � ñì. çàìå÷àíèå 1.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ψ èç ðàâåíñòâà

√
|V|ψ = ϕ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî èçâåñòíîé �óíê-

öèè ϕ, â òîì ÷èñëå è äëÿ n, m òàêèõ, ÷òî V(n,m) = 0, ïî �îðìóëå ψ = −εR0(λ)
√
Vϕ.

Èç ðàâåíñòâà ψ = −εR0(λ)Vψ, êîòîðîå èìååò ñìûñë è äëÿ ýëåìåíòà ψ 6∈ l2(G) òàêîãî, ÷òî√
|V|ψ ∈ l2(G), ñëåäóåò ðàâåíñòâî (H0 + εV)ψ = λψ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåçîíàíñ λ íàõî-

äèòñÿ íà âòîðîì ëèñòå â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè îòðåçêà [−2, 2]. Ïðè ïîìîùè ëåììû

2.3 è îöåíîê �óíêöèè �ðèíà G0, ïîäîáíûõ ñäåëàííûì â [25℄, íåòðóäíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

|ψ(n,m)| 6 Ceδ(|n|+|m|), ãäå C è δ�ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì ïðè óìåíüøåíèè îêðåñò-

íîñòè [−2, 2] ÷èñëî δ ñòàíîâèòñÿ êàê óãîäíî ìàëûì. Åñëè λ� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî îöåíêà

ïðèíèìàåò âèä |ψ(n,m)| 6 Ce−δ(|n|+|m|), ãäå C, δ > 0.
Ïóñòü λ íàõîäèòñÿ íà âòîðîì ëèñòå. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

√
|V|ψ ∈ l2(G),

åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà δ < α, ãäå α âçÿòî èç (3.1). Ïðè ýòîì λ
äîëæíî íàõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê îòðåçêó [−2, 2], â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà Imλ äîëæíà

áûòü ìàëîé. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò �èçè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì, òàê êàê âðåìÿ æèçíè ðåçîíàíñíîãî

ñîñòîÿíèÿ äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî, à îíî, êàê èçâåñòíî èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

(ñì. ãëàâó 13 [28℄), îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî |Imλ|.
Ïîëîæèì RεVj

(λ) = (H01 + εVj − λ)−1, j = 1, 2.
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Ë å ì ì à 3.1. Òî÷êà λ ∈ ν, òàêàÿ, ÷òî λ 6= εV1(0) è 1 6= f2(λ, δ), ÿâëÿåòñÿ êâàçèóðîâíåì

îïåðàòîðà Hε äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(
1− f2(λ, δ) + εf(λ,

√
V1ξ1)f(λ, δ)

)
×

×
(
1− f2(λ, δ) + εf(λ,

√
V2ξ2)f(λ, δ)

)
= ε2f(λ,

√
V1ξ1)f(λ,

√
V2ξ2),

(3.6)

ãäå ξj = ξj(n, λ) =
√

|Vj|RεVj
(λ)δ(n), j = 1, 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå (3.3) çàïèøåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.3 â âèäå ñèñòåìû





ϕ1(n) = −ε
√

|V1|
(
R01(λ)

√
V1ϕ1 −

f(
√
V2ϕ2)− f(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ

)
(n), n ∈ Z,

ϕ2(m) = −ε
√

|V2|
(
R01(λ)

√
V2ϕ2 −

f(
√
V1ϕ1)− f(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ

)
(m), m ∈ Z,

(3.7)

èëè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå





ϕ1(n) = ε
f(
√
V2ϕ2)− f(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)

(
(1 + ε

√
|V1|R01(λ)

√
V1)

−1(
√
|V1|R01(λ)δ)

)
(n), n ∈ Z,

ϕ2(m) = ε
f(
√
V1ϕ1)− f(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)

(
(1 + ε

√
|V2|R01(λ)

√
V2)

−1(
√
|V2|R01(λ)δ)

)
(m), m ∈ Z.

(3.8)

Ïðè ýòîì îò ðåøåíèÿ ϕ1, ϕ2 ñèñòåìû (3.8) òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà ϕ1(0) = ϕ2(0).
Äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïîñëå ïåðåõîäà

îáðàòíî ê �óíêöèÿì ψ1, ψ2 èç (3.7) ïîëó÷àåì





ψ1(n) = −εR01(λ)V1ψ1(n) + ε
f(V2ψ2)− f(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n), n ∈ Z,

ψ2(m) = −εR01(λ)V2ψ2(m) + ε
f(V1ψ1)− f(V2ψ2)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(m), m ∈ Z,

(3.9)

îòêóäà {
ψ1(1) + ψ1(−1) = −εf(V1ψ1)− yf(δ),

ψ2(1) + ψ2(−1) = −εf(V2ψ2)− xf(δ),
(3.10)

ãäå

x = −εf(V1ψ1)− f(V2ψ2)f(δ)

1− f2(δ)
, y = −εf(V2ψ2)− f(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
(3.11)

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3)

{
x+ f(δ)y = −εf(V1ψ1),

f(δ)x+ y = −εf(V2ψ2).
(3.12)

Èç (3.10) è (3.12) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

x = ψ1(1) + ψ1(−1), y = ψ2(−1) + ψ2(−1). (3.13)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê óðàâíåíèÿì (3.9) îïåðàòîð H01 − λ è ïîëüçóÿñü (3.11) è (3.13), ïðèõîäèì

äëÿ n = m = 0 ê ñèñòåìå

{
ψ1(1) + ψ1(−1) + εV1(0)ψ1(0)− λψ1(0) = −ψ2(1) − ψ2(−1),

ψ2(1) + ψ2(−1) + εV2(0)ψ2(0)− λψ2(0) = −ψ1(1) − ψ1(−1).

Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà V1(0) = V2(0) ïîëó÷àåì

(εV1(0)− λ)ψ1(0) = (εV1(0) − λ)ψ2(0).
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Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû ψ1(0) = ψ2(0), îòêóäà ϕ1(0) = ϕ2(0).
Âñëåäñòâèå (3.4) ñèñòåìó (3.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå





ϕ1(n) = ε
f(
√
V2ϕ2)− f(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)

(√
|V1|RεV1

(λ)δ
)
(n), n ∈ Z,

ϕ2(m) = ε
f(
√
V1ϕ1)− f(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)

(√
|V2|RεV2

(λ)δ
)
(m), m ∈ Z.

(3.14)

Ïîëîæèì ξj(n) =
√

|Vj |RεVj
(λ)δ(n), j = 1, 2. Èç (3.14) èìååì

ϕj = Cjξj, j = 1, 2, (3.15)

ãäå Cj �êîíñòàíòû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε âåêòîðû ξj áëèçêè ê

√
|Vj|R01(λ)δ è ïîòîìó

îòëè÷íû îò íóëÿ. Èç (3.14), (3.15) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî C1, C2 :





C1 =
ε

1− f2(δ)

(
C2f(

√
V2ξ2)− C1f(

√
V1ξ1)f(δ)

)
,

C2 =
ε

1− f2(δ)

(
C1f(

√
V1ξ1)− C2f(

√
V2ξ2)f(δ)

)
.

(3.16)

Â óñëîâèÿõ ëåììû íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå (C1, C2) ñèñòåìû (3.16), òî åñòü êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòå-

ìû (3.16) ðàâåí íóëþ, ÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå (3.6). �

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Íàçîâåì ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ êâàçèóðîâíÿ

dimker(1 + ε
√

|V|R0(λ)
√
V).

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 3.1 ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êâàçèóðîâíÿ ñîâïàäàåò ñ ðàç-

ìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (3.16) è ðàâíà åäèíèöå.

Â äàëüíåéøåì (äî êîíöà � 3) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî V1 = V2 =W, òîãäà ξ1 = ξ2 = ξ.

Òå î ð å ì à 3.1. Îïåðàòîð Hε äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íå èìååò íåíóëåâûõ êâàçè-

óðîâíåé â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f2(λ, δ) 6= 1. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî W (0) 6= 0. Èç (3.15)
ïîëó÷àåì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1), ÷òî íåîáõîäèìîå äëÿ íàëè÷èÿ êâàçèóðîâíÿ ðàâåíñòâî

ϕ1(0) = ϕ2(0) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C1ξ(0) = C2ξ(0). Ïîñêîëüêó äëÿ λ, áëèçêèõ
ê íóëþ, ïðè ε→ 0

ξ(0) =
√

|W (0)|
(
RεW (λ)δ

)
(0) −→ −

√
|W (0)|√
λ2 − 4

6= 0,

òî C1 = C2 = C. Ïðè ýòîì C 6= 0 (èíà÷å ϕ = 0 è êâàçèóðîâíåé íåò). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñ-

íî (3.16), f(
√
Wξ) 6= 0 è

1 =
εf(

√
Wξ)

1− f2(δ)
(1− f(δ)),

îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1 + f(δ) =
2
√
λ2 − 4− λ√
λ2 − 4

= εf(
√
Wξ),

êîòîðîå ïðè ìàëûõ ε è λ, î÷åâèäíî, íå èìååò ðåøåíèé.
�àññìîòðèì ñëó÷àé W (0) = 0. Òîãäà ϕ1(0) = ϕ2(0) è óñëîâèå λ 6= εW (0) â �îðìóëèðîâêå

ëåììû 3.1 íàêëàäûâàòü íå íóæíî. Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî λ ∈ ν ÿâëÿåòñÿ êâàçèóðîâíåì Hε,
åñëè λ óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óðàâíåíèé

1− f2(λ, δ) + εf(λ,
√
Wξ)f(λ, δ) = ±εf(λ,

√
Wξ).
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Â ñëó÷àå çíàêà ¾+¿ óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé ïðè ìàëûõ ε è λ (ñì. âûøå). Â ñëó÷àå çíà-

êà ¾−¿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

F (λ, ε) = 0, (3.17)

ãäå

F (λ, ε) = 1− f(δ) + εf(
√
Wξ) =

λ√
λ2 − 4

+ εf(
√
Wξ).

Ôóíêöèÿ F (λ, ε) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ∈ C
2
(äëÿ ëþáîãî âûáîðà

çíàêà êîðíÿ

√
λ2 − 4), ïðè÷åì

F (0, 0) = 0,
∂F (0, 0)

∂λ
= ± 1

2i
6= 0.

Â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè (ì. [29℄), äëÿ ëþáîãî âûáîðà çíàêà êîðíÿ äëÿ âñåõ äî-

ñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λ = λ±(ε) óðàâíåíèÿ (3.17), ïðè÷åì λ±(ε)
àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ε.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.17) â âèäå

λ = −ε
√
λ2 − 4f(

√
Wξ) = ε

∑

n∈Z

(
q|1+n| + q|1−n|

)(√
Wξ
)
(n), (3.18)

ãäå

q = q(λ) =
λ−

√
λ2 − 4

2
.

ßâíî âûïèñûâàÿ ðàçíûå çíàêè ó êîðíÿ

√
λ2 − 4, ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ðàâåí-

ñòâà:

qα(λ) =

(
λ∓

√
λ2 − 4

2

)α

, (qα(λ))′ = ∓ α√
λ2 − 4

qα(λ),

(qα(λ))′′ = α

(
± λqα(λ)

(λ2 − 4)
√
λ2 − 4

+
αqα(λ)

λ2 − 4

)
,

(qα)(0) = (∓i)α, (qα)′(0) = ∓ α

2i
(∓i)α, (qα)′′(0) = −α

2

4
(∓i)α,

q|1+n| + q|1−n| =





∓2i+ λ± iλ2

4
+O(λ4), n = 0,

λq|n|, n 6= 0.

(3.19)

Äàëåå, ïðåîáðàçóåì äëÿ ìàëûõ λ è ε âûðàæåíèå

(
√
Wξ)(n) =

√
W
(
1 + ε

√
|W |R0(λ)

√
W
)−1(√|W |R0(λ)δ

)
(n) =

= (WR0(λ)δ)(n) − ε(WR0(λ)WR0(λ)δ)(n) + ε2(WR0(λ)WR0(λ)WR0(λ)δ)(n) +O(ε3) =

= ∓ W (n)√
λ2 − 4

q|n| − εW (n)

λ2 − 4

∑

m∈Z

q|n−m|+|m|W (m)∓

∓ ε2W (n)

(λ2 − 4)
√
λ2 − 4

∑

k∈Z

∑

m∈Z

q|n−k|+|k−m|+|m|W (k)W (m) +O(ε3). (3.20)

Â ñèëó (3.18) λ = O(ε), òîãäà èç (3.18)�(3.20), à òàêæå èç ðàâåíñòâà W (0) = 0 ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

λ = ελ
∑

n 6=0

q|n|W (n)

(
∓ q|n|√

λ2 − 4
− ε

λ2 − 4

∑

m∈Z

q|n−m|+|m|W (m)

)
+O(ε3).

Î÷åâèäíî, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé, åñëè λ = λ(ε) 6≡ 0. �

20



Ç à ì å ÷ à í è å 3. Îáû÷íî êâàçèóðîâíè âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà âîçíèêàþò êàê ñäâèãè ïîëþñîâ

ðåçîëüâåíòû íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [26℄). Êâàçèóðîâ-

íÿìè (ïîíèìàåìûìè êàê ïîëþñà �óíêöèè �ðèíà) îïåðàòîðà H0 ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λ = ±4/
√
3, ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ îáû÷íîé òåîðèåé âîçìóùåíèé, à òàêæå ðåçîíàíñ

λ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé â òåîðåìå 3.1 îïåðàòîð èìååò âåñüìà íåîáû÷íîå ñâîéñòâî: ïî-

ëþñ â íóëå �óíêöèè �ðèíà, íåñìîòðÿ íà ââåäåíèå âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà, îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì.

� 4. Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà äëÿ ñëàáî âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà äëÿ

êâàíòîâûõ ïðîâîëîê

Â ýòîì ïàðàãðà�å äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèïïìà-

íà�Øâèíãåðà, îòâå÷àþùåãî îïåðàòîðóHε, äëÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå

�îðìóëû äëÿ äàííîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü ïåðåìåííûå k è λ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

cos k = λ/2, sin k = −
√

1− (λ/2)2.

Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

V(n,m) =

{
V1(n), m = 0,
V2(m), n = 0,

ψ(n,m, λ) =

{
ψ1(n, λ), m = 0,
ψ2(m,λ), n = 0.

Ïóñòü λ0 ∈ (−2, 2) è λ0 íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèóðîâíåì îïåðàòîðà H01. Â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè λ0 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ îïåðàòîðà Hε:

(H0 + εV)ψ = λψ, ψ ∈ l2(G). (4.1)

Ïåðåïèøåì (4.1) â âèäå ñèñòåìû

{
((H01 − λ)ψ1) (n, λ) = −εV1(n)ψ1(n, λ)− (ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ))δ(n), n ∈ Z,

((H01 − λ)ψ2) (m,λ) = −εV2(m)ψ2(m,λ)−−(ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ))δ(m), m ∈ Z,
(4.2)

ñ óñëîâèåì ψ1(0, λ) = ψ2(0, λ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = m = 0 èç (4.2) ïîëó÷àåì

{
ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ)− λψ1(0, λ) = −εV1(0)ψ1(0, λ) − (ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ)),

ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ)− λψ2(0, λ) = −εV2(0)ψ2(0, λ) − (ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ)).

Îòêóäà (λ − εV1(0))ψ1(0, λ) = (λ − εV2(0))ψ2(0, λ). Òàê êàê V1(0) = V2(0), òî äëÿ λ 6= εV1(0)
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ψ1(0, λ) = ψ2(0, λ). Òàêèì îáðàçîì, äàííîå óñëîâèå äëÿ ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (4.2) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà äëÿ îïåðàòîðà Hε ñ ¾íàëåòàþùåé âîëíîé¿,

ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü Z× {0}:
{

ψ1(n, λ) = eikn − εR01(λ+ i0)V1(n)ψ1(n, λ) − (ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ))R01(λ+ i0)δ(n), n ∈ Z,

ψ2(m,λ) = −εR01(λ+ i0)V2(m)ψ2(m,λ)− (ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ))R01(λ+ i0)δ(m), m ∈ Z
(4.3)

(äàííîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò îïèñàòü êàðòèíó ðàññåÿíèÿ äëÿ íàëåòàþùåãî ýëåêòðîíà (ñì. íè-

æå)). Â äàëüíåéøåì îïóñêàåì +i0; äàííîìó âûáîðó çíàêà îòâå÷àåò k ∈ (−π, 0). Äåéñòâóÿ íà

êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.3) îïåðàòîðîì (H01−λ) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî (H01−λ)eikn = 0, ïîëó-
÷èì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (4.3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼-

äèíãåðà (4.2), à çíà÷èò, ψ1(0, λ) = ψ2(0, λ) äëÿ λ 6= εV1(0). Äàëåå, èç (4.3) âèäèì, ÷òî âåëè÷èíû
ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ) è ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ) óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîé ñèñòåìå

{
[ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ)] + f(δ)[ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ)] = 2 cos k − εf(V1ψ1),

f(δ)[ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ)] + [ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ)] = −εf(V2ψ2).
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Ïî �îðìóëàì Êðàìåðà èìååì

ψ1(1, λ) + ψ1(−1, λ) =
2 cos k − εf(V1ψ1) + εf(V2ψ2)f(δ)

1− f2(δ)
,

ψ2(1, λ) + ψ2(−1, λ) =
−2 cos k · f(δ)− εf(V2ψ2) + εf(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (4.3) ïðèíèìàåò âèä





ψ1(n, λ) = eikn − εR01(λ)V1(n)ψ1(n, λ) +

+
2 cos k · f(δ) + εf(V2ψ2)− εf(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n), n ∈ Z,

ψ2(m,λ) = −εR01(λ)V2(m)ψ2(m,λ) +

+
−2 cos k + εf(V1ψ1)− εf(V2ψ2)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(m), m ∈ Z.

(4.4)

Ïåðåéäåì â (4.4) ê íîâûì íåèçâåñòíûì �óíêöèÿì ϕi =
√
|Vi|ψi, i = 1, 2 (äëÿ

√
Vi ïðèíèìàåì

ðàâåíñòâî

√
Vi =

√
|Vi|signVi). Äîìíîæèâ îáà óðàâíåíèÿ íà

√
|V1| è

√
|V2| ñîîòâåòñòâåííî,

ïîëó÷èì





ϕ1(n, λ) =
√

|V1|eikn − ε
√

|V1|R01(λ)
√
V1ϕ1(n, λ) +

+
√

|V1|
2 cos k · f(δ) + εf(

√
V2ϕ2)− εf(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n), n ∈ Z,

ϕ2(m,λ) = −ε
√

|V2|R01(λ)
√
V2ϕ2(m,λ) +

+
√

|V2|
−2 cos k + εf(

√
V1ϕ1)− εf(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(m), m ∈ Z.

(4.5)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

V1 =
∑

j∈Z

V1(j), V2 =
∑

j∈Z

V2(j).

Óñëîâèå k = Aε, íàëîæåííîå â ñëåäóþùåé òåîðåìå, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìàëûõ ïîòåíöèà-

ëîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå èìïóëüñû (ñêîðîñòè) íàëåòàþùèõ ÷àñòèö; â ýòîé ñèòóàöèè ìàëûé

ïîòåíöèàë ñóùåñòâåííî ìåíÿåò êàðòèíó ðàññåÿíèÿ.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k = Aε â ñëó÷àå çíàêà ¾+¿ èëè k̃ = Aε â ñëó÷àå

çíàêà ¾−¿, ãäå k̃ = −π − k, A 6= 0� âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ ∈ l2(G) ìîäè�èöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�
Øâèíãåðà (4.5), èìåþùåå âèä

ϕ1(n, ε) =
√

|V1(n)|(±1)n+1(1 + n− |n|)Aiε+O(ε2),

ϕ2(m, ε) =
√

|V2(m)|(±1)m+1Aiε+O(ε2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåäåì íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

−
√

|V1|R01(λ)
√

V1ϕ1(n, λ)−
√

|V1|
f(
√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n) =

= −
√
|V1|

∑

j∈Z

G01(λ, n − j)
√

V1ϕ1(j, λ) −

−
√

|V1|

∑
j∈Z

(G01(λ, 1− j) +G01(λ, 1 + j))
√
V1ϕ1(j, λ) · 2G01(λ, 1)

1− 4G2
01(λ, 1)

×

×G01(λ, n) =
√

|V1|
∑

j∈Z

[
−G01(λ, n− j)

√
V1(j) −

− 2G01(λ, 1)G01(λ, n)(G01(λ, 1− j) +G01(λ, 1 + j))
√

V1(j)

1− 4G2
01(λ, 1)

]
ϕ1(j, λ).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Li = Li(λ), i = 1, 2, îïåðàòîð ñ ÿäðîì

li(λ, n, j) = −
√
|Vi(n)|G01(λ, n − j)

√
Vi(j) −

− 2
√

|Vi(n)|G01(λ, n)G01(λ, 1)

1− 4G2
01(λ, 1)

(G01(λ, 1 − j) +G01(λ, 1 + j))
√

Vi(j).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû �óíêöèè li(λ, n, j) àíàëèòè÷íû ïî ε.

Ñèñòåìó (4.5) ïåðåïèøåì â âèäå





(1− εL1)ϕ1(n, λ) =
√

|V1|eikn +
√

|V1|
2 cos k · f(δ) + εf(

√
V2ϕ2)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n), n ∈ Z,

(1− εL2)ϕ2(m,λ) =
√

|V2|
−2 cos k + εf(

√
V1ϕ1)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(m), m ∈ Z.

(4.6)

Ïîëîæèì

ξ1(n, λ) = (1− εL1)ϕ1(n, λ), n ∈ Z,

ξ2(m,λ) = (1− εL2)ϕ2(m,λ), m ∈ Z,

òîãäà èç (4.6) èìååì





ξ1(n, λ) =
√

|V1|eikn +
√

|V1|
2 cos k · f(δ) + εf(

√
V2(1− εL2)

−1ξ2)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n), n ∈ Z,

ξ2(m,λ) =
√

|V2|
−2 cos k + εf(

√
V1(1− εL1)

−1ξ1)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(m), m ∈ Z.

(4.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, {
ξ1(n, k) =

√
|V1|eikn + C1

√
|V1|eik|n|, n ∈ Z,

ξ2(m,k) = C2

√
|V2|eik|m|, m ∈ Z,

(4.8)

ãäå C1 = C1(k) è C2 = C2(k) íå çàâèñÿò îò n è m.

Íåñìîòðÿ íà ýêñïîíåíöèàëüíîå âîçðàñòàíèå G01(λ, n−j) ïðè |n−j| → ∞, äëÿ ìàëûõ k �óíê-
öèè li(λ, n, j), i = 1, 2, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò çà ñ÷åò óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà

√
|Vi(n)|

è

√
Vi(j) ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó Li(λ) îïðåäåëåíû è îãðàíè÷åíû â l2(Z). Îáðàòíûå îïåðàòîðû

(1− εLi(λ))
−1 , i = 1, 2, ñóùåñòâóþò äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε, åñëè ‖εLi(λ)‖ < 1.

Äàëåå, èç (4.7), (4.8) ïîëó÷èì





C1 = ε
f
(√

V2(1− εL2)
−1C2

√
|V2|eik|m|

)

1− f2(δ)
· 1

2i sin k
+

2cos k · f(δ)
1− f2(δ)

· 1

2i sin k
,

C2 = ε
f
(√

V1(1− εL1)
−1
(√

|V1|eikn + C1

√
|V1|eik|n|

))

1− f2(δ)
· 1

2i sin k
− 2 cos k

1− f2(δ)
· 1

2i sin k
.

(4.9)

Çàìåòèì, ÷òî

f(V2e
ik|m|) =

1

2i sin k

∑

j∈Z

(eik|1−j| + eik|1+j|)V2(j)e
ik|j| =

=
1

2i sin k

∑

j∈Z

(eik(|1−j|+|j|) + eik(|1+j|+|j|))V2(j) =
V2

i sin k
+

O(ε)

2i sin k
.

Äàëåå, êàê íåòðóäíî âèäåòü

L1

√
|V1|eikn = O(1),

f
(√

V1(1− εL1)
−1
(√

|V1|eikn + C1

√
|V1|eik|n|

))
=

(1 + C1)V1

i sin k
+

O(ε)

2i sin k
.
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Òàêèì îáðàçîì, (4.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

C1 = −1 + iAε− εC2V2

2
+O(ε2),

C2 = iAε− ε(1 + C1)V1

2
+O(ε2).

(4.10)

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó 



C1 +
εV2

2
C2 = −1 + iAε+O(ε2),

εV1

2
C1 + C2 = iAε− εV1

2
+O(ε2).

Ïî �îðìóëàì Êðàìåðà ëåãêî ïîëó÷èòü

C1 = −1 + iAε+O(ε2), C2 = iAε+O(ε2),

îòêóäà

ϕ1(n, ε) = ϕ1(n, k) = (1− εL1)
−1 ξ1(n, k) = ξ1(n, k) +O(ε2) =

√
|V1(n)|(1 + n− |n|)Aiε +O(ε2),

ϕ2(m, ε) = ϕ2(m,k) = (1− εL2)
−1 ξ2(n, k) = ξ2(n, k) +O(ε2) =

√
|V2(m)|Aiε+O(ε2).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ñëó÷àÿ k = −π−Aε äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî,  èñïîëüçîâàíèåì
ðàâåíñòâà

eikγ = (−1)γe−ik̃γ ,

ãäå k̃ = Aε. �

� 5. Íåñòàöèîíàðíàÿ êàðòèíà ðàññåÿíèÿ äëÿ ñëàáî âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Â ýòîì ïàðàãðà�å îïèñàíà êàðòèíà ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Hε, âûïèñàíû êîý��èöèåí-

òû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ

â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

�àññìîòðèì ïðè t ∈ R íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

i
∂ψ

∂t
= H01ψ, (5.1)

ãäå ψ = ψ(n, t) ñ óñëîâèåì â íóëå

ψ(n, 0) = ψ0(n), ψ0 ∈ l2(Z), (5.2)

ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(R, l2(Z)) (C1(R, l2(Z)) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìûõ íà R �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â l2(Z)).
Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F : l2(Z) → L2[−π, π] �îðìóëîé

ψ̂(k) = (Fψ)(k) =
1√
2π

∑

n∈Z

ψ(n)e−ikn.

Ë å ì ì à 5.1. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.2) èìååò âèä

ψ(n, t) =
1√
2π

∫ π

−π
ψ̂0(k)e

inke−2it cos kdk. (5.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäåéñòâîâàâ ïðåîáðàçîâàíèåì F íà óðàâíåíèå (5.1), ïîëó÷èì

i
∂ψ̂

∂t
= 2cos k · ψ̂,

ãäå ψ̂ = ψ̂(k, t) ∈ L2[−π, π]. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (5.2), èìååì ψ̂(k, t) = ψ̂0(k)e
−2i cos k·t

è, ñëåäîâà-

òåëüíî, (5.3). �
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.1. Â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà H01 (ñì., íàïðèìåð, [15℄)

‖ψ(n, t)‖ = ‖ψ0(n)‖ = ‖ψ̂0(t)‖, t ∈ R.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

η+1 (n, k) = −ε
∑

j>n

e−ik(n−j) − eik(n−j)

2i sin k
V1ψ1(j, λ),

η−1 (n, k) = −ε
∑

j<n

eik(n−j) − e−ik(n−j)

2i sin k
V1ψ1(j, λ),

C1(k) =
2 cos k · f(δ) + εf(V2ψ2)− εf(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
,

A±
1 (k) = −ε

∑

j∈Z

e∓ikj

2i sin k
V1ψ1(j, λ) +

C1(k)

2i sin k
.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.4) èìååì

ψ1(n, λ) = eikn − ε
∑

j∈Z

eik|n−j|

2i sin k
V1(j)ψ1(j, λ) + C1(k)

eik|n|

2i sin k
= eikn − ε

∑

j∈Z

eik(n−j)

2i sin k
V1(j)ψ1(j, λ)−

− ε
∑

j>n

e−ik(n−j) − eik(n−j)

2i sin k
V1(j)ψ1(j, λ) + C1(k)

eik|n|

2i sin k
,

èëè

ψ1(n, λ) = eikn − ε
∑

j∈Z

e−ik(n−j)

2i sin k
V1(j)ψ1(j, λ)−

− ε
∑

j<n

eik(n−j) − e−ik(n−j)

2i sin k
V1(j)ψ1(j, λ) + C1(k)

eik|n|

2i sin k
.

Îòñþäà

ψ1(n, λ) = eikn +A±
1 (k)e

±ikn + η±1 (n, k) (5.4)

(çíàêè ¾+¿ è ¾−¿ îòâå÷àþò n > 0 è n 6 0 ñîîòâåòñòâåííî). �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì

ψ2(m,λ) = A±
2 (k)e

±ikm + η±2 (m,k), (5.5)

ãäå

η−2 (m,k) = −ε
∑

j<m

eik(m−j) − e−ik(m−j)

2i sin k
V2ψ2(j, λ),

η+2 (m,k) = −ε
∑

j>m

e−ik(m−j) − eik(m−j)

2i sin k
V2ψ2(j, λ),

C2(k) =
−2 cos k + εf(V1ψ1)− εf(V2ψ2)f(δ)

1− f2(δ)
,

A±
2 (k) = −ε

∑

j∈Z

e∓ikj

2i sin k
V2ψ2(j, λ) +

C2(k)

2i sin k
.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ

η(n,m, k) =





η+1 (n, k), n > 0, m = 0,

η−1 (n, k), n 6 0, m = 0,

η+2 (m,k), n = 0, m > 0,

η−2 (m,k), n = 0, m 6 0.
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Ë å ì ì à 5.2. Ôóíêöèÿ η(n,m, k) ÿâëÿåòñÿ l2(G)-çíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè λ0 = 2cos k0, k0 ∈ [−π, 0].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

‖η(n,m, k)‖2l2(G) =
∑

(n,m)∈G

|η(n,m, k)|2 =
∑

n>0

|η+1 (n, k)|2 +
∑

n60

|η−1 (n, k)|2 +

+
∑

m>0

|η+2 (m,k)|2 +
∑

m60

|η−2 (m,k)|2.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|η+1 (n, k)| =
∣∣∣− ε

∑

j>n

e−ik(n−j) − eik(n−j)

2i sin k
V1ψ1(j, k)

∣∣∣ = ε
∣∣∣
∑

j>n

−2i sin[k(n − j)]

2i sin k
V1ψ1(j, k)

∣∣∣ 6

6 ε
(∑

j>n

sin2[k(n− j)]

sin2 k
|V1(j)|

)1/2(∑

j>n

|ϕ1(j, k)|2
)1/2

.

(5.6)

Â îêðåñòíîñòè k0 6= 0, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî
sin2[k(n − j)]

sin2 k
< C. Â ñëó÷àå k0 = 0

sin2[k(n − j)]

sin2 k
6
k2(n− j)2

sin2 k
6 C ′(n2 + j2).

Òàêèì îáðàçîì, èç (5.6) èìååì

|η+1 (n, k)| 6 C1

(∑

j>n

(n2 + j2)e−α|j|
)1/2

‖ϕ1‖l2(Z) 6 C2

(∑

j>n

j2e−α|j|
)1/2

6

6 C2e
−

α|n|
2

(∑

j>n

j2e−
α|j|
2

)1/2
= C3e

−
α|n|
2 .

Îòñþäà ñëåäóþò ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå η+1 è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â (êîìïëåêñíîé)

îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0

‖η+1 (n, k)− (η+1 )M (n, k)‖l2(Z) → 0, M → ∞,

ãäå (η+1 )M (n, k) = χ[−M,M ](n) · η+1 (n, k), χ[−M,M ](n)�õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îòðåçêà

[−M,M ]. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ η−1 (n, k), η
+
2 (m,k), η

−
2 (m,k). Ñëåäî-

âàòåëüíî,

∑
(n,m)∈G

|η(n,m, k)|2 6 C
∑
n<0

e−
α|n|
2 . Â ñèëó (âåêòîðíîçíà÷íîé) òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

l2(G)-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ η(n,m, λ) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0. �

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

i
∂ϕ

∂t
= Hεϕ,

ãäå ϕ = ϕ(n,m, t)� l2(G)-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ àðãóìåíòà t, ϕ ∈ C1(R, l2(G)), â âèäå

ϕ(n,m, t) =

∫ λ0+σ

λ0−σ
C(λ)ψ(n,m, λ)e−iλt dλ, (5.7)

ãäå σ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, C(λ) ∈ C∞
0 (λ0 − σ, λ0 + σ), ψ(n,m, λ)�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (4.4). Èñïîëüçóÿ (5.4), (5.5), ïåðåïèøåì (5.7) â âèäå

ϕ(n,m, t) =





∫ λ0+σ

λ0−σ
C(λ)

(
eikn +A±

1 (k)e
±ikn + η±1 (n, k)

)
e−iλt dλ, n ∈ Z, m = 0,

∫ λ0+σ

λ0−σ
C(λ)

(
A±

2 (k)e
±ikm + η±2 (m,k)

)
e−iλt dλ, n = 0, m ∈ Z,

=

=





−2

∫ 0

−π
C(λ)

(
eikn +A±

1 (k)e
±ikn + η±1 (n, k)

)
e−2it cos k sin k dk, n ∈ Z, m = 0,

−2

∫ 0

−π
C(λ)

(
A±

2 (k)e
±ikm + η±2 (m,k)

)
e−2it cos k sin k dk, n = 0, m ∈ Z,

(5.8)

çíàêè ¾+¿ è ¾−¿ îòâå÷àþò n,m > 0 è n,m 6 0 ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì íîðìó âûðàæåíèé

â (5.8), îòâå÷àþùèõ η±1,2. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∥∥∥∥
∫ λ0+σ

λ0−σ
C(λ)η±1,2e

−iλt dλ

∥∥∥∥
2

l2(Z)

→ 0, t→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû íå èãðàþò ðîëè â ðàññåÿíèè.

Äàëåå,

∫ 0

−π
C(k)A±

1 (k)e
−2it cos k±ikn sin k dk = A±

1 (k0)

∫ 0

−π
C(k)e−2it cos k±ikn sin k dk +

+

∫ 0

−π
C(k)

(
A±

1 (k)−A±
1 (k0)

)
e−2it cos k±ikn sin k dk, (5.9)

ãäå k0 îòâå÷àåò λ0 (òî÷íåå, λ0 = 2cos k0). Ñðàâíèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5.9)

ñ (5.3), èç ñëåäñòâèÿ ëåììû 5.1 ïðè ψ̂0(k) =
√
2πC(k)(A±

1 (k) − A±
1 (k0)) sin k ïîëó÷àåì, ÷òî

íîðìà äàííîãî ñëàãàåìîãî â l2(Z) ïðè âñåõ t ñîâïàäàåò ñ

√
2π
∥∥C(k)

[
A±

1 (k)−A±
1 (k0)

]
sin k

∥∥
L2[−π,0]

è ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé ðàâíîìåðíî ïî t âûáîðîì íîñèòåëÿ �óíêöèè C(λ)
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ïðè ñîõðàíåíèè íîðìû ýòîé �óíêöèè â L2[−π, 0]. Àíà-
ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è äëÿ èíòåãðàëà, îòâå÷àþùåãî A±

2 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷àñòèö

ñ äîñòàòî÷íî ëîêàëèçîâàííûì âîëíîâûì âåêòîðîì k êàðòèíà ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëà-

ìè A±
1 (k0) è A

±
2 (k0).

Äàëåå, âñëåäñòâèå òåîðåìû î ñòàöèîíàðíîé �àçå (ñì. òåîðåìó 1.3) äëÿ âñåõ n è t òàêèõ, ÷òî
|n/t+ 2 sin k0| > ε, ãäå ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, èíòåãðàë â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè (5.9)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî íîðìå â l2(Z) ïðè |t| → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áîëüøèõ |t| â ðàññåÿíèè
èãðàþò ðîëü ëèøü òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ

−ε < n/t+ 2 sin k0 < ε (5.10)

(àíàëîãè÷íûå âûâîäû ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïîäîáíûõ èíòåãðàëîâ âî âòîðîì óðàâíåíèè (5.8)).

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ ðàññåÿíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

√
2π ‖2 sin k · C(k)‖L2[−π,0] = 1. (5.11)

Ïðè t < 0 èìååòñÿ âîëíîâîé ïàêåò, îòâå÷àþùèé íàëåòàþùåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ÷àñòèöå, ëî-

êàëèçîâàííûé â îñíîâíîì â ïîäìíîæåñòâå Z âèäà (5.10) (íîðìà ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå â ýòîé îáëàñòè ïðè t→ −∞). Ïðè t→ ∞ ïàêåò äåëèòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè,
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îòâå÷àþùèå ðàçíûì ïîëóîñÿì. Îòðàæåííîé âîëíå îòâå÷àåò êîý��èöèåíò A−
1 (λ0). Ñêîðîñòü

âîëíîâîãî ïàêåòà ïðèáëèæåííî ðàâíà ïî ìîäóëþ (â ëþáîì íàïðàâëåíèè) |2 sin k0|.
Â ñèëó ðàâåíñòâà

‖ϕ(n,m, t)‖2l2(G) = 1, t ∈ R,

äëÿ çàäàííîãî ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ε > 0, ñóæàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè λ0, ñîäåðæàùóþ íîñèòåëü

�óíêöèè C(λ) è óñòðåìëÿÿ |t| ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|1− (|1 +A+
1 (k0)|2 + |A−

1 (k0)|2 + |A−
2 (k0)|2 + |A+

2 (k0)|2)| < ε. (5.12)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 5.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|1 +A+
1 (λ0)|2 + |A−

1 (λ0)|2 + |A+
2 (λ0)|2 + |A−

2 (λ0)|2 = 1. (5.13)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.2. Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîõîæ-

äåíèÿ è îòðàæåíèÿ â òî÷êå λ0 ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

P+
1 (λ0) = |1 +A+

1 (λ0)|2, P−
1 = |A−

1 (λ0)|2, P±
2 = |A±

2 (λ0)|2, (5.14)

ãäå P±
2 (λ)� âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ âäîëü îñè Om ââåðõ è âíèç ñîîòâåòñòâåííî, P±

1 �

âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ âäîëü îñè On âïðàâî è âëåâî ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ìàëûõ ε ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ε è λ ñóùåñòâóåò ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå

ïðîõîæäåíèå âäîëü îñè àáñöèññ.

Ïîëîæèì (îïðåäåëåíèå êîíñòàíòû A ñì. â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 4.1)

C± = 2A2 − 1

2
Ai
∑

j∈Z

(−1)j+1(1 + j − |j|)V2(j) +

+
1

4
Ai
∑

j∈Z

(∓2j − 2 + |1− j|+ |1 + j|)(1 + j − |j|)V1(j),

F± = 2A2 − 1

2
Ai
∑

j∈Z

(1 + j − |j|)V1(j) +

+
1

4
Ai
∑

j∈Z

(−1)j+1(∓2j − 2 + |1− j|+ |1 + j|)(1 + j − |j|)V2(j).

K− = 2A2 − 1

2
Ai
∑

j∈Z

(1 + j − |j|)V2(j) +

+
1

4
Ai
∑

j∈Z

(−1)j(2j − 2 + |1− j|+ |1 + j|)(1 + j − |j|)V1(j).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå 5.2 ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü êàê ïîòåíöèàëà, òàê è ñêîðîñòè ÷àñòèöû

(ïðèáëèæåííî ïðîïîðöèîíàëüíîé k, ñì. âûøå, ïðè ìàëûõ k).

Ò å î ð å ì à 5.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 äëÿ λ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå 2, ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

P+
1 (λ) = P+

2 (λ) = P−
2 (λ) = A2ε2 +O(ε3), P−

1 (λ) = 1 + (A2 − 2C−)ε2 +O(ε3)

è äëÿ λ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå −2 ðàâåíñòâà

P+
1 (λ) = P+

2 (λ) = P−
2 (λ) = A2ε2 +O(ε3), P−

1 (λ) = 1 + (A2 − 2K−)ε2 +O(ε3).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.1, äëÿ λ, áëèçêèõ ê òî÷êå 2, íàéäåì

A±
1 (λ) = −1 + iAε+ C±ε2 +O(ε3), A±

2 (λ) = iAε+ F±ε2 +O(ε3).

Òîãäà

P−
1 (λ) = |A−

1 (λ)|2 = | − 1 + iAε+ C−ε2 +O(ε3)|2 = 1 +A2ε2 − 2C−ε2 +O(ε3),

P+
1 (λ) = |1 +A+

1 (λ)|2 = |iAε+ C+ε2 +O(ε3)|2 = A2ε2 +O(ε3),

P±
2 (λ) = |A±

2 (λ)|2 = |iAε+ F±ε2 +O(ε3)|2 = A2ε2 +O(ε3).

Äëÿ λ, áëèçêèõ ê òî÷êå −2, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. �

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå 5.3, â îòëè÷èå îò òåîðåìû 5.2, ìàë òîëüêî âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë

(îïèñûâàþùèé, íàïðèìåð, ïðèìåñü).

Ò å î ð å ì à 5.3. Ïóñòü λ = 2cos k, k ∈ (−π, 0) �èêñèðîâàíî. Òîãäà

P+
1 (λ) = (1 + E)2 +B2 +O(ε), P−

1 (λ) = E2 +B2 +O(ε), P±
2 (λ) = D2 +B2 +O(ε),

ãäå

E = − 2 + 2 cos 2k + sin2 2k

(1 + cos 2k)2 + 4 sin2 2k
, B =

sin 2k(1 + cos 2k)

(1 + cos 2k)2 + 4 sin2 2k
, D =

2 sin2 2k

(1 + cos 2k)2 + 4 sin2 2k
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîãî

óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (4.5) ñëåäóþò èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðåäñòàâëåííûì

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1. Ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóë äëÿ P±
1 (λ) è P±

2 (λ) ëåãêî ñëåäóåò èç ðà-
âåíñòâ

A±
1 (k) = E+Bi+O(ε), A±

2 (k) = D+Bi+O(ε). �

� 6. Êâàçèóðîâíè è ðàññåÿíèå äëÿ îïåðàòîðà H
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ðàññìîòðåí îïåðàòîð H = H0+V. Çäåñü V � ýòî îïåðàòîð óìíîæå-

íèÿ íà �óíêöèþ

V(n,m) =

{
V0(δn,N + δn,−N ), m = 0,
0, n = 0,

ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì N > 1. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êâàçèóðîâíåé

ýòîãî îïåðàòîðà â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ±2 äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé V0, ïîëó÷åíû àñèìïòî-

òè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êâàçèóðîâíåé. Êðîìå òîãî, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè â (−2, 2),
êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ â êîòîðîé â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ðàâåí íóëþ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ V0.
Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (H0 + V)ψ = λψ, ðàññìàòðèâàåìîå â êëàññå l2(G), äëÿ λ 6∈ σ(H0)

ïåðåïèøåì â âèäå

ψ = −R0(λ)Vψ. (6.1)

Çäåñü V � ýòî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ

V(n,m) =

{
V0(δn,N + δn,−N ), m = 0,
0, n = 0,

ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì N è âåùåñòâåííîì V0. Äàííûé ïîòåíöèàë, â îòëè÷èå, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, îò ïîòåíöèàëà �� 3�5, èìååò ÿðêî âûðàæåííûé ¾ðåçîíàíñíûé¿ õàðàêòåð: êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà

ìîæåò ïîñëåäîâàòåëüíî îòðàæàòüñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç îò ïîòåíöèàëîâ V0δn,N è V0δn,−N .

Ïîëîæèì ϕ =
√

|V|ψ, òîãäà (6.1) ïðèìåò âèä

ϕ = −
√
|V|R0(λ)

√
Vϕ. (6.2)

Îïðåäåëåíèÿ êâàçèóðîâíåé îïåðàòîðà H àíàëîãè÷íû îïðåäåëåíèÿì, äàííûì â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðà�å äëÿ îïåðàòîðà Hε.

Îïðåäåëèì k ðàâåíñòâàìè cos k = λ/2, sin k = −
√

1− (λ/2)2.
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Òå î ð å ì à 6.1. 1) Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê ±2 äëÿ çíà÷å-

íèé V0, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ±1/N , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèóðîâåíü λ± = 2cos k±
îïåðàòîðà H, ïðè÷åì

k+ = i
(
V0 −

1

N

)
+ o
(
V0 −

1

N

)
,

k− = −π − i
(
V0 +

1

N

)
+ o
(
V0 +

1

N

)
.

2) Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê ±2 äëÿ çíà÷åíèé V0, äîñòàòî÷íî áëèç-

êèõ ê ± 1

N − 1
, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèóðîâåíü λ± = 2cos k± îïåðàòîðà H, ïðè÷åì

k+ =
(N − 1)2i

(N − 1)2 + 1

(
V0 −

1

N − 1

)
+ o
(
V0 −

1

N − 1

)
,

k− = −π − (N − 1)2i

(N − 1)2 + 1

(
V0 +

1

N − 1

)
+ o
(
V0 +

1

N − 1

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå (6.1) çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû (ñì. ëåììó 2.3)





ψ1(n) = −(R01(λ)V1ψ1)(n)−
f(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
(R01(λ)δ)(n), n ∈ Z,

ψ2(m) =
f(V1ψ1)

1− f2(δ)
(R01(λ)δ)(m), m ∈ Z.

(6.3)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (6.3) ñ ó÷åòîì (2.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ψ1(n) =
V0√
λ2 − 4

(
q|n−N |ψ1(N) + q|n+N |ψ1(−N)

)
+

+
V0√
λ2 − 4

(
qN−1 + qN+1

)
(ψ1(N) + ψ1(−N))

2q|n|+1

λ2 − 4− 4q2
,

(6.4)

ãäå q =
λ−

√
λ2 − 4

2
= eik.

Çàìåòèì, ÷òî, çíàÿ ψ1(n), ëåãêî íàéòè ψ2(m). Äàëåå, â ñèëó (6.4) äëÿ íàõîæäåíèÿ ψ1(n)
äîñòàòî÷íî çíàòü ψ1(N) è ψ1(−N), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå





ψ1(N) =
V0√
λ2 − 4

(
ψ1(N) + q2Nψ1(−N)

)
+

V0√
λ2 − 4

(
qN−1 + qN+1

)
×

× (ψ1(N) + ψ1(−N))
2qN+1

λ2 − 4− 4q2
,

ψ1(−N) =
V0√
λ2 − 4

(
q2Nψ1(N) + ψ1(−N)

)
+

V0√
λ2 − 4

(
qN−1 + qN+1

)
×

× (ψ1(N) + ψ1(−N))
2qN+1

λ2 − 4− 4q2
.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû,

èìååò âèä ∣∣∣∣
a b
b a

∣∣∣∣ = 0,

ãäå

a = 1− V0√
λ2 − 4

− 2V0q
N+1

(
qN−1 + qN+1

)
√
λ2 − 4(λ2 − 4− 4q2)

, b = − V0q
2N

√
λ2 − 4

− 2V0q
N+1

(
qN−1 + qN+1

)
√
λ2 − 4(λ2 − 4− 4q2)

,

èëè

1− V0√
λ2 − 4

− 2V0q
2N+1λ√

λ2 − 4(λ2 − 4− 4q2)
= ±

(
V0q

2N

√
λ2 − 4

+
2V0q

2N+1λ√
λ2 − 4 (λ2 − 4− 4q2)

)
. (6.5)
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé V0 âáëèçè 1/N . Óðàâíåíèå (6.5) äëÿ çíàêà ¾−¿ ìîæíî
ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1− V0√
λ2 − 4

(
1− q2N

)
= 0,

èëè

1 +
V0

2i sin k
(1− e2Nik) = 0. (6.6)

Îáîçíà÷èì F (V0, k) = 1+
V0

2i sin k
(1− e2Nik). Ïðîâåäåì íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ k, áëèç-

êèõ ê íóëþ:

F (V0, k) = 1 +
V0(−2Nik + o(k2))

2ik + o(k3)
= 1− V0N + o(k) = o(k). (6.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ o(k) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò k. Åñëè V0 = 1/N , òî, ñîãëàñíî (6.7),

k = 0�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.6). Èìååì

∂F

∂k
=
V0N

2

i
+ o(k),

∂F

∂V0
= −N + o(k).

Çàìåòèì, ÷òî

∂F

∂k

( 1

N
, 0
)
6= 0. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [29℄) â äîñòàòî÷íî

ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 1/N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå k = k(V0) óðàâíåíèÿ (6.6),
ïðè÷åì

k(V0) = −

∂F

∂V0

( 1

N
, 0
)

∂F

∂θ

( 1

N
, 0
)
(
V0 −

1

N

)
+ o
(
V0 −

1

N

)
= i
(
V0 −

1

N

)
+ o
(
V0 −

1

N

)
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 6.1. Èç (6.3) âûòåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, à ñëå-

äîâàòåëüíî ïðèíàäëåæíîñòü l2(G), �óíêöèè ψ â ñëó÷àå, åñëè Im k > 0 (ð. [30℄). Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ V0, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ±1/N è |V0| > 1/N , çíà÷åíèÿ λ± ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà H. Â ñëó÷àå V0, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ± 1

N − 1
è |V0| >

1

N − 1
, çíà÷å-

íèÿ λ± òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà H.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà äëÿ îïåðàòîðà H  ¾íàëåòàþùåé âîëíîé¿, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü Z× {0} :




ψ1(n) = eikn −R01(λ)V1ψ1(n) +
2 cos k · f(δ)− f(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(n), n ∈ Z,

ψ2(m) =
−2 cos k + f(V1ψ1)

1− f2(δ)
R01(λ)δ(m), m ∈ Z.

(6.8)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ψ1(n) = eikn − V0
2i sin k

(
eik|n−N |ψ1(N) + eik|n+N |ψ1(−N)

)
−

− cos k · eik(1+|n|)

sin2 k + e2ik
+

V0
2i sin k

· cos k · e
ik(1+N+|n|)(ψ1(N) + ψ1(−N))

sin2 k + e2ik
.

(6.9)

Ïîëîæèì

∆ =

(
1 +

V0
2i sin k

− V0
2i sin k

· cos k · e
ik(1+2N)

sin2 k + e2ik

)2

−
(
V0e

2ikN

2i sin k
− V0

2i sin k
· cos k · e

ik(1+2N)

sin2 k + e2ik

)2

,
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∆1 =

(
eikN − cos k · eik(1+N)

sin2 k + e2ik

)(
1 +

V0
2i sin k

− V0
2i sin k

· cos k · e
ik(1+2N)

sin2 k + e2ik

)
−

−
(
e−ikN − cos k · eik(1+N)

sin2 k + e2ik

)(
V0e

2ikN

2i sin k
− V0

2i sin k
· cos k · e

ik(1+2N)

sin2 k + e2ik

)
,

∆2 =

(
1 +

V0
2i sin k

− V0
2i sin k

· cos k · e
ik(1+2N)

sin2 k + e2ik

)(
e−ikN − cos k · eik(1+N)

sin2 k + e2ik

)
−

−
(
V0e

2ikN

2i sin k
− V0

2i sin k
· cos k · e

ik(1+2N)

sin2 k + e2ik

)(
eikN − cos k · eik(1+N)

sin2 k + e2ik

)
.

Ë å ì ì à 6.1. Ïóñòü ∆ 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèïïìà-

íà�Øâèíãåðà (6.8), êîòîðîå èìååò âèä

ψ1(n) = eikn − V0
2i sin k

(
eik|n−N |∆1

∆
+ eik|n+N |∆2

∆

)
− cos k · eik(1+|n|)

sin2 k + e2ik
+

+
V0

2i sin k
· cos k · e

ik(1+N+|n|)

sin2 k + e2ik

(∆1

∆
+

∆2

∆

)
,

ψ2(m) =
i sin k cos k

sin2 k + e2ik
− V0e

ik(N+|m|) cos k

sin2 k + e2ik

(∆1

∆
+

∆2

∆

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (6.9) äëÿ íàõîæäåíèÿ ψ1(n) äîñòàòî÷íî íàéòè âåëè÷èíû

ψ1(N) è ψ1(−N), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå





ψ1(N) = eikN − V0
2i sin k

(
ψ1(N) + e2ikNψ1(−N)

)
−

− cos k · eik(1+N)

sin2 k + e2ik
+

V0
2i sin k

· cos k · e
ik(1+2N)(ψ1(N) + ψ1(−N))

sin2 k + e2ik
,

ψ1(−N) = e−ikN − V0
2i sin k

(
e2ikNψ1(N) + ψ1(−N)

)
−

− cos k · eik(1+N)

sin2 k + e2ik
+

V0
2i sin k

· cos k · e
ik(1+2N)(ψ1(N) + ψ1(−N))

sin2 k + e2ik
.

Çàïèñàâ ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû  ïîìîùüþ �îðìóë Êðàìåðà, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ �îð-

ìóëó äëÿ ψ1(n). Ïîñëå ýòîãî ëåãêî ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ ψ2(m). �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P−
1 (λ) âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ â òî÷êå λ ∈ (−2, 2). Èìååì ðàâåíñòâî

P−
1 (λ) = |A−

1 (λ)|2, ãäå A−
1 (λ)�êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ (âäîëü ïðÿìîé Z×{0}), êîòîðûé ëåãêî

âûïèñûâàåòñÿ èç âèäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (ñì. ëåììó 6.1):

ψ1(n) = eikn + Ce−ikn, n < −N,

ãäå

C = A−
1 (λ, V0) = − V0

2i sin k

(
eikN

∆1

∆
+ e−ikN ∆2

∆

)
− cos k · eikn

sin2 k + e2ik
+

+
V0

2i sin k
· cos k · e

ik(1+N)

sin2 k + e2ik

(∆1

∆
+

∆2

∆

)
.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì A−
1 (k, V0) âìåñòî A

−
1 (2 cos k, V0).

32



Òå î ð å ì à 6.2. Â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 = 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ V0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λ óðàâíåíèÿ P−
1 (λ) = 0, ïðè÷åì

λ = O(V 3
0 ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ V0 = 0, k = π/2 óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ A−
1 (k, V0) = 0, è íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂A−
1 (k, V0)

∂V0
(π/2, 0) = 0,

∂A−
1 (k, V0)

∂k
(π/2, 0) 6= 0,

∂2A−
1 (k, V0)

∂V 2
0

(π/2, 0) = 0.

Â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè k0 = π/2 äëÿ V0,
áëèçêèõ ê íóëþ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A−

1 (λ, V0) = 0, äëÿ êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

k = k(V0) = π/2 +O(V 3
0 ).

Ïîëîæèì k̃ = k − π/2 = O(V 3
0 ), òîãäà λ = 2cos k = −2 sin k̃ = O(V 3

0 ). �

� 7. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà H0

Â �� 7�9 ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð H0 = (H01 ⊗ 1) + (1 ⊗ H02), äåéñòâóþùèé â l2(Γ), ãäå
Γ = Z× {1, . . . , N} ⊂ Z

2
. Îïåðàòîð H01 : l

2(Z) → l2(Z) äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

(
H01ϕ

)
(n) = ϕ(n− 1) + ϕ(n + 1), n ∈ Z.

Îïåðàòîð H02 äåéñòâóåò â l
2
(
{1, . . . , N}

)∼= C
N
è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

(
H02ϕ

)
(m) = ϕ(m− 1) + ϕ(m+ 1), m = 2, . . . , N − 1,(

H02ϕ
)
(1) = ϕ(2),(

H02ϕ
)
(N) = ϕ(N − 1).

Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îçíà÷àþò íàëè÷èå íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ m = 0, N.

Â äàííûõ ïàðàãðà�àõ ñîáðàíû ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðà Hε =
H0+εV, ãäå ε > 0, a V ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ V (n,m) 6= 0,
çàäàííóþ íà Γ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

|V (n,m)| 6 βe−α|n|, n ∈ Z, m ∈ {1, . . . , N},

ïðè÷åì α > 0.
Â � 7 íàéäåíû âèä ÿäðà ðåçîëüâåíòû è ñïåêòð îïåðàòîðà H0.

Ò å î ð å ì à 7.1. Îïåðàòîð H0 ñàìîñîïðÿæåí è îãðàíè÷åí.

Òåîðåìà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 7.1. Ñóùåñòâóåò ðîâíî N ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà H02 :

λj = 2cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . , N,

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè

ϕj(m) = a sin
( πjm

N + 1

)
, j = 1, . . . , N,

îáðàçóþùèìè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â C
N , ãäå a =

√
2

N + 1
�íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöè-

åíò.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

H02ϕ = λϕ

ïåðåïèøåì â âèäå

ϕ(m− 1) + ϕ(m+ 1) = λϕ(m), m = 2, . . . , N − 1,

ϕ(2) = λϕ(1), ϕ(N − 1) = λϕ(N).
(7.1)

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) èùåì â âèäå

ϕ(m) = c1e
ikm + c2e

−ikm, m = 1, . . . , N.

Äëÿ m ∈ {2, . . . , N − 1} èìååì

c1e
ikm(e−ik + eik) + c2e

−ikm(e−ik + eik) = λ(c1e
ikm + c2e

−ikm).

Ñëåäîâàòåëüíî, λ = e−ik + eik = 2cos k. Âòîðîå óðàâíåíèå (7.1) ïðèìåò âèä

c1e
2ik + c2e

−2ik = (e−ik + eik)(c1e
ik + c2e

−ik),

îòêóäà c1 = −c2 = c. Ïîäñòàâèì ϕ(m) = c
(
eikm − e−ikm

)
â òðåòüå óðàâíåíèå (7.1):

ceik(N−1) − ce−ik(N−1) = (e−ik + eik)(ceikN − ce−ikN ).

Ñëåäîâàòåëüíî, sin k(N + 1) = 0, îòêóäà

k =
πj

N + 1
, j ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ðîâíî N ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà H02 :

λj = 2cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . , N,

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò N ñîáñòâåííûõ �óíêöèé

sin
( πjm

N + 1

)
, j = 1, . . . , N.

Ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íû, à èõ êîëè÷åñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè

aj sin
( πjm

N + 1

)
, j = 1, . . . , N , îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîð-

ìèðîâî÷íûìè êîý��èöèåíòàìè aj , j = 1, . . . , N . Èçâåñòíà �îðìóëà

cosα+ cos 2α+ . . .+ cosnα =
sin

(2n+ 1)α

2
− sin

α

2

2 sin
α

2

,

îòêóäà

N∑

m=1

sin2
πjm

N + 1
=
N + 1

2
.

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî a =

√
2

N + 1
.

�

ßäðî {G0(n,m, n
′,m′, λ)}(n,m),(n′,m′)∈Γ ðåçîëüâåíòû R0(λ) = (H0 − λ)−1

îïåðàòîðà H0 íàçî-

âåì �óíêöèåé �ðèíà ýòîãî îïåðàòîðà.
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Ïîëîæèì

µj = λ− 2 cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . , N,

cos kj = µj/2, j = 1, . . . , N, (7.2)

sin kj = −
√

1− (µj/2)2, j = 1, . . . , N.

Ôóíêöèþ �ðèíà îïåðàòîðà H01, êàê è ïðåæäå, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

G01(λ, n −m) = − 1√
λ2 − 4

(
λ−

√
λ2 − 4

2

)|n−m|

.

Ë å ì ì à 7.2. Èìååò ìåñòî �îðìóëà

G0(n,m, n
′,m′, λ) =

N∑

j=1

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, µj

)
, (7.3)

ãäå

λ 6∈
N⋃

j=1

[
− 2 + 2 cos

πj

N + 1
, 2 + 2 cos

πj

N + 1

]
=
[
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

]
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî

R0(λ)(H0 − λ)ϕ = ϕ, ϕ ∈ l2(Γ).

Èìååì

R0(λ)(H0 − λ)ϕ(n,m) =
∑

(n′,m′)∈Γ

G0(n,m, n
′,m′, λ)

(
(H0 − λ)ϕ

)
(n′,m′) =

=
N−1∑

m′=2

∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′,m′, λ)

(
ϕ(n′+1,m′)+ϕ(n′−1,m′)+ϕ(n′,m′+1)+ϕ(n′,m′−1)−λϕ(n′,m′)

)
+

+
∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′, 1, λ)

(
ϕ(n′ + 1, 1) + ϕ(n′ − 1, 1) + ϕ(n′, 2) − λϕ(n′, 1)

)
+

+
∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′, N, λ)

(
ϕ(n′ + 1, N) + ϕ(n′ − 1, N) + ϕ(n′, N − 1)− λϕ(n′, N)

)
=

=
N−1∑

m′=2

∑

n′∈Z

(
G0(n,m, n

′ − 1,m′, λ) +G0(n,m, n
′ + 1,m′, λ)− λG0(n,m, n

′,m′, λ)
)
ϕ(n′,m′) +

+
N∑

m′=3

∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′,m′ − 1, λ)ϕ(n′,m′) +

N−2∑

m′=1

∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′,m′ + 1, λ)ϕ(n′,m′) +

+
∑

n′∈Z

(
G0(n,m, n

′ − 1, 1, λ) +G0(n,m, n
′ + 1, 1, λ)

)
ϕ(n′, 1) +

+
∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′, 1, λ)ϕ(n′, 2)−

∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′, 1, λ)λϕ(n′, 1) +

∑

n′∈Z

(
G0(n,m, n

′ − 1, N, λ) +

+G0(n,m, n
′ + 1, N, λ)

)
ϕ(n′, N) +

∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′, N, λ)ϕ(n′, N − 1)−

−
∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′, N, λ)λϕ(n′, N) =

∑

(n′,m′)∈Γ

(
G0(n,m, n

′ − 1,m′, λ) +G0(n,m, n
′ + 1,m′, λ)−
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− λG0(n,m, n
′,m′, λ)

)
ϕ(n′,m′) +

N∑

m′=2

∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′,m′ − 1, λ)ϕ(n′,m′) +

+

N−1∑

m′=1

∑

n′∈Z

G0(n,m, n
′,m′ + 1, λ)ϕ(n′,m′) =

=
∑

(n′,m′)∈Γ

(
H0G0(n,m, n

′,m′, λ)− λG0(n,m, n
′,m′, λ)

)
ϕ(n′,m′).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(H0 − λ)G0(n,m, n
′,m′, λ) = δnn′δmm′ .

Äåéñòâèòåëüíî,

(H0 − λ)G0(n,m, n
′,m′, λ) =

(
(H01 ⊗ 1)− λ

) N∑

j=1

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, µj

)
+

+
(
1⊗H02

) N∑

j=1

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, µj

)
=

=

N∑

j=1

(
(H01 ⊗ 1)− λj

)
a2 sin

( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, µj

)
=

= δnn′

N∑

j=1

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
= δnn′δmm′ .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

(H0 − λ)R0(λ)ϕ = ϕ, ϕ ∈ l2(Γ), (7.4)

ïðè óñëîâèè, ÷òî îïåðàòîðó R0(λ) îòâå÷àåò ÿäðî (7.3). Èñïîëüçóÿ ëåììó 7.1, ïîëó÷èì

(H0 − λ)R0(λ)ϕ(n,m) = ((H01 ⊗ 1)− λ)
N∑

j=1

a sin
( πjm

N + 1

) ∑

(n′,m′)∈Γ

a sin
( πjm′

N + 1

)
×

×G01

(
n− n′, µj

)
ϕ(n′,m′) +

+
N∑

j=1

λja sin
( πjm

N + 1

) ∑

(n′,m′)∈Γ

a sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, µj

)
ϕ(n′,m′) =

=
N∑

j=1

a sin
( πjm

N + 1

) N∑

m′=1

a sin
( πjm′

N + 1

)
((H01 ⊗ 1)− µj)

∑

n′∈Z

G01(n− n′, µj)ϕ(n
′,m′) =

=

N∑

j=1

a sin
( πjm

N + 1

) N∑

m′=1

a sin
( πjm′

N + 1

)
ϕ(n,m′). (7.5)

Ñ÷èòàÿ n êîíñòàíòîé, ðàçëîæèì ϕ(n,m) ïî áàçèñó
{
a sin

( πjm

N + 1

)}N

j=1
:

ϕ(n,m) =

N∑

j=1

cj(n)a sin
( πjm

N + 1

)
,

ãäå

cj(n) =
(
ϕ(n,m), a sin

( πjm

N + 1

))
l2({1,...,N})

=

N∑

m′=1

ϕ(n,m′)a sin
( πjm′

N + 1

)
.
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Èìååì

ϕ(n,m) =
N∑

j=1

a sin
( πjm

N + 1

) N∑

m′=1

a sin
( πjm′

N + 1

)
ϕ(n,m′). (7.6)

Èç (7.5) è (7.6) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (7.4).

Òî æå ðàâåíñòâî (7.4) ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ïîëîæèì R0(λ)(H0−λ)ϕ = ψ,
â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå (H0 − λ)(ϕ − ψ) = 0. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè (H0 − λ)ξ = 0, òî
ξ = 0. Èìååì

ξ(n,m) =

N∑

j=1

bj(n)a sin
( πjm

N + 1

)
, (7.7)

ãäå

bj(n) =
(
ξ(n,m), a sin

( πjm

N + 1

))
l2({1,...,N})

=

N∑

m′=1

ξ(n,m′)a sin
( πjm′

N + 1

)
.

Îòñþäà

(H0 − λ)ξ(n,m) =
N∑

j=1

(H01 − (λ− λj))bj(n)a sin
( πjm

N + 1

)
= 0

è (H01 − (λ−λj))bj(n) = 0, j = 1, . . . , N. Íî ïî óñëîâèþ λ−λj 6∈ [−2, 2]. Áåðÿ ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå F (ñì. ïàðàãðà� 2), ïîëó÷àåì

[2 cos k − (λ− λj)]̂bj(k) = 0,

îòêóäà b̂j(k) = 0, j = 1, . . . , N. Ñëåäîâàòåëüíî, bj = 0, j = 1, . . . , N , è â ñèëó (7.7) ëåììà

äîêàçàíà. �

Òå î ð å ì à 7.2. Ñïåêòð îïåðàòîðà H0 èìååò âèä

σ(H0) =

N⋃

j=1

[
− 2 + 2 cos

jπ

N + 1
, 2 + 2 cos

jπ

N + 1

]
=
[
− 2 + 2 cos

Nπ

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

]
. (7.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

A =
N⋃

j=1

[
− 2 + 2 cos

πj

N + 1
, 2 + 2 cos

πj

N + 1

]
.

Ïóñòü λ 6∈ A. Ïîêàæåì, ÷òî λ 6∈ σ(H0), òî åñòü R0(λ) � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â l2(Γ). Äåé-
ñòâèòåëüíî, òîãäà µj = λ− λj 6∈ [−2, 2], j = 1, . . . , N. Ïîýòîìó ÿäðà G01(n− n′, µj) îïðåäåëÿþò
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â l2(Γ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî G0 îïåðàòîðà R0(λ) îïðåäåëÿåò îãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð â l2(Γ) â ñèëó (7.3).

Ïóñòü òåïåðü λ ∈ A, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêîå j0 ∈ {1, . . . , N}, ÷òî

λ ∈
[
− 2 + 2 cos

πj0
N + 1

, 2 + 2 cos
πj0
N + 1

]
.

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕr}∞r=1 ⊂ l2(Γ) òàêàÿ, ÷òî

‖ϕr‖ = 1, (H0 − λ)ϕr → 0 ïðè r → ∞.

Ýòî, â ñèëó êðèòåðèÿ Âåéëÿ (ñì., íàïðèìåð, [15, ñ. 262℄), áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî λ ∈ σ(H0).

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ϕr(n,m) =
a

ĉ
eikj0nχ[−r,r](n) sin

( πj0m
N + 1

)
,
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ãäå

χ[−r,r](n) =

{
1, n ∈ [−r, r],
0, n 6∈ [−r, r],

ĉ = ĉ(r) =
r∑

n=−r

∣∣eikj0n
∣∣2= 2r + 1.

Èìååì

‖ϕr(n,m)‖2l2(Γ) =
∑

(n,m)∈Γ

∣∣∣ a

ĉ(r)
· eikj0nχ[−r,r](n) sin

( πj0m
N + 1

)∣∣∣
2
=

=
∥∥∥ 1

ĉ(r)
· eikj0nχ[−r,r](n)

∥∥∥
2

l2(Z)
·
∥∥∥a sin

( πj0m
N + 1

)∥∥∥
2

l2({1,...,N})
=

=
∥∥∥ 1

ĉ(r)
· eikj0nχ[−r,r](n)

∥∥∥
2

l2(Z)
= 1.

Äàëåå,

(
(H0 − λ)ϕr

)
(n,m) =

(
(H01 ⊗ 1)− µj0

)( 1

ĉ(r)
· eikj0nχ[−r,r](n)

)
a sin

( πj0m
N + 1

)
=

=
1

ĉ(r)
a sin

( πj0m
N + 1

)(
eikj0 (n+1)χ[−r,r](n+ 1) + eikj0 (n−1)χ[−r,r](n− 1)−

− µj0e
ikj0nχ[−r,r](n)

)
=

=





1

ĉ(r)
a sin

( πj0m
N + 1

)(
eikj0 (n+1) + eikj0 (n−1) − µj0e

ikj0n
)
, r ∈ [−r + 1, r − 1],

1

ĉ(r)
a sin

( πj0m
N + 1

)(
e±ikj0 (r−1) − µj0e

±ikj0r
)
, n = ±r,

1

ĉ(r)
a sin

( πj0m
N + 1

)
e±ikj0r, n = ±(r + 1),

0, |n| > r + 2.

Òàê êàê |eikj0 | = 1 è ĉ(r) → ∞ ïðè r → ∞, òî î÷åâèäíî, ÷òî

|(H0 − λ)ϕr(n,m)| → 0, r → ∞. �

Ç à ì å ÷ à í è å 4. Ïðîìåæóòêè â îáúåäèíåíèè (7.8) â �èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ ïîäçî-

íàìè.

� 8. Êâàçèóðîâíè ñëàáî âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Â äàííîì ïàðàãðà�å èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Hε = H0+ εV . Â ÷àñò-

íîñòè, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ óáûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè îñîáåííîñòåé íåâîçìóùåííîé

�óíêöèè �ðèíà âîçíèêàþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè ðåçîíàíñû, íàéäåíà èõ àñèìïòîòèêà.

�àññìîòðèì îïåðàòîð Hε è åãî ðåçîëüâåíòó Rε(λ). Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèå

√
V =

√
|V | sign V (òîëüêî äëÿ

√
V ), òîãäà V =

√
V
√

|V |.
Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Hε â îáëàñòè, ãäå ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà

R0(λ), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = −εR0(λ)(V ψ), (8.1)

ãäå �óíêöèÿ ψ ∈ l2(Γ) è îòëè÷íà îò íóëÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâà

l2(Γ), èññëåäîâàòü òàêæå ðåçîíàíñû, ïåðåõîäèì ê íîâîé �óíêöèè ϕ =
√

|V |ψ ∈ l2(Γ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(λ) =

√
|V |R0(λ)

√
V îïåðàòîð ñ ÿäðîì

l(n,m, n′,m′, λ) =
√

|V (n,m)|
N∑

j=1

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, µj

)√
V (n′,m′) (8.2)
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(àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðíîçíà÷íîé �óíêöèè, îñóùåñòâëÿåìîå åå ÿäðîì, îáîçíà-

÷àåì òåì æå ñèìâîëîì).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ àíàëèòè÷åñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè

�óíêöèè l èç îáëàñòè

(
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

)
× (0,∞)

â îáëàñòü (
− 2 + 2 cos

πN

N + 1
, 2 + 2 cos

π

N + 1

)
× (−δ,∞)

(
âêëþ÷àÿ òî÷êè ±2+2 cos

πj

N + 1

)
, ãäå δ > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî l ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â l2(Γ2).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

λ 6= cos
πj

N + 1
+ cos

πj′

N + 1
, j, j′ = 1, . . . , N. (8.3)

Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå âåëè÷èíû −2 sin kj ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè j 6= j′

sin kj = sin kj′ , òî cos kj′ = − cos kj . Íî òîãäà èç ðàâåíñòâ

λ = 2cos kj + 2cos
πj

N + 1
= 2 cos kj′ + 2cos

πj′

N + 1

âûòåêàåò, ÷òî 2 cos kj = cos
πj′

N + 1
− cos

πj

N + 1
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (8.3).

Ë å ì ì à 8.1. Îïåðàòîð

(
1 − L(λ)

)−1
ñóùåñòâóåò è àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò λ íà ìíî-

ãîîáðàçèè V \ S, ãäå S �íåêîòîðîå äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî â V (òî åñòü ìíîæåñòâî, íå

èìåþùåå ïðåäåëüíûõ òî÷åê â V).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, äëÿ êàæäîãî λ ∈ V ïîêàæåì êîìïàêòíîñòü îïåðàòî-

ðà L(λ). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí ÿâëÿëñÿ îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà, òî åñòü

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

∑

(n,m)∈Γ

∑

(n′,m′)∈Γ

|l(n,m, n′,m′, λ)|2 < +∞,

äëÿ �èêñèðîâàííîãî λ ∈ V.
Ïóñòü λ ∈ V, òîãäà

∑

(n,m)∈Γ

∑

(n′,m′)∈Γ

|l(n,m, n′,m′, λ)|2 =
∑

(n,m)∈Γ

∑

(n′,m′)∈Γ

∣∣√|V (n,m)|
N∑

j=1

sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×G01

(
n− n′, µj

)√
V (n′,m′)

∣∣2 6 C
∑

n∈Z

∑

n′∈Z

e−α|n|e−α|n′|
N∑

j=1

∣∣G01

(
n− n′, µj

)∣∣2. (8.4)

Èìååì

∣∣G01

(
n− n′, µj

)∣∣6 eσ|n−n′|

∣∣
√
µ2j − 4

∣∣

äëÿ âñåõ j, ãäå σ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííàÿ â (8.4) ñóììà äëÿ σ < α, òî åñòü äëÿ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ, íå ïðåâîñõîäèò

C

N∑

j=1

1
∣∣
√
µ2j − 4

∣∣2
∑

n∈Z

∑

n′∈Z

e−(α−σ)|n|e−(α−σ)|n′| <∞. (8.5)
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Âî-âòîðûõ, ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå λ ∈ V → L(λ) ∈ L(l2(Γ)) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé

îïåðàòîðíîçíà÷íîé �óíêöèåé â V (ïîä L(l2(Γ)) ïîíèìàåì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â l2(Γ)).

Íåðàâåíñòâà (8.4) è (8.5) ïîêàçûâàþò, ÷òî ðÿä (8.2) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ

èç V \ S. Â ñèëó (âåêòîðíîçíà÷íîãî âàðèàíòà) òåîðåìû Âåéåðøòðàññà îá àíàëèòè÷íîñòè ðÿ-

äà èç àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé �óíêöèÿ l(n,m, n′,m′, λ) îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ

â V \ S ñî çíà÷åíèÿìè â l2(Γ × Γ). Ñëåäîâàòåëüíî, è L(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé

â V \ S ñî çíà÷åíèÿìè â L(l2(Γ)).
Âñëåäñòâèå îöåíîê (8.4) è (8.5) ‖L(λ)‖ < 1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |λ|. Îòñþäà âûòåêàåò

ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà (1− L(λ))−1
äëÿ òàêèõ λ. Â ñèëó àíàëèòè÷åñêîé òåîðåìû

Ôðåäãîëüìà (ì. [15℄) ýòî äîêàçûâàåò ëåììó. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 8.1. Â êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè λ0 ∈ σ(H0) ìîæåò

áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êâàçèóðîâíåé. Íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî S ìîæåò èìåòü

ïðåäåëüíûå òî÷êè ëèáî íà ãðàíèöå V, ëèáî â ìíîæåñòâå òî÷åê ±2+2 cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . , N.

Íî â îêðåñòíîñòè òî÷åê ±2 + 2 cos
πj

N + 1
�óíêöèÿ l ñòàíîâèòñÿ ìåðîìîð�íîé ïîñëå çàìåíû

cos kj =
(
λ− 2 cos

πj

N + 1

)/
2, (8.6)

ãäå kj ìåíÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 èëè òî÷êè π, ïðè÷åì, íàïðèìåð, äëÿ kj ≈ 0 èìååì

l(n− n′,m,m′, kj) =

√
|V (n,m)|V (n′,m′)

2ikj
a2 sin

( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
+O(1) (8.7)

(ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëó÷àé sin kj = sin kj′ = 0 âîçìîæåí ëèøü åñëè j = j′). Ñëåäîâàòåëü-
íî, âû÷åò ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ðàíãà îäèí, è â ñèëó ìåðîìîð�íîé òåîðåìû Ôðåäãîëüìà [17℄

â îêðåñòíîñòè òî÷åê kj = 0 îïåðàòîð (1 − L(kj))
−1

ñóùåñòâóåò âñþäó, êðîìå, âîçìîæíî,

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Òå î ð å ì à 8.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σess(Hε) = σ(H0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî V � îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå âîçìóùåíèå îïåðàòî-

ðà H0, òî åñòü ÷òî îïåðàòîð V R0(λ) êîìïàêòåí äëÿ íåêîòîðîãî λ 6∈ σ(H0). Èìååì

∑

(n,m)∈Γ

∑

(n′,m′)∈Γ

|V (n,m)G0(n,m, n
′,m′, λ)|2 6 C

∑

n∈Z

e−2α|n|
∑

n′∈Z

N∑

j=1

|qj ||n−n′| =

= C
∑

n∈Z

e−2α|n|
N∑

j=1

∑

n′∈Z

|qj||n
′| < +∞,

ãäå |qj | < 1, j = 1, . . . , N, C = onst. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð V R0(λ) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì

�èëüáåðòà�Øìèäòà, à çíà÷èò, êîìïàêòåí. Óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðå-

ìû 1.1. �

Î ï ð å ä å ë å í è å 8.1 (ñð. îïðåäåëåíèå 3.2). Íàçîâåì ðåçîíàíñîì îïåðàòîðà Hε çíà÷åíèå

λ ∈ V, íå ÿâëÿþùååñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå

ϕ ∈ l2(Γ) óðàâíåíèÿ

ϕ = −ε
√

|V |R0(λ)
√
V ϕ (8.8)

(çäåñü λ 6= ±2 + 2 cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . , N).
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Î ï ð å ä å ë å í è å 8.2. Íàçîâåì êâàçèóðîâíåì îïåðàòîðà Hε åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èëè

ðåçîíàíñ.

Â ñèëó àíàëèòè÷åñêîé òåîðåìû Ôðåäãîëüìà (ñì. òåîðåìó 1.2 â � 1) è ðàâåíñòâà

√
|V |Rε(λ)

√
V = (1 + ε

√
|V |R0(λ)

√
V )−1

√
|V |R0(λ)

√
V (8.9)

λ ÿâëÿåòñÿ êâàçèóðîâíåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïîëþñ îïåðà-

òîðíîçíà÷íîé �óíêöèè

√
|V |Rε(λ)

√
V .

Ò å î ð å ì à 8.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , N}

v±j =
∑

(n′,m′)∈Γ2

(±1)n
′
sin2

( πjm′

N + 1

)
V (n′,m′) 6= 0. (8.10)

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷åê λ±j0 = ±2+2 cos
πj

N + 1
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèóðîâåíü λ±j = λ±j (ε) îïåðàòîðà Hε, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèé
îò ε, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

λ±j (ε) = ±2 + 2 cos
πj

N + 1
±
( εv±j
N + 1

)2
+O(ε4). (8.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â îêðåñòíîñòè, íàïðèìåð, òî÷êè λ+j0 ïðîèçâåäåì çàìåíó (8.6) ñ kj
èç îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òîãäà (ñì. (8.7)) óðàâíåíèå (8.8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ(n,m) = −
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πjm

N + 1

)

2ikj
×

×
∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

( πjm′

N + 1

)
ϕ(n′,m′) + εK(kj)ϕ(n,m),

ãäå K(kj)�íåêîòîðûé îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèé îò kj . Ïîëîæèì
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε

ξ(n,m) = (1− εK(kj))ϕ(n,m),

òîãäà

ξ(n,m) = −
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πjm

N + 1

)

2ikj

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′)×

× sin
( πjm′

N + 1

)
(1− εK(kj))

−1ξ(n′,m′) = C
√

|V (n,m)| sin
( πjm

N + 1

)
,

ãäå C = onst, îòêóäà

kj = −εa
2

2i

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

( πjm′

N + 1

)
(1− εK(kj))

−1
(√

|V (n′,m′)| sin
( πjm′

N + 1

))
=

= −εa
2

2i

∑

(n′,m′)∈Γ

sin2
( πjm′

N + 1

)
V (n′,m′) +O(ε2) = −εa

2vj
2i

+O(ε2). (8.12)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ε, kj. Âñëåäñòâèå òåîðåìû

î íåÿâíîé �óíêöèè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé [29℄ è óñëîâèÿ (8.10) äàííîå óðàâíåíèå èìååò

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε åäèíñòâåííîå ðåøåíèå kj = kj(ε), àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåå îò ε.
Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé

λ = 2cos
πj

N + 1
+ 2 cos kj = 2cos

πj

N + 1
+ 2

(
1−

k2j
2

)
+O(k4j ),
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ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ (8.12) �îðìóëó (8.11).

Ñëó÷àé òî÷êè λ−j0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ çàìåíîé kj íà −π−k̃j, ïðè ýòîì ïîëüçóåìñÿ

ðàâåíñòâàìè sin(−π − k̃j) = sin k̃j è

e−i(π+k̃j)|n−n′| = e−iπ|n−n′| · e−ik̃j |n−n′| = (−1)n(−1)n
′
e−ik̃j |n−n′|. (8.13)

�

Ñ ë å ä ñ ò â è å 8.2. Êâàçèóðîâåíü λ−N (ε) âáëèçè ëåâîé ãðàíè÷íîé òî÷êè λ−N0 ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì ïðè vN > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ �ðèíà G0 (ñì. (7.3)) ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-

âàåò â òî÷êå λ = λ−N (ε) ïðè |n| → ∞, ýòî ñëåäóåò èç (8.12) ïîñëå ïåðåõîäà â (7.3) ê ïåðåìåí-

íîé kN . Çàïèøåì óðàâíåíèå (8.8) â âèäå ψ = −εR0(λ)V ψ, ãäå ψ = −εR0(λ)
√
V ϕ (= ϕ/

√
|V |

â òî÷êàõ, ãäå V 6= 0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà Hεψ = λψ ïðè λ = λ−N (ε). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ ψ âìåñòå ñ G0 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò (ñð. àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ

â [25℄), òàê ÷òî ψ ∈ l2(Γ) (áîëåå òîãî, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò) è λ−N (ε) åñòü ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå. Àíàëîãè÷íî, êâàçèóðîâåíü λ+1 (ε) âáëèçè ïðàâîé ãðàíè÷íîé òî÷êè λ+10 ñóùåñòâåííîãî
ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïðè v1 < 0 (ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â ñîñòàâå �óíê-

öèè �ðèíà, ñîãëàñíî (8.13), ìåíÿåò çíàê).

� 9. Íåñòàöèîíàðíàÿ êàðòèíà ðàññåÿíèÿ äëÿ ñëàáî âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Â äàííîì ïàðàãðà�å îïèñàíà êàðòèíà ðàññåÿíèÿ: ÿâëåíèå äè�ðàêöèè (ðàññåÿíèå ãëàâíûì

îáðàçîì ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ)

òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìå â íàëè÷èå âîëí âåðîÿòíîñòåé

ïðîõîæäåíèÿ (îòðàæåíèÿ) âî âðåìåíè. Èçó÷åí õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ äëÿ ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ

âáëèçè îñîáåííîñòåé íåâîçìóùåííîé �óíêöèè �ðèíà.

Ïóñòü λ0−2 cos
πj0
N + 1

∈ (−2, 2), ïðè÷åì λ0 66= ±2+2 cos
πj

N + 1
, j = 1, . . . , N , è λ0 íå ÿâëÿåòñÿ

êâàçèóðîâíåì. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

ψ(n,m, λ) = ψ0(n,m, λ)− ε
∑

(n′,m′)∈Γ

G0(n− n′,m,m′, λ)V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ), (9.1)

ãäå ¾íàëåòàþùàÿ âîëíà¿ (çàïèñàííàÿ äëÿ ïåðåìåííîé kj0) èìååò âèä

ψ0(n,m, λ) = a sin
( πj0m
N + 1

)
einkj0 (9.2)

è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ H0ψ0 = λψ0. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (9.1) èùåì â êëàññå �óíêöèé ψ
òàêèõ, ÷òî

√
|V |ψ = ϕ ∈ l2(Γ). Â ñèëó ëåììû 8.1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

¾ìîäè�èöèðîâàííîãî¿ [16℄ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

ϕ(n,m, λ) = ϕ0(n,m, λ)− ε
∑

(n′,m′)∈Γ

√
|V (n,m)|G0(n− n′,m,m′, λ)

√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′, λ) (9.3)

îòíîñèòåëüíî ϕ =
√

|V |ψ, ãäå ϕ0 =
√

|V |ψ0, àíàëèòè÷åñêè, êàê l
2(Γ)-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ, çàâèñèò

îò λ.

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

∑′
=

∑

j:λ−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

,
∑′′

=
∑

j:λ−2 cos πj

N+1
6∈(−2,2)

(j ∈ {1, . . . , N}).
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Ñîãëàñíî (7.3) èìååì

∑

(n′,m′)∈Γ

G0(n− n′,m,m′, λ)V (n′,m′)ψ(n′,m′) =

=
∑′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′) +

+
∑′′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′).

(9.4)

Â îáåèõ ñóììàõ â ïðàâîé ÷àñòè (9.4)

G01

(
n, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
∈ l∞(Z).

Êðîìå òîãî,

√
V , ϕ ∈ l2(Γ). Îöåíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâ-

ñêîãî, ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ ψ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (9.1).

Ïåðåõîäÿ â ñëàãàåìûõ ïåðâîé ñóììû ïðàâîé ÷àñòè (9.4) ê ïåðåìåííûì kj = kj(λ), çàïèøåì
óðàâíåíèå (9.1) â âèäå

ψ(n,m, λ) = ψ0(n,m, λ)− ε
∑′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

× eikj |n−n′|

2i sin kj
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ)− ε

∑′′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ).

(9.5)

Ïîëîæèì äëÿ j èç ñóììû
∑′

A±
j (λ) = − εa

2i sin kj

∑

(n′,m′)∈Γ

sin
( πjm′

N + 1

)
e∓ikjn′

V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ). (9.6)

Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèè ϕ(n,m, λ) =
√

|V (n,m)|ψ(n,m, λ) �óíêöèè A±
j (λ) òàêæå ÿâ-

ëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0.
Äàëåå, îïðåäåëèì �óíêöèþ

η(n,m, λ) =

{
η+(n,m, λ), n > 0,
η−(n,m, λ), n < 0,

ãäå

η±(n,m, λ) = −ε
∑′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
×

×
[
eikj |n−n′| − e±ikj(n−n′)

2i sin kj

]
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ)− (9.7)

− ε
∑′′ ∑

(n′,m′)∈Γ

a2 sin
( πjm

N + 1

)
sin
( πjm′

N + 1

)
G01

(
n− n′, λ− 2 cos

πj

N + 1

)
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ).

Âñëåäñòâèå (9.2), (9.5) èìååì

ψ(n,m, λ) = a sin
( πj0m
N + 1

)
eikj0n +

∑′
A±

j (λ)a sin
( πjm

N + 1

)
e±ikjn + η(n,m, λ), (9.8)

ãäå çíàêè ¾+¿ è ¾−¿ îòâå÷àþò n > 0 è n < 0 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ë å ì ì à 9.1. Ôóíêöèÿ η(n,m, λ) ÿâëÿåòñÿ l2(Γ)-çíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé â îê-

ðåñòíîñòè òî÷êè λ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ âòîðîé ñóììû â (9.7) âûòåêàåò èç àíàëè-

òè÷íîñòè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà H01, ïðèìåíåííîé ê àíàëèòè÷åñêîé l2(Z)-çíà÷íîé �óíêöèè

V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ) (ïðè �èêñèðîâàííîì m′
) � ñì. ëåììó 8.1. Äàëåå, â îêðåñòíîñòè òî÷êè k

(0)
j

èç ïåðâîé ñóììû, îòâå÷àþùåé λ0, îöåíèì, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è óñëî-

âèåì (0.8), íàïðèìåð, äëÿ n > 0, ðÿä

∣∣∣
∑

n′∈Z

eikj |n−n′| − eikj(n−n′)

2i sin kj
V (n′,m′)ψ(n′,m′, λ)

∣∣∣ =

=
∣∣∣
∑

n′>n

sin[(n′ − n)kj]

sin kj

√
V (n′,m′)ϕ(n′,m′, λ)

∣∣∣ 6

6

( ∑

n′>n

sin2[(n′ − n)kj ]

sin2 kj
|V (n′,m′)|

) 1

2
( ∑

n′>n

|ϕ(n′,m′, λ)|2
) 1

2

6

6 C ′
( ∑

n′>n

n′2e−α|n′|
) 1

2

6 C ′e−
α|n|
4

( ∑

n′>n

n′2e−
α|n′|

2

) 1

2

= C ′′e−
α|n|
4 .

Îòñþäà âûòåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïåðâîé ñóììû� îáîçíà÷èì åå ÷åðåç α(n,m, λ)�
â (9.7). Êðîìå òîãî, èç äàííîé îöåíêè ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ â (êîìïëåêñíîé) îêðåñòíîñòè òî÷-

êè λ0 ñõîäèìîñòü
‖α(n,m, λ) − αM (n,m, λ)‖l2(Γ) → 0,M → ∞,

ãäå αM (n,m, λ) = χ[−M,M ](n)α(n,m, λ), χ[−M,M ](n)�õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îòðåçêà

[−M,M ]. Â ñèëó (âåêòîðíîçíà÷íîé) òåîðåìû Âåéåðøòðàññà l2(Γ)-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ α(n,m, λ)
àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0. Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

i
∂ϕ

∂t
= Hεϕ,

ãäå ϕ = ϕ(n,m, t)� l2(Γ)-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ àðãóìåíòà t, â âèäå

ϕ(n,m, t) =

∫ λ0+δ

λ0−δ
C(λ)ψ(n,m, λ)e−iλt dλ, (9.9)

ãäå δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, C(λ) ∈ C∞
0 (λ0−δ, λ0+δ), ψ(n,m, λ)�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�

Øâèíãåðà (9.1). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f̃(kj) = f

(
2 cos kj + 2cos

πj

N + 1

)
. Ïîëüçóÿñü (9.8), ïåðå-

ïèøåì (9.9) â âèäå

ϕ(n,m, t) = −2ae−2it cos
πj0
N+1 sin

( πj0m
N + 1

)∫ 0

−π
sin kj0C̃(kj0)e

−2it cos kj0+ikj0n dkj0 −

− 2
∑′

ae−2it cos πj

N+1 sin
( πjm

N + 1

)∫ 0

−π
Ã±

j (kj) sin kjC̃(kj)e
−2it cos kj±ikjn dkj + (9.10)

+

∫ λ0+δ

λ0−δ
C(λ)η(n,m, λ)e−iλt dλ,

ãäå çíàê ¾±¿ ñîâïàäàåò ñî çíàêîì n. Ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàí òàêèì, ÷òîáû äâè-

æåíèå íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ïðîèñõîäèëî ñëåâà íàïðàâî (ñì. íèæå (9.13)).

�àññìîòðèì íîðìó ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â (9.10). Èìååì

∥∥∥
∫ λ0+δ

λ0−δ
C(λ)η(n,m, λ)e−iλt dλ

∥∥∥
2

l2(Γ)
=

=
∑

(n,m)∈Γ

∫ λ0+δ

λ0−δ

∫ λ0+δ

λ0−δ
C(λ)C(λ′)η(n,m, λ)η(n,m, λ)e−i(λ−λ′)t dλ dλ′. (9.11)
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Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

e−i(λ−λ′)tdλ = d
(
e−i(λ−λ′)t

)/
(−it),

ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ëåììû 9.1, ïîëó-

÷èì ñòðåìëåíèå ê íóëþ ñëàãàåìûõ â (9.11) ïðè |t| → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ η íå èãðàåò
ðîëè â ðàññåÿíèè.

�àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëû â (9.10) èç ñóììû

∑′
. Èìååì

∫ 0

−π
Ã±

j (kj) sin kjC̃(kj)e
−2it cos kj±ikjn dkj = Ã±

j

(
k
(0)
j

) ∫ 0

−π
sin kjC̃(kj)e

−2it cos kj±ikjn dkj +

+

∫ 0

−π

[
Ã±

j (kj)− Ã±
j

(
k
(0)
j

)]
sin kjC̃(kj)e

−2it cos kj±ikjn dkj ,

(9.12)

ãäå k
(0)
j îòâå÷àåò λ0. Âûáèðàåì k

(0)
j ∈ (−π, 0), òîãäà sin k

(0)
j < 0 (èìååì ïðîìåæóòîê (−π, 0)

âìåñòî (0, π), ïîñêîëüêó èçíà÷àëüíî èçìåíåí çíàê îïåðàòîðà H0, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-

ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé ∆ âìåñòî −∆ â îïåðàòîðå Øð¼äèíãåðà). Ýòî îáåñïå÷èò ñòàíäàðò-

íîå äâèæåíèå íàëåòàþùåé âîëíû ñëåâà íàïðàâî (ñì. íèæå). Ñðàâíèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðà-

âîé ÷àñòè (9.12) ñ (5.3), èç ñëåäñòâèÿ ëåììû 5.1 ïîëó÷àåì, ÷òî íîðìà äàííîãî ñëàãàåìîãî â l2(Z)
ïðè âñåõ t ñîâïàäàåò ñ

√
2π
∥∥[Ã±

j (kj)− Ã±
j

(
k
(0)
j

)]
sin kjC̃(kj)

∥∥
L2(−π,0)

è ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé ðàâíîìåðíî ïî t âûáîðîì íîñèòåëÿ �óíêöèè C(λ)
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ïðè ñîõðàíåíèè íîðìû ýòîé �óíêöèè â L2(−π, 0)
(òî÷íåå, íèæå òðåáóåì âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (9.14)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷àñòèö ñ äîñòàòî÷íî

ëîêàëèçîâàííûì âîëíîâûì âåêòîðîì êàðòèíà ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàìè Ã±
j

(
k
(0)
j

)
.

Äàëåå, âñëåäñòâèå òåîðåìû î ñòàöèîíàðíîé �àçå (ñì. òåîðåìó 1.3 â � 1) äëÿ âñåõ n è t òàêèõ,

÷òî

∣∣n/t + 2 sin k
(0)
j

∣∣ > σ, ãäå σ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, èíòåãðàë â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðàâîé

÷àñòè (9.12) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî íîðìå â l2(Z) ïðè |t| → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áîëüøèõ |t|
â ðàññåÿíèè èãðàþò ðîëü ëèøü òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ

−σ < n/t+ 2 sin k
(0)
j < σ. (9.13)

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ ðàññåÿíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

√
2π
∥∥2 sin kj0C̃(kj0)

∥∥
L2(−π,0)

= 1. (9.14)

Òîãäà (ñì. ñëåäñòâèå ëåììû 5.1) èìååì

‖ϕ(n,m, t)‖2l2(Γ) = 1, t ∈ R.

Ïîýòîìó ïðè t < 0 èìååòñÿ âîëíîâîé ïàêåò, îòâå÷àþùèé íàëåòàþùåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ÷àñòèöå,

ëîêàëèçîâàííûé â îñíîâíîì â ïîäìíîæåñòâå Z âèäà (9.13) äëÿ j = j0 (íîðìà ñîîòâåòñòâóþùåé
�óíêöèè ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå â ýòîé îáëàñòè ïðè t → −∞). Ïðè t → ∞ ïàêåò äåëèòñÿ íà 2n0

÷àñòåé, ãäå n0 �÷èñëî kj òàêèõ, ÷òî λ0 − 2 cos
πj

N + 1
∈ (−2, 2), ïðè ýòîì îòðàæåííîé âîëíå

îòâå÷àåò êîý��èöèåíò A−
j (λ0), à ïðîõîäÿùåé � êîý��èöèåíò A+

j (λ0). Ñêîðîñòü j-ãî âîëíîâîãî

ïàêåòà, ñîãëàñíî (9.13), ïðèáëèæåííî ðàâíà ïî ìîäóëþ (â ëþáîì íàïðàâëåíèè) −2 sin k
(0)
j . Â

ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (8.3) âñå ñêîðîñòè ðàçëè÷íû.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëü-

øîé ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî âåêòîðà) ìíîæåñòâà â Z âèäà (9.13) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêèì îáðà-

çîì, â ðàññìàòðèâàåìîì êâàçèîäíîìåðíîì ñëó÷àå íàëè÷èå ïîïåðå÷íûõ âîëí ïðèâîäèò íå ê ÿâëå-

íèþ äè�ðàêöèè (òî åñòü ïðåèìóùåñòâåííîìó ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëíîâûõ ïàêåòîâ â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó îïðåäåëåííîãî ðîäà íàïðàâëåíèé � ñì. [13℄), à ê äðîáëåíèþ

èñõîäíîãî âîëíîâîãî ïàêåòà âî âðåìåíè íà êîíå÷íîå ÷èñëî ¾ìåíüøèõ¿ ïàêåòîâ, äâèæóùèõñÿ
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îäèí çà äðóãèì âïåðåä èëè íàçàä ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè. Äëÿ çàäàííîãî ïðîèçâîëüíî ìàëî-

ãî ε > 0, ñóæàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè λ0, ñîäåðæàùóþ íîñèòåëü �óíêöèè C(λ), óñòðåìëÿÿ |t|
ê áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå ëåììû 5.1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∣∣1−
∑′(∣∣δjj0 + Ã+

j

(
k
(0)
j

)∣∣2 +
∣∣Ã−

j

(
k
(0)
j

)∣∣2)∥∥2
√
2π sin kjC̃(kj)

∥∥2
L2(−π,0)

∣∣ < ε, (9.15)

ãäå δjj0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Çàìåòèì, ÷òî

∥∥2 sin kjC̃(kj)
∥∥2
L2(−π,0)

= 4

∫ 0

−π
sin2 kj

∣∣∣C
(
2 cos kj + 2cos

πj

N + 1

)∣∣∣
2
dkj =

=

∫ λ0+δ

λ0−δ

√
4−

(
λ− 2 cos

πj

N + 1

)2
|C(λ)|2 dλ.

(9.16)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî (8.3). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

(∣∣δjj0 +A+
j (λ0)

∣∣2 +
∣∣A−

j (λ0)
∣∣∣
2)

√√√√√√
4−

(
λ0 − 2 cos

πj

N + 1

)2

4−
(
λ0 − 2 cos

πj0
N + 1

)2 = 1. (9.17)

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì â (9.15) ε = 1/n, n = 1, 2, . . . , à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñòÿãèâàþùèõñÿ ê òî÷êå λ0 åå îêðåñòíîñòåé è �óíêöèé Cn(λ) ñ íîñèòåëÿìè â ýòèõ

îêðåñòíîñòÿõ òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (9.14). Ïåðåõîäÿ â (9.15) ê ïðåäåëó ñ ó÷åòîì (9.14), (9.16),

ãäå òàêæå ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (9.17).

Ò å î ð å ì à 9.1. Ïóñòü âûïîëíåíî (8.3). Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ P+ è îò-

ðàæåíèÿ P− = 1− P+ â òî÷êå λ0 ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

P+ =
∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

∣∣∣δjj0 +A+
j (λ0)

∣∣∣
2

√√√√√√
4−

(
λ0 − 2 cos

πj

N + 1

)2

4−
(
λ0 − 2 cos

πj0
N + 1

)2 ,

P− =
∑

j:λ0−2 cos πj

N+1
∈(−2,2)

∣∣∣A−
j (λ0)

∣∣∣
2

√√√√√√
4−

(
λ0 − 2 cos

πj

N + 1

)2

4−
(
λ0 − 2 cos

πj0
N + 1

)2 ,

(9.18)

ãäå A±
j (λ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (9.6).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 9.1. Èìååì

√√√√√√
4−

(
λ0 − 2 cos

πj

N + 1

)2

4−
(
λ0 − 2 cos

πj0
N + 1

)2 =

∣∣∣∣∣
sin k

(0)
j

sin k
(0)
j0

∣∣∣∣∣

� îòíîøåíèå ñêîðîñòåé.

Äëÿ ìàëîé êîíñòàíòû ñâÿçè ε â ïîòåíöèàëå εV ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ε è λ
ñóùåñòâóþò ïðîñòûå �îðìóëû êàê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà, òàê è äëÿ

âåðîÿòíîñòåé îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ âáëèçè òî÷åê λ±j00 = ±2 + 2 cos
πj0
N + 1

, ãäå j0 âçÿòî

èç (9.2).
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Ë å ì ì à 9.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ j0 èç (9.2) è âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî kj0 = Aε â ñëó÷àå çíàêà ¾+¿ èëè k̃j0 = Aε â ñëó÷àå çíàêà ¾−¿, ãäå k̃j0 = −π − kj0
(ñì. êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.2), A 6= 0� âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà äëÿ ðåøå-

íèÿ ψ óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà (9.1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ψ(n,m, λ) =

(
1−

(±1)na2v±j0
2iA+ a2v+j0

)
a sin

( πj0m
N + 1

)
+O(ε),

ãäå

v±j0 =
∑

(n,m)∈Γ

(±1)nV (n,m) sin2
( πj0m
N + 1

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ çíàêà ¾+¿. Äåé-
ñòâóÿ, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.2 è â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ïåðåïèøåì óðàâíå-

íèå (9.3) â âèäå

ϕ(n,m, λ) = ϕ0(n,m, λ)−
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πj0m
N + 1

)

2ikj0
×

×
∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
ϕ(n′,m′, λ) + εK(kj0)ϕ(n,m, λ),

îòêóäà, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε,

ξ(n,m, λ) = (1− εK(kj0))ϕ(n,m, λ) = ϕ0(n,m, λ)−

−
εa2
√

|V (n,m)| sin
( πj0m
N + 1

)

2ikj0

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
×

× (1− εK(kj0))
−1 ξ(n′,m′, λ) = ϕ0(n,m, λ) + C

√
|V (n,m)| sin

( πj0m
N + 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

C = −
[
εa3

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
×

× (1− εK(kj0))
−1
(√

|V (n′,m′)| sin
(πj0m′

N + 1

)
ein

′kj0

)]/

[
2ikj0 + εa2

∑

(n′,m′)∈Γ

√
V (n′,m′) sin

(πj0m′

N + 1

)
×

× (1− εK(kj0))
−1
(√

|V (n′,m′)| sin
(πj0m′

N + 1

))]

è, äàëåå,

ϕ(n,m, λ) = (1− εK(kj0))
−1
(
ϕ0(n,m, λ) + C

√
|V (n,m)| sin

( πj0m
N + 1

))
=

=


ae

ikj0n −
a3

∑
(n′,m′)∈Γ

V (n′,m′) sin2
(πj0m′

N + 1

)
ein

′kj0 +O(ε)

2iA+ a2
∑

(n′,m′)∈Γ

V (n′,m′) sin2
(πj0m′

N + 1

)
+O(ε)


×

×
√
|V (n,m)| sin

( πj0m
N + 1

)
+O(ε) =

=

(
1−

a2v+j0
2iA+ a2v+j0

)
a
√

|V (n,m)| sin
( πj0m
N + 1

)
+O(ε).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Òå î ð å ì à 9.2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 9.2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P− =
a4
(
v±j0

)2

4A2 + a4
(
v+j0

)2 +O(ε).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì (ñì. (9.6)) A−
j (λ) = O(ε), j 6= j0 (åñëè kj0 = O(ε), òî, êàê

ëåãêî ïðîâåðèòü, ñîîòíîøåíèå lim
ε→0

kj = 0 äëÿ j 6= j0 íåâîçìîæíî). Äàëåå, âñëåäñòâèå (9.6)

è ëåììû 9.2 èìååì

A−
j0
(λ) = − a2

2iA

∑

(n′,m′)∈Γ

(±1)n
′
sin2

(πj0m′

N + 1

)
V (n′,m′)

(
1−

(±1)n
′
a2v±j0

2iA + a2v+j0

)
+O(ε) =

= − a2

2iA

(
v±j0 −

a2v+j0v
±
j0

2iA+ a2v+j0

)
+O(ε) = −

a2v±j0
2iA+ a2v+j0

+O(ε).

Ïðèìåíåíèå �îðìóëû (9.18) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 9.2. Âîëíîâûå îïåðàòîðû Ω±(Hε,H0) ñóùåñòâóþò è ïîëíû. Äåéñòâèòåëü-

íî, â ñèëó òåîðåìû Êóðîäû�Áèðìàíà [10℄ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

Rε(i)−R0(i) = −εR0(i)V Rε(i) = −εR0(i)
√

|V |
√
V Rε(i) (9.19)

åñòü îïåðàòîð ñî ñëåäîì. ßäðà îïåðàòîðîâ R0(i)
√

|V |,
√
V R0(i) ñóììèðóåìû ñ êâàäðàòîì,

ïîýòîìó ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè �èëüáåðòà�Øìèäòà. Ñëåäîâàòåëüíî,

√
V Rε(i) =

√
V R0(i) (1− εV Rε(i))

òàêæå åñòü îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà, à ïîòîìó îïåðàòîð (9.19) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì

ñî ñëåäîì.

� 10. Âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè è óòâåðæäåíèÿ

Ïîñëåäíèå òðè ïàðàãðà�à ðàáîòû ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ðàçíîñòíîãî

îïåðàòîðà

H = H0 + V(n) + εW(n), n = (n1, n2, n3) ∈ Z
3,

äåéñòâóþùåãî â l2(Z3). Çäåñü H0 äåéñòâóåò ïî �îðìóëå

(H0ψ)(n) = ψ(n1 + 1, n2, n3) + ψ(n1 − 1, n2, n3) + ψ(n1, n2 + 1, n3) + ψ(n1, n2 − 1, n3) +

+ ψ(n1, n2, n3 + 1) + ψ(n1, n2, n3 − 1),

V(n)� âåùåñòâåííûé ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïî âñåì ïåðåìåííûì nj, j = 1, 2, 3, ñ ïåðèîäîì
T > 1, W(n)� âåùåñòâåííûé ïåðèîäè÷åñêèé ïî ïåðåìåííûì n1, n2 ñ ïåðèîäîì T íåíóëåâîé

ïîòåíöèàë, óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêå

|W(n)| 6 Ce−α|n3|, α > 0, (10.1)

ε > 0�ìàëûé ïàðàìåòð. Îïåðàòîð H ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â ïåðèîäè-

÷åñêîé ñëîèñòîé ñòðóêòóðå â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ïðèáëèæåíèè.

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû, â îñíîâíîì, èçâåñòíûå âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè è óòâåð-

æäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé è èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ.

�àññìîòðèì óíèòàðíûé îïåðàòîð (ñð. [17, 25℄)

U : l2(Z3) → l2(Ω0)⊗ L2(Ω∗
0)

def
=

∫ ⊗

Ω∗
0

l2(Ω0)dk,

ϕ ∈ l2(Z3) 7→ (Uϕ)(n, k) = ϕ̂(n, k) =
( T
2π

)3/2 ∑

ν∈Z3

e−iT (ν,k)ϕ(n+ Tν)
∣∣
Ω0×Ω∗

0

,
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ãäå Ω0 = {0, 1, . . . , T − 1}3 è Ω∗
0 = [0, 2π/T )3 � ÿ÷åéêè â ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåøåòêàõ ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîëîæèì HV = H0 + V(n). Îïåðàòîð UHVU
−1

çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ

HV(k) = H0(k) +V, äåéñòâóþùèõ â l2(Ω0), ãäå k = (k1, k2, k3) ∈ Ω∗
0 �êâàçèèìïóëüñ, à îïåðàòîð

H0(k) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è îïåðàòîð H0, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà áëîõîâîñòè

ϕ̂(n+ Tn0, k) = eiT (n0,k)ϕ̂(n, k) (10.2)

â ñëó÷àå nj ± 1 6∈ {0, . . . , T − 1}, j = 1, 2, 3. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð HV ðàçëîæåí

â ïðÿìîì èíòåãðàëå ïðîñòðàíñòâ

∫ ⊗

Ω∗
0

l2(Ω0)dk.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà H ïîòðåáóåòñÿ òàêæå óíèòàðíûé îïåðàòîð (ñð. [31, 32℄)

U‖ : l
2(Z3) → l2(Ω)⊗ L2(Ω∗)

def
=

∫ ⊗

Ω∗

l2(Ω)dk‖, (10.3)

ϕ ∈ l2(Z3) 7→ (U‖ϕ)(n, k‖) = ϕ̃(n, k‖) =
T

2π

∑

µ∈Z2

e−iT (µ,k‖)ϕ(n+ T (µ, 0))
∣∣
Ω×Ω∗ ,

ãäå Ω = {0, 1, . . . , T − 1}2 × Z, Ω∗ = [0, 2π/T )2, k‖ = (k1, k2). Ñâîéñòâî áëîõîâîñòè çäåñü èìååò

âèä

ϕ̃(n+ T (n0‖, 0), k‖) = eiT (n0‖,k‖)ϕ̃(n, k‖). (10.4)

Îáà îïåðàòîðà HV è H ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ïðÿìîì èíòåãðàëå ïðîñòðàíñòâ

∫ ⊗

Ω∗

l2(Ω)dk‖

â ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ HV(k‖) è H(k‖) ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(A) è σess(A) ñïåêòð è ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî σ(HV (k‖)) èìååò ¾çîííóþ ñòðóêòóðó¿ (ñì. [17℄), òî åñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σ(HV (k‖)) =
⋃

k3∈[0,2π/T )

σ(HV (k)),

è ñïåêòð σ(HV (k‖)) ñîñòîèò, òàêèì îáðàçîì, èç îáúåäèíåíèÿ ïðîìåæóòêîâ (çîí). Ïîäîáíî [31℄

ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

σess(H(k‖)) = σ(HV (k‖)).

Îïåðàòîð HV(k), äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå l2(Ω0) ∼= C
T 3

, ÿâëÿåòñÿ ñà-

ìîñîïðÿæåííûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, â l2(Ω0) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé

èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ψm(n, k) îïåðàòîðà HV(k), îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λm(k),
m = 1, . . . , T 3, çàíóìåðîâàííûõ, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. ßäðî ðåçîëüâåíòû

(�óíêöèþ �ðèíà) îïåðàòîðà HV(k) îáîçíà÷èì ÷åðåç

GV(n, n
′, k, λ) =

T 3∑

m=1

ψm(n, k)ψm(n′, k)

λm(k)− λ
. (10.5)

×åðåç GV(n, n
′, k‖, λ) áóäåì îáîçíà÷àòü �óíêöèþ �ðèíà îïåðàòîðà HV(k‖). Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ

�óíêöèÿìè �ðèíà âûðàæàåòñÿ �îðìóëàìè (ñð. [25℄)

GV(n− (0, 0, Tm3), n
′, k‖, λ) = GV(n, n

′ + (0, 0, Tm3), k‖, λ) =

=
T

2π

∫ 2π/T

0
GV(n, n

′, k, λ)e−iTm3k3dk3, (10.6)

GV(n, n
′, k, λ) =

∑

m3∈Z

eiTm3k3GV(n− (0, 0, Tm3), n
′, k‖, λ).
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Ïóñòü λ0 = λm0
(k0), ãäå k0 = (k10, k20, k30)�íåâûðîæäåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðà-

òîðà HV(k0), îòâå÷àþùåå íîðìèðîâàííîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ψm0
(n, k0). Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî �óíêöèè λm0
(k), ψm0

(n, k) àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò k â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè k0
(ñì. [17℄). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∂λm0
(k0)/∂k3 = 0, ∂2λm0

(k0)/∂k
2
3 6= 0. (10.7)

Â ñèëó (10.7) è òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè [6℄ óðàâíåíèå ∂λm0
(k)/∂k3 = 0 çàäàåò â îêðåñòíîñòè

òî÷êè k0 ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàåìóþ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé k
(0)
3 = k

(0)
3 (k‖), ãäå k‖ ïðèíàäëå-

æèò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè k0‖ = (k10, k20). Äàëåå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè k0 ðàâåíñòâî λm(k) = λ0 ïðè �èêñèðîâàííîì k‖ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íå áîëåå

÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê km,α =
(
k‖, k

(m,α)
3

)
, α = 1, . . . , Am, â êîòîðûõ äëÿ m 6= m0 ïðè

ýòîì âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ∂λm(km,α)
/
∂k3 6= 0, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λm(km,α) íåâûðîæ-

äåíû. Ìíîæåñòâî òî÷åê km,α, â êîòîðûõ äàííûå ïðîèçâîäíûå ïîëîæèòåëüíû (ñîîòâåòñòâåííî

îòðèöàòåëüíû) îáîçíà÷èì ÷åðåç N+ (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç N−). Äàëåå, ïðîèçâîëüíûå n, n
′ ∈ Ω

çàïèøåì â âèäå

n = n0 + T (0, 0, ν), n′ = n′0 + T (0, 0, ν ′),

ãäå n0, n
′
0 ∈ Ω0, ν, ν

′ ∈ Z. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå (òîëüêî äëÿ W)

√
W =

√
|W|sgnW.

Ñîãëàñíî [31℄, óðàâíåíèå λm0
(k) = λ, ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî k3, èìååò äëÿ k‖

èç îêðåñòíîñòè òî÷êè k0‖ ðîâíî äâà ðåøåíèÿ k3j = k3j(k‖, λ), j = 1, 2, àíàëèòè÷åñêè çàâè-

ñÿùèå îò k‖, λ òàì, ãäå k31 6= k32, è ñëèâàþùèåñÿ, åñëè k = k0. Ïîëîæèì ξj = k3j − k
(0)
3 (k‖),

j = 1, 2, òîãäà èìååì ξ2 = f(ξ1), ãäå f � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f ′(0) = −1 (ñì. [31℄).
Òàêèì îáðàçîì, ξ2 = −ξ1 + o(ξ1). Â äàëüíåéøåì âìåñòî ïàðàìåòðà λ áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ

ïàðàìåòðîì ξ1. Àðãóìåíò k‖ ó �óíêöèè k
(0)
3 äëÿ êðàòêîñòè îáû÷íî áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Èç (10.5), (10.6), êàê è â [31,33℄, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðûõ ïðè-

âåäåíû íåñêîëüêî îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà �îðìóëû äëÿ �óíêöèè �ðèíà GV(n, n
′, k‖, λ).

Ë å ì ì à 10.1. Äëÿ òî÷åê λ 6= λ0 èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 èìååò

ìåñòî �îðìóëà

GV(n0 + T (0, 0, ν), n′0 + T (0, 0, ν ′), k‖, λ+ i0) =

= −T
i

∑

m:km,α∈N+

ψm(n0 + T (0, 0, ν), km,α)ψm(n′0 + T (0, 0, ν ′), km,α)

∂λm(km,α)/∂k3
×

× θ(ν − ν ′ − 1) +

+
T

i

∑

m:km,α∈N−

ψm(n0 + T (0, 0, ν), km,α)ψm(n′0 + T (0, 0, ν ′), km,α)

∂λm(km,α)/∂k3
×

× θ(ν ′ − ν) + γ(n, n′, k‖, λ),

ãäå θ(t)��óíêöèÿ Õåâèñàéäà, à γ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|γ(n, n′, k‖, λ)| 6 Ce−σ|ν−ν′|, σ > 0,

ïðè÷åì √
W(n)γ(n, n′, k‖, λ), γ(n, n′, k‖, λ)

√
W(n′)

àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò (k‖, λ) èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (k0‖, λ0) êàê l
2(Ω × Ω)-

çíà÷íûå �óíêöèè.

Â ñëåäóþùåé ëåììå îïóñêàåì ±i0 â âûðàæåíèè ξ1 ± i0 (ñì. íèæå çàìå÷àíèå ïåðåä ëåì-

ìîé 11.1).
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Ë å ì ì à 10.2. Äëÿ òî÷åê (k‖, ξ1), ãäå ξ1 6= 0, èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

(k0‖, 0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

GV(n, n
′, k‖, ξ1) = −

Tψm0
(n, (k‖, k

(0)
3 ))ψm0

(n′, (k‖, k
(0)
3 )

iξ1∂2λm0
(k‖, k

(0)
3 )/∂k23

+ g(n, n′, k‖, ξ1),

ïðè÷åì

√
|W(n)|g(n, n′, k‖, ξ1)

√
W(n′) ÿâëÿåòñÿ l2(Ω × Ω)-çíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé

îò (k‖, ξ1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (k0‖, 0).

� 11. Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà äëÿ ñëàáî âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Â ýòîì ïàðàãðà�å äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîãî

óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà, à òàêæå íàéäåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ åãî ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà â l2(Z3), îòâå÷àþùåå îïåðàòîðó H, çàïèøåì â âèäå

ψ(n) = ψm0
(n, k)− ε

∑

n′∈Z3

GV(n, n
′, λ+ i0)W(n′)ψ(n′), (11.1)

ãäå GV(n, n
′, λ)��óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà HV â l2(Z3), λ = λm0

(k) ïðèíàäëåæèò âíóòðåí-

íîñòè îäíîé èç çîí, ïðè÷åì âûáèðàåì k3 = k31 (ñì. âûøå). Ïðèìåíÿÿ ê (11.1) (�îðìàëüíî)

îïåðàòîð U‖ è ïîëüçóÿñü (10.3), (10.4), ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà â ÿ÷åéêå Ω:

ψ̃(n, k̃‖) =
2π

T
ψm0

(n, k)δper(k‖ − k̃‖)− ε
∑

n′∈Ω

GV(n, n
′, k̃‖, λ+ i0)W(n′)ψ̃(n′, k̃‖), (11.2)

ãäå

δper(k‖)
def
=
∑

µ∈Z2

δ(k‖ +
2π

T
µ)

è

GV(n, n
′, k‖, λ) =

∑

µ∈Z2

eiT (µ,k‖)GV(n− T (µ, 0), n′, λ)

� �óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà HV(k‖) (ñð. [25℄).

Ïîëàãàÿ k3 = k31 = k
(0)
3 (k‖) + ξ1, çàïèøåì, ñ ïîìîùüþ ëåììû 10.2, óðàâíåíèå (11.2) äëÿ k‖,

áëèçêèõ ê k0‖, è ìàëûõ ξ1 â âèäå

ψ̃(n, k̃‖) =
2π

T
ψm0

(n, k)δper(k‖ − k̃‖) +

+
εTψm0

(n, (k̃‖, k
(0)
3 ))

iξ1∂2λm0
(k̃‖, k

(0)
3 )/∂k23

∑

n′∈Ω

ψm0
(n′, (k̃‖, k

(0)
3 ))W(n′)ψ̃(n′, k̃‖)−

− ε
∑

n′∈Ω

g(n, n′, k̃‖, ξ1)W(n′)ψ̃(n′, k̃‖).

(11.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(k̃‖, ξ1) îïåðàòîð ñ ÿäðîì

−
√
|W(n)|g(n, n′, k̃‖, ξ1)

√
W(n′).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ϕ =
√

|W|ψ̃, ϕm0
=
√

|W|ψm0
è ïîëîæèì

θ(n, k̃‖) = (1− εK(k̃‖, ξ1))ϕ(n, k̃‖). (11.4)

Äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè ϕ óðàâíåíèå (11.3) ïðèìåò âèä

ϕ(n, k̃‖) =
2π

T
ϕm0

(n, k)δper(k‖ − k̃‖) +
εTϕm0

(n, (k̃‖, k
(0)
3 ))

iξ1∂2λm0
(k̃‖, k

(0)
3 )/∂k23

×

×
∑

n′∈Ω

√
W(n′)ψm0

(n′, (k̃‖, k
(0)
3 ))ϕ(n′, k̃‖) + εK(k̃‖, ξ1)ϕ(n, k̃‖).

(11.5)
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�åøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (11.5) áóäåì èñêàòü â êëàññå l2(Ω)-çíà÷íûõ îáîáùåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé ñ ïåðèîäîì 2π/T ïî ïåðåìåííûì k̃j , j = 1, 2, ïîñêîëüêó òàêîé �óíêöèåé ÿâëÿåò-

ñÿ ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿ óðàâíåíèÿ (11.5) (2π/T )ϕm0
(n, k)δper(k‖ − k̃‖). Ïîýòîìó ïîÿñíèì äåéñòâèå

îïåðàòîðíîçíà÷íîé �óíêöèè K â (11.4), (11.5) íà âåêòîðíîçíà÷íóþ îáîáùåííóþ �óíêöèþ.

Çàìåòèì, ÷òî K ìîæíî (íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì) ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà (ñì. [38℄)

K(k̃‖, ξ1) =

∞∑

m=1

λmϕm(k̃‖)Am,

ãäå {λm} ∈ l1, {ϕm} è {Am}� ñõîäÿùèåñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â E(ω) è L(l2(Ω)) ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà

(K(k̃‖, ξ1)ϕ(n, k̃‖))(ψ) =
∞∑

m=1

λmAmϕ(n, k̃‖)(ϕmψ), ψ ∈ D(ω).

Êîððåêòíîñòü òàêîãî äåéñòâèÿ íåòðóäíî îáîñíîâàòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ òåíçîð-

íûõ ïðîèçâåäåíèé (ñì. [40�43℄).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ξ1 = Aε, A = onst 6= 0, (11.6)

òîãäà ξ2 = −Aε+ o(ε) (ñì. ðàññóæäåíèÿ ïåðåä ëåììîé 10.1). Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòèöû ñ ìàëîé òðåòüåé êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè

(ñì. íèæå). Çàìåòèì, ÷òî âûáîð çíàêà λ+ i0 â óðàâíåíèè (11.2) îçíà÷àåò âûáîð îïðåäåëåííîãî

çíàêà ó ξ1 ± i0. Ïðèíÿòîå óñëîâèå (11.6) äåëàåò ïîëþñ â òî÷êå ξ1 = 0 (ñì. (11.3)) óñòðàíèìûì.
Òàêèì îáðàçîì, âûáîð çíàêà íå èãðàåò ðîëè è â äàëüíåéøåì îïóñêàåòñÿ.

Ë å ì ì à 11.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî (11.6). Òîãäà äëÿ k̃‖ èç íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè k0‖ è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèïïìà-

íà�Øâèíãåðà â ÿ÷åéêå Ω (11.2) âèäà

ψ̃(n, k̃‖) =
2π

T
ψm0

(
n,
(
k‖, k

(0)
3

))
×

×
[

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23 −W0

+O(ε)

]
δper(k‖ − k̃‖),

(11.7)

ãäå

W0 = T
(
ψm0

(
n,
(
k‖, k

(0)
3

))
,W(n)ψm0

(
n,
(
k‖, k

(0)
3

)))
,

à âåëè÷èíà

√
W(n)O(ε) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò k‖, ε êàê l

2(Ω)�çíà÷íàÿ �óíêöèÿ è óäîâëå-

òâîðÿåò îöåíêå

‖
√

W(n)O(ε)‖ 6 Cε, C = onst. (11.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (11.4) è (11.5) èìååì â îêðåñòíîñòè òî÷êè k0‖

θ =
2π

T
ϕm0

(n, k)δper
(
k‖ − k̃‖

)
+ Cϕm0

(
n,
(
k̃‖, k

(0)
3

))
, (11.9)

ãäå C íå çàâèñèò îò n. Ïîäñòàâëÿÿ (11.9) â (11.5), íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ C è çàòåì ïîëó÷àåì

�îðìóëó

ϕ(n, k̃‖) = (1− εK)−1θ(n, k̃‖) =

=
2π

T

(
iA∂2λm0

(
k̃‖, k

(0)
3

)
/∂k23

iA∂2λm0

(
k̃‖, k

(0)
3

)
−W0

+O(ε)

)
ϕm0

(
n,
(
k̃‖, k

(0)
3

))
δper

(
k‖ − k̃‖

)
.

Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü

√
W(n)O(ε) îò k‖, ε ñëåäóåò èç ëåììû 10.1, à îöåíêà (11.8) î÷å-

âèäíà.
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� 12. �àññåÿíèå äëÿ ñëàáî âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Â äàííîì ïàðàãðà�å îïèñàíà êàðòèíà ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà H â ñëó÷àå ìàëîãî ε è ìà-

ëîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé óãëà ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð εW.
Ïîëó÷åíû ïðîñòûå �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ.

Ïîëüçóÿñü (11.2), (11.7), à òàêæå ëåììîé 10.1, çàïèøåì ðåøåíèå ψ óðàâíåíèÿ (11.2) â âèäå,

ïîäõîäÿùåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ. Èìååì, äëÿ n0, n
′
0 ∈ Ω0,

ψ̃
(
n0 + T (0, 0, ν), k̃‖

)
=

2π

T

[
1 +

T

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23 −W0

×

×
∑

n′∈Ω,ν′6ν−1

∣∣ψm0

(
n′0 + T (0, 0, ν ′),

(
k‖, k

(0)
3

))
|2W(n′0 + T (0, 0, ν ′))

]
ψm0

(n, (k‖, k31))δper
(
k‖ − k̃‖

)
+

+
2π

T

[
T

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23 −W0

∑

n′∈Ω,ν′>ν

∣∣ψm0

(
n′0+T (0, 0, ν

′),
(
k‖, k

(0)
3

))∣∣2W(n′0+T (0, 0, ν
′))

]
×

× ψm0
(n, (k‖, k32))δper

(
k‖ − k̃‖

)
+O(ε)δper

(
k‖ − k̃‖

)
. (12.1)

Çäåñü η ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñëàãàåìûõ, ïîðîæäåííûõ ñëàãàåìûì γ â ëåììå 10.1, à òàêæå

ñëàãàåìûìè, îòâå÷àþùèìè km,α 6= (k‖, k3j), j = 1, 2 (ó ýòèõ ñëàãàåìûõ çíàìåíàòåëè ïî óñëîâèþ
íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè λm(k) = λ0, è, òàêèì îáðàçîì, âñå îíè âîéäóò â ñîñòàâ O(ε)). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà O(ε) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò (k‖, ε), áëèçêèõ ê (k0‖, 0).

Èñïîëüçóÿ (10.3), (10.4), (12.1), íàéäåì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Ëèïïìàíà�Øâèíãå-

ðà (11.1) â Z
2
(òî÷íûé ñìûñë èíòåãðàëà îò ïåðèîäè÷åñêîé îáîáùåííîé �óíêöèè ñì. â [34℄).

Èìååì äëÿ n = n+ T (µ‖, 0), ãäå n = n0 + T (0, 0, µ3) ∈ Ω, n0 ∈ Ω0,

ψ(n) =
T

2π

∫

Ω∗

eiT (µ‖ ,k̃‖)ψ̃
(
n, k̃‖

)
dk̃‖ =

[
1 +

T

iA∂2λm0

(
k‖, ∂k

2
3

)
−W0

×

×
∑

n′∈Ω,µ′
3
6µ3−1

∣∣ψm0

(
n′0 + T (0, 0, µ′3),

(
k‖, k

(0)
3

))∣∣2W(n′0 + T (0, 0, µ′3))

]
ψm0

(n, (k‖, k31)) +

+

[
T

iA∂2λm0

(
k‖, k

2
3

)
−W0

∑

n′∈Ω,µ′
3
>µ3

∣∣ψm0

(
n′0 + T (0, 0, µ′3),

(
k‖, k

(0)
3

))∣∣2 ×

×W(n′0 + T (0, 0, µ′3))

]
ψm0

(n, (k‖, k32)) +O(ε).

(12.2)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 12.1. Â óñëîâèÿõ ëåììû 11.1 èìååì ðàâåíñòâà

ψ(n) = a+ψm0
(n, (k‖, k31)) + η+(n) +O(ε), n3 > 0,

ψ(n) = ψm0
(n, (k‖, k31)) + a−ψm0

(n, (k‖, k32)) + η−(n) +O(ε), n3 < 0,
(12.3)

ãäå

a+ =
iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23 −W0

=
i∂λm0

(k‖, k31)/∂k3

i∂λm0
(k‖, k31)/∂k3 − εW0

+O(ε),

a− =
W0

iA∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23 −W0

=
εW0

i∂λm0
(k‖, k31)/∂k3 − εW0

+O(ε),

à �óíêöèè η±(n) = η±(n, k) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (10.1) è àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò k
êàê l2(Ω±)-çíà÷íûå �óíêöèè, ãäå Ω+ = Ω ∩ {n3 > 0}, Ω− = Ω ∩ {n3 < 0}.

Èç ðàññìîòðåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà è âîëíîâûõ ïàêåòîâ âûòåêàåò

ðàâåíñòâî P± = |a±|2. Îòñþäà ïîëó÷àåì òåîðåìó.
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Òå î ð å ì à 12.1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

P+ =
A2(∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23)

2

A2(∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23)

2 +W2
0

+O(ε) =
(∂λm0

(k‖, k31)/∂k3)
2

(∂λm0
(k‖, k31)/∂k3)2 + ε2W2

0

+O(ε),

P− = |a−|2 =
W

2
0

A2(∂2λm0

(
k‖, k

(0)
3

)
/∂k23)

2 +W2
0

+O(ε) =
ε2W2

0

(∂λm0
(k‖, k31)/∂k3)2 + ε2W2

0

+O(ε).
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T. S. Tinyukova

Research of the difference Schrödinger operator for some physical models

In this paper, the discrete Schrödinger operator on a perturbed by the decreasing potential graph with vertices at
the two intersecting lines is considered. We investigate spectral properties of this operator and the scattering problem
for the above operator in the case of a small potential and also in the case when both a potential and velocity of
a quantum particle are small. Asymptotic formulas for the probabilities of the particle propagation in all possible
directions are obtained. In addition, we investigate the spectral properties of the discrete Schrödinger operator for the
infinite band with zero boundary conditions. The scattering pattern is described. Simple formulas for transmission
and reflection coefficients near boundary points of the subbands (this corresponds to small velocities of quantum
particles) for small potentials are obtained. We consider a one-particle discrete Schrödinger operator with a periodic
potential perturbed by a function which is periodic in two variables and exponentially decreases in third variable. In
the paper, we also investigate the scattering problem for this operator near the extreme point of the eigenvalue of
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the periodic Schrödinger operator in the cell with respect to the third component of the quasimomentum, i.e. for the
small perpendicular component of the angle of incidence of a particle on the potential barrier. Simple formulas of the
propagation and reflection probabilities are obtained.

Keywords: difference Schrödinger operator, resonance, eigenvalue, Lippmann–Schwinger equation, scattering, propa-
gation and reflection probabilities.
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