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Обсуждается применение теоремы Ли об интегрируемости векторного поля к него-
лономной системе, описывающей качение динамически несимметричного уравновешенного
шара на плоскости, при условии, что шар катится без проскальзывания в точке контакта.
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1. Введение

Рассмотрим пространство с координатами

α = (α1, α2, α3), β = (β1, β2, β3), γ = (γ1, γ2, γ3), M = (M1,M2,M3)

и векторное поле X, определяемое уравнениями движения

α̇ = α× ω, β̇ = β × ω, γ̇ = γ × ω, Ṁ = M × ω. (1.1)

При любом значении векторной функции w(α, β, γ,M) это поле обладает десятью геомет-
рическими интегралами движения вида

(x, y),

где x и y — любой из векторов α, β, γ или M . Из них девять интегралов движения функ-
ционально независимы.

Рассмотрим далее частный случай, когда существует еще один интеграл движения (ки-
нетическая энергия)

H =
1
2

(M,ω), (1.2)
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а угловая скорость является линейной функцией моментов

ω = AxM. (1.3)

В случае волчка Эйлера матрица Ax постоянна

Ax = A, A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

⎞⎟⎟⎟⎠, ak ∈ R, (1.4)

а в случае шара Чаплыгина имеет вид

Ax = A +
dA γ ⊗ γA

g2(γ)
, (1.5)

в это определение входит функция g(γ) вида

g(γ) =
√

1 − d(γ,Aγ). (1.6)

Физический смысл параметра d и матрицы A подробно обсуждается в работах [4–6].
И в случае Эйлера, и в случае Чаплыгина векторное поле X обладает инвариантной

мерой
Ω = μ dα ∧ dβ ∧ dγ ∧ dM

плотностью μ = 1 и μ = g−1(γ) соответственно.
Итак, на 12-мерном фазовом пространстве векторное поле X (1.1) обладает только де-

сятью функционально независимыми интегралами движения и инвариантной мерой, и, по-
этому интегрируемо в квадратурах.

Напомним, что, согласно Эйлеру и Якоби, система уравнений

ẋi = Xi(x1, . . . , xn) (1.7)

интегрируется в квадратурах, если имеется n− 2 функционально независимых первых ин-
тегралов f1, . . . , fn−2 и инвариантная n-форма объема

Ω = μ dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn.

Поведение динамической системы (1.7) в окрестности компактных интегральных многооб-
разий без особых точек описывается с помощью классических результатов Пуанкаре, Зигеля
и Колмогорова о динамических системах на двумерном торе (см. например [1, 2]).

В общем случае, для k-мерных интегральных многообразий, в качестве определения
интегрируемости поля можно использовать либо теорему Фробениуса, либо некоторые дру-
гие определения. Например, согласно теореме Ли, если есть k функционально независимых
интегралов движения

f1, . . . , fk (1.8)

и n− k линейно независимых векторных полей

u1 = X, u2, . . . , un−k, (1.9)
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порождающих разрешимую алгебру, а производные Ли вдоль любого из полей ui от любого
из интегралов fj равны нулю

Lui fj = 0, (1.10)

то векторное поле X (1.7) интегрируется в квадратурах [8, 9].
Интегрируемые по Лиувиллю гамильтоновы системы являются частным случаем этой

конструкции, когда n = 2k, а k функционально независимых интегралов движения fj (1.8)
находятся в инволюции относительно скобки Пуассона

{fi, fj} =
n∑

lm=1

Plm
∂fi

∂xl

∂fj

∂xm
= 0, i, j = 1, . . . , k.

Как следствие, k гамильтоновых векторных полей ui = Pdfi (1.9) линейно независимы
в каждой точке, попарно коммутируют и удовлетворяют условию (1.10).

Целью данной работы является доказательство интегрируемости векторного поля X (1.1)
с помощью теоремы Ли. Подчеркнем, что интегрируемость системы Эйлера — это давно
известный факт, так что мы включили в рассмотрение этот случай исключительно для
того, чтобы сравнить, как используется теорема Ли в голономном и неголономном случае.

Мы надеемся, что данный опыт может быть полезен для формального доказательства
интегрируемости уравнений движения для шара Чаплыгина в поле Бруна, когда

M = M × ω + ∂U
∂γ

× γ, U = c(a2, a3γ
2
1 + a1a3γ

2
2 + a1a2γ

2
3),

а проекции момента (α,M) и (β,M) уже не являются интегралами движения. Интегрируе-
мость данной модели на 6-мерном фазовом пространстве с координатами (γ,M) доказыва-
ется с помощью теоремы Эйлера –Якоби [7]. Однако на 12-мерном фазовом пространстве
мы имеет только 9 интегралов движения и инвариантную меру, что недостаточно для при-
менимости данной теоремы в абсолютном пространстве.

2. Пуассонова геометрия

Для того чтобы применять теорему Ли и ее обобщения, нам необходимо научиться
строить дополнительные векторные поля (1.9) для исходного векторного поля X (1.1). Это
удобно делать в рамках пуассоновой геометрии.

В случае Эйлера
X = P dH,

векторное поле X гамильтоново относительно канонического бивектора Пуассона

P =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 A

0 0 0 B

0 0 0 Γ

A B Γ M

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (2.1)
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Здесь Z — кососимметрическая матрица, отвечающая вектору z:

z =

⎛⎜⎜⎜⎝
z1

z2

z3

⎞⎟⎟⎟⎠ → Z =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 z3 −z2

−z3 0 z1

z2 −z1 0

⎞⎟⎟⎟⎠.
Шесть геометрических интегралов

C1 = (α,α), C2 = (β, β), C3 = (γ, γ),

C4 = (α, β), C5 = (α, γ), C6 = (β, γ)
(2.2)

являются функциями Казимира бивектора Пуассона, порождающими тривиальные вектор-
ные поля PdCk = 0.

Три интеграла
J1 = (α,M), J2 = (β,M), J3 = (γ,M) (2.3)

образуют алгебру so(3)
{Ji, Jj} = εijkJk,

где εijk — полностью антисимметричный тензор, равно как и соответствующие интегралам
векторные поля P dJi. Так как Jk — проекции момента на оси неподвижной ортогональной
системы координат, то

J2
1 + J2

2 + J2
3 = M2.

Интегралы движения H и M2 = (M,M) находятся в инволюции со всеми остальными
интегралами движения, а отвечающие им векторные поля P dH и P dM2 являются полями
симметрий.

Таким образом, в случае Эйлера мы имеем девять функционально независимых инте-
гралов движения

C1, . . . , C6, f1 = H, f2 = M2, f3 = (γ,M)

и три поля (гамильтоновы, независимые и коммутирующие друг с другом)

u1 = Pdf1, u2 = Pdf2, u3 = Pdf3,

включая исходное векторное поле u1 = X. При этом производные Ли вдоль векторных
полей ui от интегралов движения fj равны нулю:

Luifj = 0, ∀i, j.

Этого достаточно для доказательства интегрируемости поля X по теореме Ли [8].

2.1. Случай Чаплыгина

Согласно [4], в случае Чаплыгина ограничение исходного векторного поля X на шести-
мерное фазовое подпространство с координатами γ и M является конформно-гамильтоно-
вым векторным полем

X̂ = g−1 P̂g dH
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относительно бивектора Пуассона

P̂g = g

⎛⎝ 0 Γ

Γ M

⎞⎠− dg−1 (M,Aγ)

⎛⎝ 0 0

0 Γ

⎞⎠.
Исходное векторное поле X на 12-мерном фазовом пространстве тоже можно представить
в виде

X = g−1 P̃g dH (2.4)

относительно бивектора

P̃g = g

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 A

0 0 0 B

0 0 0 Γ

A B Γ M

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠− dg−1 (M,Aγ)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 Γ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (2.5)

Однако на 12-мерном фазовом пространстве полеX перестанет быть конформно-гамильтоновым
полем: бивектор P̃g не удовлетворяет тождеству Якоби, а значит, поле P̃g dH не является
гамильтоновым.

Итак, для исходного 12-мерного пространства бивектор P̃g является почти-пуассоновым
и не удовлетворяет тождеству Якоби. Поэтому закономерным будет вопрос о приведении
данного почти-пуассонова бивектора к бивектору Пуассона.

Предложение 1. Бивектор

Pg = P̃g +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 Ag

0 0 0 Bg

0 0 0 0

−A�
g −B�

g 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, (2.6)

где
(Ag)ij = (α× γ)i σj, (Bg)ij = (β × γ)i σj,

удовлетворяет тождеству Пуассона, если

σ1 =
γ1

γ2
1 + γ2

2

(1 + g − γ3σ3), σ2 =
γ2

γ1
σ1, σ3 =

dγ3(a1γ
2
1 + a2γ

2
2)

d(a1γ2
1 + a2γ2

2) − γ2
1 − γ2

2

. (2.7)

Здесь x× y — векторное произведение трехмерных векторов.
Функциями Казимира данного бивектора Пуассона шестого ранга

Pg dCk = 0, k = 1, . . . , 6,

являются геометрические интегралы C1, . . . , C6 (2.2).

Доказательство состоит в непосредственной проверке равенства нулю скобки Схоуте-
на [[Pg, Pg]] = 0 и других свойств бивектора Пуассона Pg.
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В механике векторы α, β, γ — это орты неподвижной ортогональнй системы координат;
в этом случае элементы Ag и Bg можно записать в виде

(Ag)ij = −βi σj, (Bg)ij = αi σj,

а соответствующий бивектор Pg будет удовлетворять тождеству Якоби только при фикси-
рованных значениях функций Казимира C1 = C2 = C3 = 1 и C4 = C5 = C6 = 0.

Замена переменных

L1 = g−1
(
M1 +

(g − γ3σ3 − 1)(γ,M)
γ2
1 + γ2

2

γ1

)
, L3 = g−1

(
M3 + σ3(γ,M)

)
,

L2 = g−1
(
M2 +

(g − γ3σ3 − 1)(γ,M)
γ2
1 + γ2

2

γ2

) (2.8)

переводит бивектор Pg в канонический бивектор Пуассона P (2.1) (см. [11]). При этом

(γ,M) = (γ, L).

Девять функционально независимых интегралов движения

C1, . . . , C6, f1 = H, f2 = M2, f3 = (γ,M)

находятся в инволюции относительно скобки Пуассона {., .}g , отвечающей бивектору Pg,
а скобки Пуассона между интегралами Jk (2.3) имеют вид

{J2, J3}g = J1, {J1, J3}g = −J2.

Скобка Пуассона между интегралами J1 и J2 не является интегралом движения, в отличие
от голономного случая.

Три независимых коммутирующих интеграла движения fk порождают независимые
и коммутирующие друг с другом гамильтоновы векторные поля

u2 = Pg dH, u3 = Pg dM2, u4 = Pg d(γ,M), [ui, uj] = 0,

по которым можно разложить исходное векторное поле

X = g−1 (u2 − s1 u4), (2.9)

где g — функция определяющая плотность инвариантной меры, a

s1 = (a1γ1M1 + a2γ2M2)

(
1 − da3γ

2
3

g(γ2
1 + γ2

2)
− 1
d(a1γ

2
1 + a2γ

2
2) − γ2

1 − γ2
2

)
+

(a1γ
2
1 + a2γ

2
2)da3γ3M3

g(γ2
1 + γ2

2)
.

В отличие от системы Эйлера, только одно гамильтоново поле

u4 = Pg d(γ,M)

является полем симметрий для исходного поля X, так как [X,u4] = 0, а

[X,u2] �= 0, [X,u3] �= 0.
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Следуя Чаплыгину [5], сделаем замену времени

dt→ g−1dt

и определим три независимых векторных поля

v1 = gX = u2 − s1 u4, v2 = u3 − s2 u4, v3 = u4. (2.10)

Входящая в это определение функция s2 удовлетворяет соотношениям

Lu2s2 = Lu3s1, Lu4s2 = 0, (2.11)

так что векторные поля v1, v2 и v3 (2.10) образуют абелеву алгебру относительно операции
коммутирования [. , . ].

Интегрируя (2.11), мы получим

s2 = 2(γ1M1 + γ2M2)

(
d(a1γ

2
1 + a2γ

2
2) − 1

d(a1γ
2
1 + a2γ

2
2) − γ2

1 − γ2
2

+
1 − da3γ

2
3

g(γ2
1 + γ2

2)

)
+

+
2dγ1γ2(a1 − a2)(γ2M1 − γ1M2)

g(γ2
1 + γ2

2)
+ 2dγ3M3

(
a1γ

2
1 + a2γ

2
2

d(a1γ
2
1 + a2γ

2
2) − γ2

1 − γ2
2

+ a3
g

)
.

Итак, для системы Чаплыгина на 12-мерном фазовом пространстве мы имеем девять
функционально независимых интегралов движения

C1, . . . , C6, f1 = H, f2 = M2, f3 = (γ,M)

и три коммутирующих независимых векторных поля

v1 = gX = Pg df1 − s1Pg df3, v2 = Pg df2 − s2 Pg df3, v3 = Pg df3,

что достаточно для интегрируемости векторного поля (1.1) по теореме Ли [8] после замены
времени.

Тем самым, мы формально доказали интегрируемость системы Чаплыгина на полном,
не редуцированном по действию поля симметрий, фазовом пространстве. Подчеркнем еще
раз, что сама процедура явного интегрирования обсуждается уже в исходной статье Ча-
плыгина [5] (см. также [6]).

Разложение исходного векторного поля на гамильтоново поле и поле симметрий (2.9)
для других неголономных систем обсуждается в работах [3, 12, 13].

3. Заключение

В данной заметке обсуждается построение дополнительного не гамильтонова поля сим-
метрий для неголомной модели Чаплыгина. Построение данного поля позволяет формально
доказать интегрируемость данной не гамильтоновой системы в абсолютном пространстве.

Заметим, что в случае Чаплыгина к двенадцати уравнениям движения (1.1) можно
добавить еще два уравнения

ẋ = b(ω, β), ẏ = −b(ω,α),
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718 А.В.Цыганов

описывающих движение точки контакта по горизонтальной плоскости, где x и y — коор-
динаты точки контакта, а b — радиус шара. Процедура интегрирования этих уравнений
обсуждается в [5, 6].

Для формального доказательства интегрируемости необходимо предъявить либо еще
два интеграла движения, либо еще два поля симметрий с необходимыми для применимости
теоремы Ли свойствами. Если при этом мы хотим сохранить полученное нами разложение
векторного поля (2.9)

X̂ = g−1(Pgdf1 − s1Pgdf3)

на гамильтоново поле и поле симметрий, то к скобкам Пуассона {., .}g , отвечающим бивек-
тору Pg (2.6), необходимо добавить скобки

{x,Mi}g = −bgβi, {y,Mi}g = bgαi.

Однако, как и ранее, расширенные таким образом скобки уже не удовлетворяют тождеству
Якоби.

С другой стороны, добавляя скобки

{x, y}g = 1,

мы получим бивектор Пуассона Pg восьмого ранга на 14-мерном фазовом пространстве,
с помощью которого легко доказать, что векторное поле X̂ на 14-мерном фазовом про-
странстве становится более сложной комбинацией гамильтонова поля и дополнительных
полей симметрий

X̂ = g−1(Pg df1 − s1Pg df3) + b(ω, β)Pg dx− b(ω,α)Pg dy,

отвечающих циклическим переменным x и y. Подчеркнем, что сами переменные x и y
не являются интегралами движения.
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or sliding.
MSC 2010: 70E18, 37J60, 37J35
Keywords: nonholonomic mechanics, integrable systems, Poisson geometry

Received November 11, 2012, accepted December 4, 2012
Citation: Rus. J. Nonlin. Dyn., 2013, vol. 9, no. 4, pp. 711–719 (Russian)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2013. T. 9. №4. С. 711–719


