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Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ âîëüòåððîâûì ïî

À.Í. Òèõîíîâó ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ

çíà÷åíèé, è ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ,

èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðîäîëæàåìîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïî÷òè ðå-

àëèçàöèè è ðåàëèçàöèè ìíîæåñòâîì îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè ðàññòîÿíèÿ äî ïðîèçâîëüíîé

ñóììèðóåìîé �óíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé àïðèîðíî

îãðàíè÷åíî, òî îíî ïî÷òè ðåàëèçóåò, à â ñëó÷àå âûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòè � ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå

äî ëþáîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà ïî÷òè ðåàëèçàöèè è ðåàëèçàöèè ìíîæåñòâîì

îáîáùåííûõ ðåøåíèé ðàññòîÿíèÿ äî ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè íàéäåíû íîâûå îöåíêè îáîá-

ùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè èìïóëüñíîãî �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ. Äîêàçàí

îáîáùåííûé ïðèíöèï ïëîòíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, âûïóêëîñòü ïî ïåðåêëþ÷åíèþ, îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå, ïî÷òè ðåàëèçàöèÿ è ðåàëèçàöèÿ ìíîæåñòâîì îáîáùåííûõ ðåøåíèé ðàññòîÿíèÿ äî

ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè, àïðèîðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü.

Ââåäåíèå

Äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ � îäèí èç íàèáîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàåìûõ â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ðàçäåëîâ òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â �îðìå äè��åðåíöè-

àëüíûõ âêëþ÷åíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü äè��åðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà, íåÿâíûå äè�-

�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, äè��åðåíöèàëüíûõ èãð, ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè.

Äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé íà ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ìíîãîçíà÷íà. Åñëè æå ïðîèçâîäíóþ

â òî÷êå çàìåíèòü íà îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ, à ïðàâóþ ÷àñòü äè��åðåíöèàëüíî-

ãî âêëþ÷åíèÿ çàìåíèòü îïåðàòîðîì Íåìûöêîãî, ïîðîæäåííûì ýòîé ïðàâîé ÷àñòüþ èëè

äðóãèì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ �óíêöèé, òî îò îáûê-

íîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ïåðåéäåì ê �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëü-

íîìó âêëþ÷åíèþ. Ê �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèÿì ñâîäÿòñÿ ìíîãèå

çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ è òåîðèè èãð, åñëè ó÷èòûâàòü, íàïðèìåð, ÷òî ñêîðîñòü âîç-

äåéñòâèÿ íà îáúåêò ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ìãíîâåííîé, à ïðîèñõîäèò ñ çàïàçäûâà-

íèåì. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Íåìûöêîãî îáëàäàþò ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî

ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé (ðàçëîæèìîñòüþ) â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ �óíêöèé.

Äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ìíî-

æåñòâ ðåøåíèé äëÿ òåõ èëè èíûõ çàäà÷ ñóùåñòâåííî îïèðàëîñü íà ïðåäïîëîæåíèå î

òîì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîðîæäåííîå ïðàâîé ÷àñòüþ âêëþ÷åíèÿ, â ïðî-

ñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ �óíêöèé èìååò âûïóêëûå ïî ïåðåêëþ÷åíèþ (ðàçëîæèìûå) îá-

ðàçû, êàê è çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Íåìûöêîãî. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ âûïóêëîñòè

ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, òî âñå ñóùåñòâóþùèå â íàñòî-

ÿùåå âðåìÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé íåëüçÿ ïðèìåíèòü äàæå

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

(ïðîåêòû 14�01�00877, 14�01�97504).
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äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà ðàçðåøèìîñòè âêëþ÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå íàðóøèò-

ñÿ ðàâåíñòâî ìåæäó ìíîæåñòâàìè êâàçèðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ è ¾îâûïóêëåííîãî¿ âêëþ-

÷åíèÿ, âïåðâûå óñòàíîâëåííîå Ò. Âàæåâñêèì äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé (ñì. [1℄). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çàìûêàíèå (â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàí-

ñòâà ñóììèðóåìûõ �óíêöèé) çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ íå ñîâïàäàåò ñ èõ

çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êîé. Âñëåäñòâèå ýòîãî íå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ �óíäàìåíòàëü-

íûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðåøåíèé: ïðèíöèï ïëîòíîñòè è ¾áýíã-áýíã¿-ïðèíöèï (ñì., íàïðè-

ìåð, [2℄, [3℄). Âûõîäîì èç ýòîé ñèòóàöèè ñëóæèò ââåäåíèå ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

�óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Â ñëó÷àå êîãäà �èçè÷åñêèå çàêîíû âûðàæàþòñÿ ðàçðûâíûìè �óíêöèÿìè (ðàçðûâ-

íàÿ çàâèñèìîñòü ñèëû òðåíèÿ îò ñêîðîñòè â ñëó÷àå ñóõîãî òðåíèÿ (ñì. [4℄), ìîäåëü

Ïðàãåðà�Èøëèíñêîãî óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ýëåìåíòà (ñì. [5℄)) èëè êîãäà â ñâÿçè ñ îò-

êàçîì òåõ èëè èíûõ ïðèáîðîâ è óñòðîéñòâ îáúåêòû ìãíîâåííî ¾ïåðåñêàêèâàþò¿ ñ îä-

íîé �àçîâîé òðàåêòîðèè íà äðóãóþ, â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè.

Ôóíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè íàøëè

ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, â òåîðèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì,

â ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, â çàäà÷àõ áèîëîãèè, ìåäèöè-

íû, ñîöèîëîãèè, âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, ÷èñëî êîòîðûõ íåóêëîííî

óâåëè÷èâàåòñÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â íàèáîëåå ñëîæíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèòóà-

öèè, êîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷å-

íèþ çíà÷åíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ðåøåíèÿ ìîãóò

èñïûòûâàòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, âåëè÷èíà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ðåøå-

íèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëüòåððîâîå ïî À.Í. Òèõîíîâó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-

íèå, íå îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ

ê ýòîé çàäà÷å îáùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ-

÷åíèé ââîäèòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ âåêòîð-�óíêöèé è èññëå-

äóþòñÿ ñâîéñòâà ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

� 1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå

óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, åñëè x ∈ X, U, U1 ⊂ X, ρ
X

[x;U ] � ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà U ; h+
X

[U1;U ] ≡ sup
x∈U1

ρ
X

[x, U ] � ïîëóîòêëîíåíèå ïî Õàóñäîð�ó

îò ìíîæåñòâà U1 äî ìíîæåñòâà U ;

h
X

[U1;U ] = max{h+
X

[U1;U ]; h+
X

[U ;U1]}

� ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîð�ó ìåæäó ìíîæåñòâàìè U1 è U ; 2X � ìíîæåñòâî âñåõ íåïó-

ñòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X; C

n[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

�óíêöèé x : [a, b] → R
n
ñ íîðìîé

‖x‖
C

n = max{|x(t)| : t ∈ [a, b]};

R
n
� n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ñòîëáöîâ ñ åâêëèäîâîé íîðìîé | · |; omp[Rn] �

ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà R
n
; µ �
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ìåðà Ëåáåãà íà R; U ⊂ R � èçìåðèìîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ìåðîé µ(U) > 0;
L

n(U) � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ �óíêöèé x : U → R
n
ñ íîðìîé

‖x‖
L

n(U) =

∫

U

|x(s)|ds;

L

1
+(U) � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà L

1(U).
Ïóñòü tk ∈ [a, b) ⊂ R, k = 1, m (t1 < . . . < tm) � êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê. Îáîçíà÷èì

÷åðåç C̃

n
[a, b] ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [a, t1], (t1, t2] . . . (tm, b]

�óíêöèé x : [a, b] → R
n, èìåþùèõ ïðåäåëû ñïðàâà â òî÷êàõ tk, k = 1, m, ñ íîðìîé

‖x‖
C̃

n
[a,b] = sup

{
|x(t)| : t ∈ [a, b]

}
;

C̃

1

+[a, b] � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà C̃

1
[a, b].

Ïóñòü Φ ⊂ Ln[a, b]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Φ âûïóêëî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ (ðàç-

ëîæèìî), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Φ è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà e ⊂ [a, b] âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

χ(e)x+ χ([a,b]\e)y ∈ Φ,

ãäå χ(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sw(Ln[a, b])
(
Q(Ln[a, b])

)
ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ

çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïî ïåðåêëþ÷åíèþ (íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ñóììèðó-

åìûìè �óíêöèÿìè) ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà L

n[a, b].
Ïóñòü Φ� íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà L

n[a, b]. Âûïóêëîé ïî ïåðåêëþ÷åíèþ
îáîëî÷êîé swΦ ìíîæåñòâà Φ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà

y = χ(U1)x1 + χ(U2)x2 + . . .+ χ(Ul)xl, (1.1)

ãäå xi ∈ Φ, l � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ïðîèçâîëüíûå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà Ui,

i = 1 . . . l, îñóùåñòâëÿþò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], òî åñòü Ui

⋂
Uj = ∅ ïðè i 6= j è

l⋃
i=1

Ui = [a, b] , χ(U) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà U . Ïóñòü, äàëåå, swΦ �

çàìûêàíèå ìíîæåñòâà swΦ â ïðîñòðàíñòâå L
n[a, b].

Îáîçíà÷èì Ω
(
Q(Ln(U))

)
ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ñóì-

ìèðóåìûìè �óíêöèÿìè ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà L

n(U).

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü Φ ∈ Sw(Ln[a, b]). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ u ∈ L
1
+[a, b],

÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈ Φ è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ϕ(t)| 6 u(t).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ϕi ∈ Φ òàêîâà, ÷òî

lim
i→∞

‖ϕi‖
L

n[a,b] = ‖Φ‖
L

n[a,b], (1.2)

ãäå ‖Φ‖
L

n[a,b] = max
ϕ∈Φ

‖ϕ‖
L

n[a,b]. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíê-

öèé ϕ̃i ∈ Φ, i = 1 . . ., äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.2) è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

|ϕ̃1(t)| 6 |ϕ̃2(t)| 6 |ϕ̃3(t)| 6 . . . 6 |ϕ̃i(t)| 6 |ϕ̃i+1(t)| 6 . . .. (1.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ϕ̃1 = ϕ1 è

ϕ̃i+1 = χ(Ui)ϕ̃i + χ([a, b] \ Ui)ϕi+1,
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ãäå Ui =
{
t ∈ [a, b] : |ϕ̃i(t)| > |ϕi+1(t)|

}
. Òàê êàê Φ ∈ Sw(Ln[a, b]), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ϕ̃i ∈ Φ, i = 1, 2 . . . , è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà (1.3), äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖ϕ̃i‖
L

n[a,b] > ‖ϕi‖
L

n[a,b].

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ̃i óäî-

âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.2). Äàëåå, îïðåäåëèì èçìåðèìóþ �óíêöèþ u : [a, b] → [0,∞)
ðàâåíñòâîì

u(t) = lim
i→∞

|ϕ̃i(t)|. (1.4)

Òàê êàê ìíîæåñòâî Φ îãðàíè÷åíî â L

n[a, b], òî ñîãëàñíî ëåììå Ôàòó (ñì. [6℄) �óíêöèÿ u

ïðèíàäëåæèò L1
+[a, b]. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè u è ðàâåíñòâà (1.2) ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∫

U

u(t) dt = ‖swΦ‖
L

n(U), (1.5)

ãäå ‖swΦ‖
L

n[a,b] = max
ϕ∈swΦ

‖ϕ‖
L

n[a,b]. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ u, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíè-

åì (1.4), óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Òîãäà íàéäóòñÿ �óíêöèÿ ϕ ∈ Φ è èçìåðèìîå ìíîæåñòâî U1 ⊂ [a, b] (µ(U1) > 0), ÷òî äëÿ
ëþáîãî t ∈ U1 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |ϕ(t)| > u(t). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

∫

U1

|ϕ1(t)| dt >

∫

U1

u(t) dt,

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (1.5).

Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü Φ ∈ Sw(Ln[a, b]), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕi ∈ Φ, i = 1 . . ., ïëîòíàÿ
â Φ è èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå F : [a, b] → omp[Rn] îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

F (t) = {ϕi(t), i = 1 . . .} .

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

S(F (·)) = Φ,

ãäå S(F (·)) = {ϕ(·) ∈ L

n[a, b] : ϕ(t) ∈ F (t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ϕi ∈ S(F (·)), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕi, i = 1 . . .,
ïëîòíà â Φ, òî â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà Φ ïîëó÷àåì âëîæåíèå Φ ⊂ S(F (·)). Äî-
êàæåì òåïåðü, ÷òî S(F (·)) ⊂ Φ. Ïóñòü x ∈ S(F ). Îáîçíà÷èì äëÿ êàæäûõ k, i = 1 . . .
èçìåðèìûå ìíîæåñòâà

Ek
i =

{
t ∈ [a, b] : |x(t)− ϕi(t)| 6

1

k

}
.

Ïóñòü Ẽk
1 = Ek

1 è Ẽk
i = Ek

i \
i−1⋃
j=1

Ek
j äëÿ i = 2 . . . . Òîãäà Ẽk

i

⋂
Ẽk

j = ∅, åñëè i 6= j.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ F : [a, b] → omp[Rn], äëÿ ëþáîãî k = 1 . . . èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

µ

(
∞⋃

i=1

Ẽk
i

)
= b− a. (1.6)
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Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ �óíêöèé xk : [a, b] → R
n, k = 1 . . ., ðàâåí-

ñòâàìè

xk(t) =





ϕi(t), åñëè t ∈ Ẽk
i , i = 1 . . . k,

ϕ1(t), åñëè t ∈ [a, b] \
k⋃

i=1

Ẽk
i .

Èç âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà Φ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1 . . .
xk ∈ Φ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåììå 1.1 è îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâ Ẽk

i , äëÿ �óíêöèè xk

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖x− xk‖Ln[a,b] 6
b− a

k
+ 2

∫

[a,b]\
k⋃

i=1

Ẽk
i

u(t) dt, (1.7)

ãäå �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.1. Èç ðàâåíñòâà (1.6) è ñîîòíîøå-

íèÿ (1.7) ñëåäóåò, ÷òî xk → x â ïðîñòðàíñòâå L
n[a, b] ïðè k → ∞. Òàê êàê ìíîæåñòâî Φ

çàìêíóòî, òî x ∈ Φ è, ñëåäîâàòåëüíî, S(F (·)) ⊂ Φ. Òàêèì îáðàçîì, S(F (·)) = Φ. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ë å ì ì à 1.3. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Φ ⊂ L
n[a, b] ìíîæåñòâî swΦ âû-

ïóêëî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ (ñì. [11℄).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y1, y2 ∈ swΦ è U ⊂ [a, b]� èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Íå óìåíüøàÿ

îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

yi = χ(U i
1)x

i
1 + χ(U i

2)x
i
2 + . . .+ χ(U i

l )x
i
l, (1.8)

ãäå xi
j ∈ Φ, j = 1 . . . l, i = 1, 2, èçìåðèìûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà U i

j ⊂ [a, b]

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ [a, b] =
l⋃

j=1

U i
j , i = 1, 2 (åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ

�óíêöèè y1 è y2 íå ðàâíû, òî íåäîñòàþùèå ñëàãàåìûå ìîæíî äîáàâèòü ïðîèçâîëüíûìè

�óíêöèÿìè èç ìíîæåñòâà Φ, óìíîæåííûìè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè ïóñòûõ

ìíîæåñòâ). Äàëåå, èç ðàâåíñòâà

χ(U)y1 + χ([a, b] \ U)y2 =
l∑

i=1

χ(U ∩ U1
i )x

1
i +

l∑

i=1

χ(([a, b] \ U) ∩ U2
i )x

2
i

âûòåêàåò, ÷òî χ(U)y1 + χ([a, b] \ U)y2 ∈ swΦ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî swΦ âûïóêëî

ïî ïåðåêëþ÷åíèþ.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Φ ⊂ Ln[a, b] îãðàíè÷åíî, òî ìíîæåñòâî swΦ,

âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü è íåîãðàíè÷åííûì.

Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

sw(BLn[a,b](0, 1)) = L
n[a, b], (1.9)

ãäå BLn[a,b](0, 1) � îòêðûòûé øàð ïðîñòðàíñòâà L
n[a, b] ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 è ðàäèóñîì 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z ∈ L
n[a, b], è ïóñòü èçìåðèìûå ìíîæåñòâà ei, i = 1 . . . l, îáëàäà-

þò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ei
⋂

ej = ∅, åñëè i 6= j,
l⋃

i=1

ei = [a, b] è äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . l

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∫

ei

|z(s)| ds < 1. Òîãäà �óíêöèè zi = χ(ei)z ∈ BLn[a,b](0, 1),

i = 1 . . . l, è óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

z = χ(e1)z1 + χ(e2)z2 + . . .+ χ(el)zl.
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Ïîýòîìó z ∈ sw(BLn[a,b](0, 1)) è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî (1.9).
Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (1.9) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñóììèðóåìûõ ñ p-îé

ñòåïåíüþ �óíêöèé (Ln
p [a, b]), òàê êàê øàð â ïðîñòðàíñòâå L

n
p [a, b] ñëàáî ïðåäêîìïàê-

òåí â ïðîñòðàíñòâå L
n[a, b]. Ïîýòîìó åñëè ìíîæåñòâî Φ ⊂ L

n
p [a, b] ñëàáî ïðåäêîìïàêòíî

â ïðîñòðàíñòâå L
n[a, b], òî ìíîæåñòâî swΦ ìîæåò è íå îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî âûïóêëî â ïðîñòðàíñòâå Ln[a, b], òî îíî,

âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò è íå áûòü âûïóêëûì ïî ïåðåêëþ÷åíèþ. Øàð BLn[a,b](0, 1) îáëàäàåò òà-

êèì ñâîéñòâîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Φ ⊂ L
n[a, b] îãðàíè÷åíî ñóììèðóåìîé

�óíêöèåé, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ϕΦ ∈ L
1
+[a, b], ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Φ ïðè ïî÷òè âñåõ

t ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |x(t)| 6 ϕΦ(t).
Ç à ì å ÷ à í è å 3. Åñëè ìíîæåñòâî Φ ⊂ Ln[a, b] îãðàíè÷åíî ñóììèðóåìîé �óíêöèåé, òî

ñîãëàñíî ëåììå 1.2 äëÿ swΦ ∈ Sw(Ln[a, b]) íàéäåòñÿ èçìåðèìîå îãðàíè÷åííîå ñóììèðóåìîé

�óíêöèåé îòîáðàæåíèå FswΦ : [a, b] → omp[Rn], äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

swΦ = S(FswΦ(·)). (1.10)

Ë å ì ì à 1.4. Åñëè ìíîæåñòâî Φ ⊂ L
n[a, b] âûïóêëî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ, òî swΦ = Φ

(ñì. [11℄).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî Φ ⊂ swΦ. Ïîêàæåì, ÷òî swΦ ⊂ Φ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîãî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà ëþáûå êîìáèíà-

öèè âèäà (1.1), ñîñòîÿùèå èç ñóììû ïðîèçâåäåíèé äâóõ ýëåìåíòîâ x1, x2∈Φ íà çíà÷åíèÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè îò äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ U1, U2 ⊂ [a, b], îñóùåñòâ-
ëÿþùèõ ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Φ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîì-

áèíàöèè âèäà (1.8) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Φ ïðè i = m. Ïóñòü x1, x2, . . . , xm+1 ∈ Φ
è èçìåðèìûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà U1,U2, . . . ,Um+1 ⊂ [a, b] óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ [a, b] =
m+1⋃
i=1

Ui. Îáîçíà÷èì

z = χ(U2

⋃
U1)x2 + χ(U3)x3 + · · ·+ χ(Um+1)xm+1.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè z ∈ Φ, è ïîýòîìó

χ(U1)x1 + χ([a, b] \ U1)z ∈ Φ.

Òàê êàê

χ([a, b] \ U1)z = χ(U2)x2 + χ(U3)x3 + · · ·+ χ(Um+1)xm+1,

òî

χ(U1)x1 + χ(U2)x2 + · · ·+ χ(Um+1)xm+1 ∈ Φ.

Ñëåäîâàòåëüíî, swΦ ⊂ Φ. Èç âêëþ÷åíèé swΦ ⊂ Φ è Φ ⊂ swΦ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

swΦ = Φ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè Φ ⊂ L
n[a, b], òî ìíîæåñòâî swΦ � íàèìåíüøåå âûïóêëîå

ïî ïåðåêëþ÷åíèþ (ðàçëîæèìîå) ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Φ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìíîæåñòâî U ⊂ L
n[a, b] âûïóêëî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ è óäî-

âëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ Φ ⊂ U . Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.4 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Φ ⊂ swΦ ⊂ swU = U .

Ë å ì ì à 1.5. Åñëè ìíîæåñòâî Φ ⊂ L
n[a, b] âûïóêëî, òî ìíîæåñòâî swΦ òàêæå

âûïóêëî â ïðîñòðàíñòâå L
n[a, b] (ñì. [11℄).
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y1, y2 ∈ swΦ è ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàâåíñòâà (1.8). Òîãäà èç

âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Φ ⊂ L
n[a, b] è ðàâåíñòâà

λy1 + (1− λ)y2 =

m∑

i,j=1

χ(U1
i ∩ U2

j )(λx
1
i + (1− λ)x2

j )

äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå λy1 + (1 − λ)y2 ∈ swΦ. Òàêèì îáðàçîì,

ìíîæåñòâî swΦ âûïóêëî.

Ç à ì å ÷ à í è å 4. Åñëè ìíîæåñòâî Φ ∈ Q (Ln[a, b]) , òî ïîñòðîåíèå swΦ ýêâèâàëåíòíî íàõîæ-

äåíèþ èçìåðèìîãî îãðàíè÷åííîãî ñóììèðóåìîé �óíêöèåé îòîáðàæåíèÿFswΦ : [a, b] → omp[Rn],

óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (1.10) (ñì. çàìå÷àíèå 1.3). Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïî-

ñòðîåíèå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîùå, ÷åì íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà swΦ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ óñòà-

íîâëåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâàìè Φ1,Φ2 ⊂ Ln[a, b] è èõ âûïóêëûìè ïî

ïåðåêëþ÷åíèþ îáîëî÷êàìè (ñì. ëåììó 1.5) óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì âûïóêëîé ïî

ïåðåêëþ÷åíèþ îáîëî÷êè ìíîæåñòâà.

Ë å ì ì à 1.6. Ïóñòü v ∈ L
n(U), (U ⊂ [a, b]), ìíîæåñòâî Φ ⊂ L

n[a, b] âûïóêëî ïî

ïåðåêëþ÷åíèþ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ U1,U2 ⊂ U ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ U1

⋃
U2 = U , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρLn(U)[v,Φ] = ρLn(U1)[v,Φ] + ρLn(U2)[v,Φ]. (1.11)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε > 0 è y ∈ Φ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖v − y‖Ln(U)<ρLn(U)[v,Φ] + ε.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî

ρLn(U1)[v,Φ] + ρLn(U2)[v,Φ] 6 ‖v − y‖Ln(U1) + ‖v − y‖Ln(U2) < ρLn(U)[v,Φ] + ε.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

ρLn(U1)[v,Φ] + ρLn(U2)[v,Φ] 6 ρLn(U)[v,Φ]. (1.12)

Äàëåå, äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü yi ∈ Φ|Ui
, i = 1, 2, ãäå Φ|Ui

�

ìíîæåñòâî âñåõ ñóæåíèé îòîáðàæåíèé èç Φ íà Ui, i = 1, 2, òàêèå, ÷òî

‖v − yi‖Ln(Ui) < ρLn(Ui)[v,Φ] +
ε

2
, i = 1, 2. (1.13)

Â ñèëó âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà Φ îòîáðàæåíèå y : U → R, îïðåäåëåííîå

ðàâåíñòâîì y(t) =

{
y1(t), åñëè t ∈ U1,

y2(t), åñëè t ∈ U2,
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Φ|U . Ïîýòîìó èç

íåðàâåíñòâà (1.13) ïîëó÷àåì îöåíêó

ρLn(U)[v,Φ] 6 ‖v − y‖Ln(U) < ρLn(U1)[v,Φ] + ρLn(U2)[v,Φ] + ε.

Îòñþäà

ρLn(U)[v,Φ] 6 ρLn(U1)[v,Φ] + ρLn(U2)[v,Φ]. (1.14)

Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.12), (1.14), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.11).
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Ë å ì ì à 1.7. Ïóñòü ìíîæåñòâà Φ1,Φ2 ∈ Q(Ln[a, b]), è ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ

�óíêöèÿ ω ∈ L
1
+[a, b], ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

h+
Ln(U)[Φ1,Φ2] 6

∫

U

ω(s) ds. (1.15)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî U ⊂ [a, b] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

h+
Ln(U)[sw Φ1, swΦ2] 6

∫

U

ω(s) ds (1.16)

(ñì. [11℄).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü U ⊂ [a, b] � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî µ(U) > 0. Ïóñòü
z ∈ swΦ1, è ïóñòü �óíêöèè zi ∈ Φ1, i = 1 . . .m, è íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçìåðèìûå ìíîæå-

ñòâà ẽi ⊂ [a, b], i = 1 . . .m, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå [a, b] =
m⋃
i=1

ẽi, óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâó

z = χ(ẽ1)z1 + χ(ẽ2)z2 + . . .+ χ(ẽm)zm. (1.17)

Äàëåå, ñóæåíèÿ �óíêöèé z, zi, i = 1 . . .m, íà U áóäåì îáîçíà÷àòü ýòèìè æå áóêâàìè,

à ei = ẽi ∩ U , i = 1 . . .m. Èç ðàâåíñòâà (1.17) è ëåìì 1.3, 1.6 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

ρLn(U)[z, sw Φ2] =
m∑

i=1

ρLn(ei)[zi, swΦ2] 6
m∑

i=1

ρLn(ei)[zi; Φ2]. (1.18)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.15) äëÿ ëþáîãî i = 1 . . .m ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρLn(ei)[zi,Φ2] 6

∫

ei

ω(s) ds. (1.19)

Èç íåðàâåíñòâ (1.18) è (1.19) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

ρLn(U)[z, swΦ2] 6

∫

U

ω(s) ds. (1.20)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (1.20) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî z ∈ swΦ1, òî èç îöåíêè (1.20) ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî (1.16). Ëåììà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å 5. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ω ∈ L+[a, b] â íåðàâåíñòâå (1.15) äàåò ðàâíîìåð-

íóþ îöåíêó ïîëóîòêëîíåíèÿ ìíîæåñòâ Φ1,Φ2 ∈ Q(Ln[a, b]) îòíîñèòåëüíî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

U ⊂ [a, b].

Ç à ì å ÷ à í è å 6. Ñîîòíîøåíèå (1.16) áóäåò ñïðàâåäëèâûì, åñëè â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-

ñòâà áóäóò ñòîÿòü çàìûêàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ln[a, b] âûïóêëûõ ïî ïåðåêëþ÷åíèþ îáîëî÷åê

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ.

Äàëåå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ: C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) îãðà-

íè÷åíî ñóììèðóåìîé �óíêöèåé íà ìíîæåñòâå K ⊂ C̃
n[a, b], åñëè îáðàç Φ(K) îãðàíè÷åí

ñóììèðóåìîé �óíêöèåé.

Ïî çàäàííîìó ìíîãîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ Φ : C̃
n[a, b] → Q(Ln[a, b]) îïðåäåëèì

îïåðàòîð Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) ðàâåíñòâîì

Φ̃(x) = swΦ(x). (1.21)

Îòîáðàæåíèå Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) áóäåì íàçûâàòü îâûïóêëåííûì ïî ïåðåêëþ÷å-

íèþ îòîáðàæåíèåì.

Îòìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]), âîîáùå ãî-

âîðÿ, íå âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]), îïðåäåëåííîãî
ðàâåíñòâîì (1.21).
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü U ⊂ C̃
n
[a, b]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

P : U × U → L1
+[a, b]

ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå íà äèàãîíàëè U×U, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ U èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî P (x, x) = 0; ñèììåòðè÷íî íà ìíîæåñòâå U, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ U âûïîëíÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèå P (x, y) = P (y, x); íåïðåðûâíî ïî âòîðîìó àðãóìåíòó â òî÷êå (x, x),
ïðèíàäëåæàùåé äèàãîíàëè U × U, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yi(∈ U) → x

â ïðîñòðàíñòâå C̃

n
[a, b] ïðè i → ∞ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (x, x) = lim

i→∞
P (x, yi); íåïðå-

ðûâíî ïî âòîðîìó àðãóìåíòó íà äèàãîíàëè U × U, åñëè îíî íåïðåðûâíî ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó â êàæäîé òî÷êå äèàãîíàëè U × U. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü

ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó íà äèàãîíàëè U × U.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ïóñòü U ⊂ C̃
n
[a, b]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

P : U × U → L1
+[a, b]

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè Ã, B̃, C íà U, åñëè îíî ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå íà äèàãîíàëè

U × U, êðîìå òîãî: åñëè îíî íåïðåðûâíî ïî âòîðîìó àðãóìåíòó íà íåé, òî îíî îáëàäàåò

ñâîéñòâîì Ã; åñëè íåïðåðûâíî ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó íà íåé, òî îáëàäàåò ñâîéñòâîì B̃;
åñëè íåïðåðûâíî íà íåé è ñèììåòðè÷íî, òî îáëàäàåò ñâîéñòâîì C.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.7, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè îâûïóê-

ëåííîãî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ îòîáðàæåíèÿ Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]), îïðåäåëåííîãî ðàâåí-
ñòâîì (1.21).

Òå î ð å ì à 1.1. Ïóñòü U ⊂ C̃
n[a, b], è ïóñòü äëÿ îòîáðàæåíèÿ

Φ: C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b])

íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå

P : U × U → L
1
+[a, b],

÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ U è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

h+
Ln(U)[Φ(x),Φ(y)] 6 ‖P (x, y)‖L1(U). (1.22)

Òîãäà äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φ̃ : C̃
n
[a, b] → Sw(Ln[a, b]), îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì (1.21), äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ U è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (1.22),

â êîòîðîé Φ(·) ≡ Φ̃(·).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1 îòîáðàæåíèå

P : U × U → L
1
+[a, b]

îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ã (B̃, C) íà ìíîæåñòâå U ⊂ C̃
n[a, b], òî îâûïóêëåííîå ïî ïåðå-

êëþ÷åíèþ îòîáðàæåíèå Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]), îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1.21), ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñíèçó (ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, íåïðåðûâíî) ïî Õàóñäîð�ó íà ìíîæåñòâå

U ⊂ C̃
n[a, b].
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Îòîáðàæåíèå P : U × U → L
1
+[a, b] äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b],

óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (1.22), áóäåì íàçûâàòü ìàæîðàíòíûì äëÿ îòîáðàæåíèÿ

Φ: C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b]) íà ìíîæåñòâå U , èëè ïðîñòî ìàæîðàíòíûì.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå Fi : [a, b] × R
n → omp[Rn], i = 1, 2, äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé

�óíêöèè x ∈ C̃
n
[a, b] ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìî è îãðàíè÷åíî ñóììèðóåìîé �óíêöèåé

äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà K ⊂ R
n. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå

M : C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b]),

çàäàííîå ðàâåíñòâîì

M(x) = N1(x)
⋃

N2(x), (1.23)

ãäå îòîáðàæåíèÿ Ni : C̃
n
[a, b] → Sw(Ln[a, b]), i = 1, 2, � îïåðàòîðû Íåìûöêîãî, ïîðîæ-

äåííûå �óíêöèÿìè Fi : [a, b]× R
n → omp[Rn], i = 1, 2, è îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè

Ni(x) = {y ∈ Ln[a, b] : y(t) ∈ Fi(t, x(t)) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]}.

Äëÿ îïåðàòîðà M : C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b]), èìåþùåãî âèä (1.23), ìàæîðàíòíîå îòîáðàæå-

íèå P̃ : C̃
n
[a, b]× C̃

n
[a, b] → L

1
+[a, b] ìîæíî çàäàòü ðàâåíñòâîì

P̃ (x, y)(t) = max{h+[F1(t, x(t)), F1(t, y(t))]; h
+[F2(t, x(t)), F2(t, y(t))]}. (1.24)

Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð P̃ (·, ·), èìåþùèé âèä (1.24), ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíò-

íûì è äëÿ îòîáðàæåíèÿ M̃ : C̃
n
[a, b] → Sw(Ln[a, b]), îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèåì (1.21),

â êîòîðîì Φ(·) ≡ M(·).
Êðîìå òîãî, èç ñëåäñòâèÿ 1.2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ

Fi : [a, b]× R
n → omp[Rn], i = 1, 2,

ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó (ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, íåïðåðûâíû) ïî Õàóñäîð�ó ïî âòîðî-

ìó àðãóìåíòó, òî îâûïóêëåííîå ïî ïåðåêëþ÷åíèþ îòîáðàæåíèå

M̃ : C̃
n
[a, b] → Sw(Ln[a, b])

ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó (ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, íåïðåðûâíî) ïî Õàóñäîð�ó.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

Φ: C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b])

îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ã (B̃, C), åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ìàæîðàíòíîå îòîáðàæåíèå

P : C̃
n
[a, b]× C̃

n
[a, b] → L

1
+[a, b],

óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó Ã (B̃, C).

Â ïðîñòðàíñòâå C̃

n
[a, b] ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû Àðöåëà�Àñêîëè.

Ë å ì ì à 1.8. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ C̃

n
[a, b], i = 1 . . . , îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . âûïîëíÿåòñÿ
îöåíêà ‖xi‖

C̃

n
[a,b] 6 M ;
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(2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ t, τ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó

èç èíòåðâàëîâ [a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t−τ | < δ,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |xi(t)− xi(τ)| < ε äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . .

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ C̃

n
[a, b] è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü xij , j = 1 . . . , ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi ∈ C̃

n
[a, b], i = 1 . . ., ÷òî

lim
i→∞

‖xij − x‖
C̃

n
[a,b] = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçðûâ �óíêöèé ìîæåò áûòü òîëüêî

â îäíîé òî÷êå t1 ∈ (a, b). Äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâîâ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.
Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû íà îòðåçêå [a, t1] ìîæíî âûäåëèòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi; íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi íà îòðåçêå [a, t1] ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè x.

Äàëåå, ïðîäîëæèì �óíêöèþ x íà èíòåðâàë (t1, b] ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì

îòðåçêè [t1 +
1
j
, b] (t1 + 1 < b), j = 1 . . . . Âîçüìåì îòðåçîê [t1 + 1, b] è âûäåëèì ðàâíîìåð-

íî ñõîäÿùóþñÿ íà îòðåçêå [t1 + 1, b] ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi,

i = 1 . . .. Ïóñòü ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi(1), i(1) = 1 . . .. Äàëåå âîçüìåì îòðåçîê

[t1 +
1
2
, b] è âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi(1), i(1) = 1 . . ., ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà

îòðåçêå [t1+
1
2
, b] ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi(2), i(2) = 1 . . ..

Ïðîäîëæàÿ òàêîé ïðîöåññ äàëüøå, îïðåäåëèì �óíêöèþ x : [a, b] → R
n
. Ïðè ïîìîùè

äèàãîíàëüíîãî ïðîöåññà ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ íà

îòðåçêå [a, t1] è íà ëþáîì �èêñèðîâàííîì îòðåçêå [t1+
1
j
, b], j = 1 . . . , ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî ê �óíêöèè x. Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi,

i = 1 . . ., îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b]

lim
i→∞

xi(t) = x(t). (1.25)

Ïîêàæåì, ÷òî x ∈ C̃
n
[a, b] è lim

i→∞
‖xi − x‖

C̃

n
[a,b] = 0. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî lim

i→∞
xi(t1 + 0)

ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü xij (t1+0) → A1 ïðè j → ∞
è xik(t1 + 0) → A2 ïðè k → ∞ (A1 6= A2). Ïóñòü ε > 0, è ïóñòü δ > 0 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî

ïðè t, τ ∈ (t1, t1 + δ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|xi(t)− xi(τ)| < ε (1.26)

äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . (òàêîå δ ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 äàííîé ëåììû). Ïåðåõîäÿ

â íåðàâåíñòâå (1.26) ê ïðåäåëó ïðè t → t1 + 0, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ (t1, t1 + δ)
è ëþáîãî i = 1 . . . ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|xi(t1 + 0)− xi(τ)| 6 ε. (1.27)

Òàê êàê èìåþò ìåñòî îöåíêè

|A1 −A2| 6 |A1 − x(τ)|+ |A2 − x(τ)| 6 |A1 − xij (τ)|+ |A2 − xik(τ)|+

+ |xij(τ)− x(τ)|+ |xik(τ)− x(τ)| 6 |A1 − xij (t1 + 0)|+ |xij (t1 + 0)− xij (τ)|+

+ |A2 − xik(t1 + 0)|+ |xik(t1 + 0)− xik(τ)|+ |xij (τ)− x(τ)| + |xik(τ)− x(τ)|,

òî, ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè j → ∞ è k → ∞ è ó÷èòûâàÿ îöåí-

êó (1.27), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå |A1 − A2| 6 2ε. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò,
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÷òî lim
i→∞

xi(t1+0) ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðåäåë x(t1+0) ñóùåñòâóåò. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü δ > 0 òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ t, τ ∈ (t1, t1+ δ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.26)
äëÿ ëþáîãî i = 1 . . .. Ïóñòü t, τ ∈ (t1, t1 + δ). Òîãäà

|x(t)− x(τ)| 6 |x(t)− xi(t)|+ |xi(t)− xi(τ)|+ |xi(τ)− x(τ)|.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè i → ∞ è ó÷èòûâàÿ (1.25), (1.26),

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

|x(t)− x(τ)| 6 ε. (1.28)

Èç íåðàâåíñòâà (1.28) âûòåêàåò, ÷òî ïðåäåë x(t1 + 0) ñóùåñòâóåò.
Äîêàæåì, ÷òî

x(t1 + 0) = lim
i→∞

xi(t1 + 0). (1.29)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äëÿ çàäàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ èç èí-

òåðâàëà (t1, t1 + δ) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (1.27) ïðè ëþáîì i = 1 . . . , òî, ïåðåõîäÿ â íåðà-

âåíñòâå (1.27) ê ïðåäåëó ïðè i → ∞ è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (1.25), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî τ ∈ (t1, t1 + δ) èìååò ìåñòî îöåíêà

| lim
i→∞

xi(t1 + 0)− x(τ)| 6 ε. (1.30)

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (1.30) ê ïðåäåëó ïðè τ → t1 + 0, ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî (1.29).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
i→∞

‖xi − x‖
C̃

n
[a,b] = 0. (1.31)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü t̃j ∈ [a, b], ÷òî äëÿ ëþáîãî j = 1 . . . èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

|xij (t̃j)− x(t̃j)| > ε. (1.32)

Ïóñòü t0 ∈ [a, b] � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t̃j , j = 1 . . .. Åñëè t0 6= t1, òî

äëÿ ëþáîãî j = 1 . . . ïîëó÷àåì îöåíêè

|xij (t̃j)− x(t̃j)| 6 |xij(t̃j)− xij (t0)|+ |xij (t0)− x(t0)|+ |x(t0)− x(t̃j)|.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó è ó÷èòûâàÿ (1.25), à òàêæå ðàâíîñòåïåííóþ

íåïðåðûâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi è íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè x â òî÷êå t0, ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî

lim
j→∞

|xij (t̃j)− x(t̃j)| = 0. (1.33)

�àâåíñòâî (1.33) ïðîòèâîðå÷èò îöåíêàì (1.32). Ïóñòü òåïåðü t0 = t1, åñëè t̃j < t0,

j = 1 . . ., òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.33), êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåí-

ñòâàì (1.32). Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáîãî j = 1 . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî t1 < t̃j. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî j = 1 . . . ïîëó÷àåì îöåíêè

|xij (t̃j)− x(t̃j)| 6 |xij(t̃j)− xij (t1 + 0)|+ |xij (t1 + 0)− x(t1 + 0)|+ |x(t1 + 0)− x(t̃j)|.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè j → ∞ è ó÷èòûâàÿ (1.27) è (1.29), ïî-

ëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.33), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îöåíêàì (1.32). Èòàê, ðàâåíñòâî (1.31) ñïðà-

âåäëèâî. Ëåììà äîêàçàíà.
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�àññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Pr : R
n → R

n, çàäàííîå ðàâåíñòâîì

Pr(x) =

{
x, åñëè |x| 6 r,
r
|x|
x, åñëè |x| > r.

(1.34)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Pr : C̃
n
[a, b] → C̃

n
[a, b] �îðìóëîé

(Prz)(t) = Pr(z(t)), (1.35)

ãäå îòîáðàæåíèå Pr : R
n → R

n
èìååò âèä (1.34).

Ë å ì ì à 1.9. Îòîáðàæåíèå Pr : C̃
n
[a, b] → C̃

n
[a, b], îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1.35),

íåïðåðûâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zi → z â ïðî-

ñòðàíñòâå C̃

n
[a, b] ïðè i → ∞. Ïîêàæåì, ÷òî Przi → Prz â ïðîñòðàíñòâå C̃

n
[a, b] ïðè

i → ∞. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêîå ε > 0 è òàêèå ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè zij ∈ C̃
n
[a, b] è tij ∈ [a, b], j = 1 . . ., äëÿ êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî j = 1 . . .

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Pr(zij (tij ))− Pr(z(tij ))| > ε. (1.36)

Ïóñòü t0 ∈ [a, b] � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè tij ∈ [a, b], j = 1 . . .. Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî tij → t0 ïðè j → ∞. Ïóñòü t0 6= tk, k = 1 . . .m.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
j→∞

zij (tij ) = z(t0). (1.37)

Òàê êàê

|Pr(zij (tij ))− Pr(z(tij ))| 6 |Pr(zij (tij ))− Pr(z(t0))|+ |Pr(z(t0))− Pr(z(tij ))|,

òî, ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè j → ∞ è ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü

îòîáðàæåíèÿ Pr : R
n → R

n, îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì (1.34), à òàêæå ðàâåíñòâî (1.37),

ïîëó÷èì

lim
j→∞

|Pr(zij (tij ))− Pr(z(tij ))| = 0, (1.38)

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îöåíêàì (1.36).

Ïóñòü òåïåðü t0 ðàâíî îäíîé èç òî÷åê tk, k = 1 . . .m. Òîãäà, åñëè tij 6 t0, j = 1 . . ., ðà-
âåíñòâî (1.37) âûïîëíÿåòñÿ. Èç (1.37) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.38), ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò

îöåíêàì (1.36).

Ïóñòü òåïåðü t0 < tij , j = 1 . . .. Â ñèëó òîãî, ÷òî zi → z â ïðîñòðàíñòâå C̃
n
[a, b] ïðè i →

∞, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî lim
j→∞

zij (tij ) = z(t0 + 0), èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.38).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îöåíêàì (1.36). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Pr : C̃
n
[a, b] → C̃

n
[a, b],

èìåþùåå âèä (1.35), íåïðåðûâíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ë å ì ì à 1.10. Ïóñòü B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü îãðàíè÷åííûå ìíîæå-

ñòâà A1, A2, B1, B2 ⊂ B. Îáîçíà÷èì K1 = A1

⋃
B1, K2 = A2

⋃
B2. Òîãäà

hB[K1,K2] 6 max{hB[A1, A2], hB[B1, B2]}. (1.39)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ K1. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ρ[x,K2] 6 ρ[x,A2], (1.40)

ρ[x,K2] 6 ρ[x,B2]. (1.41)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóîòêëîíåíèÿ ïî Õàóñäîð�ó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
y(ε) ∈ K1 òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ρ[y(ε),K2] > h+
B[K1,K2]− ε. (1.42)

Òàê êàê y(ε) ∈ K1 = A1

⋃
B1, òî y(ε) ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ëèáî ìíîæåñòâó A1, ëèáî B1.

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (1.40), (1.41) âûòåêàåò

ρ[y(ε),K2] 6 max{h+
B[A1, A2], h

+
B[B1, B2]}.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.42) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max{h+
B[A1, A2], h

+
B[B1, B2]} > h+

B[K1,K2]− ε.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì

h+
B[K1,K2] 6 max{h+

B[A1, A2], h
+
B[B1, B2]}.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

h+
B[K2,K1] 6 max{h+

B[A2, A1], h
+
B[B2, B1]}.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ ïî Õàóñäîð�ó ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî (1.39). Ëåììà äîêàçàíà.

Îïåðàòîð Γ : C̃
1
+[a, b] → L

1
+[a, b] ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì âîëüòåððîâûì îïåðàòîðîì

(ñì. [7℄), åñëè èç óñëîâèÿ x|τ = y|τ , τ ∈ (a, b), ñëåäóåò ðàâåíñòâî (Γ(x))|τ = (Γ(y))|τ , ãäå
z|τ � ñóæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè z íà îòðåçîê [a, τ ], è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] èç

íåðàâåíñòâà x(t) 6 y(t) ñëåäóåò îòíîøåíèå (Γ(x))(t) 6 (Γ(y))(t) äëÿ âñåõ x, y ∈ C̃
1
+[a, b].

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ èì-

ïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè

ẋ = Γx,
∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1 . . .m,

x(a) = x0,

(1.43)

ãäå Γ: C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b]� íåïðåðûâíûé èçîòîííûé âîëüòåððîâ îïåðàòîð, Ik :R

1
+→R

1
+ �

íåóáûâàþùèå íåïðåðûâíûå �óíêöèè, ∆(x(tk)) = x(tk + 0)− x(tk), k = 1 . . .m.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1.43) áóäåì ïîíèìàòü âñÿêóþ �óíêöèþ x ∈ C̃
1
+[a, b], äëÿ êî-

òîðîé ïðè ëþáîì t ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x(t) = x0 +

∫ t

a

(Γx)(s) ds+

m∑

k=1

Ik(x(tk))χ(tk ,b](t). (1.44)

Îáîçíà÷èì M(x0, τ) � ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.43) íà îòðåçêå [a, τ ].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M(x0, τ) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî, åñëè íàé-

äåòñÿ òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî τ ∈ (a, b] íå ñóùåñòâóåò y ∈ M(x0, τ), äëÿ
êîòîðîãî ‖y‖

C̃1
+
[a,τ ] > r.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Ïóñòü x, y ∈ C̃
1
+[a, b]. Áóäåì ïèñàòü x < y (x 6 y), åñëè äëÿ

ëþáîãî t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî x(t) < y(t) (x(t) 6 y(t)).

Ë å ì ì à 1.11. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è(1.43)àïðèîðíî îãðàíè÷åíî è �óíê-

öèÿ y ∈ C̃
1
+[a, b] äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

y(t) 6 x0 +

∫ t

a

(Γy)(s) ds+

m∑

k=1

Ik(x(tk))χ(tk ,b]. (1.45)

Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ìíîæåñòâî

⋃
α∈(x0,x0+δ)

M(α, b) êîì-

ïàêòíî â C̃
1
+[a, b]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ (x0, x0 + δ) è ëþáîãî x ∈ M(α, b) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî y < x.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî åñëè g ∈ C̃
1
+[a, b], òî �óíêöèÿ ϕ(t) = g(t)+

+
m∑
k=1

Ik(g(tk))χ(tk ,b](t) îòëè÷àåòñÿ ïðè t ∈ (t1, t2] îò �óíêöèè g(t) íà âåëè÷èíó ¾ñêà÷êà¿

I1(g(t1)) = I1, ïðè t ∈ (t2, t3] � íà ñóììó ¾ñêà÷êîâ¿ I1(g(t1))+I2(g(t2)) = I1+I2 è òàê

äàëåå (ñì. ðèñ. 1).

t

g(t), ϕ(t)

0 a t1 t2 tm−1 tm b

I1

I2

Im

g(t)

ϕ(t)

�èñ. 1.

Ïóñòü �óíêöèÿ y ∈ C̃
1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.45). Îïðåäåëèì íåóáûâà-

þùóþ �óíêöèþ v(t) ∈ C̃
1

+[a, b] �îðìóëîé

v(t) = x0 +

∫ t

a

(Γy)(s) ds, t ∈ [a, b].

Òàê êàê ïðè t ∈ [a, t1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî y(t) 6 v(t), òî â ñèëó íåóáûâàíèÿ

�óíêöèé Ik : R
1
+ → R

1
+, k = 1 . . .m, ïðè âñåõ t ∈ [a, b] ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

y(t) 6 x0 +

∫ t

a

(Γy)(s) ds+

m∑

k=1

I(y(tk))χ(tk ,b](t) 6

6 v(t) +
m∑

k=1

I(v(tk))χ(tk ,b](t) = ṽ(t).

(1.46)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α ∈ (x0, x0+δ) è x ∈ M(α, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ṽ < x. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå x ∈ M(α, b) (α ∈
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(x0, x0 + δ)) è t̃ ∈ (a, b], ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ṽ(t̃) > x(t̃). Ïóñòü t̃ ïðèíàäëåæèò

ïîëóèíòåðâàëó (ti, ti+1], i = 0 . . .m (t0 = a, tm+1 = b). Òàê êàê ṽ(a) = x0, à x(a) = α

è x0 < α, òî íàéäåòñÿ òàêîå τ ∈ (a, t̃), ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, τ) èìåþò ìåñòî îöåíêà

ṽ(t) < x(t) è ðàâåíñòâî x(τ) = ṽ(τ).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî τ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó [a, t1]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåä-

ïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [a, τ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

x(t) > y(t). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå τ ∗ ∈ (a, τ), ÷òî ïðè âñåõ

t ∈ [a, τ ∗) x(t) > y(t) è x(τ ∗) = y(τ ∗). Èç îïðåäåëåíèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.43) è �óíê-

öèè ṽ(t) (ñì. îöåíêè (1.46)) äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, τ̃ ] ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

x(t)− y(t) > α− x0 +

∫ t

a

((Γx)(s)− (Γy)(s)) ds. (1.47)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, τ̃) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∫ t

a

((Γx)(s)− (Γy)(s)) ds > 0, (1.48)

òî èç îöåíêè (1.47) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî x(t)− y(t) > α−x0 > 0, èç êîòîðîãî âûòåêàåò,
÷òî x(τ ∗)− y(τ ∗) > 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó x(τ ∗) = y(τ ∗). Òàê êàê äëÿ ëþáîãî

t ∈ [a, τ) èìååò ìåñòî îöåíêà

x(t)− ṽ(t) = α− x0 +

∫ t

a

((Γx)(s)− (Γy)(s)) ds > α− x0,

òî x(τ)− ṽ(τ) > α− x0 > 0, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó x(τ) = ṽ(τ). Òàêèì îáðàçîì

äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, t1] èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

x(t) > ṽ(t) > y(t). (1.49)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî τ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ïîëóèíòåðâàëó (t1, t2]. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ïóñòü τ ∈ (t1, t2]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ τ ∗ ∈ (t1, τ ], ÷òî äëÿ ëþáîãî

t ∈ (t1, τ
∗) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâî x(t) > y(t) è ñîîòíîøåíèå x(τ ∗) = y(τ ∗). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî t ∈ (t1, τ
∗) ïîëó÷àåì îöåíêè

x(t)− y(t) > α− x0 +

∫ t

a

((Γx)(s)− (Γy)(s)) ds+
(
I1(x(t1))− I1(y(t1))

)
. (1.50)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî t ∈ (t1, τ
∗) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.48) è, êðîìå òîãî,

I1(x(t1))− I1(y(t1)) > 0,

òî èç îöåíêè (1.50) äëÿ ëþáîãî t ∈ (t1, τ
∗) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

x(t)− y(t) > α− x0 > 0,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó x(τ ∗) − y(τ ∗) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî t ∈ (t1, τ)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå x(t) > y(t). Äàëåå, èç îïðåäåëåíèé ðåøåíèÿ è �óíêöèè ṽ èç

ïðîñòðàíñòâà C̃
1
+[a, b] (ñì. (1.46)) ïðè ëþáîì t ∈ (t1, τ ] ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

x(t)− ṽ(t) = α− x0 +

∫ t

a

((Γx)(s)− (Γy)(s)) ds+
(
I1(x(t1))− I1(ṽ(t1))

)
. (1.51)
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Â ñèëó äîêàçàííîãî äëÿ ëþáîãî t ∈ (t1, τ ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.48). Êðîìå òîãî,

èç íåóáûâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ I1 : R
1
+ → R

1
+ è îöåíîê (1.49) ñëåäóåò, ÷òî

I1(x(t1))− I1(ṽ(t1)) > 0.

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (1.51) äëÿ ëþáîãî t ∈ (t1, τ) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

x(t)− ṽ(t) > α− x0 > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó x(τ)− ṽ(τ) = 0.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî τ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ïîëóèíòåðâàëó (ti, ti+1].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî α ∈ (x0, x0 + δ) è ëþáîãî x ∈ M(α, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ṽ < x, à òàê êàê y 6 ṽ, òî y < x. Ëåììà äîêàçàíà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u0 ∈ M(x0, b) � âåðõíåå ðåøåíèå çàäà-

÷è (1.43), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ M(x0, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x 6 u0.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è (1.43) ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü çàäà÷à (1.43) àïðèîðíî îãðàíè÷åíà. Äàëåå, ïóñòü ÷èñëî δ > 0
óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ ëåììû 1.11 è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ M(αi, b),

i = 1 . . ., ãäå αi ∈ (x0, x0 + δ) è lim
i→∞

αi = x0. Òîãäà lim
i→∞

xi â C̃
1
+[a, b] � âåðõíåå ðåøåíèå

çàäà÷è (1.43).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ M(αi, b),
i = 1 . . ., ñõîäèòñÿ (αi ∈ (x0, x0 + δ)). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.11 äëÿ ëþáîãî x ∈ M(x0, b)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x 6 xi, i = 1 . . ..

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
i→∞

xi � âåðõíåå ðåøåíèå

çàäà÷è (1.43). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å 7. Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàäà÷à (1.43) àïðèîðíî îãðàíè÷åíà, òî ÷èñëî δ > 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû 1.11, ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðå-

ìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è (1.43) ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, èç çàìå÷àíèÿ 1.7 ñëåäóåò

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïóñòü çàäà÷à (1.43) àïðèîðíî îãðàíè÷åíà, è ïóñòü äëÿ ëþáîãî t èç

îòðåçêà [a, b] �óíêöèÿ y ∈ C̃
1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.45). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

t ∈ [a, b] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî y(t) 6 u0(t), ãäå u0 � âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è (1.43).

� 2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ðåøåíèé èìïóëüñíîãî

�óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ñ îòîáðàæåíèåì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè

ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé

�àññìîòðèì çàäà÷ó

ẋ ∈ Φ(x), (2.1)

∆x(tk) = Ik(x(tk)), k = 1 . . .m, (2.2)

x(a) = x0, (2.3)

ãäå îòîáðàæåíèå Φ: C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b]) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ êàæ-

äîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U ⊂ C̃
n
[a, b] îáðàç Φ(U) îãðàíè÷åí ñóììèðóåìîé �óíê-

öèåé è íàéäåòñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå è ñèììåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå

P : C̃
n
[a, b]× C̃

n
[a, b] → L

1
+[a, b],
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÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ C̃
n
[a, b] è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà

h
L

n(U)[Φ(x),Φ(y)] 6 ‖P (x, y)‖
L

1(U), (2.4)

òî åñòü îòîáðàæåíèå Φ: C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b]) îáëàäàåò ñâîéñòâîì C (ñì. îïðåäåëå-

íèå 1.2); îòîáðàæåíèÿ Ik : R
n → R

n
íåïðåðûâíû, ∆(x(tk)) = x(tk +0)−x(tk), k = 1 . . .m.

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (2.1) ìîæåò íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì âûïóêëî-

ñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.3) áóäåì íàçûâàòü

�óíêöèþ x ∈ C̃
n[a, b], äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêîå q ∈ swΦ(x), ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [a, b]

èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

x(t) = x0 +

∫ t

a

q(s) ds+

m∑

k=1

Ik(x(tk))χ(tk ,b](t). (2.5)

Ç à ì å ÷ à í è å 8. Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó [10℄ è [11℄, åñëè ìíîæåñòâî Φ(x) â (2.1) âûïóêëî

ïî ïåðåêëþ÷åíèþ, òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðåøå-

íèåì.

Ç à ì å ÷ à í è å 9. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ê çàäà÷å (2.1)�(2.3) ñâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè ñëîæíûõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè,

â êîòîðûõ â ñâÿçè ñ îòêàçîì òîãî èëè èíîãî óñòðîéñòâà îáúåêò ðåãóëèðîâàíèÿ ïåðåõîäèò ñ îä-

íîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ íà äðóãîé (ðåãóëèðóåòñÿ ðàçíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè). Òàê êàê îòêàçû

(ïåðåêëþ÷åíèÿ) ìîãóò ïðîèñõîäèòü â ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, . . . , tk è ïðè ýòîì äîëæ-

íî áûòü ãàðàíòèðîâàíî óïðàâëåíèå îáúåêòîì, òî ìîäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü âñå âîçìîæíûå

òðàåêòîðèè (ñîñòîÿíèÿ), ñîîòâåòñòâóþùèå ëþáûì ïåðåêëþ÷åíèÿì. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çà-

äà÷è (2.1)�(2.3) è ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òðàåêòîðèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü , ÷òî îïåðàòîð Φ âîëüòåððîâ ïî À.Í. Òèõî-

íîâó (èëè âîëüòåððîâ) (ñì. [7℄), åñëè èç óñëîâèÿ x|τ = y|τ , τ ∈ (a, b), ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(Φ(x))|τ = (Φ(y))|τ , ãäå z|τ � ñóæåíèå �óíêöèè z ∈ C̃
n[a, b] íà îòðåçîê [a, τ ], (Φ(z))|τ �

ìíîæåñòâî ñóæåíèé �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Φ(z) íà îòðåçîê [a, τ ].

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Φ: C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) (ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷å-

íèÿ (2.1)) âîëüòåððîâ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð Φ̃ : C̃n[a, b] →Sw(Ln[a, b]),
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (1.21), òàêæå âîëüòåððîâ. Êðîìå òîãî, â ñèëó îöåíêè (2.4) îïå-

ðàòîð Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) íåïðåðûâåí ïî Õàóñäîð�ó (ñì. ñëåäñòâèå 1.2, � 1).

Ïóñòü τ ∈ (a, b]. Îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Vτ : C̃
n[a, τ ] → C̃

n[a, b] ðàâåí-
ñòâîì

(Vτ (x))(t) =

{
x(t), åñëè t ∈ [a, τ ];
x(τ), åñëè t ∈ (τ, b].

(2.6)

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ x ∈ C̃
n[a, τ ] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà îòðåçêå [a, τ ], τ ∈ (a, b], åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

q ∈ (Φ̃(Vτ (x)))|τ , ÷òî �óíêöèÿ x : [a, τ ] → R
n
ïðåäñòàâèìà â âèäå

x(t) = x0 +

∫ t

a

q(s) ds+
∑

k:tk∈[a,τ ]

Ik(x(tk))χ(tk ,b](t). (2.7)

Äàëåå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ x : [a, c) → R
n
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà [a, c), åñëè äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, c) ñóæåíèå x|τ ∈ C̃
n[a, τ ], è íàéäåòñÿ
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òàêàÿ �óíêöèÿ q : [a, c) → R
n
, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ [a, c) q|τ ∈ (Φ̃(Vτ (x)))|τ , è äëÿ ëþáîãî

t ∈ [a, c) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.7), ãäå tk ∈ [a, c), à îòîáðàæåíèå Vτ : C̃
n[a, τ ] →

→ C̃
n[a, b] îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2.6).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Îáîáùåííîå ðåøåíèå x : [a, c) → R
n
çàäà÷è (2.1)�(2.3) áóäåì

íàçûâàòü íåïðîäîëæàåìûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ y çàäà-

÷è (2.1)�(2.3) íà [a, τ ] (çäåñü τ ∈ (c, b], åñëè c < b, è τ = b, åñëè c = b), ÷òî äëÿ ëþáîãî

t ∈ [a, c) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x(t) = y(t).

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà [a, b] ñ÷èòàåòñÿ íåïðîäîëæàåìûì.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî τ ∈ (a, b] íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Λτ : L
n[a, τ ] → C

n[a, τ ] èìååò
âèä

(Λτz)(t) = x0 +

∫ t

a

z(s) ds, t ∈ [a, τ ]. (2.8)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Aτ : C̃n[a, τ ] → 2C̃
n[a,τ ]

ðàâåíñòâîì

Aτ (x) =
{
y ∈ C̃

n[a, τ ] : ñóùåñòâóåò z ∈
(
Φ̃(Vτ (x))

)
|τ ,

÷òî ïðè ëþáûõ t ∈ [a, τ ] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y(t) = (Λτz)(t) +
∑

k:tk6τ

Ik(x(tk))χ(tk ,b](t)
}
,

(2.9)

ãäå îòîáðàæåíèÿ Vτ : C̃
n[a, τ ] → C̃

n[a, b] è Λτ : L
n[a, τ ] → C

n[a, τ ] îïðåäåëåíû �îðìó-

ëàìè (2.6) è (2.8) ñîîòâåòñòâåííî. Â äàëüíåéøåì, åñëè τ = b, èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè

îïåðàòîðà Aτ : C̃
n[a, τ ] → 2C̃

n[a,τ ]
îïóñêàåì.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.9) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

îïåðàòîðà Aτ : C̃
n[a, τ ] → 2C̃

n[a,τ ]
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà îòðåçêå [a, τ ].

Ò å î ð å ì à 2.1. Íàéäåòñÿ òàêîå τ ∈ (a, b], ÷òî íà îòðåçêå [a, τ ] ñóùåñòâóåò îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü r > |x0|, ãäå x0 � íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäà-

÷è (2.1)�(2.3). Òàê êàê îáðàç Φ̃(B
C̃n[a,b][0, 2r]) îãðàíè÷åí ñóììèðóåìîé �óíêöèåé (ñì. ëåì-

ìó 1.1), òî ìíîæåñòâî At1(BC̃n[a,t1]
[0, 2r]) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðå-

ðûâíî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.8 ìíîæåñòâî At1(BC̃n[a,t1]
[0, 2r]) ïðåäêîìïàêòíî. Ïîýòîìó íàé-

äåòñÿ òàêîå τ ∈ [a, t1], ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ At1(BC̃n[a,t1]
[0, 2r]) ïðè êàæäîì t ∈ [a, τ ]

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|y(t)− x0| 6 r. (2.10)

Òàê êàê ñóæåíèå �óíêöèé èç øàðà B
C̃n[a,t1]

[0, 2r] íà îòðåçîê [a, τ ] ñîâïàäàåò ñ øàðîì

B
C̃n[a,τ ][0, 2r], òî â ñèëó âîëüòåððîâîñòè îïåðàòîðà At1 : C̃

n[a, t1] → 2C̃
n[a,t1]

ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî

Aτ (BC̃n[a,τ ][0, 2r]) =
(
At1(BC̃n[a,t1]

[0, 2r])
) ∣∣∣

τ
, (2.11)

ãäå

(
At1(BC̃n[a,t1]

[0, 2r])
) ∣∣∣

τ
� ìíîæåñòâî ñóæåíèé �óíêöèé èç At1(BC̃n[a,t1]

[0, 2r]) íà îò-

ðåçîê [a, τ ]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.11) è íåðàâåíñòâó (2.10) äëÿ ëþáî-

ãî z ∈ Aτ (BC̃n[a,τ ][0, 2r]) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖z‖
C̃n[a,τ ] 6 ‖z − x0‖C̃n[a,τ ] + |x0| 6 2r,
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êîòîðàÿ âëå÷åò âëîæåíèå

Aτ (BC̃n[a,τ ][0, 2r]) ⊂ B
C̃n[a,τ ][0, 2r]. (2.12)

Òàê êàê îòîáðàæåíèå Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) íåïðåðûâíî ïî Õàóñäîð�ó, òî íàéäåòñÿ

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå R : C̃n[a, b] → L
n[a, b] òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ C̃

n[a, b]

èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå R(x) ∈ Φ̃(x) (ñì. [6℄). Èç ðàâåíñòâà (2.11), âëîæåíèÿ (2.12)

è îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Aτ : C̃
n[a, τ ] → 2C̃

n[a,τ ]
âûòåêàåò, ÷òî

Λτ (R(Vτ (BC̃n[a,τ ][0, 2r])))
∣∣∣
τ
⊂ B

C̃n[a,τ ][0, 2r].

Òàê êàê îïåðàòîð R : C̃n[a, b] → L
n[a, b] îãðàíè÷åí, òî îáðàç Λτ (R(Vτ (BC̃n[a,τ ][0, 2r])))

∣∣∣
τ

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòåí (ïðåäêîìïàêòåí) â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b]. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåî-

ðåìå Øàóäåðà îòîáðàæåíèå Λτ (RVτ )
∣∣∣
τ
: C̃n[a, τ ] → L

n[a, τ ] èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà îòðåçêå [a, τ ],
òàê êàê τ ∈ [a, t1]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîáùåííîå ðåøåíèå x : [a, c) → R
n
çàäà÷è (2.1)�

(2.3) áûëî ïðîäîëæàåìûì íà [a, τ ] (τ ∈ [c, b]), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
t→c−0

|x(t)| < ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáîáùåííîå ðåøåíèå x : [a, c) → R
n

çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà [a, c) ïðîäîëæàåìî íà [a, τ ] (τ ∈ (c, b]), òî lim
t→c−0

|x(t)| < ∞.

Ïóñòü òåïåðü îáîáùåííîå ðåøåíèå x : [a, c) → R
n
çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà [a, c) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim
t→c−0

|x(t)| < ∞. Ïîêàæåì, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå x íà [a, c)
ïðîäîëæàåìî.

Ïóñòü c ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî èç ïîëóèíòåðâàëîâ (ti, ti+1], i = 0 . . .m (t0 = a,

tm+1 = b). Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [a, c) íàéäåòñÿ òàêàÿ

èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ q : [a, c) → R
n
, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, c) q|τ ∈

(
Φ̃(Vτ (x))

) ∣∣
τ
è äëÿ

ëþáîãî t ∈ [a, c) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t) = x0 +

∫ t

a

q(s) ds+

i∑

k=1

Ik(x(tk))χ(tk ,b](t) (2.13)

(åñëè i = 0, òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñëàãàåìûõ â �îðìóëå (2.13) îòñóòñòâóåò). Äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i > 1. Òàê êàê �óíêöèÿ x : [a, c) → R
n
îãðàíè÷åíà íà

[a, c), òî ìíîæåñòâî Vτx, τ ∈ (a, c) îãðàíè÷åíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ñóì-

ìèðóåìàÿ �óíêöèÿ β : [a, b] → [0,∞), ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, c) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|q(t)| 6 β(t). Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ q : [a, c) → R
n
ñóììèðóåìà íà [a, c).

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (2.13) ñëåäóåò, ÷òî lim
t→c−0

x(t) ñóùåñòâóåò. Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå x : [a, c) → R
n
äîîïðåäåëåíî ïî íåïðåðûâíîñòè íà âåñü îòðåçîê

[a, c], à �óíêöèÿ q ∈
(
Φ̃(Vc(x))

) ∣∣∣
c
. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 âûòåêàåò, ÷òî x � îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà îòðåçêå [a, c].
Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå x : [a, c] → R

n
ïðîäîëæàåìî. Ïðåæäå âñåãî,

åñëè c = b, òî, êàê óñòàíîâëåíî âûøå, x ïðîäîëæàåìî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü
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òåïåðü c ∈ (a, b) è c ∈ (ti, ti+1), i = 0 . . .m. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáîáùåííîå

ðåøåíèå x : [a, c] → R
n
ïðîäîëæàåìî. Îáîçíà÷èì

Uτ (x, r) =
{
y ∈ C̃

n[a, τ ] : äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, c] x(t) = y(t)

è max
t∈[c,τ ]

|y(t)− x(c)| 6 r
}
,

(2.14)

ãäå τ ∈ (c, ti+1), r > 0. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ̃τ : Uτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]) ðàâåíñòâîì

Φ̃τ (y) =
{
z ∈ L

n[a, τ ] : z = q íà [a, c], è ñóùåñòâóåò

p ∈
(
Φ̃(Vτ (y))

)
|[c,τ ], ÷òî z = p íà (c, τ ]

}
,

(2.15)

ãäå �óíêöèÿ q èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.13),
(
Φ̃(Vτ (y))

)
|[c,τ ] � ìíîæåñòâî âñåõ ñóæåíèé �óíê-

öèé èç Φ̃(Vτ(y)) íà îòðåçîê [c, τ ], îòîáðàæåíèå Vτ : C̃
n[a, τ ] → C̃

n[a, b] îïðåäåëåíî ðàâåí-

ñòâîì (2.6). Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Φ̃τ : Uτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]) è âûïóêëîñòè

ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

êàæäîãî y ∈ Uτ (x, r) ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå Φ̃τ (y) ⊂ (Φ̃(Vτ (y)))
∣∣
τ
. Òàê êàê îòîáðàæåíèå

Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) âîëüòåððîâî è íåïðåðûâíî ïî Õàóñäîð�ó, òî è îòîáðàæåíèå

Φ̃τ : Uτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]), çàäàííîå ñîîòíîøåíèåì (2.15), âîëüòåððîâî è íåïðåðûâíî

ïî Õàóñäîð�ó. Äàëåå îïðåäåëèì îïåðàòîð Ãτ : Uτ (x, r) → 2C̃
n[a,τ ]

ðàâåíñòâîì

Ãτ (u) =
{
y ∈ C̃

n[a, τ ] : ñóùåñòâóåò z ∈ Φ̃τ (u), ÷òî

ïðè ëþáûõ t ∈ [a, τ ] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y(t) = (Λτz)(t) +
∑

k:tk∈[a,τ ]

Ik(u(tk))χ(tk ,b](t)
}
,

(2.16)

ãäå îòîáðàæåíèÿ Λτ : Ln[a, τ ]) → C
n[a, τ ], Φ̃τ : Uτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]) îïðåäåëåíû ðà-

âåíñòâàìè (2.8) è (2.15) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî u ∈ Uτ (x, r) ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå (Φ̃τ (u))
∣∣
c
= q, ãäå �óíêöèÿ q èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.13), òî èç ñîîòíîøå-

íèé (2.14)�(2.16) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ Uτ (x, r) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâî

(Ãτ (u))
∣∣
c
= x (2.17)

è âëîæåíèå

Ãτ (u) ⊂ Aτ (u),

ãäå îïåðàòîð Aτ : C̃n[a, τ ] → 2C̃
n[a,τ ]

çàäàí ðàâåíñòâîì (2.9). Äàëåå, â ñèëó òîãî, ÷òî

îáðàç Φ̃τ (Uτ (x, r)) îãðàíè÷åí ñóììèðóåìîé �óíêöèåé, íàéäåòñÿ òàêîå δ ∈ (0, τ − c), ÷òî

äëÿ ëþáîé �óíêöèè y ∈ Ãτ (Uτ (x, r)) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
t∈[c, c+δ]

|y(t)− x(c)| 6 r. (2.18)

Êðîìå òîãî, èç âîëüòåððîâîñòè îòîáðàæåíèé

Φ̃τ : Uτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]), Ãτ : Uτ (x, r) → 2C̃
n[a,τ ],

îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (2.15) è (2.16) ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî

ìíîæåñòâî ñóæåíèé �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Uτ (x, r) íà îòðåçîê [a, c + δ] åñòü ìíîæå-

ñòâî Uc+δ(x, r), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Ãc+δ(Uc+δ(x, r)) = (Ãτ (Uτ (x, r)))
∣∣
c+δ

,

23



ãäå (Ãτ (Uτ (x, r)))
∣∣
c+δ

� ìíîæåñòâî ñóæåíèé �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Ãτ (Uτ (x, r)) íà

îòðåçîê [a, c + δ], îòîáðàæåíèå Ãτ : C̃n[a, τ ] → 2C̃
n[a,τ ]

îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2.16).

Îòñþäà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2.17), (2.18) ïîëó÷àåì âëîæåíèå

Ãc+δ(Uc+δ(x, r)) ⊂ Uc+δ(x, r). (2.19)

Òàê êàê îòîáðàæåíèå Φ̃c+δ : Uc+δ(x, r) → Sw(Ln[a, c + δ]) íåïðåðûâíî ïî Õàóñäîð�ó, òî

ñîãëàñíî [6℄ ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå R : Uc+δ(x, r) → Sw(Ln[a, c+δ]),

÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ Uc+δ(x, r) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå R(u) ⊂ Φ̃c+δ(u). Èç îïðåäåëåíèÿ

îòîáðàæåíèé Φ̃τ : Uτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]) è Ãτ : Uτ (x, r) → 2C̃
n[a,τ ]

(ñì. (2.15), (2.16)) äëÿ

ëþáîãî u ∈ Uc+δ(x, r) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

(Λc+δR)(u) ∈ Ãc+δ(u).

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèÿ (2.19) ñëåäóåò âëîæåíèå

(Λc+δR)(Uc+δ(x, r)) ⊂ Uc+δ(x, r),

ãäå îïåðàòîð (Λc+δR) : Uc+δ(x, r) → Uc+δ(x, r) � ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé

Λc+δ : L
n[a, c+ δ] → C

n[a, c+ δ], R : Uc+δ(x, r) → Sw(Ln[a, c+ δ]).

Òàê êàê ìíîæåñòâî Uc+δ(x, r) êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå C̃
n
[a, c + δ] (ñì. ëåììó 1.8), òî

Λc+δR èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ åñòü ïðîäîë-

æåíèå ðåøåíèÿ x : [a, c] → R
n
íà îòðåçîê [a, c+ δ].

Ïóñòü òåïåðü c = ti, i = 1 . . .m, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìîìåíòîâ, â êîòîðîì

ðåøåíèå ïîäâåðãàåòñÿ èìïóëüñó. Ïîêàæåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå x : [a, c] → R
n

ïðîäîëæàåìî. Äëÿ ýòîãî äëÿ ëþáûõ τ ∈ (ti, ti+1) è r > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ũτ (x, r) =
{
y ∈ C̃

n[a, τ ] : äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, ti] x(t) = y(t),

sup
t∈(ti,τ ]

|y(t)− x(ti)− Ii(x(ti))| 6 r è lim
t→ti+0

y(t) = x(ti) + Ii(x(ti))
}
.

�àâåíñòâîì (2.15) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Φ̃τ : Ũτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]), â êîòîðîì

c = ti. Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâîì (2.16) íà ìíîæåñòâå Ũτ (x, r) îïðåäåëèì îïåðàòîð

Ãτ : Ũτ (x, r) → 2C̃
n[a,τ ].

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî u ∈ Ũτ (x, r) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (Φ̃τ (u))
∣∣
ti
= q, ãäå �óíê-

öèÿ q èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.13), òî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ũτ (x, r) è îòîáðàæåíèé

Φ̃τ : Ũτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]), Ãτ : Ũτ (x, r) → 2C̃
n[a,τ ]

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ Ũτ (x, r) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâî

(Ãτ (u))
∣∣
ti
= x (2.20)

è âëîæåíèå

Ãτ (u) ⊂ Aτ (u).

Äàëåå, â ñèëó òîãî, ÷òî îáðàç Φ̃τ (Ũτ (x, r)) îãðàíè÷åí ñóììèðóåìîé �óíêöèåé, íàéäåòñÿ

òàêîå δ ∈ (0, τ − ti), ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè y ∈ Ãτ (Ũτ (x, r)) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

sup
t∈(ti, ti+δ]

|y(t)− x(ti)− Ii(x(ti))| 6 r. (2.21)
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Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé �óíêöèè y ∈ Ãτ (Ũτ (x, r)) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→ti+0

y(t) = x(ti) + Ii(x(ti)). (2.22)

Èç âîëüòåððîâîñòè îòîáðàæåíèé Φ̃τ : Ũτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]), Ãτ : Ũτ (x, r) → 2C̃
n[a,τ ]

,

îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (2.15) è (2.16) ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî

ìíîæåñòâî ñóæåíèé �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Ũτ (x, r) íà îòðåçîê [a, ti + δ] � ìíîæå-

ñòâî Ũti+δ(x, r), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Ãti+δ(Ũti+δ(x, r)) = (Ãτ (Ũτ (x, r)))
∣∣
ti+δ

,

ãäå (Ãτ (Ũτ (x, r)))
∣∣
ti+δ

� ìíîæåñòâî ñóæåíèé �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Ãτ (Ũτ (x, r)) íà

îòðåçîê [a, ti + δ], îòîáðàæåíèå Ãτ : C̃n[a, τ ] → 2C̃
n[a,τ ]

îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2.16).

Îòñþäà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2.20)�(2.22) ïîëó÷àåì âëîæåíèå

Ãti+δ(Ũti+δ(x, r)) ⊂ Ũti+δ(x, r). (2.23)

Òàê êàê îòîáðàæåíèå Φ̃ti+δ : Ũti+δ(x, r) → Sw(Ln[a, ti + δ]) íåïðåðûâíî ïî Õàóñäîð�ó, òî

ñîãëàñíî [6℄ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå R : Ũti+δ(x, r) → Sw(Ln[a, ti + δ]), ÷òî

äëÿ ëþáîãî u ∈ Uti+δ(x, r) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå R(u) ∈ Φ̃ti+δ(u). Èç îïðåäåëåíèÿ îòîá-

ðàæåíèé Φ̃τ : Ũτ (x, r) → Sw(Ln[a, τ ]) è Ãτ : Ũτ (x, r) → 2C̃
n[a,τ ]

äëÿ ëþáîãî u ∈ Ũc+δ(x, r)
èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

(Λti+δR)(u) ∈ Ãti+δ(u).

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèÿ (2.23) ñëåäóåò âëîæåíèå

(Λti+δR)(Ũti+δ(x, r)) ⊂ Ũti+δ(x, r),

ãäå îïåðàòîð (Λti+δR) : Ũti+δ(x, r) → Ũti+δ(x, r) � ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé

Λti+δ : L
n[a, ti + δ] → C

n[a, ti + δ], R : Ũti+δ(x, r) → Sw(Ln[a, ti + δ]).

Òàê êàê ìíîæåñòâî (Λti+δR)(Ũti+δ(x, r)) êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, ti + δ] (ñì. ëåì-

ìó 1.8), òî (Λti+δR) èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

åñòü ïðîäîëæåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ x íà îòðåçîê [a, ti + δ]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè y � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà [a, τ ], τ ∈ (a, b],
òî ñóùåñòâóåò íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x çàäà÷è (2.1)�(2.3) ëèáî íà [a, c) (c ∈ (τ, b]),
ëèáî íà [a, b] òàêîå, ÷òî ïðè t ∈ [a, τ ] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x(t) = y(t).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèÿ x ∈ C̃
n[a, τ ] � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (2.1)�(2.3) íà îòðåçêå [a, τ ]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå q ∈ (Φ̃(Vτ (x)))|τ , ÷òî äëÿ �óíê-

öèè x : [a, τ ] → R
n
ïðè ëþáîì t ∈ [a, τ ] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.7). Ïóñòü τ ∈ (ti, ti+1],

i = 0 . . .m (t0 = a, tm+1 = b). �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîäîëæåíèé îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ x : [a, τ ] → R
n
çàäà÷è (2.1)�(2.3). Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî Mx. Ïóñòü

‖x‖
C̃n[a,τ ] < d, (2.24)

ïðè÷åì åñëè τ = ti+1, òî d > |Ii+1(x(ti+1))|. Òîãäà
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(1) ëèáî äëÿ ëþáîãî y ∈ Mx âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖y‖
C̃n[a,δy]

6 d, (2.25)

ãäå y : [a, δy] → R
n
� îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà [a, δy] (δy ∈ (τ, b]),

ÿâëÿþùååñÿ ïðîäîëæåíèåì îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ x : [a, τ ] → R
n
;

(2) ëèáî ñóùåñòâóåò y0 ∈ Mx, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |y0(δ0)| > d.

Ïîêàæåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå îáîáùåííîå ðåøåíèå x : [a, τ ] → R
n
ìîæíî ïðîäîë-

æèòü íà âåñü îòðåçîê [a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

C̃
n
x[a, b] =

{
z ∈ C̃

n[a, b] : z = x íà [a, τ ]
}
.

Äàëåå, íåïðåðûâíîå ïî Õàóñäîð�ó îòîáðàæåíèå Φ̃x : C̃
n

x[a, b] → Sw(Ln[a, b]) îïðåäå-
ëèì ðàâåíñòâîì

Φ̃x(z) =
{
p ∈ L

n[a, b] : p = q íà [a, τ ],

è ñóùåñòâóåò v ∈ (Φ̃(z))
∣∣
[τ,b]

, ÷òî p = v íà [τ, b]
}
,

(2.26)

ãäå (Φ̃(z))
∣∣
[τ,b]

� ìíîæåñòâî âñåõ ñóæåíèé íà îòðåçîê [τ, b] �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Φ̃(z),

�óíêöèÿ q ∈ (Φ̃(Vτ(x)))|τ , èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.7). Îòîáðàæåíèå Ãx : C̃
n

x[a, b] → 2C̃
n[a,b]

çàäàäèì �îðìóëîé

Ãx(z) =
{
p ∈ C̃

n[a, b] : ñóùåñòâóåò v ∈ Φ̃x(z),

÷òî ïðè ëþáûõ t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p(t) = (Λbv)(t) +
m∑
k=1

Ik(p(tk))χ(tk ,b](t)
}
,

(2.27)

ãäå îòîáðàæåíèå Φ̃x : C̃
n

x[a, b] → Sw(Ln[a, b]) çàäàíî �îðìóëîé (2.26). Èç îïðåäåëå-

íèÿ îòîáðàæåíèÿ Ãx : C̃
n
x[a, b] → 2C̃

n[a,b], èìåþùåãî âèä (2.27), ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî z ∈ C̃
n

x[a, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(Ãx(z))
∣∣
τ
= x. (2.28)

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

Ãx(C̃
n
x[a, b]) ⊂ C̃

n
x[a, b]. (2.29)

Òàê êàê ìíîæåñòâî Mx îãðàíè÷åíî, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé Ik : R
n → R

n
,

k = 1 . . .m, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ¾ñêà÷êîâ¿ â òî÷êàõ tk ∈ [τ, b], k = 1 . . .m, òàêæå îãðà-

íè÷åíî. Ïóñòü

l = sup
{
|Ik(y(tk))| : y ∈ Mx, tk ∈ [τ, b], k = 1 . . .m

}
. (2.30)

Ïóñòü Pd+ml : C̃
n[a, b] → C̃

n[a, b] � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâà-

ìè (1.34), (1.35) (ñì. ëåììó 1.9), â êîòîðîì r = d + ml, ãäå d óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâó (2.24), l îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2.30), m � êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ, â êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò ¾ñêà÷îê¿ çíà÷åíèé �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà C̃
n[a, b].
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�àññìîòðèì íà ìíîæåñòâå C̃
n
x[a, b] âêëþ÷åíèå

y ∈ Ã(Pd+ml(y)). (2.31)

Òàê êàê îïåðàòîð Pd+ml : C̃
n[a, b] → C̃

n[a, b] îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâàìè (1.34), (1.35),

íåïðåðûâåí, à îòîáðàæåíèå Φ̃x : C̃
n

x[a, b] → Sw(Ln[a, b]), èìåþùåå âèä (2.26), íåïðå-

ðûâíî ïî Õàóñäîð�ó, òî ñóïåðïîçèöèÿ (ΦxPd+ml) : C̃
n
x[a, b] → Sw(Ln[a, b]) íåïðå-

ðûâíà ïî Õàóñäîð�ó. Ïîýòîìó ñîãëàñíî [6℄ íàéäåòñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

Rx :C̃
n
x[a,b]→L

n[a,b], ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ C̃
n
x[a, b] âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ

Rx(y) ∈ Φx(Pd+ml(y)), ΛbRx(y) ∈ Ãx(Pd+ml(y)). (2.32)

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Pd+ml : C̃
n[a, b] → C̃

n[a, b] îáðàç Ãx(Pd+ml(C̃
n
x[a, b]))

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b] (ñì. ëåììó 1.8). Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåî-

ðåìå Øàóäåðà ïðîèçâåäåíèå (ΛbRx) èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Èç âòîðîãî âêëþ÷å-

íèÿ (2.32), ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (2.31), êîòîðîå îáîçíà÷èì

÷åðåç p.

Ïîêàæåì, ÷òî p � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ãx : C̃n
x[a, b] → 2C̃

n[a,b], çàäàííîãî

ðàâåíñòâîì (2.27). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

‖p‖
C̃n[a,b] 6 d+ml (2.33)

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Pd+ml : C̃
n[a, b] → C̃

n[a, b] (ñì. (1.34), (1.35)). Ïðåæäå
âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p|τ = x. (2.34)

Ïóñòü τ ∈ (tk, tk+1), k = 1 . . .m (t0 = a, tm+1 = b). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî η ∈ (τ, tk+1)
ñóæåíèå p|η � ïðîäîëæåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ x. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Pd+ml : C̃
n[a, b] → C̃

n[a, b] (ñì. ðàâåíñòâà (1.34),

(1.35)) íàéäåòñÿ òàêîå η ∈ (τ, tk+1), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |p(η)| > d+ml. Òîãäà

â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè p íà èíòåðâàëå (tk, tk+1), ðàâåíñòâà (2.34) è îöåíêè (2.24)
íàéäåòñÿ òàêîå η̃ ∈ (τ, η), äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

‖p‖
C̃n[a,η̃] = d+ml.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Pd+ml : C̃n[a, b] → C̃
n[a, b] (ñì. (1.34), (1.35)) ñëåäóåò, ÷òî

ñóæåíèå p|η̃ � ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ x, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2.25).

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà τ ðàâíî íåêîòîðîìó tk, k = 1 . . .m. Ïóñòü τ = tk.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà l (ñì. (2.30)) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |Ik(x(tk))| 6 l. Ïîýòîìó èç

ñîîòíîøåíèÿ (2.24) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

lim
t→tk+0

|p(t)| < d+ l. (2.35)

Èç íåðàâåíñòâà (2.35) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ (tk, tk+1] èìååò ìåñòî îöåíêà

|p(t)| < d+ l.

Òàê êàê èç ðàâåíñòâà (2.30) ñëåäóåò îöåíêà

|Ik+1(p(tk+1))| 6 l,
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òî

lim
t→tk+1+0

|p(t)| < d+ 2l.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ (tk+1, tk+2) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|p(t)| < d+ 2l.

Ïðîäîëæàÿ òàêîé ïðîöåññ äàëüøå, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ (tk, b] ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|p(t)| < d+ml

. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Pd+ml : C̃
n
x[a, b] → C̃

n
x[a, b]

(ñì. (1.34), (1.35)), ãäå r = d + ml ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ p ∈ C̃
n[a, b] � ïðîäîëæåíèå

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ x.

�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Âîçüìåì ÷èñëî d+ 1. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà My0 âûïîë-

íåíî îäíî èç äâóõ ïðåäïîëîæåíèé:

(1) ëèáî äëÿ ëþáîãî y ∈ My0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖y‖Cn[a,δy] < d+ 1;

(2) ëèáî ñóùåñòâóåò y1 ∈ My0, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî îöåíêà

|y1(δ1)| > d+ 1.

Åñëè âûïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå, òî ñîãëàñíî äîêàçàííîìó îáîáùåííîå ðåøåíèå x ïðî-

äîëæàåìî íà âåñü îòðåçîê [a, b]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî âòîðîå óñëîâèå. Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |y1(δ1)| > d + 1. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äàëüøå, ïîëó÷èì, ÷òî ëèáî

x ïðîäîëæàåìî íà âåñü îòðåçîê [a, b], ëèáî íàéäóòñÿ òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíê-

öèé yi è ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë δi ∈ (τ, b], ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, 2 . . .
xi � ïðîäîëæåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ x, yi ∈ Myi−1 è âûïîëíåíû îöåíêè

|yi(δi)| > d+ i. (2.36)

�àññìîòðèì �óíêöèþ z : [a, ω) → R
n, ãäå ω = lim

i→∞
δi, èìåþùóþ âèä

z(t) =





x(t), åñëè t ∈ [a, τ ],
y0(t), åñëè t ∈ (τ, δ0],
y1(t), åñëè t ∈ (δ0, δ1],
· · · · · · · · ·
yi(t), åñëè t ∈ (δi−1, δi],
· · · · · · · · · .

Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè z : [a, ω) → R
n
è îöåíêè (2.36) ñëåäóåò, ÷òî ýòà �óíêöèÿ

z : [a, ω) → R
n
� íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) íà [a, c). Òåîðåìà äîêà-

çàíà.
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� 3. Àïðèîðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü è îöåíêè îáîáùåííûõ ðåøåíèé

çàäà÷è Êîøè äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ ñ îòîáðàæåíèåì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì

âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé, è ñ èìïóëüñíûìè

âîçäåéñòâèÿìè

Â ïàðàãðà�å èññëåäóåòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ �óíêöèîíàëüíî-

äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè è îïåðàòîðîì, íå îá-

ëàäàþùèì ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé (2.1)�(2.3). Äîêàçàíî,

÷òî åñëè ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3) àïðèîð-

íî îãðàíè÷åíî, òî ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ïî÷òè ðåàëèçóåò (èëè

ðåàëèçóåò) ðàññòîÿíèå äî ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè (îïðåäåëåíèå ñì. íè-

æå). Íà îñíîâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åíû îöåíêè îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�

(2.3), àíàëîãè÷íûå îöåíêàì À.Ô. Ôèëèïïîâà äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé, è äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêàõ À.Ô. Ôèëèïïîâà äëÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé

�óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè. Â ÿâ-

íîì âèäå ïðèâåäåíû îöåíêè îáîáùåííûõ ðåøåíèé �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé ñ íåâûïóêëîé ïî ïåðåêëþ÷åíèþ ïðàâîé ÷àñòüþ è ñ èìïóëüñíûìè âîçäåé-

ñòâèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ çàäàþòñÿ �óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ

ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî τ ∈ (a, b] íå ñóùåñòâóåò îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ y ∈ H(x0, τ), äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖y‖
C̃n[a,τ ] > r.

Îáîçíà÷èì H(x0, b)|τ ñóæåíèå �óíêöèé èç H(x0, b) íà îòðåçîê [a, τ ].

Òå î ð å ì à 3.1. Åñëè ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà-

÷è (2.1)�(2.3) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò âûïóêëûé êîìïàêò K ⊂ C̃
n[a, b],

÷òî H(x0, b) ⊂ K, äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî H(x0, τ) = H(x0, b)|τ è

A(K) ⊂ K, ãäå îòîáðàæåíèå A : C̃n[a, τ ] → 2C̃
n[a,τ ]

îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2.9).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû 2.1 � 2, íàéäåòñÿ òàêîå τ ∈ (a, b], ÷òî
H(x0, τ) 6= ∅. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 è óñëîâèþ àïðèîðíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà

ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3), ëþáîå ëîêàëüíîå îáîáùåííîå ðå-

øåíèå ïðîäîëæàåìî íà îòðåçîê [a, b]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âîëüòåððîâîñòè îïåðàòîðà

Φ: C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå íà îòðåçîê [a, τ ] (τ ∈ (a, b)) îáîáùåííî-
ãî ðåøåíèÿ x çàäà÷è (2.1)�(2.3) åñòü ëîêàëüíîå îáîáùåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [a, τ ].
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî H(x0, τ) = H(x0, b)|τ .

Òåïåðü ïîêàæåì,÷òî íàéäåòñÿ òàêîé âûïóêëûé êîìïàêò K ⊂ C̃
n[a, b], äëÿ êîòîðîãî

èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ

H(x0, b) ⊂ K, A(K) ⊂ K.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P : Rn → R
n
çàäàíî ðàâåíñòâîì (1.34),

â êîòîðîì d = r (r � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå îïðåäåëåíèþ àïðèîðíîé îãðàíè÷åííîñòè

ìíîæåñòâà âñåõ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3)), à l = l̃, ãäå

l̃ = sup
{
|Ik(y(tk))| : y ∈ H(x0, b), tk ∈ [a, b], k = 1 . . .m

}
. (3.1)

Íà ìíîæåñòâå C̃
n[a, b] ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå

x ∈ A(Pr(x)), (3.2)

29



ãäå îòîáðàæåíèå A : C̃n[a, τ ] → 2C̃
n[a,τ ]

çàäàíî ðàâåíñòâîì (2.9), à íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå Pr : C̃
n[a, b] → C̃

n[a, b] îïðåäåëåíî ðàâåíñòâàìè (1.34), (1.35).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà âêëþ÷åíèÿ (2.31) ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîäîëæåíèåì ëîêàëüíîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ x â òåîðåìå 2.3, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé

âêëþ÷åíèÿ (3.2). Â ñèëó òîãî, ÷òî îïåðàòîð Pr : C̃
n[a, b] → C̃

n[a, b] îãðàíè÷åí, òî îáðàç

Φ̃(Pr(C̃
n[a, b])) îãðàíè÷åí ñóììèðóåìîé �óíêöèåé, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A(Pr(C̃

n[a, b])) �

ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà C̃
n[a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, o A(Pr(C̃

n[a, b])) �

âûïóêëûé êîìïàêò ïðîñòðàíñòâà C̃
n[a, b]. Ïóñòü K = o A(Pr(C̃

n[a, b])). Òîãäà èç îïðå-
äåëåíèÿ ìíîæåñòâà K ñëåäóåò, ÷òî A(K) ⊂ K è H(x0, b) ⊂ K. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 2.1�2.3 � 2 è òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è

(2.1)�(2.3) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, b] ìíîæåñòâî H(x0, τ) 6= ∅

è ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ êàæäûõ τ ∈ (a, b], y ∈ H(x0, τ) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ‖y‖
C̃n[a,τ ] 6 r.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà-

÷è (2.1)�(2.3) ïî÷òè ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå äî ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè,

åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈ Ln[a, b] è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå

x ∈ C̃
n[a, b] çàäà÷è (2.1)�(2.3), ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖q − v‖
L

n(U) 6 ρ
L

n(U)[v, swΦ(x)] + εµ(U), (3.3)

ãäå q ∈ swΦ(x) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (2.5). Åñëè íåðàâåíñòâî (3.3) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè
ε = 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3) ðåà-

ëèçóåò ðàññòîÿíèå äî ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè (ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå

óñëîâíî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2).

v

q
‖q − v‖

L

n(U)

ρ
L

n(U)[v, swΦ(x)]

εµ(U)
swΦ(x)

�èñ. 2. Ïî÷òè ðåàëèçàöèÿ ðàññòîÿíèÿ äî ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè.

Òå î ð å ì à 3.3. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è

(2.1)�(2.3) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî. Òîãäà ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è

ïî÷òè ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå äî ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè. Åñëè

Φ : C̃n[a, b] → Ω(Q(Ln[a, b])), òî ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3)

ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå äî ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé �óíêöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê îòîáðàæåíèå Φ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) íåïðåðûâ-
íî, òî ñîãëàñíî [8℄, [9℄ äëÿ ëþáîãî ε > 0 è �óíêöèè v ∈ Ln[a, b] ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå g : C̃n[a, b] → L

n[a, b], óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ ëþáîãî y ∈ C̃
n[a, b] è ëþáîãî

èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âêëþ÷åíèþ g(y) ∈ Φ̃(y) è íåðàâåíñòâó

‖g(y)− v‖
L

n(U) 6 ρ
L

n(U)[v,Φ(y)] + εµ(U). (3.4)
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Äàëåå îïðåäåëèì íåïðåðûâíûé îïåðàòîð G : C̃n[a, b] → C̃
n[a, b] ðàâåíñòâîì

G(y) = Λg(y) +

m∑

i=1

Ik(y(ti))χ(ti,b](t). (3.5)

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà G : C̃n[a, b] → C̃
n[a, b] (ñì. (3.5)) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

y ∈ C̃
n[a, b] ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

G(y) ∈ Aτ (y), (3.6)

ãäå îòîáðàæåíèå Aτ : C̃
n[a, τ ] → Ω(C̃n[a, τ ]) çàäàíî ðàâåíñòâîì (2.9). Ïîñêîëüêó ìíîæå-

ñòâî ëîêàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3) (ñì. � 2) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî, òî ñîãëàñíî

òåîðåìå 3.2 íàéäåòñÿ òàêîé âûïóêëûé êîìïàêò K ⊂ C̃
n[a, b], ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âëîæå-

íèå A(K) ⊂ K. Ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèÿ (3.6) ñëåäóåò, ÷òî G(K) ⊂ K. Îòñþäà â ñèëó

òåîðåìû Øàóäåðà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå G : C̃n[a, b] → C̃
n[a, b], îïðåäåëåííîå ðàâåí-

ñòâîì (3.5), èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åñòü îáîáùåíîå ðåøåíèå

çàäà÷è (2.1)�(2.3). Äàëåå, îáîçíà÷èâ g(x) = q, èç íåðàâåíñòâà (3.4) ïîëó÷àåì ñîîòíîøå-

íèå (3.3). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Φ:C̃n[a, b]→Ω(Q(Ln[a, b])).
Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó, äëÿ êàæäîãî i = 1 . . . ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xi ∈ H(x0, b), óäîâëå-
òâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (3.3) ïðè q = qi è ε = 1

i
, ãäå qi óäîâëåòâîðÿþò ïðåäñòàâëå-

íèþ (2.5) ïðè x = xi. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi êîìïàêòíà â C̃
n[a, b], à ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü qi ñëàáî êîìïàêòíà â L

n[a, b], òî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

xi → x â C̃
n[a, b], à qi → q ñëàáî â Ln[a, b] ïðè i → ∞. Ïîñêîëüêó Φ̃ çàìêíóòî â ñëàáîé

òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L

n[a, b], òî q ∈ Φ(x) (ñì. [11℄). Ñëåäîâàòåëüíî, x � ðåøåíèå

çàäà÷è (2.1)�(2.3) (ñì. � 2). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.3)

ïðè ε = 0. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê qi → q ñëàáî â Ln[a, b], òî ñîãëàñíî [12℄ äëÿ êàæäîãî

i = 1 . . . íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà m(i), λi
j > 0, j = 1 . . .m(i), ÷òî

m(i)∑
j=1

λi
j = 1 è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü βi =
m(i)∑
j=1

λi
jqj+i ñõîäèòñÿ ê q â ïðîñòðàíñòâå Ln[a, b]. Îòñþäà ïîëó÷àåì

‖q − v‖
L

n[a,b] 6 ‖q − βi‖
L

n[a,b] +
m(i)∑
j=1

λi
j‖qj+i − v‖

L

n[a,b].

Â ñèëó âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qi (qi ∈ Φ̃(xi)) èìååì îöåíêó

‖q − v‖
L

n[a,b] 6 ‖q − βi‖Ln[a,b] +

m(i)∑

j=1

λi
jρLn[a,b][v,Φ(xj+i)] + (b− a)

m(i)∑

j=1

λi
j

1

j + i
.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè i → ∞, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

‖q − v‖
L

n[a,b] = ρ
L

n[a,b][v,Φ(x)].

Èç âëîæåíèÿ Φ(x) ⊂ Ω(Q(Ln[a, b])) âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ¾èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå¿ Ik : R
n → R

n

îáëàäàåò ñâîéñòâîì A, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíê-

öèÿ Ĩk : R
1
+ → R

1
+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó Ĩk(0) = 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R

n

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|Ik(x)− Ik(y)| 6 Ĩk(|x− y|). (3.7)
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Z : C̃
n
[a, b] → C̃

1

+[a, b] ðàâåíñòâîì

(Zx)(t) = |x(t)|. (3.8)

Ïóñòü çàäàíû �óíêöèÿ u ∈ L
1
+[a, b] è ÷èñëà ε, ν >0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ik : Rn → R
n, k = 1 . . .m, è

Φ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) îáëàäàþò ñâîéñòâîì (Γu,ε,ν, Ĩk, k = 1 . . .m), åñëè Ik : R
n → R

n

ïðè ëþáîì k = 1 . . .m îáëàäàþò ñâîéñòâîì A è åñëè íàéäåòñÿ òàêîé èçîòîííûé

íåïðåðûâíûé âîëüòåððîâ îïåðàòîð Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b], óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

Γ(0) = 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ �óíêöèé x, y ∈ C̃
n[a, b] è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà

U ⊂ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h
L

n(U)[Φ(x); Φ(y)] 6 ‖Γ(Z(x− y))‖
L

1(U), (3.9)

à ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è

ż = u+ ε+ Γ(z), ∆(z(tk)) = Ĩk(z(tk)), k = 1 . . .m, z(a) = ν (3.10)

àïðèîðíî îãðàíè÷åíî.

Ò å î ð å ì à 3.4. Ïóñòü äëÿ y ∈ C̃
n[a, b] ñóùåñòâóþò òàêèå q̃ ∈ L

n[a, b] è κ ∈ L
1
+[a, b],

÷òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

y(t) = y(a) +

∫ t

a

q̃(s) ds+
m∑

k=1

Ik(y(tk))χ(tk ,b](t), t ∈ [a, b], (3.11)

è äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ
L

n(U)[q̃; Φ(y)] 6

∫

U

κ(s) ds. (3.12)

Äàëåå, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ik : R
n → R

n
, k = 1 . . .m,

è Φ: C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) îáëàäàþò ñâîéñòâîì (Γu,ε,ν, Ĩk, k = 1 . . .m) ïðè çíà÷åíè-

ÿõ u = κ, ν = |x0 − y(a)|. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ x ∈ C̃
n[a, b] çàäà-

÷è (2.1)�(2.3), óäîâëåòâîðÿþùåãî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] íåðà-
âåíñòâó (3.3) ñ �óíêöèåé v = q̃, èìååò ìåñòî îöåíêà

|x(t)− y(t)| 6 ξ(t), t ∈ [a, b], (3.13)

è ïî÷òè âñþäó íà [a, b] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|q(t)− q̃(t)| 6 κ(t) + ε+ (Γ(ξ))(t), (3.14)

ãäå ξ ∈ C̃
n[a, b] � âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è (3.10) ïðè u = κ è ν = |x0 − y(a)|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ε > 0, è ïóñòü x ∈ C̃
n[a, b] � îáîáùåííîå ðåøå-

íèå çàäà÷è (2.1)�(2.3), óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U íåðàâåí-

ñòâó (3.3), â êîòîðîì �óíêöèÿ q ∈ Ln[a, b] èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5), à �óíêöèÿ v = q̃ èç

ñîîòíîøåíèÿ (3.11). Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (2.5) è (3.11) äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] ïîëó÷àåì
îöåíêó

|x(t)− y(t)| 6 |x0 − y(a)|+

∫ t

a

|q(s)− q̃(s)| ds+
m∑

k=1

|Ik(x(tk)− y(tk))|χ(tk ,b](t). (3.15)
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Òàê êàê èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ Ik : Rn → R
n, k = 1 . . .m, îáëàäàþò ñâîéñòâîì A, òî

èç îöåíîê (3.7) è (3.15) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

|x(t)− y(t)| 6 |x0 − y(a)|+

∫ t

a

|q(s)− q̃(s)| ds+
m∑

k=1

Ĩk(|x(tk)− y(tk)|)χ(tk,b](t). (3.16)

Äàëåå, òàê êàê x ∈ C̃
n[a, b] óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.3), â êîòîðîé q ∈ Φ̃(x) èç ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (2.5), à �óíêöèÿ v = q̃ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.11), òî èç îöåíîê (3.3), (3.12) äëÿ ëþáîãî

èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

‖q − q̃‖
L

n(U) 6 ρ
L

n(U)[q̃; Φ(x)] + εµ(U) 6 ρ
L

n(U)[q̃; Φ(y)] + ρ
L

n(U)[Φ(y); Φ(x)] +

+ εµ(U) 6

∫

U

(κ(s) + ε) ds+

∫

U

Γ(Z(x− y))(s) ds.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê âûòåêàåò, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ

t ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|q(t)− q̃(t)| 6 κ(t) + ε+ Γ(Z(x− y))(t). (3.17)

Ïîýòîìó èç îöåíîê (3.17) è (3.16) äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

|x(t)− y(t)| 6 |x0 − y(a)|+

∫ t

a

(κ(s) + ε) ds+

+

∫ t

a

Γ(Z(x− y))(s) ds+

m∑

k=1

Ĩk(|x(tk)− y(tk)|)χ(tk ,b](t).
(3.18)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Θ : C̃1
+[a, b] → C̃

1
+[a, b] ðàâåíñòâîì

(Θx)(t) = sup
s∈[a,t]

x(s). (3.19)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|x(t)− y(t)| 6 (ΘZ(x− y))(t). (3.20)

Èç (3.20), (3.18) è èçîòîííîñòè îòîáðàæåíèé Γ : C̃
1
+[a, b] → L

1
+[a, b], Ĩk : R

1
+ → R

1
+,

k = 1 . . .m, äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

|x(t)− y(t)| 6 |x0 − y(a)|+

∫ t

a

(κ(s) + ε) ds+

+

∫ t

a

Γ(ΘZ(x− y))(s) ds+

m∑

k=1

Ĩk((ΘZ(x− y))(tk))χ(tk ,b](t).
(3.21)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíêè (3.21) íå óáûâàåò ïî t ∈ [a, b], òî èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè

Θ : C̃1
+[a, b] → C̃

1
+[a, b] (ñì. (3.19)) äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] ïîëó÷àåì îöåíêó

(ΘZ(x− y))(t) 6 |x0 − y(a)|+

∫ t

a

(
κ(s) + ε+ Γ(ΘZ(x− y))(s)

)
ds+

+

m∑

k=1

Ĩk((ΘZ(x− y))(tk))χ(tk ,b](t).

(3.22)
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Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(ΘZ(x− y))(t) 6 ξ(t), (3.23)

ãäå ξ(·) � âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è (3.10). Èç îöåíîê (3.23), (3.22), (3.20) ïîëó÷àåì îöåí-

êó (3.13). Èç íåðàâåíñòâà (3.17) è ñîîòíîøåíèÿ (3.23) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.14). Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 3.3, 3.4 âûòåêàåò

Ò å î ð å ì à 3.5. Ïóñòü äëÿ y ∈ C̃
n[a, b] ñóùåñòâóþò òàêèå q̃ ∈ L

n[a, b] è κ ∈ L
1
+[a, b],

÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (3.11) è (3.12). Äàëåå, ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëü-

íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3) àïðèîðíî îãðàíè÷åííî. Òîãäà, åñëè îòîáðàæåíèÿ

Ik : R
n → R

n, k = 1 . . .m, Φ: C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b])

îáëàäàþò ñâîéñòâîì (Γu,ε,ν, Ĩk, k = 1 . . .m), ãäå u = κ, ν = |x0 − y(a)|, ε > 0, ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèå x ∈ C̃
n[a, b] çàäà÷è (2.1)�(2.3), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè âñåõ t ∈ [a, b]

îöåíêå (3.13), è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] ñîîòíîøåíèþ (3.14).

Åñëè Φ : C̃n[a, b] → Ω(Q(Ln[a, b])), òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè ε = 0.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ âûøå.

Ï ð è ì å ð 3.1. Ïóñòü çàäàíû îòîáðàæåíèÿ Fi : [a, b] × R
n → omp[Rn], i = 1 . . . r,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ïðè âñåõ x ∈ R
n
îòîáðàæåíèÿ Fi(·, x) èçìåðèìû;

(2) ñóùåñòâóþò ñóììèðóåìûå �óíêöèè li :[a, b]→ [0,∞) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R
n

è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

h[Fi(t, x);Fi(t, y)] 6 li(t)|x− y|, i = 1, 2 . . . r; (3.24)

(3) �óíêöèè ‖Fi(t, 0)‖ : [a, b] → [0,∞), îïðåäåëåíûå ðàâåíñòâàìè

‖Fi(t, 0)‖ = sup
y∈Fi(t,0)

|y|, i = 1 . . . r,

ñóììèðóåìû.

Ïóñòü Ni : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]), i = 1 . . . r, � ìíîãîçíà÷íûå îïåðàòîðû Íåìûö-

êîãî, ïîðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿìè Fi : [a, b] × R
n → omp[Rn], i = 1 . . . r, è çàäàííûå

ðàâåíñòâàìè

Nix = {z ∈ Ln[a, b] : z(t) ∈ Fi(t, x(t)) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]}. (3.25)

Çàäàäèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå P : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) â âèäå

P(x) = N1(x) ∪N2(x) ∪ . . . ∪Nr(x). (3.26)

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå

îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé, è ñ èìïóëüñíûìè âîç-

äåéñòâèÿìè

ẋ ∈ Px

∆(x(tk)) = Îk(x(tk)), k = 1 . . .m,

x(a) = x0,

(3.27)
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ãäå äëÿ ëþáîãî k = 1 . . .m îïåðàòîðû Îk : R
n → R

n
èìåþò âèä

Îkx = Akx+ gk,

çäåñü Ak ∈ Mn×n(R
n), gk ∈ R

n; îòîáðàæåíèå P : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) çàäàíî ðàâåí-

ñòâîì (3.26).

Â ýòîì ñëó÷àå ¾îâûïóêëåííîå ïî ïåðåêëþ÷åíèþ¿ îòîáðàæåíèå

P̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b])

ïîðîæäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì F̃ : [a, b]× R
n → omp[Rn], êîòîðîå èìååò âèä

F̃ (t, x) = F1(t, x) ∪ F2(t, x) ∪ . . . ∪ Fr(t, x).

Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.27) ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ x ∈ C̃
n[a, b], äëÿ êîòî-

ðîé ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñóììèðóåìàÿ q : [a, b] → R
n
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âêëþ÷åíèþ q ∈ P̃ x,

÷òî ïðè âñåõ t ∈ [a, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t) = (Λq)(t) +
m∑

k=1

Îk(x(tk))χ(tk ,b](t), (3.28)

ãäå îïåðàòîð Λ : Ln[a,b] → C
n[a, b] îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (2.8) ïðè τ = b.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k = 1 . . .m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Îkx− Îky| 6 ‖Ak‖|x− y|,

òî îòîáðàæåíèå Ĩk : R
1
+ → R

1
+, k = 1 . . .m, óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå (3.7), èìååò âèä

Ĩkx = ‖Ak‖x. (3.29)

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ Îk : R
n → R

n, k = 1 . . .m, îáëàäàþò ñâîé-

ñòâîì A (ñì. îïðåäåëåíèå 3.3).

Ïóñòü îòîáðàæåíèå Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b] çàäàíî ðàâåíñòâîì

(Γx)(t) = l(t)x(t), (3.30)

ãäå ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ l : [a, b] → [0,∞) îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì

l(t) = max{l1(t), l2(t), . . . , lr(t)}, (3.31)

ãäå �óíêöèè li : [a, b] → [0,∞) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì (3.24). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå

Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: Γ(0) = 0.

Ïóñòü ìíîæåñòâî U ⊂ [a, b] èçìåðèìî è �óíêöèè x, y ∈ C̃
n[a, b]. Èç ëåììû 1.10

è íåðàâåíñòâà (3.24) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

h
L

n(U)[Px,Py] 6 max
i=1...r

h
L

n(U)[Nix,Niy] =

= max
i=1...r

∫

U

h
L

n(U)[Fi(t, x(t)), Fi(t, y(t))] dt 6 max
i=1...r

∫

U

li(t)|x(t)− y(t)| dt.
(3.32)

Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè l : [a, b] → [0,∞) (ñì. (3.31)) äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . r âûòåêàåò

îöåíêà ∫

U

li(t)|x(t), y(t)| dt 6

∫

U

l(t)|x(t)− y(t)| dt. (3.33)
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Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâ (3.32), (3.33) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî U ⊂ [a, b]

è ëþáûõ x, y ∈ C̃
n[a, b] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

h
L

n(U)[Px,Py] 6

∫

U

l(t)|x(t)− y(t)| dt = ||Γ(Z(x− y))||
L

1(U), (3.34)

ãäå ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ l : [a, b] → [0,∞) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3.31), îòîáðàæåíèå

Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b] èìååò âèä (3.30), íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Z : C̃n[a, b] → C̃

1
+[a, b]

çàäàíî ðàâåíñòâîì (3.8).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå P : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè

Îk : Rn → R
n, k = 1 . . .m, îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Γu,ε,ν, Ĩk, k = 1 . . .m) ïðè îòîáðàæåíèè

Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b], çàäàííîì â âèäå (3.30).

�àññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è

ẏ = u+ ε+ Γ(y), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)), k = 1 . . .m, y(a) = ν, (3.35)

ãäå ÷èñëà ε, ν > 0, �óíêöèÿ u ∈ L
1
+[a, b], îòîáðàæåíèå Γ : C̃1

+[a, b] → L
1
+[a, b] îïðåäåëåíî

ðàâåíñòâîì (3.30). �åøåíèå çàäà÷è (3.35) íà ïðîìåæóòêå [a, t1] èìååò âèä

ξ(t) =

∫ t

a

(u(s) + ε)e
∫ t

s
l(τ)dτ ds+ ν e

∫ t

a
l(s) ds.

�àññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.35) íà ïðîìåæóòîê (t1, t2]. Èç óñëîâèÿ çà-

äà÷è ïîëó÷àåì ξ(t1 + 0) = ξ(t1) + ‖A1‖ξ(t1). Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è (3.35) íà îòðåçêå

[a, t2] çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ξ(t) =

∫ t

a

(u(s) + ε)e
∫ t

s
l(τ)dτ ds+ (y(t1) + ‖A1‖y(t1))e

∫ t

t1
l(s) ds

èëè

ξ(t)=

∫ t

a

(u(s) + ε)e
∫ t

s
l(τ)dτ ds+ ν e

∫ t

a
l(s) ds +

+ ‖A1‖
(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(t1,b](t).

Òàê êàê

ξ(t2 + 0) = ξ(t2) + ‖A2‖ξ(t2),

òî ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.35) íà ïîëóèíòåðâàë (t2, t3] èìååò âèä

ξ(t)=

∫ t

a

(u(s) + ε)e
∫ t

s
l(τ)dτds+ ν e

∫ t

a
l(s) ds +

+ ‖A1‖
(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(t1,b](t) +

+ ‖A2‖
(∫ t2

a

(u(s) + ε)e
∫ t2
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t2
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t2
l(s) ds

χ(t2,b](t) +

+ ‖A1‖‖A2‖
(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(t2,b](t).

Íà ïîëóèíòåðâàë (t3, t4]

ξ(t)=

∫ t

a

(u(s) + ε)e
∫ t

s
l(τ)dτds+ ν e

∫ t

a
l(s) ds +

+ ‖A1‖
(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(t1,b](t) +

+ ‖A2‖
(∫ t2

a

(u(s) + ε)e
∫ t2
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t2
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t2
l(s) ds

χ(t2,b](t) +
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+ ‖A3‖
(∫ t3

a

(u(s) + ε)e
∫ t3
s

l(τ)dτ ds+ ν e

t3∫
a

l(s) ds)
e
∫ t

t3
l(s) ds

χ(t3,b](t) +

+ ‖A1‖‖A2‖
(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(t2,b](t) +

+ ‖A1‖‖A3‖
(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(t3,b](t) +

+ ‖A2‖‖A3‖
(∫ t2

a

(u(s) + ε)e
∫ t2
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t2
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t2
l(s) ds

χ(t3,b](t) +

+ ‖A1‖‖A2‖‖A3‖
(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds
)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(t3,b](t)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì �îðìóëó

ξ(t) =

∫ t

a

(u(s) + ε)e
∫ t

s
l(τ)dτ ds+ ν e

∫ t

a
l(s) ds +

+

m∑

k=1

‖Ak‖

(∫ tk

a

(u(s) + ε)e
∫ tk
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ tk
a

l(s) ds

)
e
∫ t

tk
l(s) ds

χ(tk ,b](t) +

+

m−1∑

k=1

‖A1‖‖Ak+1‖

(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds

)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(tk+1,b](t) +

+

m−2∑

k=2

‖A2‖‖Ak+1‖

(∫ t2

a

(u(s) + ε)e
∫ t2
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t2
a

l(s) ds

)
e
∫ t

t2
l(s) ds

χ(tk+1,b](t) +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ‖Am−1‖‖Am‖

(∫ tm−1

a

(u(s)+ε)e
∫ tm−1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ tm−1
a

l(s) ds

)
e
∫ t

tm−1
l(s) ds

χ(tm,b](t) +

+
m−2∑

k=1

‖A1‖‖A2‖‖Ak+2‖

(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds

)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(tk+2,b](t) +

+
m−3∑

k=1

‖A2‖‖A3‖‖Ak+3‖

(∫ t2

a

(u(s) + ε)e
∫ t2
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t2
a

l(s) ds

)
e
∫ t

t2
l(s) ds

χ(tk+3,b](t) +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ‖Am−2‖‖Am−1‖‖Am‖

(∫ tm−2

a

(u(s) + ε)e
∫ tm−2
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ tm−2
a

l(s) ds

)
e
∫ t

tm−2
l(s) ds

χ(tm,b](t)+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+‖A1‖‖A2‖ . . . ‖Am‖

(∫ t1

a

(u(s) + ε)e
∫ t1
s

l(τ)dτ ds+ ν e
∫ t1
a

l(s) ds

)
e
∫ t

t1
l(s) ds

χ(tm,b](t). (3.36)

Ïóñòü äëÿ �óíêöèè y ∈ C̃
n[a, b] ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ q̃ ∈ Ln[a, b], ÷òî ïðè ëþáîì

t ∈ [a, b] èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

y(t) = y(a) +

∫ t

a

q̃(s) ds+

m∑

k=1

Ik(y(tk))χ(tk ,b](t). (3.37)

Äàëåå, ïóñòü �óíêöèÿ κ ∈ L
1
+[a, b] äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ρ
L

n(U)[q̃,P(y)] 6

∫

U

κ(s) ds. (3.38)

Òîãäà èç òåîðåìû 3.5 è èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé

�óíêöèè y ∈ C̃
n[a, b], óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäñòàâëåíèþ (3.37) è îöåíêå (3.38) è ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå x çàäà÷è (3.27), ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b]
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x(t)− y(t)| 6 ξ(t) (3.39)
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è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|q(t)− q̃(t)| 6 κ(t) + ε+ l(t)ξ(t), (3.40)

ãäå �óíêöèÿ κ ∈ L
1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.38); �óíêöèÿ l : [a, b] → [0,∞) çàäàíà

ðàâåíñòâîì (3.31); ξ ∈ C̃+[a, b] îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3.36) ïðè u = κ è ν = |x0− y(a)|.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ îòñóòñòâóþò, òî ïðèâåäåííûå îöåíêè (3.39),

(3.40) ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè À.Ô. Ôèëèïïîâà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ε > 0.

Ï ð è ì å ð 3.2. �àññìîòðèì çàäà÷óÊîøè äëÿ èìïóëüñíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì è ïðàâîé ÷àñòüþ, íå îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïå-

ðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé:

ẋ ∈ N1(P1x) ∪N2(P2x) ∪ . . . ∪Nr(Prx),

∆(x(tk)) = Îk(x(tk)), k = 1 . . .m,

x(a) = x0,

(3.41)

ãäå Ni : L
n
∞[a, b] → Sw(Ln[a, b]) � ìíîãîçíà÷íûå îïåðàòîðû Íåìûöêîãî, çàäàííûå ðà-

âåíñòâàìè (3.25) è ïîðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿìè Fi : [a, b] × R
n → omp[Rn], i = 1 . . . r,

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (1)�(3) ïðèìåðà 3.1; îïåðàòîðû Pi : C̃
n
[a, b] → L

n
∞[a, b],

i = 1 . . . r, èìåþò âèä

(Pix)(t) =

{
x(ωi(t)), åñëè ωi(t) ∈ [a, b],
ϕi(ωi(t)), åñëè ωi(t) < a,

(3.42)

ãäå èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó �óíêöèè ωi : [a, b] → R, i = 1 . . . r, ïðè âñåõ t ∈ [a, b] óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó ωi(t) 6 t, îãðàíè÷åííûå �óíêöèè ϕi : (−∞, a) → R

n
èçìåðèìû ïî

Áîðåëþ; èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ Îk : Rn → R
n
îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè Îkx = Akx+ gk,

çäåñü Ak ∈ Mn×n(R
n), gk ∈ R

n
, k = 1 . . .m.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ψ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) ðàâåíñòâîì

Ψ(x) = N1(P1x) ∪N2(P2x) ∪ . . . ∪Nr(Prx). (3.43)

Òîãäà âêëþ÷åíèå (3.41) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

ẋ ∈ Ψx. (3.44)

¾Îâûïóêëåííîå ïî ïåðåêëþ÷åíèþ¿ îòîáðàæåíèå Ψ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) çàäàíî
ðàâåíñòâîì

Ψ̃(x)={z∈Ln[a,b] :z(t)∈F1(t,(P1x)(t))∪F2(t,(P2x)(t))∪. . .∪Fr(t,(Prx)(t))

ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]}.
(3.45)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Γ̃ : C̃
1

+[a, b] → L

1
+[a, b] ðàâåíñòâîì

(Γ̃x)(t) = l(t)(Θx)(t), (3.46)

ãäå äëÿ êàæäîãî t ∈ [a, b] �óíêöèÿ l : [a, b] → [0,∞) çàäàíà ðàâåíñòâîì (3.31), îòîáðà-

æåíèå Θ : C̃
1

+[a, b] → L

1
+[a, b] èìååò âèä

(Θx)(t) = vraisup
s∈[a,t]

x(s). (3.47)
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Äàëåå, çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ P̃i : C̃
n
[a, b] → L

1
∞[a, b], i = 1 . . . r, �îðìóëîé

(P̃ix)(t) =

{
x(ωi(t)), åñëè ωi(t) ∈ [a, b],
0, åñëè ωi(t) < a.

(3.48)

Ïóñòü ìíîæåñòâî U ⊂ [a, b] èçìåðèìî ïî Ëåáåãó è x, y ∈ C̃
n[a, b]. Èç ëåììû 1.10

ñëåäóåò îöåíêà

hLn(U)[Ψ(x); Ψ(y)] 6 max
i=1...r

h
L

n(U)[Ni(Pix), Ni(Piy)] =

= max
i=1...r

∫

U

h[Fi(t, (Pix)(t)), Fi(t, (Piy)(t))] dt,
(3.49)

çäåñü îòîáðàæåíèå Ψ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) çàäàíî ðàâåíñòâîì (3.43),

Ni : L∞[a, b] → Sw(Ln[a, b]), i = 1 . . . r,

ìíîãîçíà÷íûå îïåðàòîðû Íåìûöêîãî, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (3.25).

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (3.24) è îöåíêå (3.49) èìååì

h
L

n(U)[Ψ(x); Ψ(y)] 6 max
i=1...r

∫

U

li(t)|(Pix)(t)− (Piy)(t)| dt =

= max
i=1...r

∫

U

li(t)|(P̃ix)(t)− (P̃iy)(t)| dt.

(3.50)

Òàê êàê ωi(t) 6 t, òî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|(P̃ix)(t)− (P̃iy)(t)| 6 Θ(Z(x− y))(t),

ãäå îòîáðàæåíèå Θ : C̃
1

+[a, b] → L

1
+[a, b] èìååò âèä (3.47), íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

Z : C̃n[a, b] → C̃
1
+[a, b] îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3.8). Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (3.50) ñëå-

äóåò îöåíêà

hLn(U)[Ψ(x); Ψ(y)] 6 max
i=1...r

∫

U

li(t)Θ(Z(x− y))(t) dt. (3.51)

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

max
i=1...r

∫

U

li(t)Θ(Z(x− y))(t) dt 6

∫

U

l(t)Θ(Z(x− y))(t) dt,

òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî U ⊂ [a, b] è ëþáûõ x, y ∈ C̃
n[a, b] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

h
L

n(U)[Ψ(x); Ψ(y)] 6

∫

U

l(t)Θ(Z(x− y))(t) dt, (3.52)

ãäå ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ l : [a, b] → [0,∞) çàäàíà ðàâåíñòâîì (3.31).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèåΨ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè

Îk : Rn → R
n, k = 1 . . .m, îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Γu,ε,ν, Ĩk, k = 1 . . .m) ïðè îòîáðàæåíèè

Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b], çàäàííîì â âèäå (3.46).

Ïóñòü �óíêöèÿ y ∈ C̃
n[a, b] îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì t ∈ [a, b] ïðåäñòàâëåíèåì (3.37).

Äàëåå, ïóñòü �óíêöèÿ κ1 ∈ L
1
+[a, b] äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] óäî-

âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ
L

n(U)[q̃,Ψ(y)] 6

∫

U

κ1(s) ds, (3.53)
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ãäå îòîáðàæåíèå Ψ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) çàäàíî ðàâåíñòâîì (3.43), �óíêöèÿ q̃ ∈ Ln[a, b]
èç ñîîòíîøåíèÿ (3.37).

Äëÿ çàäà÷è (3.41) â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.52) ìîæíî íàéòè ìàæîðàíòíóþ îöåíêó.

�àññìîòðèì çàäà÷ó

ẏ(t) = κ1(t) + ε+ l(t)(Θy)(t),

∆(y(tk)) = Ĩk(y(tk)), k = 1 . . .m,

y(a) = ν,

(3.54)

ãäå îòîáðàæåíèå Θ : C̃
1

+[a, b] → L

1
+[a, b] çàäàíî �îðìóëîé (3.47), èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ

Ĩk : R
1
+ → R

1
+, k = 1 . . .m, èìåþò âèä (3.29), �óíêöèÿ κ1 ∈ L

1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò

îöåíêå (3.53).

�åøåíèå çàäà÷è (3.54) ïðè ëþáîì t ∈ [a, b] îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

y(t) = ν +

∫ t

a

(κ1(s) + ε) ds+

∫ t

a

l(s)(Θy)(s) ds+

m∑

k=1

Ĩk(y(tk))χ(tk ,b](t). (3.55)

Òàê êàê ïðè ëþáîì k = 1 . . .m èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ∆(y(tk)) 6 ∆((Θy)(tk)),

à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.55) íå óáûâàåò, òî èç îïðåäåëåíèÿ Θ : C̃
1

+[a, b] → L

1
+[a, b]

(ñì. (3.47)) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûòåêàåò îöåíêà

(Θy)(t) 6 ν +

∫ t

a

(κ1(s) + ε) ds+

∫ t

a

l(s)(Θy)(s) ds+

m∑

k=1

Ĩk((Θy)(tk))χ(tk ,b](t). (3.56)

Èç îöåíêè (3.56) è òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå (Θy)(t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] íå
ïðåâîñõîäèò ðåøåíèÿ çàäà÷è

ẏ = κ1 + ε+ ly, ∆(y(tk)) = Ĩk(y(tk)), k = 1 . . .m, y(a) = ν. (3.57)

�åøåíèå çàäà÷è (3.57) íàéäåíî â ïðèìåðå 1.2.1, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ξ(·) è îïðåäåëåíî

ðàâåíñòâîì (3.36) ïðè κ = κ1.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 3.5 è ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî äëÿ

ëþáîé �óíêöèè y ∈ C̃
n
[a, b], óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäñòàâëåíèþ (3.37) è îöåíêå (3.53),

äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x(t)− y(t)| 6 ξ(t) (3.58)

è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|q(t)− q̃(t)| 6 κ1(t) + ε+ l(t)ξ(t), (3.59)

ãäå �óíêöèÿ κ1 ∈ L
1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.53), �óíêöèÿ l ∈ L

1
+[a, b] äëÿ êàæäîãî

t ∈ [a, b] çàäàíà ðàâåíñòâîì (3.31), ξ ∈ C̃+[a, b] îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3.36) ïðè u = κ1 è

ν = |x0− y(a)|. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1 . . . r çàïàçäûâàíèÿ ωi(t) = t,

òî ïðèâåäåííûå îöåíêè (3.58), (3.59) ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè (3.39), (3.40) ïðèìåðà 3.1

è â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå (áåç èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé), ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî

ε > 0, ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè À.Ô. Ôèëèïïîâà.
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� 4. Îáîáùåííûå êâàçèðåøåíèÿ è ïðèíöèï ïëîòíîñòè äëÿ îáîá-

ùåííûõ ðåøåíèé �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè

Â ïàðàãðà�å ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1)�(2.3) è èñ-

ñëåäóþòñÿ ñâîéñòâà êâàçèðåøåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî Âàæåâñêèì

(T. Wazewski)(ñì. [1℄) äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ è èãðàåò �óí-

äàìåíòàëüíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé ñ íåâûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçàíî

ñâîéñòâî, êîãäà ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ ñ ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæå-

íèåì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé, è ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè,

ïëîòíî âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé ¾îâûïóêëåííîãî¿ âêëþ÷åíèÿ, êîòîðîå íàçûâàþò ïðèíöè-

ïîì ïëîòíîñòè.

Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (2.1)�(2.3) îïðåäåëåíèå êâàçèðåøåíèÿ ìîæíî ñ�îðìóëèðî-

âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ y ∈ C̃
n[a, b], èìåþùàÿ ïðåä-

ñòàâëåíèå (3.11), â êîòîðîì y(a) = x0, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì êâàçèðåøåíèåì çàäà÷è

(2.1)�(2.3), åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ C̃
n[a, b], i = 1 . . . , ÷òî äëÿ êàæ-

äîé �óíêöèè xi, i = 1 . . ., íàéäåòñÿ �óíêöèÿ qi ∈ Φ̃(y), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì t ∈ [a, b]
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

xi(t) = x0 +

∫ t

a

qi(s) ds+
m∑

k=1

Ik(xi(tk))χ(tk ,b](t), (4.1)

ãäå xi → y â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b].

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Φ(x) â îïðåäåëåíèè îáîáùåííîãî êâàçèðåøåíèÿ âû-

ïóêëî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ, òî îáîáùåííîå êâàçèðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ êâàçèðåøåíèåì, ââå-

äåííûì â ðàáîòàõ [11℄, [13℄, [14℄, â ñëó÷àå êîãäà Φ(·) � îïåðàòîð Íåìûöêîãî.

Ïóñòü H(x0) � ìíîæåñòâî âñåõ îáîáùåííûõ êâàçèðåøåíèé çàäà÷è (2.1)�(2.3).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Φ̃co : C̃
n[a, b] → Ω(Sw(Ln[a, b])) ðàâåíñòâîì

Φ̃co(x) = co(swΦ(x)). (4.2)

Îïåðàòîð Φ̃co : C̃
n[a, b] → Ω(Sw(Ln[a, b])) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííî îâûïóêëåííûì

îïåðàòîðîì.

�àññìîòðèì çàäà÷ó

ẋ ∈ Φ̃co(x), ∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), x(a) = x0. (4.3)

Ïóñòü H
o

(x0, τ) � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (4.3) íà îòðåçêå [a, τ ] (τ ∈ (a, b]).

Ò å î ð å ì à 4.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî H(x0) = Hco(x0, b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíà÷àëå äîêàæåì âëîæåíèå

H(x0) ⊂ Hco(x0, b). (4.4)

Ïóñòü y ∈ H(x0), è ïóñòü y ∈ C̃
n[a, b] èìååò ïðåäñòàâëåíèå (3.11), â êîòîðîì y(a) = x0. Òî-

ãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîãî êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1)�(2.3) íàéäåòñÿ òàêàÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ C̃
n[a, b], i = 1 . . ., ÷òî äëÿ êàæäîé �óíêöèè xi, i = 1 . . ., íàéäåò-

ñÿ �óíêöèÿ qi ∈ Φ̃(y), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì t ∈ [a, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (4.1). Òàê

êàê xi → y â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b] ïðè i → ∞, à îòîáðàæåíèÿ Ik : R

n → R
n
, k = 1 . . .m,

íåïðåðûâíû, òî ïðè ëþáîì t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
i→∞

m∑

k=1

Ik(xi(tk))χ(tk ,b](t) =
m∑

k=1

Ik(y(tk))χ(tk ,b](t). (4.5)

Èç ðàâåíñòâà (4.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ [a, b] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
i→∞

∫ t

a

qi(s) ds =

∫ t

a

q̃(s) ds, (4.6)

ãäå äëÿ êàæäîãî i = 1 . . . �óíêöèÿ qi ∈ Φ̃(y) óäîâëåòâîðÿåò ïðåäñòàâëåíèþ (4.1), à �óíê-

öèÿ q̃ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (3.11), â êîòîðîì y(a) = x0.

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî qi → q̃ ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå Ln[a, b] ïðè i → ∞. Òàê êàê ìíîæå-

ñòâî Φ̃(y) îãðàíè÷åíî ñóììèðóåìîé �óíêöèåé, òî ñîãëàñíî [6℄ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
i→∞

∫

U

qi(s) ds =

∫

U

q̃(s) ds. (4.7)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.7). Èç àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà è ðàâåíñòâà (4.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáûõ t, τ ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
i→∞

∫ t

τ

qi(s) ds =

∫ t

τ

q̃(s) ds. (4.8)

Ïóñòü ε > 0, è ïóñòü �óíêöèÿ β ∈ L
1
+[a, b] òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáûõ z ∈ Φ(y) è ïðè ïî÷òè

âñåõ t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|z(t)| 6 β(t). (4.9)

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî è �óíêöèÿ q̃ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.11)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4.9). Äàëåå, ïóñòü δ > 0 òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ èçìåðèìûõ

ìíîæåñòâàõ E ⊂ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó µ(E) < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∫

E

β(s) ds < ε. (4.10)

Äàëåå, ïóñòü U ⊂ (a, b) � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî è Ũ ⊂ (a, b) � òàêîå îòêðûòîå ìíîæå-

ñòâî, ÷òî U ⊂ Ũ è µ(Ũ \ U) < δ. Äàëåå, ïóñòü

Ũ =
∞⋃

i=1

(ai, bi) = Ũ1

⋃
Ũ2,

ãäå (ai, bi), i = 1 . . ., � ñîñòàâëÿþùèå îòêðûòûå èíòåðâàëû ìíîæåñòâà U ⊂ (a, b),

Ũ1 =

p⋃

i=1

(ai, bi), Ũ2 =

∞⋃

i=p+1

(ai, bi),

ïðè÷åì p âûáðàíî òàê, ÷òî µ(Ũ2) < δ. Â ñèëó ðàâåíñòâà (4.8) âûáåðåì N = 1 . . . òàêèì,
÷òî ïðè âñåõ i > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣
∫

Ũ1

qi(s) ds−

∫

Ũ1

q(s) ds
∣∣∣ < ε. (4.11)
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Òàê êàê äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∫

U

(qi(s)− q(s)) ds =

∫

Ũ

(qi(s)− q(s)) ds−

∫

Ũ\U

(qi(s)− q(s)) ds,

òî äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣
∫

U

(qi(s)− q(s)) ds
∣∣∣ 6

∣∣∣
∫

Ũ1

(qi(s)− q(s)) ds
∣∣∣+
∣∣∣
∫

Ũ2

(qi(s)− q(s)) ds
∣∣∣+
∣∣∣
∫

Ũ\U

(qi(s)− q(s)) ds
∣∣∣.

Òàê êàê äëÿ �óíêöèè β ∈ L
1
+[a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.9), òî ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣
∫

U

(qi(s)− q(s)) ds
∣∣∣ 6

∣∣∣
∫

Ũ1

(qi(s)− q(s)) ds
∣∣∣+ 2

∫

Ũ2

β(s) ds+ 2

∫

Ũ\U

β(s) ds.

Îòñþäà, â ñèëó íåðàâåíñòâ (4.10), (4.11), äëÿ ëþáîãî i > N ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣
∫

U

(qi(s)− q(s)) ds
∣∣∣ < 5ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî (4.7). Ñëåäîâàòåëüíî, qi → q ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L

n[a, b] ïðè i → ∞. Òàê êàê

âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî è â ñëàáîé òîïîëîãèè ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà (ñì. [6℄, [15℄), òî èç âêëþ÷åíèÿ qi ∈ coΦ̃(y) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå q ∈ coΦ̃(y).

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ y∈C̃
n[a, b], ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå (3.11), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (4.3), òî åñòü y∈Hco(x0,b). Ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå (4.4) ñïðàâåäëèâî.
Òåïåðü äîêàæåì âëîæåíèå

Hco(x0, τ) ⊂ H(x0). (4.12)

Ïóñòü y ∈ Hco(x0, b). Òîãäà �óíêöèÿ y ∈ C̃
n[a, b] ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàâåíñòâà (3.11),

ïðè÷åì �óíêöèÿ q ∈ coΦ̃(y), y(a) = x0. Òàê êàê ìíîæåñòâî Φ̃(y) ∈ Sw(Ln[a, b]), òî

äëÿ �óíêöèè q íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qi ∈ Φ̃(y), i = 1 . . . , ÷òî qi → q

ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L

n[a, b] ïðè i → ∞ (ñì. [8℄). Äàëåå, îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xi ∈ C̃
n[a, b], i = 1 . . ., ðàâåíñòâîì (4.1). Òàê êàê qi → q ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå Ln[a, b] ïðè

i → ∞, òî

lim
i→∞

∫ t

a

qi(s) ds =

∫ t

a

q(s) ds

ðàâíîìåðåí îòíîñèòåëüíî t ∈ [a, b]. Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè èìïóëüñíûõ îòîáðà-

æåíèé Ik : R
n → R

n
, k = 1 . . .m, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

lim
i→∞

‖xi − y‖
C̃n[a,b] = 0.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ H(x0). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå (4.12). Èç ñîîòíî-

øåíèé (4.4), (4.12) ñëåäóåò ðàâåíñòâî H(x0) = Hco(x0, τ). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ Ik : R
n → R

n
,

k = 1 . . .m è îòîáðàæåíèå Φ: C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) îáëàäàþò ñâîéñòâîì B, åñëè âûïîë-

íÿåòñÿ ñâîéñòâî (Γ0,0,0, Ĩk, k = 1 . . .m) (ñì. îïðåäåëåíèå 3.4, � 3), à çàäà÷à

ẏ = Γy, y(a) = 0 (4.13)

íà êàæäîì îòðåçêå [a, τ ] (τ ∈ (a, b]) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, ãäå îòîáðàæåíèå

Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3.9).
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Òå î ð å ì à 4.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è(4.3)

àïðèîðíî îãðàíè÷åíî. Äàëåå, ïóñòü èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ Ik : Rn → R
n, k = 1 . . .m,

è îòîáðàæåíèå Φ : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) îáëàäàþò ñâîéñòâîì B. Òîãäà H(x0, b) 6= ∅

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

H(x0, b) = Hco(x0, b), (4.14)

ãäå H(x0, b) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà H(x0, b) â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê çàäà÷à (4.3) àïðèîðíî îãðàíè÷åíà, òî àïðèîðíî

îãðàíè÷åíà è çàäà÷à (2.1)�(2.3). Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 ìíîæåñòâî H(x0, b) 6= ∅.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.14). Òàê êàê ¾îâûïóêëåííîå¿ ïî ïåðåêëþ÷åíèþ îòîáðàæåíèå

Φ̃ : C̃n[a, b] → Sw(Ln[a, b]) íåïðåðûâíî ïî Õàóñäîð�ó, òî îòîáðàæåíèå

Φ̃co(x) : C̃
n[a, b] →→ Ω(Sw(Ln[a, b]))

òàêæå íåïðåðûâíî (ñì. ñëåäñòâèå 1.2). Ïîýòîìó (ñì. òåîðåìó 3.1) ìíîæåñòâî Hco(x0, b)

çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b] è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ñîäåðæàùèìñÿ â íåêîòîðîì

âûïóêëîì êîìïàêòå ïðîñòðàíñòâà C̃
n[a, b], êîòîðûé îòîáðàæåíèåìA : C̃n[a, τ ] → 2C̃

n[a,τ ],

îïðåäåëåííûì ðàâåíñòâîì (2.9), ïåðåâîäèòñÿ â ñåáÿ (ñì. òåîðåìó 3.1). Èç ýòîãî ñâîéñòâà

âûòåêàåò âëîæåíèå

H(x0, b) ⊂ Hco(x0, b). (4.15)

Òåïåðü äîêàæåì âêëþ÷åíèå

Hco(x0, b) ⊂ H(x0, b). (4.16)

Ïóñòü y ∈ Hco(x0, b). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ q̃ ∈ coΦ̃(y), ÷òî �óíêöèÿ y ∈ C̃
n[a, b]

ïðåäñòàâèìà â âèäå (3.11), â êîòîðîì y(a) = x0. Â ñèëó òåîðåìû 4.1, y ∈ H(x0). Ïîýòîìó

íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi ∈ C̃
n[a, b], i = 1 . . . , ÷òî äëÿ êàæäîé �óíêöèè

xi ∈ C̃
n[a, b], i = 1 . . . , íàéäåòñÿ �óíêöèÿ qi ∈ Φ̃(y), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì t ∈ [a, b]

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3.11) è xi → y â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b] ïðè i → ∞.

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (3.9) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] è äëÿ ëþáîãî
i = 1 . . . âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

ρ
L

n(U)[qi; Φ(xi)] 6 h
L

n(U)[Φ(y); Φ(xi)] 6

∫

U

Γ(Z(xi − y))(s) ds.

Äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . ðàññìîòðèì ìàæîðàíòíóþ çàäà÷ó

ż = Γ(Z(xi − y)) +
1

i
+ Γ(z), ∆z(tk) = Ĩk(z(tk)), k = 1 . . .m, z(a) = 0, (4.17)

ãäå îòîáðàæåíèå Γ : C̃
1
+[a, b] → L

1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.9). Òàê êàê

Γ(Z(xi − y)) → 0 ïðè i → ∞, à ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à àïðèîðíî îãðàíè÷åíà, òî ïðè âñåõ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ i = 1 . . . çàäà÷à (4.17) èìååò âåðõíåå ðåøåíèå. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âñåõ i = 1 . . . çàäà÷à (4.17) èìååò âåðõíåå ðåøåíèå. Îáîçíà-

÷èì ýòî âåðõíåå ðåøåíèå ξi ∈ C̃
n[a, b]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5, äëÿ êàæäîãî xi ∈ C̃

n[a, b],

i = 1 . . . , íàéäåòñÿ òàêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå zi ∈ C̃
n[a, b] çàäà÷è (2.1)�(2.3), ÷òî ïðè

ëþáîì t ∈ [a, b] èìååò ìåñòî îöåíêà

|zi(t)− xi(t)| 6 ξi(t). (4.18)

Ïîñêîëüêó Γ(Z(xi−y))+ 1
i
→ 0 ïðè i → ∞, òî ξi → 0 ïðè i → ∞.Ïîýòîìó èç îöåíêè (4.18)

ñëåäóåò, ÷òî

lim
i→∞

‖zi − xi‖C̃n[a,b] = 0. (4.19)
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Èç ðàâåíñòâà (4.19) âûòåêàåò, ÷òî zi → y â ïðîñòðàíñòâå C̃
n[a, b] ïðè i → ∞. À ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ H(x0, b). Òàêèì îáðàçîì, âêëþ÷åíèå (4.16) äîêàçàíî. Èç ñîîòíîøåíèé

(4.15), (4.16) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4.14). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñâîéñòâî, êîãäà ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ ñ ìíîãîçíà÷íûì îòîá-

ðàæåíèåì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé, è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâè-

ÿìè ïëîòíî âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé ¾îâûïóêëåííîãî¿ âêëþ÷åíèÿ, íàçîâåì, ïî àíàëîãèè ñ

îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè, ïðèíöèïîì ïëîòíîñòè. Òàêèì îá-

ðàçîì, òåîðåìà 4.2 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ïëîòíîñòè (ñì. [11℄)

äëÿ çàäà÷è (2.1)�(2.3).

Ïðèíöèï ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì â òåîðèè âêëþ÷åíèé, òàê

êàê îí øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íàïðèìåð äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ (ñì. [16℄). Âïåðâûå ïðèíöèï ïëîòíîñòè

áûë óñòàíîâëåí À.Ô. Ôèëèïïîâûì äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

(ñì. [10℄). Âïîñëåäñòâèè îáîáùåíèþ ýòîãî ðåçóëüòàòà áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ

àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [9℄, [17℄).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ïëîòíîñòè.

Ï ð è ì å ð 4.1. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå P : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) çàäàíî
ðàâåíñòâîì (3.26) (ñì. ïðèìåð 3.1, � 3).

Îòîáðàæåíèÿ Fi : [a, b]× R
n → omp[Rn], i = 1 . . . r, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1)�(3)

ïðèìåðà 3.1, � 3.

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ èìïóëüñíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ïðàâîé

÷àñòüþ, íå îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé (3.27).

Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé Îk : R
n → R

n, k = 1 . . .m, ñëåäóåò, ÷òî èìïóëüñ-

íûå âîçäåéñòâèÿ Îk : R
n → R

n, k = 1 . . .m, îáëàäàþò ñâîéñòâîì A (ñì. îïðåäåëå-

íèå 3.3 è ïðèìåð 3.1). Åñëè îòîáðàæåíèå Γ : C̃
1
+[a, b] → L

1
+[a, b] çàäàòü ðàâåíñòâîì

(3.30), ãäå ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ l : [a, b] → [0,∞) îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (3.31), òî

Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Γ(0) = 0 è çàäà÷à

ẏ = Γ(y), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)), k = 1, 2, . . .m, y(a) = 0, (4.20)

ãäå îòîáðàæåíèå Ĩk : R
1
+ → R

1
+, k = 1 . . .m, çàäàíî ðàâåíñòâîì (3.29), èìååò òîëüêî íóëå-

âîå ðåøåíèå íà êàæäîì îòðåçêå [a, τ ] (τ ∈ (a, b]). Ïîýòîìó äëÿ èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé

Îk : Rn → R
n
, k = 1 . . .m è îòîáðàæåíèÿ P : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]) âûïîëíÿåòñÿ ñâîé-

ñòâî (Γ0,0,0, Ĩk, k = 1 . . .m) (ñì. îïðåäåëåíèå 4.2) ïðè Γ : C̃1
+[a, b] → L

1
+[a, b], çàäàííîì

ðàâåíñòâîì (3.30).

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ àïðèîðíîé îãðàíè÷åííîñòè îáîáùåííûõ ðå-

øåíèé çàäà÷è (3.27) (ñì. ïðèìåð 3.1, � 3) è ñâîéñòâî B äëÿ èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé

Îk : Rn → R
n, k = 1 . . .m, è îòîáðàæåíèÿ P : C̃n[a, b] → Q(Ln[a, b]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

çàäà÷à (3.27) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû (4.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäà÷è (3.27)
âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ïëîòíîñòè.

Àíàëîãè÷íî, âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ïëîòíîñòè ìîæíî äîêàçàòü äëÿ èìïóëüñíîãî äè�-

�åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì è ïðàâîé ÷àñòüþ, íå îáëàäàþùåé ñâîé-

ñòâîì âûïóêëîñòè ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíà÷åíèé, ðàññìîòðåííîãî â ïðèìåðå 3.2, � 3.

Àïðèîðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé è ñâîéñòâî (Γ0,0,0, Ĩk, k = 1 . . .m)
(ñì. îïðåäåëåíèå 4.2) ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ âûïîëíåíèÿ

ïðèíöèïà ïëîòíîñòè.
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The Cauchy problem for the functional differential inclusion with Volterra’s multivalued map not necessarily
convex-valued with respect to switching and with impulses is considered. For this problem, the definition of
a generalized solution is introduced, and the questions of existence and extendibility of generalized solutions
are studied. Notions of a near-realization and realization of the distance to an arbitrary summable function
by the set of generalized solutions are formulated. For a set of generalized solutions of functional differential
inclusions with impulses and with multivalued map not necessarily convex-valued with respect to switching,
estimations are found similar to A.F. Filippov’s estimations. The generalized principle of density is proved.
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