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Треугольные точки либрации
обобщенной ограниченной круговой задачи трех тел

в случае комплексно-сопряженных масс
притягивающих центров

А.В.Родников

Изучаются равновесия материальной точки относительно осей прецессии и динамиче-
ской симметрии твердого тела, гравитационное поле которого может быть представлено
как поле тяготения двух комплексно-сопряженных точечных масс, находящихся на мни-
мом расстоянии. Устанавливается, что в плоскости, проходящей через центр масс твердого
тела перпендикулярно оси прецессии, может быть не более двух таких положений равнове-
сия. В соответствии с терминологией Обобщенной ограниченной круговой задачи трех тел
эти равновесия названы треугольными точками либрации (ТТЛ). Координаты ТТЛ опре-
деляются аналитически, прослеживается их эволюция при изменении значений параметров
системы. Доказывается неустойчивость ТТЛ.

Ключевые слова: задача трех тел, точки либрации, относительное равновесие, твердое
тело, астероид

1. Введение

Известно, что основным фактором, влияющим на движение космической станции в непо-
средственной близости от поверхности астероида, является гравитация этого астероида.
(Конечно, даже на поверхности малой планеты сила гравитации Солнца оказывается мно-
гократно большей, чем сила гравитации самого астероида, однако при изучении относи-
тельного движения необходимо принимать в расчет неинерциальность системы отсчета,
связанной с центром масс малой планеты.) Поэтому простейшей моделью, в рамках которой
можно описывать такое движение, является механическая система, состоящая из массив-
ного гравитирующего твердого тела с неподвижным центром масс и материальной точки
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«нулевой» массы, движущейся под влиянием гравитационного поля этого твердого тела, но
не оказывающей влияния на его движение. Для удержания космической станции около по-
верхности астероида можно либо «привязать» ее одним или двумя тросами к поверхности
малой планеты (см. [7, 13, 15, 16]), либо поместить эту станцию в одну из точек либрации
гравитирующего астероида (см., например, [5, 6, 8] о точках либрации гравитирующих тел).

Если твердое тело, моделирующее астероид, является динамически симметричным, то
его движение вокруг центра масс оказывается регулярной прецессией. Если, кроме того,
предположить, что гравитационный потенциал астероида может быть аппроксимирован
гравитационным потенциалом двух центров, то уравнения движения материальной точ-
ки, моделирующей космическую станцию, в системе отсчета, связанной с осями прецессии
и динамической симметрии, совпадут с уравнениями движения обобщенной ограниченной
круговой задачи трех тел (ООКЗ3Т), впервые сформулированной в [10]. Точки либрации
для различных вариантов ООКЗ3Т изучались в [10–12, 14, 17, 18]. В частности, в [18]
рассматривалась ситуация, когда твердое тело сжато вдоль оси динамической симметрии
и, в соответствии с аппроксимациями из [1, 3], его гравитационный потенциал можно рас-
сматривать как композицию потенциалов двух центров с комплексно-сопряженными мас-
сами, «лежащих» на оси динамической симметрии, но имеющих вдоль этой оси чисто мни-
мые координаты. Изучались равновесия материальной точки, моделирующей космическую
станцию в плоскости, образованной осями прецессии и динамической симметрии. Однако,
как было доказано в [13], для прецесирующего твердого тела, чей гравитационный потенци-
ал инвариантен относительно поворотов вокруг оси динамической симметрии, относитель-
ные равновесия возможны также в плоскости, проходящей через центр масс твердого тела,
перпендикулярно оси прецессии. Эти равновесия являются аналогами лагранжевых точек
либрации классической ограниченной круговой задачи трех тел [2, 4] и, в соответствии
с терминологией ООКЗ3Т, могут быть названы треугольными точками либрации (ТТЛ).

В настоящей работе для варианта ООКЗ3Т, рассмотренного в [18], устанавливливается,
что, как и в других ранее рассматривавшихся вариантах этой задачи, может существовать
не более двух ТТЛ. Координаты ТТЛ определяются аналитически. Прослеживается эво-
люция ТТЛ при изменении значений параметров рассматриваемой системы. В частности,
устанавливается, что в случае ненулевой мнимой части масс притягивающих центров ТТЛ
существуют только начиная с некоторого минимального значения угловой скорости пре-
цессии, в то же время с ростом абсолютной величины мнимой части масс притягивающих
центров ТТЛ перемещаются от оси, перпендикулярной осям прецессии и динамической
симметрии, к проекции оси динамической симметрии на рассматриваемую плоскость, при
некотором значении этой абсолютной величины сливаются на этой оси, превращаясь в одну
из внешних компланарных точек либрации, рассмотренных в [18], и в дальнейшем исчезают.
Анализ уравнений движения, линеаризованных в окрестности ТТЛ, показывает, что при
существовании двух ТТЛ хотя бы один корень характеристического уравнения является
действительным положительным, из чего следует неустойчивость ТТЛ.

Настоящая работа дополняет [18] и обобщает некоторые результаты, полученные в [17].

2. Потенциал и условия равновесия

Как и в [18], будем считать, что потенциал прецессирующего динамически симмет-
ричного твердого тела, моделирующего астероид, является композицией гравитационных
потенциалов двух притягивающих центров с комплексно-сопряженными массами и в без-
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размерной форме может быть записан как

Π̃ = −α2
(

1 − iν
a− ib

+ 1 + iν
a+ ib

)
= −α a+ νb

a2 + b2
, (2.1)

где ν — безразмерный параметр, характеризующий неравномерность сжатия твердого тела
вдоль оси динамической симметрии (очевидно, что в силу произвольности выбора направ-
ления этой оси, не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что ν � 0), a± ib —
безразмерные расстояния от материальной точки, моделирующей космическую станцию, до
притягивающих центров (естественно считать, что a > 0, так как рассматриваются силы
притяжения, а не отталкивания), α = Gm/(ω2l3) > 0 — безразмерный параметр, характери-
зующий угловую скорость ω прецессии, G — гауссова постоянная тяготения, l — абсолютная
величина расстояния между притягивающими центрами, «лежащими» на оси динамической
симметрии, но имеющими на этой оси чисто мнимые координаты, m — масса твердого тела.

Пусть Oxyz — правая декартова прямоугольная система координат с началом в цен-
тре O масс твердого тела, вращающаяся вокруг оси прецессии с угловой скоростью ω, такая,
что ось Oz совпадает с осью прецессии, оси Ox, Oz и ось динамической симметрии Oz1 ле-
жат в одной плоскости, причем положительный луч оси Oz1 принадлежит прямому углу,
образованному положительными лучами осей Ox и Oz. Будем рассматривать только общий
случай, когда угол нутации ϑ между положительными лучами осей Oz и Oz1 — острый.
Для безразмерных координат (ξ, η, ζ) (ξ = x/l, η = y/l, z = ζ/l) материальной точки,
моделирующей космическую станцию, справедливы равенства

a2 − b2 = ξ2 + η2 + ζ2 − 1/4, 2ab = ξ sinϑ+ ζ cos ϑ. (2.2)

Заметим, что потенциал (2.1) не определен в случае a = b = 0, то есть, как следует из (2.2),
на окружности ξ2 + η2 + ζ2 = 1/4 плоскости ξ sinϑ + ζ cos ϑ = 0. Так как в окрестности
каждой из точек этой окружности гравитационная сила, определяемая (2.1), может быть
как угодно велика, каждая из точек может быть названа «фиктивным притягивающим цен-
тром». Заметим также, что если ν 
= 0, то все точки круга ξ2 + η2 + ζ2 < 1/4 плоскости
ξ sinϑ+ ζ cos ϑ = 0 (то есть точки, для которых a = 0, но b 
= 0) являются точками разрыва
потенциала (2.1). В рамках рассматриваемой модели для частицы, помещенной в каждую из
таких точек разрыва, можно определить линию действия (обязательно пересекающую Oz1)
и величину гравитационной силы, действующей со стороны твердого тела, но не ее направ-
ление. Очевидно, что для того чтобы частица находилась в равновесии в Oxyz, необходимо
(но не достаточно), чтобы линия действия гравитационной силы пересекала также ось Oz.
Следовательно, точки разрыва, для которых η 
= 0 и ζ 
= 0, не являются положениями
равновесия во вращающейся системе координат Oxyz. Нетрудно также проверить, что при
ν 
= 0 точка O не может быть положением равновесия, так как сила гравитации в этой
точке не равна нулю.

Кинетическую энергию материальной точки, представляющей космическую станцию,
в безразмерной форме можно записать как

T = T2 + T1 + T0, T2 = 1/2(ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2), T1 = −ηξ̇ + ξη̇, T0 = 1/2(ξ2 + η2), (2.3)

где точкой обозначена производная по безразмерному времени τ = ωt. Пусть J0 = Π̃ − T0.
Тогда условия равновесия материальной точки во вращающейся системе координат Oxyz
можно записать как

∂J0/∂ξ = 0, ∂J0/∂η = 0, ∂J0/∂ζ = 0. (2.4)
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Если a 
= 0, то, с учетом (2.1) и (2.2), условия (2.4) можно переписать в виде

α

(
Bξ − 1

2A sinϑ
)

= (a2 + b2)3ξ, (2.5)

η
(
αB − (a2 + b2)3

)
= 0, (2.6)

Bζ − 1
2A cos ϑ = 0, (2.7)

где A = b3 − 3νab2 − 3a2b+ νa3 и B = a3 + 3νba2 − 3b2a− νb3.

3. Редукция на плоскость, перпендикулярную оси прецессии

Пусть, в отличие от случая, рассмотренного в [18], η 
= 0. Тогда из (2.6) следует, что
B = (a2 + b2)3/α. Подставив это равенство в (2.5), получим A = 0. Тогда из (2.7) следует,
что если a 
= 0, то ζ = 0. Из этого и вышесказанного следует, что положения равновесия
в Oxyz материальной точки, моделирующей космическую станцию, отличные от лежащих
в плоскости η = 0, образованной осями прецессии и динамической симметрии, возможны
только в плоскости ζ = 0, проходящей через центр масс твердого тела O перпендикулярно
оси прецессии, то есть в ТТЛ. (Аналогичный результат доказан в [13] для более общей
ситуации.)

Очевидно, ТТЛ можно рассматривать как стационарные точки функции J0, ограни-
ченной на плоскость ζ = 0 при η 
= 0. Анализируя линии уровня J0 = const на плоскости
Oξη, можно выделить две ситуации. В случае, изображенном на рисунке 1, седловые точки
L1 и L2, симметричные относительно оси Oξ, являются искомыми ТТЛ, тогда как в случае,
изображенном на рисунке 2, ТТЛ не существуют. Отметим также, что стационарные точ-
ки N1 и N2 на этих рисунках, лежащие на прямой Oξ, вообще не являются положениями
равновесия, так как в этих точках не выполняется условие (2.5). Точка N3 на рисунке 2
может в отдельных случаях оказаться одной из внешних компланарных точек либрации,
рассмотренных в [18].

Рис. 1
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Рис. 2

Заметим, что в плоскости ζ = 0 величина a может быть нулевой только на отрезке
оси Oη с концами в точках, для которых η = ±1/2. Однако концы этого отрезка являют-
ся «фиктивными притягивающими центрами», тогда как в его внутренних точках линия
действия гравитационной силы не параллельна оси Oy. Cледовательно, для всех ТТЛ спра-
ведливо неравенство a > 0, и условия равновесия (2.5), (2.6), (2.7) в плоскости Oξη после
простых преобразований упрощаются до равенств

u3 − 3νu2 − 3u+ ν = 0, (3.1)

α =
a3(1 + u2)3

(1 + ν2)(1 − 3u2)
, (3.2)

где u = b/a.

4. Координаты треугольных точек либрации

Заменой u = tg(ψ), ν = tg(3δ) (всегда можно считать, что 0 � δ < π/6) уравнение (3.1)
преобразуется к виду tg(3ψ− 3δ) = 0, из чего следует, что корни этого кубического относи-
тельно u уравнения могут быть записаны как u1 = tg(δ − π/3), u2 = tg δ, u3 = tg(δ + π/3).
Однако только при u = u2 правая часть (3.2) оказывается положительной. Следовательно,
u = tg δ в каждой из ТТЛ. В этом случае из (3.2) после некоторых преобразований получим

a = α1/3 cos δ/ cos1/3(3δ), b = a tg δ = α1/3 sin δ/ cos1/3(3δ). (4.1)

Тогда, так как в рассматриваемой ситуации ζ = 0, из второго из равенств (2.2) следует, что

ξ =
α2/3 sin(2δ)

sinϑ cos2/3(3δ)
. (4.2)
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Далее, подставляя (4.1) и (4.2) в первое из равенств (2.2), получим

η = ±
√√√√1

4 +
α2/3 cos(2δ)

cos2/3(3δ)
− α4/3 sin2(2δ)

cos4/3(3δ) sin2 ϑ
. (4.3)

Таким образом, координаты ТТЛ определяются формулами (4.2), (4.3), причем могут су-
ществовать не более двух ТТЛ.

5. Условия существования треугольных точек либрации

Очевидно, условием существования КТЛ является неотрицательность подкоренного
выражения в правой части (4.3), причем положительность этого выражения означает су-
ществование двух ТТЛ, симметричных относительно Ox. Если же это выражение равно
нулю, то в плоскости Oxy существует только одна точка либрации. Эта точка либрации
также может быть названа ТТЛ, являясь одновременно, как нетрудно показать, одной из
внешних компланарных точек либрации, рассмотренных в [18]. C учетом положительнос-
ти α условие существования ТТЛ можно переписать в виде

α � f(δ, ϑ) = cos 3δ sin3 ϑ

2
√

2 sin3/2 2δ

(
ctg 2δ +

√
ctg2 2δ + 1

sin2 ϑ

)3/2

. (5.1)

Равенство α = f(δ, ϑ) определяет в области допустимых значений параметров (δ, ϑ, α) неко-
торую поверхность. Сечением этой поверхности плоскостью ϑ = const является некоторая
кривая, соединяющая точку A, для которой δ = 0 и α = ∞, c точкой B, для которой δ = π/6
и α = 0 (cплошная кривая ADB на рис. 3). Для точек, лежащих ниже ADB, существуют две
ТТЛ; для точек, лежащих на ADB, в плоскости ζ = 0 существует только одна точка либра-
ции, совпадающая с одной из внешних компланарных точек либрации; для точек, лежащих
выше ADB, ТТЛ не существуют. Нетрудно показать, что f(δ, ϑ) < f(δ, π/2) = (ctg3 δ −
− 3 ctg δ)/8. Следовательно, если α � (ctg3 δ − 3 ctg δ)/8, то есть для точек, лежащих выше
пунктирной кривой ACB на рисунке 3, ТТЛ не существуют при любых допустимых значе-
ниях ϑ. Если же δ = 0, то при любых допустимых α и ϑ существуют две ТТЛ (факт, раннее
установленный в [17]).

Рис. 3
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6. Эволюция треугольных точек либрации

Характер эволюции ТТЛ при изменении того или иного параметра рассматриваемой
системы изображен на рисунке 4.

Как следует из (5.1), при фиксированных значениях δ и ϑ ТТЛ существуют, только
если 0 < α < αmax (отрезок ED на рис. 3), где αmax = f(δ, ϑ). (Заметим, что если ϑ→ 0,
то и αmax → 0.) При изменении α от 0 до αmax (то есть при уменьшении угловой скорости
прецессии от бесконечности до некоторого минимального допустимого значения) ТТЛ пе-
ремещаются в плоскости Oξη по дугам окружности с центром в точке O1 ((ctg 2δ sinϑ)/2, 0)
из точек E1(0, 1/2) и E2(0,−1/2), чтобы при α = αmax слиться в точке D(ξD, 0), где

ξD = 1
2

(
ctg 2δ sinϑ+

√
ctg2 2δ sin2 ϑ+ 1

)
. (6.1)

Аналогично, при фиксированных значениях α и ϑ ТТЛ существуют, только если 0 �
� δ < δmax (отрезок KD на рис. 3), где δmax определяется из уравнения α = f(δmax, ϑ).
(Заметим, что если ϑ → 0, то и δmax → 0.) При этом при изменении δ от 0 до δmax

ТТЛ перемещаются вдоль некоторой кривой в плоскости Oξη из точек K1(0,
√
α2/3 + 1/4)

и K2(0,−
√
α2/3 + 1/4), чтобы при α = αmax слиться в точке D на оси Oξ, для которой

в этом случае δ = δmax.
Кроме того, при фиксированных значениях α и δ ТТЛ существуют, только если ϑmin <

< ϑ < π/2, где

ϑmin = arcsin

(
2α2/3 sin 2δ

cos1/3 3δ
√

4α2/3 cos 2δ + cos2/3 3δ

)
. (6.2)

При изменении ϑ от ϑmin до π/2 ТТЛ перемещаются в плоскости Oξη по дугам окружности
с центром в точке O из точки D на оси Ox, для которой в данном случае

ξD =

√
1
4 + α2/3 cos 2δ

cos2/3 3δ
, (6.3)

в точки M1(ξ1, η1) и M2(ξ1,−η1), где

ξ1 = α2/3 sin 2δ
cos2/3 3δ

, η1 =
√

1
4 + ξ1 ctg 2δ − ξ21 . (6.4)

Рис. 4
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7. Неустойчивость треугольных точек либрации

Характеристическое уравнение для уравнений движения, линеаризованных в окрест-
ности любой точки либрации, может быть записано в виде

λ6 + 2λ4 +A2λ
2 +A0 = 0, (7.1)

где A0 — определитель системы линеаризованных уравнений движения, определяемый ра-
венством

A0 = PξξPηηPζζ + 2PξηPηζPξζ − P 2
ξζPηη − P 2

ξηPζζ − P 2
ηζPξξ + P 2

ξζ + P 2
ηζ + P 2

ζζ + Pζζ , (7.2)

в котором частные производные

Pβγ = ∂2Π̃
∂β∂γ

, β ∈ {ξ, η, ζ}, γ ∈ {ξ, η, ζ}. (7.3)

вычисляются в точке либрации. (При выводе (7.1) и (7.3) учтено, что ΔΠ̃ = Pξξ+Pηη+Pζζ =
= 0.) Используя для частных производных величин a и b по переменным ξ, η, ζ выражения,
аналогичные выведенным в [17], условие ζ = 0, зависимость b = ua и формулы (2.2), (3.1),
(3.2), после ряда преобразований равенство (7.2) можно записать как

A0 = −9
4

sin2 ϑ

a4(1 + u2)2)
η2, (7.4)

то есть если ТТЛ не лежит на оси Oξ (если η 
= 0), то A0 < 0. В этом случае уравнение
x3 + 2x2 + A2x + A0 = 0 обязательно имеет положительный действительный корень. Но
тогда и уравнение (7.1) обязательно имеет положительный действительный корень. Следо-
вательно, если существуют две ТТЛ, обе они неустойчивы.

Выводы

В настоящей работе, дополняющей [18], изучаются положения равновесия материаль-
ной точки пренебрежимо малой массы относительно осей прецессии и динамической сим-
метрии твердого тела, чей гравитационный потенциал представляется композицией гра-
витационных потенциалов двух комплексно-сопряженных точечных масс, находящихся на
мнимом расстоянии. Установлено, что в плоскости, проходящей через центр масс твердого
тела перпендикулярно его оси прецессии, существует не более двух таких положений рав-
новесия, названных в соответствии с терминологией обобщенной ограниченной круговой
задачи трех тел треугольными точками либрации (ТТЛ). Координаты ТТЛ определены
аналитически. Выведены условия существования ТТЛ. Прослежена эволюция ТТЛ при из-
менении значений параметров системы. Доказано, что в случае существования двух ТТЛ
обе они неустойчивы.
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Triangular Libration Points of the Generalized Restricted Circular Problem
of Three Bodies for conjugate complex masses of attracting centers

Alexander V. Rodnikov
Bauman Moscow State Technical University
2nd Baumanskaya st. 5, Moscow, 105005, Russia
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We study a particle equilibria with respect to axes of precession and of dynamical symmetry of
a rigid body in assumption that the body gravitational field is composed of gravitational fields
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of two conjugate complex masses being on imaginary distance. We establish that there are not
more then two of these equilibria in the plane passing the body mass center orthogonally to
the precession axis. Using terminology of the Generalized Restricted Circular Problem of Three
Bodies, we call these equilibria the Triangular Libration Points (TLP). We find TLPs’ coordinates
analytically and we trace their evolution at changing values of the system parameters. We also
prove that TLPs are instable.
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