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Волны Стокса в завихренной жидкости
С.Н.Аристов, Е.Ю.Просвиряков

Приведено решение второй задачи Стокса для завихренной вязкой несжимаемой жид-
кости. Найденные решения представляют собой эллиптические поляризованные попереч-
ные волны. Показана возможность усиления волн Стокса на верхней границе по сравнению
с заданными вибрациями на нижней жесткой плоскости.
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Введение

Колебательное движение вязкой несжимаемой жидкости в полупространстве впервые
было рассмотрено Стоксом [1]. Это движение индуцировалось колебанием нижней грани-
цы относительно координатной оси Oy, при этом верхняя граница оставалась свободной:
касательное напряжение на поверхности слоя жидкости было равным нулю. Характерной
особенностью второй задачи Стокса является наличие поперечных волн, а также их быстрое
затухание при удалении от твердой поверхности, вызывающей колебание жидкости [1–3].

Полученное решение второй задачи Стокса для ньютоновских несжимаемых жидкостей
было обобщено на слабовязкую жидкость [4] и жидкости с выраженными реологическими
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свойствами [5–8]. В последнее время появились работы, в которых исследования второй за-
дачи Стокса проводятся не только в координатах Эйлера, но и в переменных Лагранжа [9].
Отметим, что течение Стокса является слоистым [1–3], при описании которого конвектив-
ная часть полной производной (производной Лагранжа) тождественно равна нулю. Таким
образом, интерес представляет задача нахождения решения, описывающего колебательные
движения жидкости с ненулевой конвективной производной (влияние завихренности на пе-
ренос вибрационных возмущений). В данной статье дается ответ на этот важный вопрос.

1. Постановка задачи

Известно, что течение вязкой несжимаемой жидкости описывается системой уравнений
Навье –Стокса и уравнением несжимаемости [1–3]:

dV
dt

= −∇P + νΔV, (1.1)

∇ ·V = 0. (1.2)

Здесь V = (Vx, Vy, Vz) — вектор скорости, P — давление, деленное на постоянную сред-

нюю плотность жидкости ρ, ν — коэффициент кинематической вязкости, d
dt

— полная про-

изводная, ∇, Δ — дифференциальные операторы Гамильтона и Лапласа соответственно,
определенные в декартовой прямоугольной системе координат.

Будем изучать такие течения вязкой несжимаемой жидкости, для которых верхняя
граница слоя жидкости на протяжении всего времени не деформируется (является плос-
кой). При отсутствии искривления поверхности давление будет постоянным, а вертикальная
скорость равна нулю. Отметим, что в этом случае описываются крупномасштабные тече-
ния [10]. Следовательно, система (1.1)–(1.2) преобразуется к следующей переопределенной
системе уравнений:

∂Vx

∂t
+ Vx

∂Vx

∂x
+ Vy

∂Vx

∂y
= ν

(
∂2Vx

∂x2
+
∂2Vx

∂y2
+
∂2Vx

∂z2

)
,

∂Vy

∂t
+ Vx

∂Vy

∂x
+ Vy

∂Vy

∂y
= ν

(
∂2Vy

∂x2
+
∂2Vy

∂y2
+
∂2Vy

∂z2

)
,

∂Vx

∂x
+
∂Vy

∂y
= 0.

(1.3)

Решение последней системы уравнений будем искать в виде

Vx = u (z, t) + Ω z
h
y, Vy = v (z, t) . (1.4)

Здесь Ω = ∂Vx

∂y
− ∂Vy

∂x
— вертикальная компонента завихренности, вычисленная при z = h

для скоростей, определяемых равенствами (1.4) (здесь и далее постоянная величина) [3,
12]. Выражения (1.4) представляют класс решений уравнений Навье –Стокса, в которых
скорости жидкости линейно зависят от горизонтальных координат x и y, а коэффициенты —
от вертикальной координаты z и времени t.
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В работе [3] приведен обзор класса решений, записанных в виде (1.4), которые были
впервые предложены в работе [11] для уравнений проводящей жидкости в магнитном поле.
В том же обзоре [3] указаны все известные и найдены новые решения, описывающие так
называемые слоистые течения. Описанное ниже решение не было приведено в [3]. Отметим,
что в обзоре [3] и в библиографическом списке к нему рассматривается более широкий
класс решений типа (1.4). Однако, как было показано в работе [12], для описания слоистых
течений без потери общности можно рассматривать класс решений вида (1.4).

Подставляя в систему уравнений (1.3) выражения для скоростей (1.4), получим систему
уравнений, записанную в операторном виде:

L̂v = 0, L̂u = −Ω z
h
v, (1.5)

где L̂ = ∂
∂t

− ν ∂
2

∂z2
— диффузионный дифференциальный оператор параболического ти-

па [10].
Характерной особенностью второй задачи Стокса является задание нестационарных

граничных условий. Это обстоятельство означает, что течение жидкости задается не в какой-
то определенный момент времени (как правило, нулевой), а в любой момент времени. Ины-
ми словами, волны Стокса описывается краевой задачей, а не начально-краевой.

Для начала отметим, что возмущение границы может происходить, вообще говоря,
по произвольному закону. Однако эти возмущения при необременительных ограничениях
можно разложить в ряд Фурье, поэтому в дальнейшем будем анализировать поведение
отдельных Фурье-компонент, а для получения ответа просуммируем их [2].

На нижней границе, при z = 0, зададим граничные условия, которые являются перио-
дическими колебаниями (вибрациями)

Vx = A cosωt, Vy = B sinωt,

где A, B и ω — вещественные постоянные. Проанализируем траектории частиц жидкости,
находящихся на твердой границе. Поскольку при взаимодействии жидкости с твердой по-
верхностью справедливо условие прилипания, то корректно говорить о движении частиц,
составляющих твердую поверхность. Отметим справедливость следующих равенств [2]:

Vx = ∂x
∂t
, Vy =

∂y

∂t
.

Интегрируя последние уравнения, получим параметрическое уравнение траекторий:

x = x0 − A
ω sinωt, y = y0 + B

ω cosωt. (1.6)

Здесь x0 и y0 — функции, зависящие от координат x и y. Очевидно, что траектории дви-
жения нижней поверхности представляют собой эллипсы. Важно заметить, что ранее были
описаны только движения жидкости при поступательном и вращательном движениях твер-
дой поверхности [3]. Данный тип движения твердой поверхности используется старателями
при добыче золота: именно так движется лоток, на котором промывают золото.

Далее будем рассматривать краевые условия, характерные для второй задачи Сток-
са [1–3]

при z = 0: u = 0, v = A sinωt. (1.7)
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Верхняя граница является свободной (отсутствуют касательные напряжения):

при z = h: ∂u
∂z

= 0, ∂v
∂z

= 0. (1.8)

Далее краевая задача (1.5), (1.7), (1.8) будет предметом исследования. По сравнению с гра-
ничными условиями, заданными для описания волн Стокса, мы не требуем затухания ско-
рости на бесконечности, а рассматриваем слой жидкости конечной толщины h [1].

2. Решение краевой задачи, описывающей колебания
завихренной жидкости

Решение системы (1.5) будем искать в виде

u = U(z) exp(iωt) + U∗(z) exp(−iωt),
v = V (z) exp(iωt) + V ∗(z) exp(−iωt). (2.1)

Здесь звездочка обозначает комплексное сопряжение соответствующих функций, i — мни-
мая единица. Подставляя соотношения (2.1) в уравнение (1.5), имеем

iωV − ν ∂
2V

∂z2
= 0, iωU − ν ∂

2U

∂z2
= −Ω z

h
V. (2.2)

Решение уравнений (2.2) записывается следующим образом:

V = V1 exp (k(1 + i)z) + V2 exp (−k(1 + i)z),

U =

[
U1 + V1

(
Ω (1 − i)

8νkh
z2 + iΩ

4ωh
z

)]
exp (k(1 + i)z) +

+

[
U2 + V2

(
Ω (i− 1)

8νkh
z2 + iΩ

4ωh
z

)]
exp (−k(1 + i)z).

Здесь k2 = ω
2ν — дисперсионное соотношение, V1, V2, U1, U2 — постоянные интегрирования,

которые могут быть, вообще говоря, комплексными числами. Заметим, что волновое число
k зависит от кинематической вязкости ν при фиксированной частоте колебаний ω.

Сформулируем граничные условия, учитывая равенства (1.7) и (1.8) для вычисления
постоянных интегрирования уравнений (2.2). На нижней границе справедливы следующие
соотношения

при z = 0: U = 0, V = −iA;

верхняя граница является свободной

при z = h: dU
dz

= 0, dV
dz

= 0.

Из соображений компактности результатов будем искать решения для функции V в виде

V = C1 exp (k(1 + i)(z − h)) + C2 exp (−k(1 + i)(z − h)),
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где C1 и C2 — модифицированные постоянные интегрирования для вычисления скорости V .
Система уравнений, вытекающая из граничных условий для функции V , записывается сле-
дующим образом:

C1 exp (−k(1 + i)h) + C2 exp (k(1 + i)) = −iA,
C1 − C2 = 0.

Решая систему, получим

C1 = C2 = − iA

2 cosh (kh(1 + i))
.

Следовательно,

V1 =
− iA exp (−k(1 + i))

2 cosh (kh(1 + i))
, V2 =

− iA exp (k(1 + i))
2 cosh (kh(1 + i))

.

Подставим постоянные интегрирования, получим в комплексной форме выражение для ско-
рости V :

V (z) =
− iA cosh (k(1 + i)(z − h))

cosh (kh(1 + i))
.

Согласно формуле (2.1), скорость, параллельная оси ординат, определяется как

Vy = v = − iA

2 cosh (kh(1 + i))
×

× [exp (k(z − h) − ikh) exp (i(ωt + kz)) + exp (−k(z − h) + ikh) exp (i(ωt− kz))] +

+ iA
2 cosh (kh(1 + i))

×

× [exp (k(z − h) + ikh) exp (−i(ωt+ kz)) + exp (−k(z − h) − ikh) exp (−i(ωt− kz))].

Выделяем из последнего равенства вещественную и мнимую части, получаем выражение
для скорости Vy, записанное в виде бегущих волн:

Vy =
A exp (−kz) sin(2kh)

2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]
cos(kz − ωt)−

−A [exp (−k (z − 2h)) + exp (−kz) cos(2kh)]
2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]

sin(kz − ωt)−

− A exp (kz) sin(2kh)
2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]

cos(kz + ωt)−

−A [exp (k (z − 2h)) + exp (kz) cos(2kh)]
2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]

sin(kz + ωt).

(2.3)

Далее определим постоянные интегрирования U1 и U2. Выражение для функции преобра-
зуем к виду

U = exp (kh(1 + i))

[
U1 + C1

(
Ω (1 − i)

8νkh
z2 + iΩ

4ωh
z

)]
exp (k(1 + i)(z − h)) +

+ exp (−kh(1 + i))

[
U2 +C2

(
Ω (i− 1)

8νkh
z2 + iΩ

4ωh
z

)]
exp (−k(1 + i)(z − h)).
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Система уравнения для определения постоянных интегрирования U1 и U2 имеет вид

U1 + U2 = 0,

exp (kh(1 + i))

[
U1 + C1

(
Ω (1 − i)

4νk
+ iΩ

4ωh

)]
+

+k(1 + i) exp (kh(1 + i))

[
U1 +C1

(
Ω (1 − i)

8νk
h+ iΩ

4ω

)]
+

+ exp (−kh(1 + i))

[
U2 +C2

(
Ω (i− 1)

4νk
+ iΩ

4ωh

)]
−

−k(1 + i) exp (−kh(1 + i))

[
U2 + C2

(
Ω (i− 1)

8νk
h+ iΩ

4ω

)]
= 0.

Постоянные интегрирования — решения последней алгебраической системы — записывают-
ся следующим образом:

U1 = AΩ
4ω

[
1 − i
4kh

+
hk(1 + i)

2

]
, U2 = AΩ

4ω

[
i− 1
4kh

− hk(1 + i)
2

]
.

Таким образом, вычислено выражение для однородной компоненты U скорости Vx:

U = AΩ
4ω

[
1 − i
4kh

+
hk(1 + i)

2
k (i+ 1) z2 − z

h [1 + exp (2kh(1 + i))]

]
exp (k(1 + i)z) +

+ AΩ
4ω

[
i− 1
4kh

− hk(1 + i)
2 +

exp (2kh(1 + i))
h [1 + exp (2kh(1 + i))]

k (i+ 1) z2 + z

]
exp (−k(1 + i)z).

В этом случае скорость, параллельная оси Ox, может быть представлена в виде бегущих
волн следующим образом:

Vx = AΩ
4ω exp (kz)

[
1 − i
4kh

+
hk(1 + i)

2 − k (i+ 1) z2 − z

h [1 + exp (2kh(1 + i))]

]
exp (i (kz + ωt)) +

+ AΩ
4ω exp (−kz)×

×
[
i− 1
4kh

− hk(1 + i)
2 +

exp (2kh(1 + i))
h [1 + exp (2kh(1 + i))]

k (i+ 1) z2 + z

]
exp (i(ωt− kz)z) +

+ AΩ
4ω exp (kz)×

×
[

1 + i
4kh

+
hk (1 − i)

2
k (−i+ 1) z2 − z

h [1 + exp (2kh (1 − i))]

]
exp (−i (kz + ωt)) +

+ AΩ
4ω exp (−kz)×

×
[
− i+ 1

4kh
− hk (1 − i)

2 +
exp (2kh (1 − i))

h [1 + exp (2kh (1 − i))]
k (−i+ 1) z2 + z

]
exp (−i(ωt − kz)z)+Ω z

h
y.
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Выделяем вещественную и мнимую части, получаем

Vx = AΩ
4ω exp (kz) cos (kz + ωt)×

×
[
kh
2 + 1

4kh
+

− kz2 (1 + exp(2kh) cos(2kh) + sin(2kh)) + z (1 + exp(2kh) cos(2kh))
h [1 + 2 exp(2kh) cos(2kh) + exp (4kh)]

]
+

+ AΩ
4ω exp (kz) sin (kz + ωt)×

×
[
−kh2 + 1

4kh
+
kz2 (1 + exp(2kh) cos(2kh) − sin(2kh)) + z sin(2kh)

h [1 + 2 exp(2kh) cos(2kh) + exp (4kh)]

]
+

+ AΩ
4ω exp (−kz) cos (kz − ωt)×

×
[
−kh2 − 1

4kh
+ exp(2kh)

kz2 (exp(2kh) + cos(2kh) − sin(2kh)) + z (exp(2kh) + cos(2kh))
h [1 + 2 exp(2kh) cos(2kh) + exp (4kh)]

]
+

+ AΩ
4ω exp (−kz) sin (kz − ωt)×

×
[
kh
2 − 1

4kh
+ exp(2kh)

kz2 (exp(2kh) + cos(2kh) + sin(2kh)) + z sin(2kh)
h [1 + 2 exp(2kh) cos(2kh) + exp (4kh)]

]
+ Ω z

h
y. (2.4)

3. Анализ решений краевой задачи

Отметим, что решения (2.3) и (2.4) содержат решение задачи второй Стокса в неза-
вихренной жидкости для слоя конечной толщины. Для этого в выражениях (1.3) нужно
потребовать выполнение равенств

u = 0, Ω = 0.

Напомним, что во второй задаче Стокса волны очень быстро затухают, и уже на втором
периоде колебаний их влияние на движение жидкости оказывается несущественным [1–3].
Таким образом, огибающая этих волн является монотонно убывающей функцией. Пока-
жем, что при наличии завихренности в жидкости возможно усиление волн. Проанализиру-
ем поведение огибающих скоростей на свободной границе слоя жидкости. Без ограничения
общности, в формулах (1.3) и (2.1) соответственно положим y = 0 и z = h, получим

Vy

A
= F1 cos (ωt− kh) + F2 sin (ωt− kh) + F3 cos(ωt+ kh) + F4 sin(ωt+ kh).

Здесь введены следующие обозначения:

F1 =
exp(−kh) sin(2kh)

2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]
, F2 =

exp (kh) + exp(−kh) cos(2kh)
2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]

,

F3 =
exp (kh) sin(2kh)

2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]
, F4 =

exp(−kh) + exp (kh) cos(2kh)
2 [cosh(2kh) + cos(2kh)]

.
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Для сравнения скорости на свободной поверхности со скоростью на твердой границе гра-
ничное условие (1.5) перепишем следующим образом:

v
A

= sinωt = 1
2 cos (kh)

[sin (ωt− kh) + sin(ωt+ kh)].

На рисунке 1 представлены графики огибающих безразмерных скоростей
Vy

A
и v
A
. Обозна-

чим их следующим образом:

F = F1 + F2 + F3 + F4 = cosh (kh)
1 + cos(2kh) + sin(2kh)

cosh(2kh) + cos(2kh)
и G = sec (kh) .

Рис. 1. Графики результирующих огибающих F и G скоростей на свободной и нижней границах
слоя вязкой несжимаемой жидкости

Отметим, что функция F больше функции G на интервале kh ∈ (0; 0.626028). В точках
kh = 0 и kh = 0.626028 функции совпадают. Огибающая F принимает максимальное зна-
чение при kh = 0.466278. Следовательно, максимальное значение скорости Vy(0.466278) =
= 1.29152A. Очевидно, что имеет место усиление волны при широком диапазоне частот
по сравнению с заданной вибрацией. Этот эффект отсутствует в классической постановке
Стокса [1–3].

Приведем анализ огибающей H безразмерной скорости Vxω

AΩ
. Данная составляющая

вектора скорости имеет ненулевое значение благодаря наличию завихренности в жидкости.
Функция H имеет локальный максимум при kh = 0.499254, Vx = 2.4727AΩ

ω и локальный ми-

нимум при kh = 1.33728, Vx = 2.1012AΩ
ω (рис. 2). После прохождения локального минимума

огибающая H будет возрастать. Отметим, что бесконечное возрастание огибающей H огра-
ничено двумя физическими соображениями: приближением несжимаемости и интервалом
усиления волн скорости Vy.

Отметим также, что полученные волны, как и во второй задаче Стокса, являются по-
перечными, причем данные волны, согласно уравнениям (1.6), являются эллиптически по-
ляризованными.
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Рис. 2. График результирующей огибающей Н скорости Vy на свободной и нижней границах слоя
вязкой несжимаемой жидкости

Заключение

В настоящей работе приведено решение второй задачи Стокса для крупномасштабных
течений вязкой завихренной несжимаемой жидкости. Проведенный анализ решений пока-
зывает, что при определенном диапазоне частот начального периодического возмущения
возможно усиление волн на поверхности. Рассуждая аналогично, можно вычислить наи-
большие значения скоростей, бо́льших, чем начальные значения, и внутри слоя. Отметим,
что волны, индуцируемые вибрацией, являются поперечными и эллиптически поляризо-
ванными.
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The solution of the second task of Stokes for the swirled knitting of incompressible liquid is
provided. The found solutions represent the elliptic polarized cross waves. The solution of the
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