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4 СОДЕРЖАНИЕ

Предисловие
Одной из основных тем в общей топологии является теория би-

компактных расширений, в частности бикомпактных расширений
дискретных пространств. Данное пособие посвящено изучению
свойств таких пространств, построенных как пространство Стоу-
на некоторых булевых алгебр подмножеств счетного множества.

Пособие состоит из введения и двух глав. Во введении при-
водятся основные сведения, конструкции и основные свойства
рассматриваемых пространств. Первая глава посвящена простран-
ству Белла, которое является первым бикомпактным расшире-
нием, построенным как пространство Стоуна некоторой булевой
алгебры, существенно отличающееся по своим свойствам от мак-
симального бикомпактного расширения счетного дискретного
пространства 𝛽𝜔. Во второй главе рассматриваются основные
модификации пространства Белла. Глава состоит из трех пара-
графов, каждый из которых посвящен отдельной группе про-
странств.

Новизна пособия состоит в рассмотрении связи структуры
булевых алгебр подмножеств и свойств пространства Стоуна дан-
ных булевых алгебр. Доказательство основных теорем основано
на оригинальном сочетании методов теории множеств, общей
топологии и комбинаторики.

Пособие предназначено для магистрантов и студентов старших
курсов бакалавриата направлений 02.03.01 и 02.04.01 маткматика
и компьтерные науки, а также для аспирантов и научных работни-
ков, занимающихся общей топологией. Данное пособие поможет
студентам развить навыки научного исследования и выбрать
направление своей дальнейшей научной деятельности.

Работа с пособием предполагает последовательное изучение
материала, хотя для перехода к изучению второй главы, про-
чтение параграфов 1.3 и 1.4 не обязательно. Более подробно
о булевых алгебрах и их пространствах Стоуна читатель может
ознакомиться, обратившись к изданиям, указанным в списке
литературы.
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Введение

Понятие пространства Стоуна булевой алгебры имеет важное
значение в теории бикомпактных расширений.

Максимальное бикомпактное расширение топологического
простраства, называемое расширением Стоуна –Чеха, основано
на конструкции пространства Стоуна. Особое место в теории би-
компактных расширений занимают максимальные бикомпактные
расширения Стоуна – Чеха дискретных пространств, являющиеся
пространствами Стоуна булевых алгебр подмножеств дискретных
пространств.

Развитие теории бикомпактных расширений вызвало потреб-
ность в рассмотрении и изучении бикомпактных расширений
дискретных пространств, являющихся пространствами Стоуна
других булевых алгебр.

М. Белл [1] построил пространство Стоуна булевой алгебры,
для которого подространство свободных ультрафильтров несепа-
рабельно, но удовлетворяет условию Суслина. Это пространство
является бикомпактным расширением счетного дискретного про-
странства.

Используя расширение построенное М. Белла, Я. ван Милл [2]
и А.А. Грызлов [3] доказали существование новых типов точек
в пространстве 𝛽𝜔, тем самым решив несколько важных проблем
теории бикомпактных расширений.

Исследованию расширения М. Белла посвящен ряд работ
А. А. Грызлова, Е. С. Бастрыкова и Р. А. Головастова [4—8]. В этих
работах изучена внутренняя структура этого пространства, по-
лучены различные типы его точек и их свойства.

Мы будем рассматривать компактификации пространств, по-
строенные как пространства Стоуна некоторых будевых алгебр,
в число которых входит оригинальное пространство Белла.

В разделе 1 даны общие определения, обозначения и другие
факты, используемые в дальнейшем, а также ссылки на источ-
ники, где можно более подробно ознакомиться с используемыми
понятиями.
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1 Общие понятия и факты

Большинство обозначений и терминов этой работы взяты
из книг Р.Энгелькинга [9], А.В. Архангельского и В.И.Понома-
рёва [10] и Р. Сикорского [11].

Множество всех подмножеств 𝑋 обозначим exp𝑋. Через 𝜔
обозначается вполне упорядоченное множество {0, 1, 2, . . .} неот-
рицательных целых чисел, а также мощность этого множества.
Множество, имеющее мощность 𝜔, называется счётным. Под 𝑛
в зависимости от контекста будем понимать и натуральное число,
и множество {0, 1, . . . , 𝑛− 1}.

Для множества 𝐴 ⊆ 𝑋 обозначим:

|𝐴| мощность множества 𝐴;

[𝐴] замыкание множества 𝐴 в пространстве 𝑋;

𝐴* нарост, то есть [𝐴] ∖𝐴.

Приведем определения основных кардинальных инвариантов,
используемых нами в работе.

Определение 1 Базой пространства 𝑋 называется семейство
открытых множеств 𝐵 удовлетворяющее следующему условию:
для произвольной точки 𝑥 ∈ 𝑋 и произвольной её окресности 𝑂𝑥
найдется 𝑈 ∈ 𝐵 такое, что 𝑥 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑂𝑥. Наименьшее кардиналь-
ное число вида |𝐵|, где 𝐵 — база пространства 𝑋, называется
весом пространства 𝑋 и обозначается w(𝑋).

Определение 2 Подмножество 𝐴 пространства 𝑋 называется
всюду плотным если [𝐴] = 𝑋. Наименьшее кардинальное число
вида |𝐴|, где 𝐴— всюду плотное подмножество пространства 𝑋,
называется плотностью пространства 𝑋 и обозначается d(𝑋).
Пространства со счетной плотностью называют сепарабельными.

Определение 3 Наименьшее кардинальное число 𝜏 такое, что
любое семейство попарно непересекающихся непустых открытых
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подмножеств пространства 𝑋 имеет мощность не превосходя-
щую 𝜏 , называется числом Суслина пространства 𝑋 и обозна-
чается c(𝑋). Если c(𝑋) = 𝜔, то говорят, что пространство 𝑋
удовлетворяет условию Суслина.

Определение 4 Теснотой в точке 𝑥 пространства 𝑋 t(𝑥,𝑋)
называется такое наименьшее кардинальное 𝜏 , что для любо-
го 𝐴 ⊆ 𝑋, такого что 𝑥 ∈ [𝐴], найдётся 𝐴′ ⊆ 𝐴, такое что 𝑥 ∈ [𝐴′]
и |𝐴′| 6 𝜏 . Теснота всего пространства определяется как

sup
𝑥∈𝑋

t(𝑥,𝑋)

и обозначается t(𝑋).

Более подробно о кардинальных инвариантах написано в [12].

Определение 5 Пространство называется компактным (биком-
пактным, компактом), если из любого открытого покрытия
этого пространства можно выделить конечное подпокрытие.

Замечание 1 Часто мы будем использовать эквивалентное опре-
деление компактности: пространство является компактным тогда
и только тогда, когда пересечение любой центрированной системы
замкнутых множеств не пусто.

Определение 6 Пространство 𝑌 называется бикомпактным
расширением или компактификацией пространства 𝑋, если 𝑌 —
бикомпакт и 𝑋 гомеоморфно некоторому всюду плотному под-
множеству 𝑌 .

Определение 7 Бикомпактным расширением (компактифика-
цией) Стоуна –Чеха пространства 𝑋 (обозначаем 𝛽𝑋) будем на-
зывать максимальное бикомпактное расширение пространства 𝑋,
что означает, что для любого бикомпактного расширения 𝑏𝑋 про-
странства 𝑋 существует непрерывное отображение 𝑓 : 𝛽𝑋 → 𝑏𝑋,
тождественное на 𝑋.
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Замечание 2 Для нормального пространства 𝑋, его расшире-
ние 𝑏𝑋 является пространством Чеха –Стоуна, если для лю-
бых непересекающихся замкнутых множеств 𝐹,𝐺 ⊆ 𝑋 следу-
ет, что [𝐹 ]𝑏𝑋 ∩ [𝐺]𝑏𝑋 = ∅ (доказательство можно найти в [9]).
В дальнейшем мы нередко будем использовать этот факт.

Если в качестве расширяемого пространства взять 𝜔, то по-
лучим пространство 𝛽𝜔, которое играет особую роль в теории
компактификаций, а также данной работе, поэтому приведём
некоторые его свойства.

1. w(𝛽𝜔) = w(𝛽𝜔 ∖ 𝜔) = 2𝜔;

2. c(𝛽𝜔 ∖ 𝜔) = 2𝜔;

3. t(𝛽𝜔) = 2𝜔;

4. |𝛽𝜔| = 22
𝜔

.

Определение 8 Непрерывное отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 называ-
ется гомеоморфизмом, если 𝜙 взаимно однозначно отображает 𝑋
на 𝑌 и обратное отображение 𝜑−1 из 𝑌 в 𝑋 неперывно. Два то-
пологических пространства 𝑋 и 𝑌 называются гомеоморфными,
если существует гомеоморфизм пространства 𝑋 на простраснт-
во 𝑌 .

В работе рассматриваются различные частично упорядочен-
ные множества. Введём понятие цепи и антицепи.

Определение 9 Цепью в пространстве называется линейно упо-
рядоченное множество.

Определение 10 Антицепью в пространстве называется мно-
жество, элементы которого попарно несравнимы.



1 Общие понятия и факты 9

Определение 11 Булевой алгеброй называется непустое мно-
жество B с тремя операциями 𝐴∪𝐵, 𝐴∩𝐵, 𝐴 удовлетворяющим
следующим аксиомам:

1. 𝐴 ∪𝐵 = 𝐵 ∪𝐴, 𝐴 ∩𝐵 = 𝐵 ∩𝐴;

2. 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪𝐵) ∪ 𝐶, 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵) ∩ 𝐶;

3. (𝐴 ∩𝐵) ∪𝐵 = 𝐵, (𝐴 ∪𝐵) ∩𝐵 = 𝐵;

4. 𝐴∩(𝐵∪𝐶) = (𝐴∩𝐵)∪(𝐴∩𝐶), 𝐴∪(𝐵∩𝐶) = (𝐴∪𝐵)∩(𝐴∪𝐶);

5. (𝐴 ∩𝐴) ∪𝐵 = 𝐵, (𝐴 ∪𝐴) ∩𝐵 = 𝐵.

Мы будем рассматривать булевы алгебры B = {𝑈 ⊆ 𝑋}
в множестве exp𝑋 с теоретико множественными операциями
объединение, пересечение и дополнение.

На множестве булевых алгебр из exp𝑋 можно ввести отно-
шение порядка по включению, и соответственно говорить о наи-
меньшем элементе. Заметим, что пересечение любого числа ал-
гебр вновь будет алгеброй. Тогда для произвольного множе-
ства 𝐺 ⊆ exp𝑋 существует наименьшая алгебра B, содержащая
множество 𝐺. Очевидно B может быть определено как пересече-
ние всех алгебр, содержащих множество 𝐺.

Определение 12 Будем говорить, что алгебра B порождает-
ся множеством 𝐺. Если B— наименьшая алгебра, содержащая
множество 𝐺.

Для алгебры порожденной множеством справедливо следую-
щее утверждение.

Предложение 1 Если 𝐺 ⊆ exp𝑋 — непусто, тогда 𝐴 ⊆ 𝑋 при-
надлежит алгебре B, порожденной 𝐺, в том и только в том
случае, когда его можно представить в виде

𝐴 = (𝐴1,1 ∩ . . . ∩𝐴1,𝑟1) ∪ . . . ∪ (𝐴𝑠,1 ∩ . . . ∩𝐴𝑠,𝑟𝑠), (1)

где или 𝐴𝑚,𝑛 ∈ 𝐺, или 𝐴𝑚,𝑛 ∈ 𝐺 для любых 𝑚 и 𝑛.
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Доказательство. Заметим, что класс элементов вида (1) за-
мкнут относительно операции объединения. По формулам Мор-
гана, дополнение к элементу 𝐴 также может быть представлено
в виде (1). Тогда класс элементов вида (1) замкнут и относительно
опреции дополнения, а этого достаточно, чтобы соответсвующий
класс образовывал алгебру B, содержащую 𝐺.

С другой стороны, каждый элемент 𝐴 вида (1) принадлежит
любой алгебре, содержащей 𝐺. Поэтому B является наименьшей
алгеброй, содержащей 𝐺. �

Для определения пространства Стоуна нам необходимо ввести
понятие фильтра и ультрафильтра.

Определение 13 Семейство 𝜉 непустых элементов булевой ал-
гебры B называется фильтром, если выполнены условия:

1. если 𝐴,𝐵 ∈ 𝜉, то 𝐴 ∩𝐵 ∈ 𝜉;

2. если 𝐴 ∈ 𝜉 и 𝐴 ⊆ 𝐵, то 𝐵 ∈ 𝜉.

Определение 14 Ультрафильтром в булевой алгебре B будем
называть такой фильтр 𝜉 ⊆ B, что он не содержится ни в одном
отличном от 𝜉 фильтре в булевой алгебре B.

С другой стороны, ультрафильтр также можно определить
как максимальную центрированную систему.

Определение 15 Система множеств 𝜆 ⊆ exp𝑋 называется цен-
трированной, если для любой конечной подсистемы 𝜆′ ⊆ 𝜆 вы-
полнено ∩{𝑈 : 𝑈 ∈ 𝜆′} не пусто.

Определение 16 Центрированную систему 𝛼 будем называть
центрированной системой в семействе 𝜇, если 𝛼 ⊆ 𝜇.

Мы будем рассматривать прежде всего максимальные центри-
рованные системы различных семейств, состоящих из элементов
булевой алгебры 𝐵. Заметим, что максимальная центрирован-
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ная система в семействе подмножеств необязательно замкнута
относительно конечных пересечений.

Определение 17 Будем говорить, что центрированная систе-
ма 𝛼 вписана в центрированную систему 𝛼′, если для любого
элемента 𝐹 ∈ 𝛼 найдётся 𝐺 ∈ 𝛼′ такой, что 𝐹 ⊆ 𝐺.

Определение 18 Ультрафильтр 𝜉 будем называть фиксирован-
ным, если ∩{𝐴 : 𝐴 ∈ 𝜉} ≠ ∅, в противном случае ультрафильтр
называется свободным.

Определение 19 Булеву алгебру B ⊆ 𝑒𝑥𝑝𝑋 будем называть
приведенной, если для двух различных точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 найдет-
ся 𝐴 ∈ B такое, что 𝑥 ∈ 𝐴 и 𝑦 /∈ 𝐴.

Для фиксированных ультрафильтров справедливо следующее
утверждение.

Предложение 2 Если булева алгебра B ⊆ exp𝑋 является при-
веденной. Тогда каждый фиксированный ультрафильтр 𝜉 на B
определяется одной точкой 𝑥 ∈ 𝑋 и ∩{𝐴 : 𝐴 ∈ 𝜉} = {𝑥}.

Доказательство. Предположим, что найдутся две различ-
ные точки 𝑥, 𝑦 ∈ ∩{𝐴 : 𝐴 ∈ 𝜉}. В силу приведенности B най-
дется 𝐴𝑥 ∈ B такое, что 𝑥 ∈ 𝐴𝑥 и 𝑦 /∈ 𝐴𝑥. Каждый элемент 𝜉
содержит точку 𝑦, то есть 𝐴𝑥 /∈ 𝜉. Тогда система {𝐴 : 𝐴 ∈ 𝜉}∪{𝐴𝑥}
является фильтром (все её элементы пересекаются по точке 𝑥),
а это притиворечит максимальности 𝜉. �

В дальнейшем мы будем рассматривать только приведенные
булевы алгебры.

Фиксированный ультрафильтр в точке 𝑥 ∈ 𝑋 будем обозна-
чать, как ̂︀𝑥, а множество всех фиксированных ультрафильтров
обозначим ̂︀𝑋.

Определение 20 Пространством Стоуна 𝑆B булевой алгебры B
называется множество ультрафильтров в B с топологией, зада-
ваемой базой состоящей их открыто-замкнутых подмножеств [𝐴]
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следующего вида:

[𝐴] = {𝜉 ∈ 𝑆B : 𝐴 ∈ 𝜉}, для 𝐴 ∈ B.

Множество свободных ультрафильтров из [𝐴] будем обозна-
чать 𝐴* = [𝐴] ∖ ̂︀𝐴. Множество всех свободных ультрафильтров
будем обозначать 𝑆B*.

Определение 21 Базисом ультрафильтра 𝜉 называется подсе-
мейство 𝜎 ⊆ 𝜉 удовлетворяющее следующему условию: для про-
извольного 𝐹 ∈ 𝜉 найдется 𝐹 ′ ∈ 𝜎 такое, что 𝐹 ′ ⊆ 𝐹 .

Отметим, что в пространстве Стоуна если 𝜎 базис ультрафиль-
тра 𝜉, то семейство ̃︀𝜎 = {[𝐹 ] : 𝐹 ∈ 𝜎} является базой в точке 𝜉, как
точке пространства Стоуна. То есть, для любой окрестности 𝑈
точки 𝜉 найдётся 𝐹 ∈ 𝜎 такое, что 𝜉 ∈ [𝐹 ] ⊆ 𝑈 .

Теорема 1 ([11]) Пространство Стоуна 𝑆B является биком-
пактным.

Доказательство. Пусть 𝑆B пространство Стоуна некоторой
булевой алгебры B. Рассмотрим центрированную систему замкну-
тых множеств {𝐹𝑟 : 𝑟 ∈ 𝑅} в пространстве 𝑆B.

Тогда по определению топологии 𝑆B для каждого 𝑟 ∈ 𝑅
найдется набор {𝐴𝑞 : 𝐴𝑞 ∈ B, 𝑞 ∈ 𝑄𝑟} такой,что 𝐹𝑟 =

⋂︀
𝑞∈𝑄𝑟

[𝐴𝑞].
Получим центрированную систему множеств

{[𝐴𝑞] : 𝑞 ∈ 𝑄}, где 𝑄 =
⋃︀
𝑟∈𝑅

𝑄𝑟.

Но тогда центрированной является и система {𝐴𝑞 : 𝑞 ∈ 𝑄} ⊆ B,
а значит её можно дополнить до некоторого ультрафильтра

𝜉 ∈
⋂︀

𝑞∈𝑄
[𝐴𝑞] =

⋂︀
𝑟∈𝑅

𝐹𝑟.

�
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Докажем некоторые свойства пространства Стоуна 𝑆B произ-
вольной булевой алгебры B ⊆ exp𝑋, необходимые в дальнейшем.

Предложение 3 Если 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋, 𝑉 — элемент булевой алгебры
и 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅, тогда [𝑈 ] ∩ [𝑉 ] = ∅.

Предложение 4 Если 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋 и 𝑉 — элемент булевой алгеб-
ры, тогда [𝑈 ∩ 𝑉 ] = [𝑈 ] ∩ [𝑉 ].

Доказательство. Действительно, 𝑈 = (𝑈 ∩𝑉 )∪ (𝑈 ∖𝑉 ) тогда,
учитывая предложение 3,

[𝑈 ] ∩ [𝑉 ] = [(𝑈 ∩ 𝑉 ) ∪ (𝑈 ∖ 𝑉 )] ∩ [𝑉 ] =

= ([𝑈 ∩ 𝑉 ] ∪ [𝑈 ∖ 𝑉 ]) ∩ [𝑉 ] =

= ([𝑈 ∩ 𝑉 ] ∩ [𝑉 ]) ∪ ([𝑈 ∖ 𝑉 ] ∩ [𝑉 ]) = [𝑈 ∩ 𝑉 ].

�

Предложение 5 Для любого открыто-замкнутого 𝑈 ⊆ 𝑆B*

найдётся 𝑉 ⊆ 𝑋 такое, что [𝑉 ] ∩ 𝑆B* = 𝑈 .

Доказательство. Так как 𝑈 открытое множество, то для
каждой точки 𝑥 ∈ 𝑈 найдётся окрестность 𝑂𝑥 = [𝑉𝑥] (𝑉𝑥 ∈ B)
такая, что 𝑂𝑥 ∩ 𝑆B* ⊆ 𝑈 .

Таким образом, семейство

𝜆 =
{︀
𝑂𝑥 ∩ 𝑆B* : 𝑥 ∈ 𝑈

}︀
является открытым покрытием множества 𝑈 .

С другой стороны, так как 𝑈 замкнутое подмножество би-
компактного пространства 𝑆B*, можно выделить 𝜆′ конечное
подпокрытие 𝜆

𝜆′ =
{︀
𝑂𝑥𝑖 ∩ 𝑆B* : 𝑖 6 𝑛

}︀
.
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То есть

𝑈 = ∪
{︀

[𝑉𝑥𝑖
] : 𝑖 6 𝑛

}︀
∩ 𝑆B* =

[︀
∪
{︀
𝑉𝑥𝑖

: 𝑖 6 𝑛
}︀]︀

∩ 𝑆B*.

Множество 𝑉 = ∪
{︀
𝑉𝑥𝑖

: 𝑖 6 𝑛
}︀

есть элемент B и 𝑈 = [𝑉 ]∩ 𝑆B*.
�

Заметим, что максимальное бикомпактное расширение Стоу-
на – Чеха дискретного пространства 𝑋 можно рассматривать, как
пространства Стоуна булевой алгебры множества всех подмно-
жеств пространства 𝑋. А одноточечное расширение Александрова
бесконечного дискретного пространства 𝑋 рассматривать, как
пространство Стоуна булевой алгебры порожденной семейством
конечных подмножеств пространства 𝑋.

2 Конструкция рассматриваемых пространств
Определим множества функций

𝑃1 =
{︀
𝑓 ∈ 𝜔𝜔 : 0 6 𝑓(𝑛) 6 𝑛 + 1 для всех 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
,

𝑃2 =
{︀
𝑓 ∈ 𝜔𝜔 : 0 6 𝑓(𝑛) 6 1 для всех 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
,

𝑃3 =
{︀
𝑓 ∈ 𝜔𝜔 : 0 6 𝑓(𝑛) < 𝜔 для всех 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
.

В качестве множеств на которых будем строить булевы алгеб-
ры, возьмем сужения данных функций.

N1 =
{︀
𝑓 |𝑛 : 𝑓 ∈ 𝑃1, 𝑛 ⊆ 𝜔

}︀
,

N2 =
{︀
𝑓 |𝑛 : 𝑓 ∈ 𝑃2, 𝑛 ⊆ 𝜔

}︀
,

N3 =
{︀
𝑓 |𝑛 : 𝑓 ∈ 𝑃3, 𝑛 ⊆ 𝜔

}︀
.

Каждое N𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) можно рассматривать как частично
упорядоченное множество со следующим отношением порядка:
для 𝑠, 𝑡 ∈ N𝑖 считаем, что 𝑠 < 𝑡, если 𝑡 является продолжени-
ем 𝑠 (то есть 𝑡|dom 𝑠 = 𝑠). Дополним понятия цепи и антицепи
следующими определениями.
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Определение 22 Антицепь 𝐴 ⊆ N𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) будем называть
сторогой антицепью, если для любых различных 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐴 выпол-
нено dom 𝑠 ≠ dom 𝑡.

Определение 23 Цепь (антицепь) 𝐴 ⊆ N𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) будем
называть полной цепью (антицепью), если для всякого 𝑛 ∈ 𝜔∖{0}
найдется 𝑠 ∈ 𝐴 такое, что dom 𝑠 = 𝑛.

Для каждого 𝑠 ∈ N1 количество его продолжений на следу-
ющий шаг растет с ростом dom 𝑠. Для 𝑠 ∈ N2 количество его
продолжений на следующий шаг всегда равно 2, а для 𝑠 ∈ N3

оно всегда счетно.
Для произвольного 𝑠 ∈ N𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) определим

𝐶𝑠 =
{︀
𝑡 ∈ N𝑖 : 𝑡 ∈ N𝑖, 𝑡 является продолжением 𝑠

}︀
.

Рассмотрим два класса булевых алгебр на множествах N𝑖

(𝑖 = 1, 2, 3). Булевы алгебры первого класса определим на N𝑖

(𝑖 = 1, 2, 3) следующим образом.
Определим множество

𝑇𝑖 =
{︀
𝜋 ∈ N𝜔

𝑖 : dom𝜋(𝑛) = 𝑛 + 1 для всех 𝑛 ∈ 𝜔
}︀
.

Для каждого 𝜋 ∈ 𝑇𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) обозначим

𝐶𝜋 = ∪
{︀
𝐶𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
.

Обозначим через B1,𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) булеву алгебру, порождён-
ную семейством

B′
𝑖 =

{︀
𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇𝑖

}︀
.

Определим пространство 𝑆B1,𝑖 как пространство Стоуна бу-
левой алгебры B1,𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3).

Докажем несколько лемм общих, для данных пространств.

Предложение 6 Для каждого 𝑠 ∈ N𝑖 справедливо 𝐶𝑠 ∈ B1,𝑖

(𝑖 = 1, 2, 3).
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Доказательство. Пусть 𝑠 ∈ N𝑖, докажем, что 𝐶𝑠 ∈ B1,𝑖.
Построим 𝜋0, 𝜋1 ∈ 𝑇𝑖 следующим образом:

рассмотрим 𝑓0, 𝑓1 ∈ 𝑃2 ⊆ 𝑃1 ⊆ 𝑃3 такие, что 𝑓𝑗 ≡ 𝑗 (𝑗 = 0, 1).
Определим

𝜋𝑗(𝑛) =

{︃
𝑓𝑗 |𝑛+1, для 𝑛 ≠ dom 𝑠− 1;

𝑠, для 𝑛 = dom 𝑠− 1,
𝑗 = 0, 1.

Так как 𝑓0 и 𝑓1 различны, то, очевидно, ни одно продол-
жение 𝜋0(𝑛) не может являться продолжением никакого 𝜋1(𝑚)
для 𝑛,𝑚 ∈ 𝜔, 𝑛 ≠ dom 𝑠− 1, 𝑚 ≠ dom 𝑠− 1.

Таким образом, пересечение 𝐶𝜋0
∩ 𝐶𝜋1

состоит из элемен-
та 𝜋0(dom 𝑠 − 1) = 𝜋1(dom 𝑠 − 1) = 𝑠 и всех его продолжений.
То есть,

𝐶𝜋0
∩ 𝐶𝜋1

= 𝐶𝑠.

Таким образом, 𝐶𝑠 ∈ B1,𝑖. �

Предложение 7 Для каждого 𝑠 ∈ N𝑖 справедливо {𝑠} ∈ B1,𝑖

(𝑖 = 1, 2).
Доказательство. Поскольку для всякого 𝑠 ∈ N𝑖 при 𝑖 = 1, 2 ко-

личество продолжений его на следующий шаг конечно, то нетруд-
но показать, что для всякого 𝑠 ∈ N𝑖 справедливо

{𝑠} = 𝐶𝑠 ∖ ∪{𝐶𝑡 : 𝑡 ∈ N𝑖, 𝑠 < 𝑡,dom 𝑡 = dom 𝑠 + 1} ∈ B1,𝑖.

�

Таким образом подространства фиксированных ультрафиль-
тров ̂︀N1 и ̂︀N2 в пространствах Стоуна булевых алгебр B1,1 и B1,2

являются дискретными. Подпространства ̂︀N1 и ̂︀N2 можно отож-
дествить с дискретными пространствами N1 и N2 соответсвенно,
а сами пространства Стоуна 𝑆B1,1 и 𝑆B1,2 рассматривать как
бикомпактные расширения счетных дискретных пространств N1

и N2.
В пространстве 𝑆B1,3 подпространство фиксированных уль-

трафильтров ̂︀N3 не является дискретным.
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Предложение 8 Семейство множеств вида[︁(︁ ⋂︀
𝜋∈𝑇 ′

𝐶𝜋

)︁
∩
(︁ ⋂︀
𝜋∈𝑇 ′′

N𝑖∖𝐶𝜋

)︁]︁
, где 𝑇 ′, 𝑇 ′′ ⊂ 𝑇𝑖, |𝑇 ′| < 𝜔, |𝑇 ′′| < 𝜔

есть база пространства 𝑆B1,𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3).

Доказательство. Рассмотрим произвольную окресность про-
извольной точки 𝑥 ∈ 𝑈𝐴 ⊆ 𝑆B1,𝑖. Точка 𝑥 является ультрафиль-
тром, состоящим из элементов булевой алгебры B1,𝑖.

Согласно предположению 1, каждый элемент 𝐴 булевой ал-
гебры B1,𝑖 представим в виде

𝐴 = (𝐴0,0∩ . . .∩𝐴0,𝑟0)∪ (𝐴1,0∩ . . .∩𝐴1,𝑟1)∪ . . .∪ (𝐴𝑞,0∩ . . .∩𝐴𝑞,𝑟𝑞),

где либо 𝐴𝑗,𝑘 ∈ B′
𝑖, либо 𝐴𝑗,𝑘 ∈ B′

𝑖 для всех 𝑘 6 𝑟𝑗 , 𝑗 6 𝑞.
А значит найдётся 𝑗 6 𝑞 такое, что 𝐴𝑗,0 ∩ . . . ∩𝐴𝑗,𝑟𝑗 есть элемент
ультрафильтра 𝑥 и, следовательно,

𝑥 ∈ [(𝐴𝑗,0 ∩ . . . ∩𝐴𝑗,𝑟𝑗 )] ⊆ [𝐴] = 𝑈𝐴.

�

Данные базы довольно громоздки и неудобны в работе. Рас-
смотрим другие базы для данных пространств. Для их построения
приведем ряд вспомогательных результатов.

Для произвольного 𝜋 ∈ 𝑇𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) и 𝑀 ⊆ 𝜔 определим
множество 𝐶𝜋|𝑀 =

⋃︀
𝑛∈𝑀

𝐶𝜋(𝑛).

Предложение 9 Для каждого 𝜋 ∈ 𝑇𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) и 𝑀 ⊆ 𝜔
найдутся 𝜋1, 𝜋2 ∈ 𝑇𝑖 такие, что 𝐶𝜋|𝑀 = 𝐶𝜋1

∩ 𝐶𝜋2
.

Доказательство. Пусть 𝑀 = {𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑗 , . . .}. Построим 𝜋1

и 𝜋2 ∈ 𝑇𝑖 следующим образом. Для всех 0 6 𝑛 < 𝑘1 опреле-
лим 𝜋1(𝑛) как тождественный 0 на множестве 𝑛, а 𝜋2(𝑛) как
тождественная 1 на множестве 𝑛. Для 𝑘𝑗 6 𝑛 < 𝑘𝑗+1 𝜋1(𝑛) и 𝜋2(𝑛)
определим как произвольные продолжения 𝜋(𝑘𝑗) на 𝑛 (при 𝑛 = 𝑘𝑗
они будут совпадать с 𝜋(𝑘𝑗)).
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Из построения 𝜋1 и 𝜋2 следует, что 𝐶𝜋|𝑀 = 𝐶𝜋1
∩ 𝐶𝜋2

. Та-
ким образом, для произвольных 𝜋 ∈ 𝑇𝑖 и 𝑀 ⊆ 𝜔 справедли-
во 𝐶𝜋|𝑀 ∈ B1,𝑖. �

Лемма 1 Пусть {𝜋𝑗 : 𝑗 6 𝑛} ⊆ 𝑇𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3), 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда для
всякого семейства {𝐶𝜋𝑗 |𝑀𝑗

: 𝑗 6 𝑛} верно следующее:⋂︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗 |𝑀𝑗
=

⋃︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗 |𝑀 ′
𝑗

для некоторых 𝑀 ′
𝑗 ⊆ 𝑀𝑗 (𝑗 6 𝑛).

Доказательство. Докажем по индукции по 𝑛. Пусть 𝑛 = 1.
Построим множества 𝑀 ′

0 и 𝑀 ′
1 такие, что

𝐶𝜋0|𝑀0
∩ 𝐶𝜋1|𝑀1

= 𝐶𝜋0|𝑀 ′
0
∪ 𝐶𝜋1|𝑀 ′

1
.

Определим

𝑀 ′
0 =

{︀
𝑘 ∈ 𝑀0 : 𝜋0(𝑘) ∈ 𝐶𝜋1|𝑀1

}︀
,

𝑀 ′
1 =

{︀
𝑘 ∈ 𝑀1 : 𝜋1(𝑘) ∈ 𝐶𝜋0|𝑀0

}︀
.

Заметим, что для любых 𝑠 и 𝑡 из N𝑖, 𝐶𝑠 либо содержит 𝐶𝑡,
либо содержится в 𝐶𝑡 (в частности, они могут быть равны), или
эти множества не пересекаются. Отсюда следует, что

𝐶𝜋0|𝑀 ′
0
∪ 𝐶𝜋1|𝑀 ′

1
= 𝐶𝜋0|𝑀0

∩ 𝐶𝜋1|𝑀1
.

Далее по индукции, предположим, что
⋂︀

𝑗6𝑛
𝐶𝜋𝑗 |𝑀𝑗

=
⋃︀

𝑗6𝑛
𝐶𝜋𝑗 |𝑀 ′

𝑗
.

Тогда (︁ ⋂︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗 |𝑀𝑗

)︁
∩ 𝐶𝜋𝑛+1|𝑀𝑛+1

=

=
(︁ ⋃︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗 |𝑀 ′
𝑗

)︁
∩ 𝐶𝜋𝑛+1|𝑀𝑛+1

=
⋃︀
𝑗6𝑛

(𝐶𝜋𝑗 |𝑀 ′
𝑗
∩ 𝐶𝜋𝑛+1|𝑀𝑛+1

) =

=
⋃︀
𝑗6𝑛

(𝐶𝜋𝑗 |𝑀 ′′
𝑗
∪ 𝐶𝜋𝑛+1|𝑀𝑖

𝑛+1
) =

⋃︀
𝑗6𝑛+1

𝐶𝜋𝑗 |𝑀 ′′
𝑗
,
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где 𝑀 ′′
𝑛+1 =

⋃︀
𝑗6𝑛

𝑀 𝑗
𝑛+1. �

Следствие 1 Пусть 𝑥 ∈ 𝑆B*
1,𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) и 𝑥 ∈

[︀ ⋂︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗 |𝑀𝑗

]︀
,

тогда найдутся 𝜋 и 𝑀 ⊆ 𝜔 такие, что 𝑥 ∈ [𝐶𝜋|𝑀 ] ⊆
[︀ ⋂︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗 |𝑀𝑗

]︀
.

Определим

Γ𝑖 =
{︁
𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′

𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇𝑖, 𝑇
′ ⊂ 𝑇, |𝑇 ′| < 𝜔,𝑀 ⊆ 𝜔

}︁
(𝑖 = 1, 2, 3),

Θ3 =
{︁
N3 ∖

(︁ ⋃︀
𝜋∈𝑇 ′

𝐶𝜋

)︁
: 𝑇 ′ ⊂ 𝑇3, |𝑇 ′| < 𝜔

}︁
.

Теперь по предложению 9 и следствию 1 мы получаем

Теорема 2 Семейства

̃︀B1,1 =
{︀

[𝑈 ] : 𝑈 ∈ Γ1

}︀ ̃︀B1,2 =
{︀

[𝑈 ] : 𝑈 ∈ Γ2

}︀
̃︀B1,3 =

{︀
[𝑈 ] : 𝑈 ∈ Γ3 ∪ Θ3

}︀
являются базами пространств 𝑆B1,1, 𝑆B1,2 и 𝑆B1,3 соответс-
венно.

Теперь рассмотрим булевы алгебры второго типа на наших
частично упорядоченных множествах N1, N2 и N3, порожденные
другими семействами множеств.

Обозначим B2,𝑖 булеву алгебру порожденную семейством мно-
жеств

{𝐶𝑠 : 𝑠 ∈ N𝑖} ∪ {N𝑖 ∖ 𝐶𝑠 : 𝑠 ∈ N𝑖}.

Соответсвенно 𝑆B2,𝑖 пространство Стоуна булевой алгебры B2,𝑖

(𝑖 = 1, 2, 3). Анналогично предложению 8 определяются базы про-
странств 𝑆B2,𝑖.
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Предложение 10 Семейство{︁[︁(︁ ⋂︀
𝑠∈𝑁′

𝐶𝑠

)︁
∩
(︁ ⋂︀
𝑠∈𝑁′′

N𝑖 ∖𝐶𝑡𝑘

)︁]︁
: 𝑁 ′,𝑁 ′′ ⊂ N𝑖, |𝑁 ′| < 𝜔, |𝑁 ′′| < 𝜔

}︁
есть база пространства 𝑆B2,𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3).

Доказательство данного предложения основывается на пред-
положении 1 и повторяет доказательство предложения 8.

Предложение 11 Если {𝑠𝑗 : 𝑗 6 𝑛} ⊆ N𝑖, то
⋂︀

𝑗6𝑛
𝐶𝑠𝑗 ≠ ∅ тогда

и только тогда, когда {𝑠𝑗 : 𝑗 6 𝑛} является цепью.
Доказательство. Непосредственно из определения 𝐶𝑠 следует,

что 𝐶𝑠 ∩𝐶𝑡 непусто, тогда и только тогда, когда 𝑠 и 𝑡 сравнимы
(т.е. один является продолжением другого). Отсюда и следует
данное предложение. �

Следствие 2 Если
⋂︀

𝑗6𝑛
𝐶𝑠𝑗 ≠ ∅ для {𝑠𝑗 : 𝑗 6 𝑛} ⊆ N𝑖, то⋂︀
𝑗6𝑛

𝐶𝑠𝑗 = 𝐶𝑠𝑗0
,

где dom 𝑠𝑗0 = max{dom 𝑠𝑗 : 𝑗 6 𝑛}.

Определим

Γ′
𝑖 =

{︁
𝐶𝑠 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′

𝐶𝑡 : 𝑠 ∈ N𝑖,𝑁
′ ⊂ N𝑖, |𝑁 ′| < 𝜔

}︁
(𝑖 = 1, 2, 3),

Θ′
3 =

{︁
N3 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′

𝐶𝑡 : 𝑁 ′ ⊂ N3, |𝑁 ′| < 𝜔
}︁
.

Из вышеперечисленного вытекает следующая теорема.

Теорема 3 Семейства

̃︀B2,1 =
{︀

[𝑈 ] : 𝑈 ∈ Γ′
1

}︀
, ̃︀B2,2 =

{︀
[𝑈 ] : 𝑈 ∈ Γ′

2

}︀
,̃︀B2,3 =

{︀
[𝑈 ] : 𝑈 ∈ Γ′

3 ∪ Θ′
3

}︀
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являются базами пространств 𝑆B2,1, 𝑆B2,2 и 𝑆B2,3 соответс-
венно.

3 Общие свойства

В данном параграфе рассмотрим свойства, общие для про-
странств 𝑆B𝑖,1 и 𝑆B𝑖,2 (𝑖 = 1,2,3). Если утверждение верно
для 𝑇𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3) вне зависимости от индекса, будем обозначать
это множество просто как 𝑇 . Прежде всего рассмотрим свойства
центрированных систем.

Лемма 2 Пусть 𝜉 максимальная центрированная система в се-
мействе множеств {𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔}, и множество 𝐶𝜋′|𝑀′

такое, что 𝐶𝜋′|𝑀′ ∩ 𝐶𝜋|𝑀 бесконечно для всякого 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉. То-
гда 𝐶𝜋′|𝑀′ ∈ 𝜉.

Доказательство. Рассмотрим произвольный конечный на-
бор элементов 𝜉, {𝐶𝜋𝑘|𝑀𝑘

: 𝑘 6 𝑛} ⊆ 𝜉. Найдётся (см. лемму 1)
набор {𝑀 ′

𝑘 : 𝑘 6 𝑛} такой, что 𝑀 ′
𝑘 ⊆ 𝑀𝑘 для каждого 𝑘 6 𝑛 и⋂︀

𝑘6𝑛
𝐶𝜋𝑘|𝑀𝑘

=
⋃︀

𝑘6𝑛
𝐶𝜋𝑘|𝑀′

𝑘
.

Докажем, что найдётся 𝑘0 6 𝑛 такое, что 𝐶𝜋𝑘0
|𝑀′

𝑘0
∈ 𝜉.

Предположим противное. Пусть для каждого 𝑘 6 𝑛 найдётся
конечный набор {𝐶𝜋𝑘

ℓ |𝑀
𝑘
ℓ

: ℓ 6 𝑛𝑘} такой, что

𝐶𝜋𝑘|𝑀′
𝑘
∩
(︁ ⋂︀
ℓ6𝑛𝑘

𝐶𝜋𝑘
ℓ |𝑀

𝑘
ℓ

)︁
конечно.

Тогда (︁ ⋃︀
𝑘6𝑛

𝐶𝜋𝑘|𝑀′
𝑘

)︁
∩
(︁ ⋂︀
𝑘6𝑛

⋂︀
ℓ6𝑛𝑘

𝐶𝜋𝑘
ℓ |𝑀

𝑘
ℓ

)︁
=

=
(︁ ⋂︀
𝑘6𝑛

𝐶𝜋𝑘|𝑀𝑘

)︁
∩
(︁ ⋂︀
𝑘6𝑛

⋂︀
ℓ6𝑛𝑘

𝐶𝜋𝑘
ℓ |𝑀

𝑘
ℓ

)︁
конечно, что противоречит центрированности 𝜉.
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Из максимальности 𝜉 следует, что найдётся 𝐶𝜋𝑘0
|𝑀′

𝑘0
∈ 𝜉, тем

более 𝐶𝜋𝑘0
|𝑀𝑘0

∈ 𝜉. По условиям леммы 𝐶𝜋𝑘0
|𝑀𝑘0

∩ 𝐶𝜋′|𝑀′ беско-
нечно, следовательно,

⋂︀
𝑘6𝑛

𝐶𝜋𝑘|𝑀𝑘
∩ 𝐶𝜋′|𝑀′ =

⋃︀
𝑘6𝑛

𝐶𝜋𝑘|𝑀′
𝑘
∩ 𝐶𝜋′|𝑀′

бесконечно, а значит 𝐶𝜋′|𝑀′ ∈ 𝜉. �

Лемма 3 Пусть 𝛼′ — максимальная центрированная система
в семействе {𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔}. Тогда 𝛼 = {𝐶𝜋 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝛼′}
является максимальной центрированной системой в семействе
множеств {𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇}.

Доказательство. Пусть 𝛼′ максимальная центрированная си-
стема в семействе множеств {𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔}. Предположим,
что 𝛼 = {𝐶𝜋 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝛼′} не максимальна. Тогда найдётся 𝜋′ ∈ 𝑇
такое, что 𝐶𝜋′ ∪ (

⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖) бесконечно для любого конечного набо-
ра {𝐶𝜋𝑖

: 𝑖 6 𝑛} ⊆ 𝛼, но 𝐶𝜋′ /∈ 𝛼′.
В силу леммы 2 найдётся 𝐶𝜋0|𝑀0

⊆ 𝛼′ такое, что 𝐶𝜋′ ∩𝐶𝜋0|𝑀0

конечно. По предложению 9 найдутся множества 𝐶̂︀𝜋0
и 𝐶̂︀𝜋1

такие,
что 𝐶̂︀𝜋0

∩ 𝐶̂︀𝜋1
= 𝐶𝜋0|𝑀0

. Отсюда следует, что (𝐶̂︀𝜋0
∩ 𝐶̂︀𝜋1

) ∩ 𝐶𝜋′

конечно. С другой стороны 𝐶̂︀𝜋0
, 𝐶̂︀𝜋1

∈ 𝛼, это следует из того,
что 𝐶𝜋0|𝑀0

∈ 𝛼′ и 𝛼 ⊆ 𝛼′. Противоречие. Таким образом, систе-
ма 𝛼 = {𝐶𝜋 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝛼′} максимальна. �

Непосредственными вычислениями доказывается

Лемма 4

1. Если 𝛼 максимальная центрированная система в семействе
множеств {𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇}, то 𝛼′ = {

⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
: 𝑛 ∈ 𝜔,𝜋𝑖 ∈ 𝛼}

максимальная центрированная система в семействе мно-
жеств {

⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 : 𝑛 ∈ 𝜔,𝜋𝑖 ∈ 𝑇}.

2. Если 𝛼′ максимальная центрированная система в семействе
множеств {︁

𝐶 =
⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 : 𝑛 ∈ 𝜔,𝜋𝑖 ∈ 𝑇
}︁
,
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то {︁
𝐶𝜋 : 𝐶𝜋 = 𝐶𝜋𝑖

для некоторого 𝐶 =
⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
, 𝐶 ∈ 𝛼′

}︁
максимальная центрированная система в семействе мно-
жеств {𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇}.

Из леммы 1 следует следующая

Лемма 5 Если 𝛼 максимальная центрированная система в се-
мействе множеств {𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔}, то для всякого ко-
нечного набора множеств 𝛼′ ⊆ 𝛼 найдётся 𝐶𝜋0|𝑀0

∈ 𝛼 такое,
что 𝐶𝜋0|𝑀0

⊆ ∩{𝐶𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝛼′}.

Лемма 6 Для максимальной центрированной системы 𝛼 в се-
мействе {𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔} существует максимальная цен-
трированная система 𝛼′′ в семействе {𝐶 =

⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
: 𝑛 ∈ 𝜔, 𝜋𝑖 ∈ 𝑇}

такая, что 𝛼′′ вписана в 𝛼.

Доказательство. Пусть 𝛼 максимальная центрированная си-
стема в семействе {︀

𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔
}︀
.

В силу леммы 3 система 𝛼′ = {𝐶𝜋 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝛼} максимальная
центрированная система в семействе множеств {𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇}.
В силу леммы 4 всевозможные конечные пересечения элемен-
тов из 𝛼′ образуют максимальную центрированную систему 𝛼′′

в семействе {𝐶 =
⋂︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

: 𝑛 ∈ 𝜔, 𝜋𝑖 ∈ 𝑇}. Покажем, что систе-
ма 𝛼′′ вписана в 𝛼. Действительно, пусть 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝛼. По пред-
ложению 9 𝐶𝜋|𝑀 = 𝐶𝜋1

∩ 𝐶𝜋2
для некоторых 𝜋1, 𝜋2 ∈ 𝑇 . То-

гда 𝜋1, 𝜋2 ∈ 𝛼′, а их пересечение 𝐶𝜋|𝑀 = 𝐶𝜋1
∩ 𝐶𝜋2

∈ 𝛼′′. Таким
образом 𝛼′′ вписана в 𝛼. �
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Лемма 7 Для максимальной центрированной системы 𝛼 в се-
мействе {︁

𝐶 =
⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 : 𝑛 ∈ 𝜔, 𝜋𝑖 ∈ 𝑇
}︁

существует максимальная центрированная система 𝛼′ в семей-
стве {︀

𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔
}︀
,

вписанная в 𝛼.
Доказательство. Пусть 𝛼 максимальная центрированная си-

стема в семействе{︁
𝐶 =

⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
: 𝑛 ∈ 𝜔, 𝜋𝑖 ∈ 𝑇

}︁
.

Рассмотрим семейство множеств 𝛼′, состоящиее из множеств 𝐶𝜋|𝑀 ,
центрированных с 𝛼. Покажем, что 𝛼′ искомая. По предложе-
нию 9 всякое множество 𝐶𝜋|𝑀 = 𝐶𝜋1 ∩ 𝐶𝜋2 . Так как 𝐶𝜋|𝑀 цен-
трирована с 𝛼 следует, что 𝐶𝜋1 , 𝐶𝜋2 ∈ 𝛼. Таким образом, всякий
элемент 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝛼′ есть и элемент системы 𝛼. Следовательно
система 𝛼′ = {𝐶𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 центрировано с 𝛼} центрирована. До-
кажем максимальность 𝛼′ и то, что 𝛼′ вписана в 𝛼.

Пусть 𝐶 произвольный элемент 𝛼, то есть 𝐶 =
⋂︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

. По лем-
ме 1

𝐶 =
⋂︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 =
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖|𝑀𝑖
.

В силу центрированности 𝛼, среди множеств 𝐶𝜋𝑖|𝑀𝑖
(𝑖 6 𝑛) най-

дётся 𝐶𝜋𝑖0
|𝑀𝑖0

, центрированное с 𝛼, то есть 𝐶𝜋𝑖0
|𝑀𝑖0

∈ 𝛼′. Отсюда
следует, что 𝛼′ вписано в 𝛼. Отсюда же легко выводится и мак-
симальность системы 𝛼′. Лемма доказана. �

1 Пространство Белла
М. Белл в работе [1] построил бикомпактное расширение счёт-

ного дискретного пространства, нарост которого несепарабелен,
но обладает счётным числом Суслина. Вопрос о существовании
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такого расширения был поставлен Я. ван Миллом в [2]. Компакти-
фикация Белла позволила решить ряд важных вопросов теории
бикомпактных расширений счётных дискретных пространств.
Я. ван Милл [13; 14] и А. Грызлов [15; 16] получили несколько
новых типов точек в классе слабых 𝑝-точек, являющихся пре-
дельными для различных подмножеств 𝜔* со счётным числом
Суслина.

В параграфе 1.1 рассмотрена оригинальная конструкция, опи-
санная Беллом. Пространство Белла — это пространство 𝑆B1,1.
Так как в этом разделе рассматривается только пространство
Белла, то есть 𝑆B1,1, будем обозначать его через 𝐵𝑁 , а про-
странство N1 через 𝑁 , как сложилось в ряде статей [4—8; 17—19].
В следующем же разделе мы вернёмся к начальным обозначени-
ям.

Компактификация 𝐵𝑁 была построена М.Беллом как про-
странство Стоуна некоторой булевой алгебры, состоящей из под-
множеств частично упорядоченного множества 𝑁 . Свойства рас-
ширения 𝐵𝑁 , доказанные М.Беллом, являются следствием су-
ществования базы пространства 𝐵𝑁 , представляющей собой объ-
единением счётного числа 2-сцепленных семейств.

1.1 Конструкция, свойства и базы расширения
Белла

Рассмотрим построение расширения Белла [1].
Определим множество функций

𝑃 =
{︀
𝑓 ∈ 𝜔𝜔 : 0 6 𝑓(𝑛) 6 𝑛 + 1 для всех 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
.

В качестве счётного дискретного пространства 𝑁 возьмём мно-
жество всех сужений функций множества 𝑃 :

𝑁 =
{︀
𝑓 |𝑛 : 𝑓 ∈ 𝑃, 𝑛 ⊆ 𝜔

}︀
.
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Определим множество

𝑇 =
{︀
𝜋 ∈ 𝑁𝜔 : dom𝜋(𝑛) = 𝑛 + 1 для всех 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
.

Для каждой точки 𝑠 ∈ 𝑁 пусть 𝐶𝑠 = {𝑡 ∈ 𝑁 : 𝑡|dom 𝑠 = 𝑠}.
А для каждого 𝜋 ∈ 𝑇 обозначим

𝐶𝜋 = ∪
{︀
𝐶𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
.

Обозначим через 𝐵 булеву алгебру, порождённую семейством

𝐵′ =
{︀
𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇

}︀
∪
{︀
𝑁 ∖ 𝐶𝜋 : 𝜋 ∈ 𝑇

}︀
.

Положим 𝐵′′ = {𝑈 ∈ 𝐵 : |𝑈 | = 𝜔
}︀
.

Определим пространство 𝐵𝑁 как пространство Стоуна буле-
вой алгебры 𝐵.

Пусть 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑠 ∈ 𝑁 такие, что dom 𝑠 6 𝑛. Определим

Γ(𝑠) =
{︁
𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑚

𝐶𝜋𝑖 : 𝜋(min𝑀) = 𝑠, 𝑠 /∈
⋃︀

𝑖6𝑚
𝐶𝜋𝑖 ,

(𝑚 + 1)(𝑛 + 1) < dom 𝑠 + 1
}︁
.

М. Беллом было показано [1]

Теорема 1.1 Семейство 𝐵′′ представимо в виде счётного объ-
единения 2-сцепленных семейств.

Из этой теоремы непосредственно вытекает

Следствие 1.1 Пространство 𝐵𝑁 ∖𝑁 удовлетворяет условию
Суслина, но несепарабельно.

А.Грызловым в [15] был доказано следующее свойство про-
странства Белла.

Теорема 1.2 Для любого натурального 𝑚 существует система
множеств 𝐵𝑚 ⊆ 𝐵′′ такая, что
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1. семейство дополнений до элементов системы 𝐵𝑚 —𝑚-сцеп-
лено;

2. для любого счётного множества точек {𝑝𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} ⊆ 𝐵𝑁 ∖𝑁
найдётся множество 𝑈 ∈ 𝐵𝑚 такое, что {𝑝𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} ⊆ [𝑈 ].

Следующая теорема объединяет свойства, доказанные М. Бел-
лом и А. Грызловым.

Теорема 1.3

1. Пусть 𝑛 ∈ 𝜔 и 𝑠 ∈ 𝑁 такие, что dom 𝑠 > 𝑛. Тогда для Γ(𝑠)
следующее верно:

a) Γ(𝑠) — 𝑛-сцепленно;

b) семейство дополнений до элементов Γ(𝑠) — 𝑛-сцепленно;

c) для любого счётного множества точек {𝑝𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝐵𝑁∖𝑁
найдётся множество 𝑈 ∈ Γ(𝑠) такое, что {𝑝𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ [𝑈 ].

2. Для всякого 𝑛 ∈ 𝜔 семейство

Γ𝑛 =
{︀

[𝑈 ] ∖𝑁 : 𝑈 ∈ ∪
{︀

Γ(𝑠): dom 𝑠 > 𝑛
}︀}︀

является базой пространства 𝐵𝑁 ∖𝑁 .
Доказательство. 1.a Доказательство этого пункта являет-

ся модификацией доказательство Белла (см. [1]). Пусть 𝑛 ∈ 𝜔
и 𝑠 ∈ 𝑁 такие, что dom 𝑠 > 𝑛. Пусть 𝑈0, . . . , 𝑈𝑛 ∈ Γ(𝑠). Тогда

𝑠 ∈ 𝑈𝑗 = 𝐶𝜋𝑗|𝑀𝑗
∖

⋃︀
𝑖6𝑚𝑗

𝐶𝜋𝑗
𝑖

(𝑗 6 𝑛).

Мы построим ℎ ∈ 𝑃 такое, что
{︀
ℎ|𝑘 : 𝑘 > dom 𝑠} ⊆ 𝑈0 ∩ . . . ∩ 𝑈𝑛,

по индукции по 𝑘 > dom 𝑠. Пусть ℎ|dom 𝑠 = 𝑠 ∈ 𝑈0 ∩ . . . ∩ 𝑈𝑛.
Если ℎ|𝑘 ∈ 𝑈0 ∩ . . . ∩ 𝑈𝑛 для 𝑘 > dom 𝑠 определено, мы можем
определить ℎ|𝑘+1 /∈ {𝜋𝑗

𝑖 (𝑘): 𝑖 6 𝑚𝑗, 𝑗 6 𝑛} поскольку⃒⃒{︀
(𝑖, 𝑗): 𝑗 6 𝑛, 𝑖 6 𝑚𝑗

}︀⃒⃒
6 (𝑛 + 1) · (max𝑚𝑗 + 1) < 𝑘 + 2,
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и существует 𝑘 + 2 продолжения ℎ|𝑘 на 𝑘 + 1.
1.b Пусть 𝑈𝑗 = 𝐶𝜋𝑗|𝑀𝑗

∖
⋃︀

𝑖6𝑚𝑗
𝐶𝜋𝑗

𝑖
∈ Γ(𝑠) (𝑗 6 𝑛). Постро-

им ℎ ∈ 𝑃 такое, что {ℎ|𝑘 : 𝑘 > dom 𝑠} ⊆ 𝑁 ∖
⋃︀

𝑗6𝑛
𝐶𝜋𝑗|𝑀𝑗

.

Пусть ℎ|dom 𝑠 ≠ 𝑠, тогда ℎ|dom 𝑠 /∈
⋃︀

𝑗6𝑛
𝐶𝜋𝑗|𝑀𝑗

.

Если ℎ|𝑘 /∈
⋃︀

𝑗6𝑛
𝐶𝜋𝑗|𝑀𝑗

для 𝑘 > dom 𝑠 определено, мы можем
определить ℎ|𝑘+1 /∈

⋃︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗|𝑀𝑗
, поскольку⃒⃒{︀

𝜋𝑗(𝑘): 𝑗 6 𝑛
}︀⃒⃒
6 𝑛 + 1 6 dom 𝑠 < 𝑘 + 2,

и существует 𝑘 + 2 продолжения ℎ|𝑘 на 𝑘 + 1.
Легко увидеть, что Γ(𝑠) удовлетворяет условию 1.c.
2 Пусть точка 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 , 𝑂𝑥 = 𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑚

𝐶𝜋𝑖 и ℓ0 та-
кое, что (𝑚 + 1)(𝑛 + 1) < ℓ0 − 1 и ℓ0 > 𝑛. Существует 𝑠0 такое,
что dom 𝑠0 = ℓ0 и 𝑥 ∈ [𝐶𝑠0 ]. Мы имеем

𝐶𝑠0 ∩
(︁
𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑚

𝐶𝜋𝑖

)︁
= 𝐶𝜋|𝑀′ ∖

⋃︀
𝑖6𝑚

𝐶𝜋𝑖
,

где 𝑀 ′ = {ℓ : ℓ ∈ 𝑀 и 𝜋(ℓ) продолжение 𝑠0}.
Таким образом min𝑀 ′ > ℓ0, тогда (𝑚 + 1)(𝑛 + 1) < min𝑀 ′ + 1

и min𝑀 ′ > 𝑛. В итоге, для 𝑠 = 𝜋(min𝑀 ′) мы имеем

𝑈 = 𝐶𝜋|𝑀′ ∖
⋃︀

𝑖6𝑚
𝐶𝜋𝑖

∈ Γ(𝑠).

Итак, 𝑈 — искомая окрестность. �

1.2 Замыкания счётных подмножеств 𝑁 и кар-
динальные инварианты пространства Бел-
ла

Напомним, что в пространстве 𝛽𝜔 замыкание любого беско-
нечного подмножества 𝜔 гомеоморфно 𝛽𝜔. Мы покажем, что
существуют бесконечные подмножества 𝑁 , замыкания которых
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в 𝐵𝑁 гомеоморфны 𝛽𝜔, и бесконечные подмножества 𝑁 , которые
являются сходящимися последовательностями в 𝐵𝑁 .

Теорема 1.4 Пусть 𝜋(𝑀 ) — строгая бесконечная антицепь,
и множество 𝑋 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑀} такое, что 𝑥𝑖 ∈ [𝐶𝜋(𝑖)]. Тогда [𝑋 ]
гомеоморфно 𝛽𝜔.

Доказательство. Рассмотрим семейство 𝜆 = {𝐶𝜋(𝑖) : 𝑖 ∈ 𝑀}.
Для ультрафильтра 𝜉 ∈ 𝛽𝑀 ∖𝑀 и 𝐹 ∈ 𝜉 определим:

𝑊𝐹 =
[︀
∪
{︀
𝐶𝜋(𝑖) : 𝑖 ∈ 𝐹

}︀]︀
,

𝜆𝜉 =
{︀
𝑊𝐹 : 𝐹 ∈ 𝜉

}︀
,

𝐿𝜉 = ∩
{︀

[𝑊𝐹 ] : 𝑊𝐹 ∈ 𝜆𝜉

}︀
.

Легко видеть, что

1. 𝐿𝜉 ∩ 𝐿𝜂 = ∅ для 𝜉 ̸= 𝜂;

2. {𝑋 ∩𝑊𝐹 : 𝐹 ∈ 𝜉
}︀

— ультрафильтр на множестве 𝑋 ;

3. |𝐿𝜉 ∩ [𝑋 ]| = 1.

Пусть 𝑥𝜉 = ∩{[𝑋 ∩ 𝑊𝐹 ] : 𝐹 ∈ 𝜉}. Из конструкции следует,
что 𝑋 ∪ {𝑥𝜉 : 𝜉 ∈ 𝛽𝑀 ∖𝑀} = [𝑋 ] гомеоморфно 𝛽𝜔. �

В случае нароста эту теорему можно обобщить.

Теорема 1.5 Пусть {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}— антицепь, и 𝑋 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}
такое множество, что 𝑥𝑖 ∈ (𝐶𝑠𝑖)

*. Тогда [𝑋 ] гомеоморфно 𝛽𝜔.

Доказательство этой теоремы вытекает из того, что

𝐶*
𝑠 = ∪

{︀
𝐶*

𝑡 : dom 𝑡 = dom 𝑠 + 1, 𝑠 6 𝑡
}︀

для любого 𝑠 ∈ 𝑁.

Таким образом, мы можем построить строгую антицепь {𝑠′𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}
такую, что 𝑥𝑖 ∈ 𝐶*

𝑠′𝑖
⊆ 𝐶*

𝑠𝑖 .
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Из этой теоремы и свойств пространства 𝛽𝜔 мы получаем

Следствие 1.2

1. w(𝐵𝑁) = 2𝜔;

2. s(𝐵𝑁) = 2𝜔;

3. t(𝐵𝑁) = 2𝜔;

4. |𝐵𝑁 | = 22
𝜔

.

Естественно возникает вопрос о существовании подмножеств 𝑁 ,
замыкания которых не гомеоморфны 𝛽𝜔. Рассмотрим два при-
мера антицепей из 𝑁 , замыкания которых не гомеоморфны 𝛽𝜔.
Для доказательства того, что замыкание счётного дискретного
множества не гомеоморфно 𝛽𝜔, воспользуемся тем фактом, что
для любых 𝐴,𝐵 ⊆ 𝜔, если 𝐴 ∩𝐵 = ∅, то [𝐴]𝛽𝜔 ∩ [𝐵]𝛽𝜔 = ∅.

Для 𝑠 ∈ 𝑁 обозначим:

𝐶′
𝑠 = {𝑡 ∈ 𝑁 : dom 𝑡 = dom 𝑠 + 1, 𝑡|dom 𝑠 = 𝑠}.

Пример 1.1 Пусть 𝑓 ∈ 𝑃 и {𝑠𝑛 = 𝑓 |𝑛+1 : 𝑛 ∈ 𝜔} и множе-
ства 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 ⊆ 𝐶′

𝑠𝑛 ∖{𝑠𝑛+1} такие, что 𝐴𝑛∩𝐵𝑛 = ∅ и |𝐴𝑛| = |𝐵𝑛| =
= ⌊𝑛/2⌋ (где ⌊𝑛/2⌋— целая часть числа 𝑛/2) для всех 𝑛 ∈ 𝜔. Обо-
значим 𝐴 = ∪{𝐴𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} и 𝐵 = ∪{𝐵𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}.

Множество 𝐴∪𝐵 является антицепью. Но при этом замыкание
этого множества не гомеоморфно 𝛽𝜔.

Пусть 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 и 𝑂𝑥 = [𝐶𝜋|𝑀 ∖
⋃︀

𝑖6𝑘
𝐶𝜋𝑖

] — некоторая окрест-
ность точки 𝑥. Так как 𝑥— предел {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}, то существу-
ет 𝑛0 ∈ 𝜔 такое, что для любого 𝑛 > 𝑛0 точка 𝑠𝑛 ∈ 𝑂𝑥 и |𝐴𝑛| > 𝑘,
|𝐵𝑛| > 𝑘. Множество

⋃︀
𝑖6𝑘

𝐶𝜋𝑖
содержит не более чем 𝑘 точек

из 𝐶′
𝑠𝑛 , следовательно, 𝑂𝑥 ∩ 𝐴𝑛 ≠ ∅ и 𝑂𝑥 ∩ 𝐵𝑛 ≠ ∅. Таким

образом, 𝑥 ∈ [𝐴] ∩ [𝐵] ≠ ∅, а следовательно, [𝐴 ∪ 𝐵] не гомео-
морфно 𝛽𝜔.
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Пример 1.2 Пусть {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔}— строгая антицепь и множе-
ства 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 ⊆ 𝐶′

𝜋(𝑛) такие, что 𝐴𝑛∩𝐵𝑛 = ∅ и |𝐴𝑛| = |𝐵𝑛| = ⌊𝑛/2⌋.
Обозначим 𝐴 = ∪{𝐴𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} и 𝐵 = ∪{𝐵𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}.

Как и в предыдущем примере, множество 𝐴 ∪ 𝐵 является
антицепью и его замыкание не гомеоморфно 𝛽𝜔.

Рассмотрим точку 𝑥 ∈ [{𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔}]. По теореме 1.4 за-
мыкание антицепи гомеоморфно 𝛽𝜔. Таким образом можно рас-
сматривать 𝑥, как свободный ультрафильтр на нашей антицепи.
Рассмотрим произвольную окрестность 𝑂𝑥 = [𝐶𝜋′|𝑀 ′ ∖

⋃︀
𝑖6𝑘

𝐶𝜋𝑖 ] точ-
ки 𝑥. Так как 𝑥— свободный ультрафильтр на нашей антицепи,
то ⃒⃒

𝑂𝑥 ∩
{︀
𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔

}︀⃒⃒
= 𝜔.

Тогда найдётся бесконечно много 𝑛 ∈ 𝜔 таких, что 𝜋(𝑛) ∈ 𝑂𝑥
и |𝐴𝑛| > 𝑘, |𝐵𝑛| > 𝑘. Множество

⋃︀
𝑖6𝑘

𝐶𝜋𝑖 содержит не более чем 𝑘

точек из 𝐶′
𝑠𝑛 , следовательно 𝑂𝑥 ∩𝐴𝑛 ≠ ∅ и 𝑂𝑥 ∩𝐵𝑛 ≠ ∅. Таким

образом, 𝑥 ∈ [𝐴] ∩ [𝐵] ≠ ∅, а следовательно, [𝐴 ∪ 𝐵] не гомео-
морфно 𝛽𝑁 .

С другой стороны, как уже было сказано выше, в 𝑁 существу-
ют бесконечные множества, являющиеся сходящимися последо-
вательностями в 𝐵𝑁 .

Теорема 1.6 Пусть 𝐴 = {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}— бесконечная цепь из 𝑁 .
Тогда 𝐴 является сходящейся последовательностью в 𝐵𝑁 .

Доказательство. Пусть 𝐴 = {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}— бесконечная цепь
в 𝑁 , то есть 𝑠𝑖 < 𝑠𝑖+1 для всех 𝑖 ∈ 𝜔. Пусть 𝑥 ∈ [𝐴] ∖𝐴 и

𝑂𝑥 =
[︁
𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
базисная окрестность точки 𝑥.

Найдётся точка 𝑠𝑖0 ∈ 𝐴 такая, что 𝑠𝑖0 ∈ 𝐶𝜋|𝑀 и, следовательно,
𝑠𝑖 ∈ 𝐶𝜋|𝑀 для всех 𝑖 > 𝑖0. С другой стороны, мы имеем:⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖 ∩𝐴 = ∅,
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так как в противном случае
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

содержало бы всё множество 𝐴,
за исключением конечного числа точек.

Итак, 𝑥 предел сходящейся последовательности 𝐴 = {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}.
�

Следующая теорема показывает насколько много в 𝐵𝑁 пре-
делов цепей и копий 𝛽𝜔.

Теорема 1.7 Пусть

𝑄 =
{︀
𝑥 : 𝑥 предел сходящейся последовательности точек 𝑁

}︀
,

𝜇 =
{︀
𝐴* : 𝐴 ⊆ 𝑁, [𝐴] гомеоморфно 𝛽𝜔

}︀
.

Тогда 𝑄 всюду плотно в 𝐵𝑁 ∖𝑁 и 𝜇 образует 𝜋-сеть в 𝐵𝑁 ∖𝑁 .
Доказательство. Пусть 𝑉 = 𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑚

𝐶𝜋𝑖
— бесконечный эле-

мент Γ. По индукции построим две последовательности {𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}
и {𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} в 𝑉 такие, что

1. {𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}— цепь в 𝑁 ;

2. {𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}— строгая антицепь в 𝑁 ;

3. 𝑠𝑘 < 𝑡𝑘+1 для всех 𝑘 ∈ 𝜔.

Пусть 𝑛0 и 𝑠 ∈ 𝑁 такие, что 𝑛0 > 𝑚 + 1 и dom 𝑠 = 𝑛0 + 1,
𝑠 ∈ 𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑚

𝐶𝜋𝑖
. Определим 𝑠0 = 𝑡0 = 𝑠.

Пусть мы определили {𝑠𝑘 : 𝑘 6 ℓ} и {𝑡𝑘 : 𝑘 6 ℓ}, удовлетворяю-
щие условиям 1–3. Поскольку ℓ > 𝑛0 > 𝑚+1, существует не менее
двух продолжений 𝑠ℓ, лежащих в 𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑚

𝐶𝜋𝑖
. мы определим

одно из них как 𝑠ℓ+1, а другое, как 𝑡ℓ+1.
Итак, мы имеем {𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} и {𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}. По конструкции,

{𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} ⊆ 𝑉 , {𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}— сходящаяся последовательность
и lim

𝑘→∞
𝑠𝑘 ∈ 𝑉 *, {𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} ⊆ 𝑉 , [{𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}] гомеоморфно 𝛽𝜔

и ({𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔})* ⊆ 𝑉 *. �
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В пространстве 𝛽𝜔 наросты любых двух почти не пересекаю-
щихся множеств из 𝜔 не пересекаются. В случае пространства
Белла ситуация другая.

Теорема 1.8 Существуют семейства почти не пересекающих-
ся подмножеств 𝑁 :

1. 𝜆1 = {𝐴𝛼 : 𝛼 ∈ 2𝜔} такое, что [𝐴𝛼] гомеоморфно 𝛽𝜔 для
всех 𝛼 ∈ 2𝜔, 𝐴*

𝛼 ∩𝐴*
𝛽 = ∅ для 𝛼 ≠ 𝛽;

2. 𝜆2 = {𝐴𝛼 : 𝛼 ∈ 2𝜔} такое, что |𝐴*
𝛼| = 1 и 𝐴*

𝛼 = 𝐴*
𝛽 для

всех 𝛼, 𝛽 ∈ 2𝜔;

2′. 𝜆′
2 = {𝐴𝛼 : 𝛼 ∈ 2𝜔} такое, что |𝐴*

𝛼| = 1 для всех 𝛼 ∈ 2𝜔,
𝐴*

𝛼 ∩𝐴*
𝛽 = ∅ для 𝛼 ≠ 𝛽;

3. 𝜆3 = {𝐴𝛼 : 𝛼 ∈ 2𝜔} такое, что 𝐴*
𝛼 = 𝐵𝑁 ∖𝑁 для всех 𝛼 ∈ 2𝜔.

Доказательство. Пусть 𝜃 = {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ 2𝜔}— семейство почти
не пересекающихся бесконечных подмножеств 𝜔.

1 Пусть 𝐴1 = {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} такое, что [𝐴1] гомеоморфно 𝛽𝜔.
Определим 𝐴1(𝐹𝛼) = {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐹𝛼}.

Семейство 𝜆1 = {𝐴1(𝐹𝛼) : 𝛼 ∈ 2𝜔} удовлетворяет условию 1.
2 Аналогичным образом из сходящейся последовательно-

сти 𝐴2 =
{︀
𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔

}︀
мы можем получить семейство

𝜆2 =
{︀
𝐴2(𝐹𝛼) : 𝛼 ∈ 2𝜔

}︀
,

удовлетворяющее условию 2.
2′ Для доказательства этого мы можем рассмотреть почти

не пересекающееся семейство сходящихся последовательностей
в 𝑁 . Его мощность совпадает с мощностью множества

𝑃 = {𝑓 ∈ 𝜔𝜔 : 𝑓(𝑛) 6 𝑛 + 1}

и равна 2𝜔.
3 Пусть 𝐴𝛼 = {𝑠 ∈ 𝑁 : dom 𝑠 = 𝑛 для всех 𝑛 ∈ 𝐹𝛼}. Очевид-

но, что 𝜆3 = {𝐴𝛼 : 𝛼 ∈ 2𝜔} удовлетворяет условию 3. �
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А. Грызловым в [6] были доказаны следующие теоремы.

Теорема 1.9 Если множество 𝐴 ⊆ 𝑁 такое, что |[𝐴] ∖𝐴| = 1,
тогда существует конечное множество 𝐾 ⊆ 𝐴 такое, что 𝐴∖𝐾 —
цепь.

Теорема 1.10 Если замыкание [𝐴] множества 𝐴 ⊆ 𝑁 — ко-
пия 𝛽𝜔, тогда 𝐴— объединение конечного числа антицепей.

Следствие 1.3 Если замыкание [𝐴] множества 𝐴 ⊆ 𝑁 — ко-
пия 𝛽𝜔, тогда длины всех цепей, входящих в 𝐴 ограничены одной
константой.

Исходя из этого, для изучения свойств сходящихся последо-
вательностей, лежащих в 𝑁 , достаточно рассматривать только
цепи. Поэтому в дальнейшей работе мы будем рассматривать
цепи и антицепи.

1.3 ℓ-точки и их свойства, 𝑢-точки

Как видно из конструкции пространства Белла, точка наро-
ста 𝐵𝑁 ∖𝑁 — это свободный ультрафильтр булевой алгебры 𝐵,
базу которого образуют бесконечные множества вида(︁ ⋂︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

)︁
∩
(︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑗6𝑚

𝐶𝜋′
𝑗

)︁
.

Базой каждого ультрафильтра также является и семейство мно-
жеств вида

𝐶𝜋|𝑀 ∩
(︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑗6𝑚

𝐶𝜋𝑗

)︁
.

Возникает вопрос, что из себя представляют максимальные
центрированные семейства состоящие из множеств вида 𝐶𝜋|𝑀 ,
или

⋂︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑖
, или множеств вида 𝑁 ∖

⋃︀
𝑗6𝑚

𝐶𝜋𝑗
.
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Теорема 1.11 Если 𝜉 максимальная центрированная система
в семействе

M𝐿 =
{︁
𝐺 = 𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
: 𝑛 ∈ 𝜔, 𝜋𝑖 ∈ 𝑇

}︁
,

то | ∩ {𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉}| = 1.

Доказательство. Из центрированности системы 𝜉 и биком-
пактности пространства 𝐵𝑁 следует, что ∩{𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉} ̸= ∅.
Предположим, что найдутся 𝑥, 𝑦 ∈ ∩{𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉}, 𝑥 ̸= 𝑦. Рассмот-
рим некую окрестность 𝑂𝑥 = [𝐶𝜋0|𝑀0

∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

] точки 𝑥 такую,
что 𝑦 /∈ 𝑂𝑥. Заметим, что[︁
𝐶𝜋0|𝑀0

∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
=

[︀
𝐶𝜋0|𝑀0

]︀
∖
[︁ ⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
=

[︀
𝐶𝜋0|𝑀0

]︀
∖
(︁ ⋃︀
𝑖6𝑛

[𝐶𝜋𝑖 ]
)︁
.

Тогда [𝐶𝜋0|𝑀0
] и

⋂︀
𝑖6𝑛

[𝑁 ∖𝐶𝜋𝑖 ] — открыто-замкнутые множества,
содержащие точку 𝑥. Отсюда и из максимальности системы 𝜉 сле-
дует, что

⋂︀
𝑖6𝑛

(𝑁 ∖ 𝐶𝜋𝑖
) ∈ 𝜉, из этого вытекает, что 𝑦 ∈

⋂︀
𝑖6𝑛

[𝑁 ∖ 𝐶𝜋𝑖
].

Так как 𝑦 /∈ 𝑂𝑥 получаем, что 𝑦 /∈ [𝐶𝜋0|𝑀0
]. По предложению 9

существуют 𝜋1, 𝜋2 ∈ 𝑇 такие, что 𝐶𝜋0|𝑀0
= 𝐶𝜋1 ∩ 𝐶𝜋2 . Име-

ем 𝑦 /∈ [𝐶𝜋1 ∩ 𝐶𝜋2 ] = [𝐶𝜋1 ] ∩ [𝐶𝜋2 ].
Пусть 𝑦 /∈ [𝐶𝜋1

]. Тогда 𝑦 ∈ [𝑁 ∖𝐶𝜋1
]. Из открыто-замкнутости

множества [𝑁 ∖𝐶𝜋1 ] и максимальности 𝜉 следует, что 𝑁 ∖𝐶𝜋1 ∈ 𝜉.
Отсюда [𝑁 ∖𝐶𝜋1 ] ∋ 𝑥, следовательно, [𝐶𝜋1 ] /∋ 𝑥, что противоречит
тому, что [︀

𝐶𝜋1

]︀
⊇

[︀
𝐶𝜋0|𝑀0

]︀
∋ 𝑥.

Это противоречие доказывает теорему. �

Определение 1.1 Точку 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖𝑁 назовём ℓ-точкой, если

𝑥 ∈ ∩
{︀
𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉

}︀
для некоторой максимальной центрированной системы 𝜉 в семей-
стве множеств M𝐿.
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Следующая теорема показывает основное свойство ℓ-точек.

Теорема 1.12 Для точки 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖𝑁 следующие утверждения
эквивалентны:

a. точка 𝑥 есть предел некоторой цепи {𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} элемен-
тов 𝑁 ;

b. из того, что 𝑥 ∈ [𝐶𝜋|𝑀 ] для некоторых 𝜋 ∈ 𝑇 и 𝑀 ⊆ 𝜔
следует, что существует 𝑖 ∈ 𝑀 такое, что 𝑥 ∈ [𝐶𝜋(𝑖)];

c. точка 𝑥 имеет базу открыто-замкнутых окрестностей вида[︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
,

то есть, 𝑥— ℓ-точка.
Доказательство. a ⇒b Для произвольной окрестности

𝑂𝑥 =
(︁
𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑘6𝑚

𝐶𝜋𝑘

)︁*

точки 𝑥 рассмотрим

𝑂′𝑥 =
[︁
𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑘6𝑚

𝐶𝜋𝑘

]︁
.

Так как 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑓 |𝑛, то для 𝑂′𝑥 найдётся номер 𝑛0 ∈ 𝜔, такой
что для всех 𝑛 > 𝑛0 выполняется 𝑓 |𝑛 ∈ 𝑂′𝑥.

Также отметим, что

𝐶𝜋|𝑀 = ∪
{︀
𝐶𝑠 : 𝑠 = 𝜋(𝑛) для всех 𝑛 ∈ 𝑀

}︀
,

а, следовательно, 𝑓 |𝑛0
∈ 𝐶𝑠0 для некоторого 𝐶𝑠0 ⊆ 𝐶𝜋|𝑀 , и, оче-

видно, 𝐶𝑓 |𝑛0
⊆ 𝐶𝑠0 ⊆ 𝐶𝜋|𝑀 .

Более того, несложно видеть, что 𝐶𝑠0 содержит и 𝑓 |𝑛 для
всех 𝑛 > 𝑛0, а значит в замыкании содержит и точку 𝑥. Таким
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образом,
𝑥 ∈

[︁
𝐶𝑠0 ∖

⋃︀
𝑘6𝑚

𝐶𝜋𝑘

]︁
⊆ 𝑂′𝑥,

а значит и
𝑥 ∈

(︁
𝐶𝑠0 ∖

⋃︀
𝑘6𝑚

𝐶𝜋𝑘

)︁*
⊆ 𝑂𝑥.

b ⇒c Очевидно, что для любого 𝑠 ∈ 𝑁 можно найти такие 𝑛
и 𝜋𝑖 (𝑖 6 𝑛), что

𝐶*
𝑠 =

(︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑗6𝑟

𝐶𝜋𝑗

)︁*
.

Тогда мы можем преобразовать окрестность, полученную в преды-
дущем пункте доказательства

𝑥 ∈
(︁
𝐶𝑠0 ∖

⋃︀
𝑘6𝑚

𝐶𝜋𝑘

)︁*
=

=
(︁(︁

𝑁 ∖
⋃︀
𝑗6𝑟

𝐶𝜋𝑗

)︁
∖

⋃︀
𝑘6𝑚

𝐶𝜋𝑘

)︁*
=

=
(︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

)︁*
⊆ 𝑂𝑥.

Таким образом, множества вида(︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

)︁*

образуют базу точки 𝑥.
c ⇒a Отметим, что весь нарост 𝑁* представим в виде объ-

единения непересекающихся множеств вида

𝐹𝑓 =
⋂︀

𝑛∈𝜔
𝐶*

𝑓 |𝑛 для 𝑓 ∈ 𝑃.

Пусть точка 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖𝑁 и 𝑥 ∈ 𝐹𝑓 для некоторого 𝑓 ∈ 𝑃 .
По условиям теоремы, множества вида(︁

𝑁 ∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

)︁*
.
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образуют базу этой точки в наросте.
Отметим, что 𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 ⊇ {𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}. Действительно, если
найдётся 𝑛0 ∈ 𝜔 такое, что 𝑓 |𝑛0

/∈ 𝑁 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

, то, очевидно, что
все продолжения 𝑓 |𝑛0

также не лежат в 𝑁 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

. То есть

𝑁 ∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
̸⊇ 𝐶𝑓 |𝑛0

.

Но
𝑥 ∈ 𝐹𝑓 ⊆ 𝐶*

𝑓 |𝑛0
̸⊆

(︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

)︁*

противоречит тому, что (𝑁 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

)* — окрестность точки 𝑥.

Таким образом,

∩
{︁[︁

𝑁 ∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁}︁
⊇ [{𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}].

Отсюда
{𝑥} = ∩

{︁(︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

)︁*}︁
.

То есть 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑓 |𝑛. �

Отсюда получаем, что каждое из условий (a) или (b) является
необходимым и достаточным для того, чтобы точка 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖𝑁
была ℓ-точкой. То есть множество ℓ-точек есть в точности мно-
жество пределов цепей.

Также для ℓ-точек верна следующая

Лемма 1.1 Если 𝑋 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 счётное множе-
ство, состоящее из ℓ-точек, то 𝑋 дискретно.

Доказательство. Для всякой точки 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 существует функ-
ция 𝑓𝑖 ∈ 𝑃 такая, что

𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑓𝑖 =
⋂︀

𝑛∈𝜔

[︀
𝐶𝑓𝑖|𝑛

]︀
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Заметим, что семейство {[𝐶𝑓𝑖|𝑛 ] : 𝑛 ∈ 𝜔} образует базу 𝐹𝑓𝑖 .
Так как 𝑥𝑖 (𝑖 ∈ 𝜔) являются ℓ-точками, то 𝐹𝑓𝑖 ∩ 𝐹𝑓 ′

𝑖
= ∅

для 𝑖 ̸= 𝑖′. Пусть 𝑥𝑖0 ∈ 𝑋. Покажем, что найдётся окрест-
ность 𝑂𝑥𝑖0 такая, что 𝑂𝑥𝑖0 ∩ (𝑋 ∖ {𝑥𝑖0}) = ∅.

Для всякой точки 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝑖 ̸= 𝑖0 рассмотрим множество 𝐶𝑓𝑖|𝑛𝑖

такое, что 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑓𝑖 ⊆ [𝐶𝑓𝑖|𝑛𝑖
] и 𝑥𝑖0 /∈ [𝐶𝑓𝑖|𝑛𝑖

]. Можно считать,
что 𝑛𝑖 ̸= 𝑛𝑖′ , если 𝑖 ̸= 𝑖′. Для множества

∪
{︀
𝐶𝑓𝑖|𝑛𝑖

: 𝑖 ∈ 𝜔, 𝑖 ̸= 𝑖0
}︀

имеем:
𝑥𝑖0 /∈

[︀
∪
{︀
𝐶𝑓𝑖|𝑛𝑖

: 𝑖 ∈ 𝜔, 𝑖 ̸= 𝑖0
}︀]︀
.

Пусть 𝑓𝑖0(0) = 0, построим 𝜋 следующим образом:

𝜋(𝑛) =

{︃
𝑓𝑖|𝑛𝑖 для 𝑛 = 𝑛𝑖 − 1, 𝑖 ̸= 𝑖0;

1 в ином случае.

Тогда окрестность
𝑂𝑥𝑖0

=
[︀
𝑁 ∖ 𝐶𝜋

]︀
не пересекается с 𝑋 ∖ {𝑥𝑖0} и является искомой. Лемма доказана.

�

Рассмотрим второе подсемейство, образующее булеву алгеб-
ру 𝐵.

Теорема 1.13 Если 𝜉 — максимальная центрированная систе-
ма в семействе

M𝑈 =
{︀
𝐶𝜋|𝑀 : 𝜋 ∈ 𝑇,𝑀 ⊆ 𝜔

}︀
,

то | ∩ {𝐶*
𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉}| = 1.

Доказательство. Из центрированности системы 𝜉 и биком-
пактности пространства 𝐵𝑁 следует, что ∩{𝐶*

𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉} ≠ ∅.
Покажем, что |∩{[𝐶𝜋|𝑀 ] : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉}| = 1. Предположим противное,
пусть найдутся две различные точки 𝑥, 𝑦 ∈ ∩{𝐶*

𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉}.
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Рассмотрим некую окрестность

𝑂𝑥 =
[︁
𝐶𝜋0|𝑀0

∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
=

[︀
𝐶𝜋0|𝑀0

]︀
∖
[︁ ⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
точки 𝑥 такую, что 𝑂𝑥 /∋ 𝑦.

Множество [𝐶𝜋0|𝑀0
] является открыто-замкнутым множеством,

содержащим точку 𝑥, отсюда 𝐶𝜋0|𝑀0
∩𝐶𝜋|𝑀 бесконечно для всяко-

го 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉. Из леммы 2 следует, что 𝐶𝜋0|𝑀0
∈ 𝜉, тогда [𝐶𝜋0|𝑀0

] ∋ 𝑦.
Так как 𝑂𝑥 /∋ 𝑦 получаем, что 𝑦 ∈ [

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
] =

⋃︀
𝑖6𝑛

[𝐶𝜋𝑖
]. Тогда най-

дётся 𝑖0 6 𝑛 такое, что 𝑦 ∈ [𝐶𝜋𝑖0
]. Так как [𝐶𝜋𝑖0

] является открыто-
замкнутым множеством, содержащим 𝑦 и 𝑦 ∈ ∩{𝐶*

𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉}
получаем, что 𝐶𝜋𝑖0

∩ 𝐶𝜋|𝑀 бесконечно для всякого 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉
и из леммы 2 вытекает, что 𝐶𝜋𝑖0

∈ 𝜉. Но тогда мы имеем:

∩{𝐶*
𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉} ⊆ 𝐶*

𝜋𝑖0

и следовательно 𝑥 /∈ ∩{𝐶*
𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉}. Это противоречие дока-

зывает теорему. �

Из теоремы 1.13 и леммы 7 получаем

Теорема 1.14 Если 𝜉 — максимальная центрированная систе-
ма в семействе {︁ ⋂︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖|𝑀𝑖

: 𝑛 ∈ 𝜔, 𝜋𝑖 ∈ 𝑇
}︁
,

то | ∩ {𝐶* : 𝐶 ∈ 𝜉}| = 1.

Определение 1.2 Точку 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖𝑁 назовём 𝑢-точкой, если

𝑥 = ∩
{︀
𝐶*

𝜋|𝑀 : 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉
}︀

для некоторой максимальной центрированной системы 𝜉 в семей-
стве множеств M𝑈 .
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Множество всех ℓ-точек обозначим L, а множество 𝑢-точек —
U. Вследствие теоремы 1.12 L ∩U = ∅.

В связи с полученными результатами возникает вопрос: суще-
ствует ли в 𝐵𝑁 ∖𝑁 точка общего вида, то есть не 𝑢- и не ℓ-точка.
Ответ на этот вопрос даёт следующая

Теорема 1.15 Пусть {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}— антицепь в 𝑁 , 𝑥𝑖 ∈ 𝐶𝑠𝑖 —
ℓ-точка (𝑖 ∈ 𝜔) и 𝑋 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}. Тогда [𝑋] ∖ 𝑋 гомеоморф-
но 𝛽𝜔 ∖ 𝜔 и состоит из точек, не являющихся ни ℓ-точками,
ни 𝑢-точками.

Доказательство. Множество [𝑋] гомеоморфно 𝛽𝑁 в силу
теоремы 1.4.

Рассмотрим 𝑋 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}. Пусть 𝑥 ∈ [𝑋] ∖𝑋. Точка 𝑥 не яв-
ляется ℓ-точкой, так как в противном случае, в силу леммы 1.1,
множество {𝑥} ∪𝑋 было бы дискретным.

Покажем, что 𝑥 не является 𝑢-точкой. По условиям теоре-
мы, 𝑥𝑖 ∈ 𝐶𝑠𝑖 для всякого 𝑖 ∈ 𝜔. Пусть 𝐹𝑓𝑖 =

⋂︀
𝑛∈𝜔

[𝐶𝑓𝑖|𝑛 ], где 𝑓𝑖 ∈ 𝑃 ,
такое, что 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑓𝑖 ⊆ 𝐶*

𝑠𝑖 . Отметим, что семейство {[𝐶𝑓𝑖|𝑛 ] : 𝑛 ∈ 𝜔}
является базой множества 𝐹𝑓𝑖 в 𝐵𝑁 .

Покажем, что в 𝑁 существуют счётные подмножества

𝐴 =
{︀
𝑡(𝑖, 𝑛) : 𝑖, 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
и 𝐵 =

{︀
𝑞(𝑖, 𝑛) : 𝑖, 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
,

обладающие следующими свойствами:
(i) любые два элемента множества 𝐴 ∪𝐵 попарно несравнимы

и имеют разные области определения;

(ii) [𝐴] ∩ 𝐹𝑓𝑖 ≠ ∅ и [𝐵] ∩ 𝐹𝑓𝑖 ≠ ∅, для любого 𝑖 ∈ 𝜔.

Пусть {𝐿𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}— разбиение 𝜔 на счётное число дизъюнкт-
ных бесконечных множеств.

Рассмотрим произвольное 𝑖 ∈ 𝜔, 𝐶𝑠𝑖 и 𝐹𝑓𝑖 =
⋂︀

𝑛∈𝜔
[𝐶𝑓𝑖|𝑛 ] ⊆ 𝐶𝑠𝑖 .

Пусть
𝑁𝑖 = min

{︀
𝑛 : [𝐶𝑓𝑖|𝑛 ] ⊆ 𝐶𝑠𝑖

}︀
.

Нетрудно видеть, что мы можем построить множества

𝐴𝑖 =
{︀
𝑡(𝑖, 𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
и 𝐵𝑖 =

{︀
𝑞(𝑖, 𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔

}︀
,

для которых выполнены следующие условия:
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1. 𝑡(𝑖, 𝑛), 𝑞(𝑖, 𝑛) ∈ 𝐶𝑓𝑖|𝑁𝑖+𝑛
∖𝐶𝑓𝑖|𝑁𝑖+𝑛+1

;

2. область определения различных элементов 𝐴𝑖∪𝐵𝑖 различны
и являются элементами 𝐿𝑖;

3. любые два элемента 𝐴𝑖 ∪𝐵𝑖 несравнимы.

Определим 𝐴 = ∪{𝐴𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}, 𝐵 = ∪{𝐵𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}. Множества 𝐴
и 𝐵 удовлетворяют условиям (i) и (ii). Условие (ii), очевидно,
выполнено по построению. Для проверки (i) достаточно заметить,
что если один элемент 𝐴∪𝐵 лежит в 𝐴𝑖 ∪𝐵𝑖, а другой в 𝐴𝑗 ∪𝐵𝑗

и 𝑖 ≠ 𝑗, то они несравнимы, так как один из них лежит в 𝐶𝑠𝑖 ,
а другой в 𝐶𝑠𝑗 , и следовательно один является продолжением 𝑠𝑖,
а другой — 𝑠𝑗 , и 𝑠𝑖 несравним с 𝑠𝑗 . Области их определения раз-
личны, так как у одного она является элементом 𝐿𝑖, а у другого —
𝐿𝑗 и 𝐿𝑖 ∩ 𝐿𝑗 = ∅.

Итак, 𝐴 и 𝐵 построены. Заметим, что в силу условия (i)
по теореме 1.4 [𝐴], [𝐵], [𝐴 ∪𝐵] гомеоморфны 𝛽𝜔, и следователь-
но [𝐴] ∩ [𝐵] = ∅.

Покажем, что точка 𝑥 ∈ [𝑋] ∖𝑋 не является 𝑢-точкой. Пред-
положим противное. Рассмотрим произвольную базисную окрест-
ность точки 𝑥 вида 𝑂𝑥 = [𝐶𝜋|𝑀 ] = [∪{𝐶𝑠 : 𝑠 ∈ 𝜋(𝑀)}].

Если 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 ∩ 𝑂𝑥, то 𝑥𝑖 ∈ [∪{𝐶𝑠 : 𝑠 ∈ 𝜋(𝑀)}] и, так как 𝑥𝑖
есть ℓ-точка, найдётся 𝑠0 ∈ 𝜋(𝑀) такое, что 𝑥𝑖 ∈ [𝐶𝑠0 ], и следова-
тельно [𝐶𝑠0 ] является окрестностью 𝐹𝑓𝑖 .

Так как 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑓𝑖 ⊆ ∩{[𝐶𝑓𝑖|𝑛 ] : 𝑛 ∈ 𝜔} и {[𝐶𝑓𝑖|𝑛 ] : 𝑛 ∈ 𝜔} явля-
ется базой множества 𝐹𝑓𝑖 , то [𝐶𝑠0 ] является окрестностью 𝐹𝑓𝑖 ,
и, в силу условия (ii), [𝐶𝑠0 ] ∩ 𝐴 ≠ ∅ и [𝐶𝑠0 ] ∩ 𝐵 ≠ ∅. Следова-
тельно, 𝑂𝑥 ∩𝐴 ≠ ∅ и 𝑂𝑥 ∩𝐵 ≠ ∅. Отсюда следует, что 𝑥 ∈ [𝐴]
и 𝑥 ∈ [𝐵], то есть 𝑥 ∈ [𝐴] ∩ [𝐵] ≠ ∅, что противоречит тому,
что [𝐴]∩ [𝐵] = ∅. Таким образом, 𝑥 ∈ [𝑋]∖𝑋 не 𝑢-точка. Теорема
доказана. �
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1.4 ℓ𝜋|𝑀 -точки

Рассмотрим множество 𝐶𝜋|𝑀 , которое будем считать приве-
дённым (то есть 𝜋(𝑀) — строгая антицепь), 𝑀 счётно и положим:

M′
𝜋|𝑀 =

{︀
𝐶𝜋|𝑀𝑖

: 𝑀𝑖 = 𝑀∩[𝑖;∞), 𝑖 ∈ 𝜔
}︀

и M𝜋|𝑀 = M𝐿∪M′
𝜋|𝑀 .

Определение 1.3 Центрированную систему 𝜉 в семействе M𝜋|𝑀
будем называть 𝜋|𝑀 -центрированной для 𝐶𝜋|𝑀 , если M′

𝜋|𝑀 ⊆ 𝜉.

Всякую 𝜋|𝑀 -центрированную систему можно дополнить до мак-
симальной 𝜋|𝑀-центрированной системы.

Теорема 1.16 Пусть множество 𝐶𝜋|𝑀 приведённое и |𝑀 | = 𝜔.
Если 𝜉 максимальная 𝜋|𝑀-центрированная система для 𝐶𝜋|𝑀 ,
то ⃒⃒

∩
{︀
𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉

}︀⃒⃒
= 1.

Доказательство. Доказательство этой теоремы близко к до-
казательству теоремы для ℓ-точек.

Из центрированности системы 𝜉 и бикомпактности 𝐵𝑁 сле-
дует, что ∩{𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉} не пусто. Предположим, что найдутся
две различные точки 𝑥, 𝑦 ∈ ∩{𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉}. Рассмотрим окрест-
ность 𝑂𝑥 = [𝐶𝜋0|𝑀0

∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

] точки 𝑥 такую, что 𝑦 /∈ 𝑂𝑥. Отметим,
что из построения пространства 𝐵𝑁 следует, что[︁

𝐶𝜋0|𝑀0
∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
=

=
[︀
𝐶𝜋0|𝑀0

]︀
∩
(︁ ⋂︀
𝑖6𝑛

[︀
𝑁 ∖𝐶𝜋𝑖

]︀)︁
=

=
[︀
𝐶𝜋0|𝑀0

]︀
∩
[︁
𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

]︁
.

Множества [𝐶𝜋0|𝑀0
] и [𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 ] являются открыто-замкнутыми
и содержат точку 𝑥.
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Из открыто-замкнутости множества [𝑁 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

] следует, что
множество 𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 центрировано с 𝜉, а из максимальности
системы 𝜉 следует, что 𝑁 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
∈ 𝜉.

Тогда по предположению 𝑦 /∈ [𝐶𝜋0|𝑀0
]. По предложению 9

представим множество 𝐶𝜋0|𝑀0
в виде пересечения 𝐶𝜋′ ∩𝐶𝜋′′ . То-

гда 𝑦 /∈ [𝐶𝜋′ ] или 𝑦 /∈ [𝐶𝜋′′ ]. Пусть 𝑦 /∈ [𝐶𝜋′ ], тогда 𝑦 ∈ [𝑁 ∖ 𝐶𝜋′ ].
Множество [𝑁 ∖𝐶𝜋′ ] является открыто-замкнутой окрестностью
точки 𝑦, поэтому оно центрировано с 𝜉. Из максимальности си-
стемы 𝜉 и того, что 𝑁 ∖ 𝐶𝜋′ — элемент системы M𝜋|𝑀 , следу-
ет, что 𝑁 ∖ 𝐶𝜋′ ∈ 𝜉. Таким образом, 𝑥 ∈ [𝑁 ∖ 𝐶𝜋′ ], что про-
тиворечит 𝑥 ∈ [𝐶𝜋′ ]. Отсюда следует, что наше предположе-
ние | ∩ {𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜉}| > 1 неверно. Теорема доказана. �

Определение 1.4 Пусть 𝜂 — максимальная 𝜋|𝑀 -центрирован-
ная система для некоторого множества 𝐶𝜋|𝑀 . Точку

𝑥 = ∩
{︀
𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜂

}︀
будем называть ℓ𝜋|𝑀 -точкой для 𝐶𝜋|𝑀 , а систему 𝜂 — порождаю-
щей точку 𝑥.

Лемма 1.2 Пусть 𝜉 — ультрафильтр на 𝜋(𝑀). Тогда найдётся
база 𝐵𝜉 этого ультрафильтра такая, что для любого 𝐴 ∈ 𝐵𝜉

найдётся 𝜋𝐴 ∈ 𝑇 такое, что множество

𝐺𝐴 = ∪
{︀
𝐶𝑡 : 𝑡 ∈ 𝐴

}︀
представимо в виде

𝐺𝐴 = 𝐶𝜋|𝑀 ∖𝐶𝜋𝐴
.

Доказательство. Через (0) и (1) обозначим функции, опреде-
лённые на одноточечном множестве {0} и переводящие его в 0
и 1 соответственно.

Пусть 𝑈 ∈ 𝜉. Докажем, что найдётся 𝐴 ∈ 𝜉 такое, что 𝐴 ⊆ 𝑈
и 𝐺𝐴 представимо в виде 𝐶𝜋|𝑀 ∖𝐶𝜋𝐴

. Через 𝑀𝑈 обозначим мно-
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жество тех 𝑛 из 𝑀 , для которых 𝜋(𝑛) ∈ 𝑈 . Либо 𝐶(0) ∩ 𝜋(𝑀),
либо 𝐶(1) ∩ 𝜋(𝑀) не принадлежит 𝜉. Пусть 𝐶(0) ∩ 𝜋(𝑀) /∈ 𝜉.

Определим 𝐴 = 𝑈 ∖ 𝐶(0), а 𝜋𝐴 ∈ 𝑇 построим следующим
образом:

1. 𝜋𝐴(0) = (0);

2. для 𝑛 ∈ 𝑀𝑈 ∪ (𝜔 ∖𝑀) пусть 𝜋𝐴(𝑛) — некоторое продолжение
функции (0);

3. для 𝑛 ∈ 𝑀 ∖𝑀𝑈 положим 𝜋𝐴(𝑛) = 𝜋(𝑛).

Тогда
𝐺𝐴 = 𝐶𝜋|𝑀 ∖𝐶𝜋𝐴

.

Из построения 𝜋𝐴 следует, что 𝐴 ∈ 𝜉 и 𝐴 ⊆ 𝑈 . Семейство 𝐵𝜉 = {𝐴}
и есть искомая база. �

Следующая теорема показывает, что ℓ𝜋|𝑀 -точки есть не что
иное, как предельные точки строгих антицепей 𝜋(𝑀).

Теорема 1.17 Пусть множество 𝐶𝜋|𝑀 приведённое и |𝑀 | = 𝜔.
Тогда

[𝜋(𝑀)] ∖ 𝜋(𝑀) =
{︀
𝑥 : 𝑥— ℓ𝜋|𝑀 -точка для 𝐶𝜋|𝑀

}︀
.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖𝑁 — ℓ𝜋|𝑀 -точка для некото-
рого 𝐶𝜋|𝑀 . Тогда для любой окрестности 𝑂𝑥 точки 𝑥 имеем⃒⃒

𝑂𝑥 ∩ 𝜋(𝑀)
⃒⃒

= 𝜔.

Действительно, предположим, что существует окрестность

𝑂𝑥 =
[︁(︁

𝑁 ∖
⋃︀
𝑗6𝑛

𝐶𝜋𝑗

)︁
∩ 𝐶𝜋|𝑀𝑖

]︁
,

содержащая лишь конечное число точек множеств 𝜋(𝑀). Из вида
окрестности следует, что в этом случае 𝑂𝑥 пересекает лишь
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конечное число множеств 𝐶𝜋(𝑛), где 𝑛 ∈ 𝑀 , и, следователь-
но, 𝑥 ∈ [𝐶𝜋(𝑚)] для некоторого 𝑚 ∈ 𝑀 . Но это противоречит
тому, что 𝑥 ∈ ∩{[𝐶𝜋|𝑀𝑖

] : 𝑖 ∈ 𝜔}.
Докажем теперь, что любая точка из [𝜋(𝑀)] ∖ 𝜋(𝑀) являет-

ся ℓ𝜋|𝑀 -точкой для 𝐶𝜋|𝑀 . По теореме 1.4 [𝜋(𝑀)]∖𝜋(𝑀) гомеоморф-
но 𝛽𝜔 ∖𝜔. Рассмотрим точку 𝑥 ∈ [𝜋(𝑀)]∖𝜋(𝑀). Она представима
в виде ультрафильтра на 𝜋(𝑀). По лемме 1.2 найдётся база этого
ультрафильтра 𝐵𝑥 такая, что для любого 𝐴 ∈ 𝐵𝑥 множество 𝐺𝐴

имеет вид
𝐺𝐴 =

{︀
𝐶𝑡 : 𝑡 ∈ 𝐴

}︀
= 𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋𝐴

.

Рассмотрим центрированную систему множеств{︀
𝑁 ∖ 𝐶𝜋𝐴

: 𝐴 ∈ 𝐵𝑥

}︀
.

Очевидно, что система {𝑁 ∖ 𝐶𝜋𝐴
: 𝐴 ∈ 𝐵𝑥} ∪M′

𝜋|𝑀 центрирован-
ная и, следовательно, является 𝜋|𝑀 -центрированной. Дополним
ее до максимальной 𝜋|𝑀 -центрированной системы 𝜂.

Покажем, что ∩{𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜂} = 𝑥. Предположим противное.
Пусть ∩{𝐺* : 𝐺 ∈ 𝜂} = 𝑦 и 𝑥 ̸= 𝑦. Но по первой части доказа-
тельства 𝑦 ∈ [𝜋(𝑀)] и так же, как и точку 𝑥, 𝑦 можно рассмат-
ривать как ультрафильтр на 𝜋(𝑀). Так как 𝑥 ̸= 𝑦, то существу-
ет 𝐹 ∈ 𝑦 такое, что 𝜋(𝑀) ∖ 𝐹 ∈ 𝑥. Тогда найдётся 𝐴 ∈ 𝐵𝑥 такое,
что 𝐴 ⊆ 𝜋(𝑀) ∖ 𝐹 . Множество 𝑁 ∖ 𝐶𝜋𝐴

, с одной стороны, содер-
жится в 𝜂 и, следовательно, 𝑦 ∈ [𝑁 ∖𝐶𝜋𝐴

], а с другой стороны, оно
не пересекает 𝐺𝐹 , замыкание которого является окрестностью
точки 𝑦. Противоречие. �

Рассмотрим ряд других важных свойств ℓ𝜋|𝑀 -точек.

Определение 1.5 Для 𝜋, 𝜋′ ∈ 𝑇 и 𝑀,𝑀 ′ ⊆ 𝜔 будем говорить,
что 𝐶𝜋′|𝑀 ′ строго вписано в 𝐶𝜋|𝑀 , если для каждого 𝑛′ ∈ 𝑀 ′

найдётся 𝑛 ∈ 𝑀 такое, что 𝜋(𝑛) < 𝜋′(𝑛′). Будем обозначать это
как 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀
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Теорема 1.18 Пусть множество 𝐶𝜋|𝑀 приведённое, и 𝑀 счёт-
но. Тогда

∩
{︀

[𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] : 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀
}︀

= [𝜋(𝑀)].

Доказательство. Из того, что [𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] ⊇ [𝜋(𝑀)] для
всех 𝐶𝜋′|𝑀 ′ , строго вписанных в 𝐶𝜋|𝑀 , следует, что

∩
{︀

[𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] : 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀
}︀
⊇ [𝜋(𝑀)].

Докажем теперь, что любая точка 𝑥 из множества

𝐷 = ∩
{︀

[𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] : 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀
}︀

также лежит в [𝜋(𝑀)]. Предположим противное.

Пусть 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ [𝜋(𝑀)]. Пусть 𝑂𝑥 = [𝐶̃︀𝜋|̃︁𝑀 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖 ] — окрест-

ность точки 𝑥 такая, что 𝑂𝑥∩ 𝜋(𝑀) = ∅. Рассмотрим множество(︀
𝐶𝜋|𝑀 ∩ 𝐶̃︀𝜋|̃︁𝑀)︀

∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
.

Элемент 𝑠 ∈ 𝑁 лежит в этом множестве тогда и только то-
гда, когда существуют 𝑛 ∈ 𝑀 и ̃︀𝑛 ∈ ̃︁𝑀 такие, что 𝜋(𝑛) 6 𝑠
и ̃︀𝜋(̃︀𝑛) 6 𝑠. Это означает, что 𝜋(𝑛) и ̃︀𝜋(̃︀𝑛) сравнимы (то есть
либо ̃︀𝜋(̃︀𝑛) 6 𝜋(𝑛), либо 𝜋(𝑛) < ̃︀𝜋(̃︀𝑛)), а 𝑠, 𝜋(𝑛) и ̃︀𝜋(̃︀𝑛) не принад-
лежат

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
. Но так как 𝑂𝑥 ∩ 𝜋(𝑀) = ∅, то пар 𝑛, ̃︀𝑛 таких,

что ̃︀𝜋(̃︀𝑛) 6 𝜋(𝑛) и 𝜋(𝑛), ̃︀𝜋(̃︀𝑛) /∈
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

нет. Положим

𝑀 ′ =
{︀
𝑛′ : 𝑛′ ∈ ̃︁𝑀 и найдётся 𝑛 ∈ 𝑀 такое, что 𝜋(𝑛) < ̃︀𝜋(𝑛′)

}︀
.

Из вышесказанного вытекает равенство(︀
𝐶𝜋|𝑀 ∩ 𝐶̃︀𝜋|̃︁𝑀)︀

∖
⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖 =
(︀
𝐶𝜋|𝑀 ∩ 𝐶̃︀𝜋|𝑀 ′

)︀
∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
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и это множество является окрестностью точки 𝑥. В свою очередь,(︀
𝐶𝜋|𝑀 ∩ 𝐶̃︀𝜋|𝑀 ′

)︀
∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
= 𝐶̃︀𝜋|𝑀 ′ ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
⊆ 𝐶̃︀𝜋|𝑀 ′ .

С одной стороны, 𝑥 ∈ [𝐶̃︀𝜋|𝑀 ′ ], с другой стороны, 𝐶̃︀𝜋|𝑀 ′ строго
вписано в 𝐶𝜋|𝑀 и, следовательно, 𝑥 ∈ [𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶̃︀𝜋|𝑀 ′ ]. Противоре-
чие. �

Из теорем 1.17 и 1.18 вытекает

Следствие 1.4 Если множество 𝐶𝜋|𝑀 приведённое и 𝑀 счёт-
но, то

[𝜋(𝑀)] ∖ 𝜋(𝑀) =
{︀
𝑥 : 𝑥— ℓ𝜋|𝑀 -точка для 𝐶𝜋|𝑀

}︀
=

= ∩
{︀

[𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] : 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀
}︀
∩ (𝐵𝑁 ∖𝑁).

Множество всех ℓ𝜋|𝑀 -точек для всех строгих антицепей 𝜋(𝑀)
обозначим через D. Теперь, когда мы выделили уже три класса
точек нароста, вновь возникает вопросы: есть ли в наросте точки,
отличные от 𝑢-, ℓ- и, теперь, ℓ𝜋|𝑀 -точек? И может ли ℓ𝜋|𝑀 -точка
быть 𝑢- или ℓ-точкой? Ответы дают следующие теоремы.

Теорема 1.19 Если 𝐴 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔
}︀
⊆ 𝐵𝑁 ∖𝑁 состоит из ℓ-то-

чек, то [𝐴] не содержит ℓ𝜋|𝑀 -точек для всякой бесконечной
строгой антицепи 𝜋(𝑀).

Доказательство. Предположим противное, пусть 𝑥 ∈ [𝐴] —
ℓ𝜋|𝑀 -точка для бесконечной строгой антицепи 𝜋(𝑀). Занумеруем
все точки 𝐴, лежащие в [𝐶𝜋|𝑀 ], получим {𝑥𝑖𝑗 : 𝑗 ∈ 𝜔}. Рассмот-
рим 𝑥𝑖0 . Так как 𝑥𝑖0 ℓ-точка, лежащая в [𝐶𝜋|𝑀 ], то по теореме 1.12
найдётся 𝑛0 ∈ 𝑀 , такое что 𝑥𝑖0 ∈ [𝐶𝜋(𝑛0)]. Пусть 𝑠0 есть эле-
мент сходящейся к 𝑥𝑖0 цепи и dom 𝑠0 > 𝑛0. Для 𝑥𝑖𝑗 аналогично
найдётся 𝑛𝑗 ∈ 𝑀 , такое что 𝑥𝑖𝑗 ∈ [𝐶𝜋(𝑛𝑗)]. Пусть 𝑠𝑗 — элемент
сходящейся к 𝑥𝑖𝑗 цепи и dom 𝑠𝑗 > max{dom 𝑠𝑗−1, 𝑛𝑗}. Обозна-
чим {𝑠𝑗 : 𝑗 ∈ 𝜔} = 𝜋′(𝑀 ′), при этом из построения очевидно,
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что 𝐶𝜋′|𝑀 ′ вписано в 𝐶𝜋|𝑀 . Таким образом, 𝑥 ∈ [𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ]
и [𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] ∩𝐴 = ∅, следовательно 𝑥 /∈ [𝐴]. �

Из доказанной теоремы и теоремы 1.15 вытекает следующее.

Следствие 1.5 В 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 есть точки не являющиеся ни 𝑢-,
ни ℓ-, ни ℓ𝜋|𝑀 -точками.

Теорема 1.20 Для строгой антицепи 𝐷 = 𝜋0(𝑀0), множе-
ство [𝐷] ∖𝐷 не содержит ни 𝑢-, ни ℓ-точек.

Доказательство. Предположим противное.
Пусть найдётся 𝑥 ∈ [𝐷] ∖𝐷, являющаяся 𝑢-точкой. Рассмот-

рим множество 𝐶𝜋′|𝑀 ′ , строго вписанное в 𝐶𝜋0|𝑀0
, тогда по тео-

реме 1.18 𝑥 ∈ [𝐶𝜋0|𝑀0
∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ]. Но по определению 𝑢-точки, су-

ществует база точки 𝑥, состоящая из множеств вида [𝐶𝜋|𝑀 ] и,
соответственно, найдётся 𝐶𝜋′′|𝑀 ′′ такое, что

𝑥 ∈ [𝐶𝜋′′|𝑀 ′′ ] ⊆ [𝐶𝜋0|𝑀0
∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ].

Таким образом, 𝐶𝜋′′|𝑀 ′′ строго вписано в 𝐶𝜋0|𝑀0
, а значит

𝑥 ∈ [𝐶𝜋0|𝑀0
∖ 𝐶𝜋′′|𝑀 ′′ ].

Противоречие.
Предположим, что 𝑥 ∈ [𝐷]∖𝐷 ℓ-точка. Найдётся 𝑛 ∈ 𝑀0, такое

что 𝑥 ∈ [𝐶𝜋0(𝑛)]. Рассмотрим 𝑠, продолжение 𝜋0(𝑛), лежащее в схо-
дящейся к 𝑥 цепи. Тогда, с одной стороны, 𝑥 /∈ [𝐶𝜋|𝑀∖𝐶𝑠], с другой
стороны 𝐶𝑠 строго вписано в 𝐶𝜋|𝑀 , а значит [𝐷]∖𝐷 ⊆ [𝐶𝜋|𝑀 ∖𝐶𝑠].
Противоречие. �

Обозначим множество всех ℓ𝜋|𝑀 -точек для всевозможных бес-
конечных строгих антицепей через D. Таким образом, можно
сформулировать следующую теорему.

Теорема 1.21 В наросте 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 пространства Белла есть
точки не лежащие в множестве L ∪U ∪D. Множества L, U
и D не пересекаются.
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Также упомянем следующий факт.

Предложение 1.1 Если 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 ℓ-точка и 𝑦 ∈ 𝐵𝑁 ∖ 𝑁
не ℓ-точка, то не существует гомеоморфизма 𝑓 : 𝐵𝑁 → 𝐵𝑁 ,
естественного на 𝑁 , при котором 𝑓(𝑥) = 𝑦.

Это следует из того, что при гомеоморфизме сходящаяся по-
следовательность переходит в сходящуюся последовательность.
Таким образом, если такой гомеоморфизм найдётся, то 𝑦 есть
предел сходящейся последовательности, а по теореме, доказанной
А. Грызловым в [6], предел некоторой цепи из 𝑁 , то есть ℓ-точка.

Для 𝑢-точек можно усилить теорему 1.20.

Определение 1.6 Для 𝐴,𝐵 ⊆ 𝑁 будем говорить, что множе-
ство 𝐴 мажорируется множеством 𝐵, если для всех 𝑠 ∈ 𝐴 най-
дётся 𝑡 ∈ 𝐵 такое, что 𝑡 > 𝑠.

Теорема 1.22 В замыкании любого подмножества 𝑁 , мажо-
рируемого строгой антицепью, нет 𝑢-точек.

Доказательство. Предположим противное.
Пусть множество 𝐴 ⊆ 𝑁 мажорируется строгой антице-

пью 𝜋′(𝑀 ′) и 𝑥 ∈ [𝐴]∖𝐴 𝑢-точка. Тогда существует база точки 𝑥,
состоящая из множеств вида [𝐶𝜋|𝑀 ]. Таким образом, для лю-
бой окрестности 𝑂𝑥 точки 𝑥 найдётся 𝜋 ∈ 𝑇 и 𝑀 ⊆ 𝜔 такие,
что 𝑥 ∈ [𝐶𝜋|𝑀 ] ⊆ 𝑂𝑥. Так как 𝑥 ∈ [𝐴] ∖ 𝐴, то |𝐶𝜋|𝑀 ∩ 𝐴| = 𝜔.
Из вида множества 𝐶𝜋|𝑀 следует, что если 𝑠 ∈ 𝐶𝜋|𝑀 , то для
всех 𝑡 > 𝑠 выполняется 𝑡 ∈ 𝐶𝜋|𝑀 , тогда |𝐶𝜋|𝑀 ∩ 𝜋′(𝑀 ′)| = 𝜔,
то есть 𝑥 ∈ [𝜋′(𝑀 ′)], что противоречит теореме 1.20. �

Следствие 1.6 Замыкание объединения конечного числа анти-
цепей из 𝑁 не содержит 𝑢-точек.

Доказательство. Предположим противное.
Пусть 𝐷 = ∪{𝐷𝑖 : 𝑖 6 𝑘}, где 𝐷𝑖 антицепь для всех 𝑖 6 𝑘.

И пусть 𝑥 ∈ [𝐷] 𝑢-точка. Тогда найдётся 𝑖 6 𝑘 такое, что 𝑥 ∈ [𝐷𝑖].
Докажем, что любая антицепь мажорируется строгой анти-

цепью. Пусть 𝐷′ = {𝑡𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} антицепь. Пусть 𝑡′0 = 𝑡0, а 𝑡′𝑖
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продолжение 𝑡𝑖 такое, что dom 𝑡′𝑖 > max(dom 𝑡𝑖, dom 𝑡′𝑖−1). Мно-
жество ̃︀𝐷 = {𝑡′𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} является строгой антицепью, мажори-
рующей антицепь 𝐷′, и по теореме [𝐷𝑖] не содержит 𝑢-точек.
Противоречие. �

Замечание 1.1 По теореме, доказанной А. Грызловым в [6], лю-
бое подмножество 𝑁 , замыкание которого в 𝐵𝑁 гомеоморфно 𝛽𝜔,
в силу вышеуказанного следствия не содержит 𝑢-точек.

Из определения ℓ𝜋|𝑀 -точки следует, что множество{︀
𝑥 : 𝑥 ℓ𝜋|𝑀 -точка для 𝐶𝜋|𝑀

}︀
есть подмножество множества 𝐶*

𝜋|𝑀 = [𝐶𝜋|𝑀 ] ∖ 𝐶𝜋|𝑀 . По теоре-
ме 1.17 имеем{︀

𝑥 : 𝑥 ℓ𝜋|𝑀 -точка для 𝐶𝜋|𝑀
}︀

= [𝜋(𝑀)] ∖ 𝜋(𝑀).

Множество 𝜋(𝑀) ∩ 𝐶𝜋(𝑛) состоит из одной точки 𝜋(𝑛) для всяко-
го 𝑛 ∈ 𝑀 . Поэтому, если рассматривать эти множества и опера-
цию замыкания в пространстве 𝛽𝑁 , имеем

[𝜋(𝑀)] ∩ 𝐶*
𝜋(𝑛) = ∅ для всякого 𝑛 ∈ 𝑀,

следовательно и [𝜋(𝑀)] ∩ [∪{𝐶*
𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀}] = ∅.

В пространстве 𝐵𝑁 ситуация совершенно другая, имеем

[𝜋(𝑀)] ∖ 𝜋(𝑀) ⊆
[︀
∪
{︀
𝐶*

𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀
}︀]︀
,

что вытекает из следующих утверждений.

Лемма 1.3 Пусть 𝑥 ℓ𝜋|𝑀 -точка для некоторого 𝐶𝜋|𝑀 и 𝐶𝜋′|𝑀 ′

строго вписано в 𝐶𝜋|𝑀 . Тогда для всякой окрестности 𝑂𝑥 точ-
ки 𝑥 множество {𝑛 ∈ 𝑀 : |𝑂𝑥∩ (𝐶𝜋(𝑛) ∖𝐶𝜋′|𝑀 ′)| = 𝜔} бесконечно.
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Доказательство. Пусть

𝑂𝑥 =
[︁
𝐶̃︀𝜋|̃︁𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑘

𝐶𝜋𝑖

]︁
.

По теореме 1.17 𝑥 ∈ [𝜋(𝑀)]∖𝜋(𝑀) и, следовательно, 𝑂𝑥∩𝜋(𝑀)
бесконечно. Обозначим это бесконечное множество через

𝑅 =
{︀
𝑛 ∈ 𝑀 : 𝜋(𝑛) ∈ 𝑂𝑥

}︀
.

Докажем теперь, что для всякого 𝑛 ∈ 𝑅 такого, что 𝑛 > 𝑘 + 1,
где 𝑘 взято из определения 𝑂𝑥 = [𝐶̃︀𝜋|̃︁𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑘

𝐶𝜋𝑖
], выполняется

𝑂𝑥 ∩ (𝐶𝜋(𝑛) ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′) бескнечно.

Для этого построим по индукции бесконечную цепь {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔},
лежащую в пересечении

𝑂𝑥 ∩ (𝐶𝜋(𝑛) ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′),

где 𝑛 ∈ 𝑅 и 𝑛 > 𝑘 + 1.

Из того, что 𝑛 ∈ 𝑅, следует, что 𝜋(𝑛) ∈ 𝑂𝑥 ∩ (𝐶𝜋(𝑛) ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′).
Пусть 𝑠0 = 𝜋(𝑛) база индукции. Предположим, что мы постро-
или 𝑠𝑗 . Построим теперь 𝑠𝑗+1. Так как 𝑛 > 𝑘 + 1, то 𝑠𝑗 имеет
не менее 𝑘 + 2 продолжений, что означает, что найдётся продол-
жение 𝑠𝑗+1, не лежащее ни в 𝐶𝜋𝑖 (𝑖 6 𝑘), ни в 𝐶𝜋′|𝑀 ′ , а значит,
лежащее в 𝑂𝑥 ∩ (𝐶𝜋(𝑛) ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′). Таким образом, мы показали,
что 𝑂𝑥 ∩ (𝐶𝜋(𝑛) ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′) бесконечно.

Так как это выполнено для любого 𝑛 ∈ 𝑅, 𝑛 > 𝑘 + 1, а множе-
ство 𝑅 в свою очередь бесконечно, то множество

{𝑛 : |𝑂𝑥 ∩ (𝐶𝜋(𝑛) ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′)| = 𝜔}

бесконечно. Лемма доказана. �
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Следствие 1.7 Если множество 𝐶𝜋|𝑀 приведённое и 𝑀 счёт-
но, то {︀

𝑥 : 𝑥— ℓ𝜋|𝑀 -точка для 𝐶𝜋|𝑀
}︀

=

= ∩
{︀ [︀

∪
{︀
𝐶*

𝜋(𝑛) ∖ 𝐶
*
𝜋′|𝑀 ′ : 𝑛 ∈ 𝑀

}︀]︀
: 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀

}︀
.

Доказательство. В силу леммы 1.3 имеем{︀
𝑥 : 𝑥— ℓ𝜋|𝑀 -точка для 𝐶𝜋|𝑀

}︀
⊆

⊆ ∩
{︀ [︀

∪
{︀
𝐶*

𝜋(𝑛) ∖ 𝐶
*
𝜋′|𝑀 ′ : 𝑛 ∈ 𝑀

}︀]︀
: 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀

}︀
⊆

⊆ ∩
{︀

[𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] : 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀
}︀
.

По следствию 1.4

∩
{︀

[𝐶𝜋|𝑀 ∖ 𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] : 𝐶𝜋′|𝑀 ′ @ 𝐶𝜋|𝑀
}︀

=

=
{︀
𝑥 : 𝑥— ℓ𝜋|𝑀 -точка для 𝐶𝜋|𝑀

}︀
.

Следствие доказано. �

Из теоремы 1.17 и следствия 1.7 вытекает

Следствие 1.8

[𝜋(𝑀)] ∖ 𝜋(𝑀) ⊆
[︀
∪
{︀
𝐶*

𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀
}︀]︀
.

1.5 Замыкания счётных подмножеств нароста
пространства Белла

Определение 1.7 Будем говорить, что 𝑡 ∈ 𝑁 является строгим
продолжением 𝑠 ∈ 𝑁 , если 𝑠 < 𝑡.

Приведём несколько утверждений, необходимых в дальней-
шем.
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Лемма 1.4 Если 𝐴 = {𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} и 𝐵 = {𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} строгие
антицепи, и 𝑠𝑘 есть строгое продолжение 𝑡𝑘, то [𝐴] ∩ [𝐵] = ∅.

Это напрямую вытекает из теоремы 1.18.

Лемма 1.5 Для всякой 𝑢-точки 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 и её окрестно-
сти 𝑂𝑥 = [𝐶𝜋|𝑀 ] найдётся окрестность 𝑂𝑥′ = [𝐶𝜋′|𝑀 ′ ] этой
точки такая, что 𝐶𝜋′|𝑀 ′ строго вписано в 𝐶𝜋|𝑀 .

Это следует из следствия 1.4 и того, что классы 𝑢- и ℓ𝜋|𝑀 -точек
не пересекаются.

Напомним известное свойство регулярного пространства.

Лемма 1.6 Пусть 𝐴 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} счётное дискретное множе-
ство в регулярном пространстве 𝑋. Тогда существует дизъ-
юнктное семейство окрестностей {𝑂𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}.

Доказательство. Семейство окрестностей будем строить сле-
дующим образом. Для 𝑥0 найдётся окрестность 𝑂𝑥0 и открытое
множество 𝑈0 ⊇ [{𝑥𝑖 : 𝑖 > 0}], такие что 𝑂𝑥0 ∩ 𝑈0 = ∅, это вы-
текает из того, что 𝐴 дискретное множество и 𝑋 регулярное
пространство.

Пусть мы построили окрестности для 𝑖 6 𝑟 (𝑟 ∈ 𝜔), и 𝑈𝑟 —
окрестность множества [{𝑥𝑖 : 𝑖 > 𝑟}], такая что 𝑂𝑥𝑟 ∩ 𝑈𝑟 = ∅.
В силу регулярности пространства 𝑋 и того, что 𝐴 дискретное
множество, найдутся 𝑂𝑥′

𝑟+1 и 𝑈 ′
𝑟+1 ⊇ [{𝑥𝑖 : 𝑖 > 𝑟 + 1}] такие,

что 𝑂𝑥𝑟+1 ∩ 𝑈𝑟+1 = ∅. Так как 𝑈𝑟 открытое множество, содер-
жащее точку 𝑥𝑟+1 и множество [{𝑥𝑖 : 𝑖 > 𝑟 + 1}], то обозначим:

𝑂𝑥𝑟+1 = 𝑂𝑥′
𝑟+1 ∩ 𝑈𝑟 и 𝑈𝑟+1 = 𝑈 ′

𝑟+1 ∩ 𝑈𝑟.

Таким образом мы можем построить дизъюнктную систему
окрестностей {𝑂𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}. �

Так как 𝐵𝑁 нормальное пространство, то мы можем пользо-
ваться этим свойством для счётных дискретных его подмножеств.



1.5 Замыкания счётных подмножеств нароста. . . 55

Теорема 1.23 Пусть 𝐴 = {𝑥𝑖 : 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑓𝑖 , 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 та-
кое, что 𝑓𝑖 ̸= 𝑓𝑗 (𝑖 ̸= 𝑗), то найдётся 𝐴′ ⊆ 𝐴 такое, что [𝐴′]
гомеоморфно 𝛽𝜔.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ [𝐴] ∖𝐴 и 𝑓 ∈ 𝑃 такое, что 𝑥 ∈ 𝐹𝑓 .
Рассмотрим систему окрестностей {[𝐶𝑓 |𝑛 ] : 𝑛 ∈ 𝜔} точки 𝑥. Так
как 𝑥 ∈ [𝐴] ∖𝐴, то для любого 𝑛 ∈ 𝜔 следует, что |[𝐶𝑓 |𝑛 ∩𝐴]| = 𝜔.
Но из строения множества 𝐴 следует, что |𝐹𝑓 ∩ 𝐴| = 1. Тогда
найдётся бесконечное 𝐼 ⊆ 𝜔, такое что |[𝐶𝑓 |𝑛 ∖ 𝐶𝑓 |𝑛+1

] ∩ 𝐴| ≠ ∅
для 𝑛 ∈ 𝐼. Для каждого 𝑛 ∈ 𝐼 зафиксируем 𝑦𝑛 ∈ 𝐴 из [𝐶𝑓 |𝑛∖𝐶𝑓 |𝑛+1

].
Таким образом можно построить строгую антицепь 𝜋(𝑀), такую
что 𝑦𝑛 ∈ [𝐶𝜋(𝑛)], из чего следует, что [{𝑦𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}] гомеоморф-
но 𝛽𝜔. �

Следствие 1.9 Из любого множества ℓ-точек можно выде-
лить подмножество, замыкание которого гомеоморфно 𝛽𝜔.

Это следует из того факта, что для любого 𝑓 ∈ 𝑃 множество 𝐹𝑓

содержит единственную ℓ-точку.

Пример 1.3 Множество в 𝐵𝑁 ∖𝑁 , являющееся сходящейся по-
следовательностью.

Рассмотрим семейство строгих антицепей 𝐷𝑛 = {𝑡𝑛𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}
таких, что 𝑡𝑛+1

𝑘 есть строгое продолжение 𝑡𝑛𝑘 для всяких 𝑛 ∈ 𝜔
и 𝑘 ∈ 𝜔.

Пусть 𝜉 свободный ультрафильтр на 𝜔, то есть 𝜉 ∈ 𝛽𝜔 ∖ 𝜔.
Для всяких 𝐹 ∈ 𝜉 и 𝑛 ∈ 𝜔 обозначим 𝐹𝑛 = {𝑡𝑛𝑘 : 𝑘 ∈ 𝐹}. То-
гда 𝜉𝑛 = {𝐹𝑛 : 𝐹 ∈ 𝜉} является свободным ультрафильтром
на множестве 𝐷𝑛.

Обозначим 𝜉𝑛 = ∩{[𝐹𝑛] : 𝐹𝑛 ∈ 𝜉𝑛}. Имеем 𝜉𝑛 ∈ [𝐷𝑛]∖𝐷𝑛 и [𝐷𝑛]
гомеоморфно 𝛽𝜔 по теореме 1.4.

Заметим, что по лемме 1.4 следует, что 𝜉𝑛 ≠ 𝜉𝑚 для 𝑛,𝑚 ∈ 𝜔,
𝑛 ≠ 𝑚.

I Покажем, что последовательность {𝜉𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} является
сходящейся. Пусть 𝑦 ∈ 𝐵𝑁 ∖ 𝑁 предельная точка для множе-
ства {𝜉𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} и 𝑂𝑦 = [𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
] базисная окрестность точ-
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ки 𝑦. Тогда множество 𝑂𝑦 ∩ {𝜉𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} бесконечно. Рассмотрим
некоторое 𝜉𝑛 ∈ 𝑂𝑦. Так как 𝜉𝑛 ультрафильтр на множестве 𝐷𝑛,
найдётся 𝐹𝑛 ∈ 𝜉𝑛, 𝐹𝑛 ⊆ 𝐷𝑛, такое что 𝐹𝑛 ∖𝑂𝑦 конечно, следова-
тельно 𝐹𝑛 ∖ (𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
) конечно. Отсюда множества 𝐹𝑛 ∖𝐶𝜋|𝑀

и 𝐹𝑛 ∩ (
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

) конечны (на самом деле найдётся 𝐹𝑛 ∈ 𝜉𝑛 такое,
что 𝐹𝑛 ⊆ 𝐶𝜋|𝑀 и 𝐹𝑛 ∩ (

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖) = ∅).

Покажем, что для любого 𝑚 > 𝑛 выполняется 𝜉𝑚 ∈ 𝑂𝑦. По опре-
делению, 𝜉𝑚 ультрафильтр на 𝐷𝑚. Предположим, что 𝜉𝑚 /∈ 𝑂𝑦.
Тогда найдётся 𝐹 ′

𝑚 ∈ 𝜉𝑚, 𝐹 ′
𝑚 ⊆ 𝐹𝑚 такое, что 𝐹 ′

𝑚 ∩ (𝐶𝜋|𝑀 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖)

конечно, в противном случае множество (𝐶𝜋|𝑀 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

) есть эле-
мент ультрафильтра 𝜉𝑚 и следовательно 𝜉𝑚 ∈ 𝑂𝑦.

Так как 𝐹 ′
𝑚 ⊆ 𝐹𝑚 и 𝐹𝑚 ∖𝐶𝜋|𝑀 конечно, то 𝐹 ′

𝑚 ∖𝐶𝜋|𝑀 тоже ко-
нечно. Но тогда 𝐹 ′

𝑚 ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐶𝜋𝑖

конечно. Так как 𝑦 предельная точка
для {𝜉𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}, найдётся 𝑚′ ∈ 𝜔, 𝑚′ < 𝑚 такое, что 𝜉𝑚′ ∈ 𝑂𝑦. Рас-
смотрим множество 𝐹 ′

𝑚′ = {𝑡𝑚′

𝑘 : 𝑡𝑚𝑘 ∈ 𝐹 ′
𝑚}. По определению, 𝑡𝑚

′

𝑘

есть строгое продолжение 𝑡𝑚𝑘 , и поскольку 𝐹 ′
𝑚 ⊆

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
, за исклю-

чением, быть может, конечного числа точек, имеем 𝐹 ′
𝑚′ ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖

конечно. Но тогда 𝐹 ′
𝑚′ ∩ (𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐶𝜋𝑖
) = 𝐹 ′

𝑚′ ∩𝑂𝑦 конечно, что
противоречит тому, что 𝜉𝑚′ ∈ 𝑂𝑦.

Таким образом, мы показали, что {𝜉𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} сходится к точ-
ке 𝑦, обозначим 𝜉 = 𝑦 = lim

𝑛→∞
𝜉𝑛. Заметим, что всякая 𝜉𝑛 являет-

ся ℓ𝜋|𝑀 -точкой.
II Докажем ещё несколько интересных свойств построенного

множества.
Обозначим 𝑅 = {𝜉 : 𝜉 ∈ 𝛽𝜔 ∖ 𝜔}. Покажем, что точка 𝜉 не яв-

ляется ℓ-точкой.
Действительно, 𝜉 ∈ [∪{𝐶𝑡0𝑘

: 𝑘 ∈ 𝜔}], где {𝑡0𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔} = 𝐷0

и 𝜉 /∈ [𝐶𝑡0𝑘
] для всех 𝑘 ∈ 𝜔. По теореме 1.12, 𝜉 не является ℓ-точкой.

Рассмотрим произвольное 𝑘 ∈ 𝜔 и множество 𝑄𝑘 = {𝑡𝑛𝑘 : 𝑛 ∈ 𝜔}.
Это множество является цепью, и, следовательно, |[𝑄𝑘] ∖𝑄𝑘| = 1,
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то есть 𝑄𝑘 = {𝑡𝑛𝑘 : 𝑛 ∈ 𝜔} является сходящейся последовательно-
стью в 𝐵𝑁 , пусть 𝑞𝑘 = lim

𝑛→∞
𝑡𝑛𝑘 .

Рассмотрим множество {𝑞𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}. Докажем, что [{𝑞𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}]
гомеоморфно 𝛽𝜔. Рассмотрим семейство множеств {𝐶𝑡𝑘𝑘

: 𝑘 ∈ 𝜔}.
Имеем 𝑞𝑘 ∈ [𝐶𝑡𝑘𝑘

] для всякого 𝑘 ∈ 𝜔, и множество ∪{𝐶𝑡𝑘𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔}

есть элемент булевой алгебры 𝐵.
По теореме 1.4, имеем [{𝑞𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}] гомеоморфно 𝛽𝜔.
Покажем, что [{𝑞𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}] ∩ {𝜉 : 𝜉 ∈ 𝛽𝜔 ∖ 𝜔} = ∅. По по-

строению, [{𝑞𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}] ⊆ [∪{𝐶𝑡𝑘𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔}]. Покажем, что для

всякого 𝜉 = lim
𝑚→∞

𝜉𝑚 (𝜉 ∈ 𝛽𝜔 ∖ 𝜔) выполняется 𝜉 /∈ [∪{𝐶𝑡𝑘𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔}].

Действительно, для всякого 𝑚 ∈ 𝜔 имеем 𝜉𝑚 /∈ [∪{𝐶𝑡𝑘𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔}],

так как ∪{𝐶𝑡𝑘𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔} ∩ 𝐷𝑚 = {𝑡𝑚𝑛 : 𝑛 6 𝑚}. Так как множе-

ство [∪{𝐶𝑡𝑘𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔}] открыто-замкнуто в 𝐵𝑁 и 𝜉 = lim

𝑛→∞
𝜉𝑛,

то 𝜉 /∈ [∪{𝐶𝑡𝑘𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔}].

Известным фактом является то, что в 𝛽𝜔 нет точек со счётным
характером. Для пространства Белла ситуация аналогична.

Теорема 1.24 В 𝐵𝑁 ∖𝑁 нет точек со счётным характером.

Доказательство. Предположим противное, пусть 𝑥 ∈ 𝐵𝑁 ∖𝑁
и {𝑈𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} база точки 𝑥. Тогда легко построить последователь-
ность точек из 𝑁 , сходящуюся к 𝑥, и по теореме, доказанной
А. Грызловым в [6], 𝑥 ℓ-точка. Тогда существует база {𝑂𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}
точки 𝑥 состоящая из множеств вида [𝑁 ∖

⋃︀
𝑗6𝑘

𝐶𝜋𝑗
].

Для каждого 𝑂𝑖 найдётся 𝑠𝑖 ∈ 𝑁 , такое что 𝑥 /∈ [𝐶𝑠𝑖 ] ⊆ 𝑂𝑖.
Для полученного множества

{︀
𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔

}︀
пусть 𝑠′1 = 𝑠1, 𝑠′𝑖 —

продолжение 𝑠𝑖, такое что dom 𝑠′𝑖 > dom 𝑠′𝑖−1. Рассмотрим 𝜋 такое,
что 𝑥 /∈ [𝐶𝜋], и построим 𝜋′:

𝜋′ =

{︃
𝑠′𝑖, если 𝑛 = dom 𝑠′𝑖,

𝜋(𝑛), иначе.
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Очевидно, что [𝑁 ∖𝐶𝜋′ ] окрестность точки 𝑥 и 𝑂𝑖 ∖ [𝑁 ∖𝐶𝜋′ ] ̸= ∅
для всех 𝑖 ∈ 𝜔, что противоречит тому, что {𝑂𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} база
точки 𝑥. �

2 Пространства Стоуна других булевых
алгебр

В данной главе рассматриваются свойства пространств Сто-
уна нескольких булевых алгебр. Основное внимание уделяется
рассмотрение замыканий различных счетных подмножеств под-
пространств фиксированных ультрафильтров исследуемых про-
странств Стоуна.

В параграфе 2.1 рассматривается пространство 𝑆B1,2. До-
казано, что оно вложимо в 𝑆B1,1 в качестве нигде не плотного
подмножества. Как и в пространстве 𝑆B1,1, замыкания беско-
нечных антицепей из N2 гомеморфны 𝛽𝜔, а бесконечные цепи
из N2 являются сходящимися последовательностями. Однако
предельные точки цепей здесь являются изолированными точ-
ками подпространства свободных ультрафильтров, а замыкания
антицепей являются открыто-замкнутыми копиями 𝛽𝜔.

Основным результатом данного параграфа является теоре-
ма 2.4, дающая критерий такого подмножества N2, замыкание
которого является открыто-замкнутой копией 𝛽𝜔. Также приве-
дены пример подмножества N2, замыкание которого является
не открыто-замкнутой копией 𝛽𝜔, и пример подмножества N2,
замыкание которого открыто-замкнуто, не содержит изолирован-
ных точек и не гомеоморфно 𝛽𝜔.

Параграф 2.2 посвящен пространству 𝑆B1,3. Отличительной
его чертой от предыдущих пространств является то, что фик-
сированный ультрафильтр в данном пространстве не является
изолированной точкой, а множество свободных ультрафильтров
является всюду плотным. Описаны точки данного пространства
как ультрафильтры, обладающие базисами определенного вида.
Основными результатами для данного пространства являются
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теорема 2.10, дающая оценку числа Суслина подпространства сво-
бодных ультрафильтров 𝑆B*

1,3, и теорема 2.11 о плотности 𝑆B*
1,3.

В параграфе 2.3 рассматриваются пространства 𝑆B2,1, 𝑆B2,2

и 𝑆B2,3. Описаны точки пространства 𝑆B2,3 как ультрафиль-
тры, обладающие базисами определенного вида. Установлено
соотношение данных пространств с канторовым совершенным
множеством.

2.1 Пространство 𝑆B1,2

Прежде всего, выясним соотношение пространства 𝑆B1,1 и рас-
смотренного в предыдущей части 𝑆B1,2.

Лемма 2.1 Пусть B1,1 — булева алгебра расширения Белла. То-
гда семейство {𝐺 ∩N2 : 𝐺 ∈ B1,1}— это булева алгебра B1,2.

Доказательство. Нетрудно видеть, что семейство

{𝐺 ∩N2 : 𝐺 ∈ B1,1}

есть булева алгебра на N2. Покажем, что она совпадает с B1,2.
Для этого достаточно заметить, что для всякого 𝑠 ∈ N2 выполня-
ется:

𝐶𝑠 ∩N2 = {𝑡 ∈ N1 : 𝑡|dom 𝑠 = 𝑠} ∩N2 = {𝑡 ∈ N2 : 𝑡|dom 𝑠 = 𝑠}.

Отметим, что для 𝑠 ∈ N1 ∖N2 справедливо 𝐶𝑠 ∩N2 = ∅. �

Теорема 2.1 Существует гомеоморфизм 𝜑 : [N2]𝑆B1,1 → 𝑆B1,2

такой, что 𝜑|N2
— тождественное отображение.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ [N2]𝑆B1,1
∖N2.

Точка 𝑥 = {𝐺 ∈ B1,1 : 𝑥 ∈ [𝐺]𝑆B1,1
} это ультрафильтр в буле-

вой алгебре B1,1. Тогда 𝜉𝑥 = {𝐺 ∩N2 : 𝐺 ∈ 𝑥} является ультра-
фильтром в B1,2, то есть точкой расширения 𝑆B1,2.

Определим отображение 𝜑 по правилу:
𝜑(𝑥) = 𝜉𝑥, для 𝑥 ∈ [N2]𝑆B1,1

∖N2;
на множестве N2 отображение 𝜑 тождественно.
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Отображение 𝜑 является отображением «на».
Пусть 𝜉 — ультрафильтр в B1,2. Тогда |∩{[𝐺′]𝑆B1,1 : 𝐺′ ∈ 𝜉}| = 1.

Действительно, если бы нашлись 𝑥, 𝑦 ∈ ∩{[𝐺′]𝑆B1,1
: 𝐺′ ∈ 𝜉}, 𝑥 ≠ 𝑦,

то нашлись бы и 𝐺𝑥 ∈ 𝑥, 𝐺𝑦 ∈ 𝑦 (𝑥 и 𝑦 можно рассматривать как
ультрафильтры на B1,1) такие, что 𝐺𝑥 ∩𝐺𝑦 = ∅.

В силу того, что [𝐺𝑥]𝑆B1,1 и [𝐺𝑦]𝑆B1,1 — открыто замкнутые
множества, получаем: 𝐺′

𝑥 = 𝐺𝑥 ∩N2 ≠ ∅ и 𝐺′
𝑦 = 𝐺𝑦 ∩N2 ≠ ∅,

𝐺′
𝑥,𝐺

′
𝑦 ∈ B1,2 и 𝐺′

𝑥,𝐺
′
𝑦 ∈ 𝜉, что невозможно.

Положим 𝑥 = ∩{[𝐺′]𝑆B1,1 : 𝐺′ ∈ 𝜉}. По определению отображе-
ния 𝜑 имеем: 𝜑(𝑥) = 𝜉.

Аналогично доказывается и взаимная однозначность отоб-
ражения 𝜑. Непрерывность 𝜑 очевидна. 𝜑 : [N2]𝑆B1,1

→ 𝑆B1,2

искомый гомеоморфизм. �

Таким образом, 𝑆B1,2 вложимо в 𝑆B1,1 как замкнутое множе-
ство. При этом 𝑆B1,2 является нигде не плотным в 𝑆B1,1, в силу
вида базисных окрестностей.

Оказалось, что в наросте данного пространства есть изолиро-
ванные точки, а в самом пространстве есть открыто-замкнутые
копии 𝛽𝜔.

Теорема 2.2 Для пространства 𝑆B1,2 справедливо следующее:

1. Пусть 𝐴 = {𝑠𝑖 ∈ N2 : 𝑖 ∈ 𝜔}— полная цепь. Тогда 𝐴 ∈ B1,2, [𝐴]
является открыто-замкнутым множеством в 𝑆B1,2 и [𝐴]∖𝐴
состоит из одной точки.

2. Пусть 𝐴 = {𝑠𝑛 = 𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑀}— цепь, где 𝑓 ∈ 𝑃2 и 𝑀 ⊂ 𝜔
такое, что |𝑀 | = |𝜔∖𝑀 | = 𝜔. Тогда [𝐴] не является открыто-
замкнутым множеством в 𝑆B1,2.

3. Пусть 𝐴 = {𝜋(𝑛): 𝑛 ∈ 𝑀 ⊆ 𝜔}— строгая антицепь. То-
гда 𝐴 ∈ B1,2 и [𝐴] является открыто-замкнутым множе-
ством в 𝑆B1,2 и гомеоморфно 𝛽𝜔.
Доказательство. 1 Покажем, что 𝐴 ∈ B1,2. Для этого по-

строим 𝜋1, 𝜋2 ∈ 𝑇2 такие, что 𝐴 = 𝐶𝜋1 ∖𝐶𝜋2 .
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Определим 𝜋1(𝑖) = 𝑠𝑖, для всякого 𝑖 ∈ 𝜔. 𝜋2(0)(0) = (𝑠0(0) + 1)
mod 2 и 𝜋2(𝑖)|𝑖 = 𝑠𝑖−1, 𝜋2(𝑖)(𝑖) = (𝑠𝑖(𝑖) + 1) mod 2, при 𝑖 > 0
(другими словами 𝜋2(𝑖) — это продолжение 𝑠𝑖−1 на 𝑖 отличное
от 𝑠𝑖). Из построения, очевидно, что 𝐴 = 𝐶𝜋1

∖𝐶𝜋2
.

В теореме 1.6 доказано, что бесконечная цепь из N1 есть сходя-
щаяся последовательность. Поскольку 𝑆B1,2 вложимо в 𝑆B1,1 как
замкнутое множество, и в силу Теоремы 2.1, получаем, что [𝐴]∖𝐴
состоит из одной точки. Поскольку 𝐴 ∈ B1,2, то [𝐴] является
открыто-замкнутым множеством в 𝑆B1,2.

2 Предположим противное, пусть [𝐴] — открыто-замкнутое
множество в 𝑆B1,2. Множества 𝐴 и 𝐴′ = {𝑠𝑛 = 𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔 ∖𝑀} яв-
ляются подпоследовательностями последовательности {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}.
Отсюда [𝐴] = 𝐴 ∪ {𝑥} и [𝐴′] = 𝐴′ ∪ {𝑥}, где 𝑥— предел последова-
тельности {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}. При этом 𝐴′ ⊆ 𝑆B1,2 ∖ [𝐴].

В силу нашего предположения множество 𝑆B1,2∖ [𝐴] замкнуто
и следовательно {𝑥} ∪𝐴′ = [𝐴′] ⊆ 𝑆B1,2 ∖ [𝐴]. Это противоречит
тому, что 𝑥 ∈ [𝐴].

3 По предложению 9 имеем 𝐶𝜋|𝑀 ∈ B1,2.
Положим 𝑀 ′ = {𝑛 + 1: 𝑛 ∈ 𝑀}. Построим 𝜋0, 𝜋1 ∈ 𝑇2 такие,

что 𝐴 = 𝐶𝜋|𝑀 ∖ (𝐶𝜋0|𝑀 ′ ∪ 𝐶𝜋1|𝑀 ′).
Для 𝑛 ∈ 𝑀 положим 𝜋0(𝑛 + 1)|𝑛+1 = 𝜋1(𝑛 + 1)|𝑛+1 = 𝜋(𝑛)

и 𝜋0(𝑛 + 1)(𝑛 + 1) = 0, 𝜋1(𝑛 + 1)(𝑛 + 1) = 1. Другими слова-
ми, 𝜋0(𝑛 + 1) и 𝜋1(𝑛 + 1) это два различных продолжения 𝜋(𝑛)
на следующий шаг. В точках 𝑛 /∈ 𝑀 ′ 𝜋0(𝑛) и 𝜋1(𝑛) выбираем
произвольно.

Требуемое равенство выполнено в силу построения, так
как 𝐶𝜋0|𝑀 ′ ∪ 𝐶𝜋1|𝑀 ′ вырезает из 𝐶𝜋|𝑀 все продолжения эле-
ментов антицепи, оставляя только их. В теореме 1.4 доказано,
что замыкание бесконечной строгой антицепи из N1 гомеоморф-
но 𝛽𝜔. Отсюда и из Теоремы 2.1 следует, что [𝐴] гомеоморфно 𝛽𝜔.
Поскольку 𝐴 ∈ B1,2, то [𝐴] является открыто-замкнутым множе-
ством в 𝑆B1,2. �

Заметим, что согласно пункту 1 доказанной теоремы, предел
цепи из N2 есть изолированная точка нароста 𝑆B*

1,2.
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Для неизолированных точек нароста доказан следующий ре-
зультат.

Теорема 2.3 В любой окрестности 𝑂𝑥 произвольной неизоли-
рованной точки из нароста 𝑥 ∈ 𝑆B*

1,2 содержится открыто-
замкнутая копия 𝛽𝜔.

Доказательство. Рассмотрим произвольную базисную окрест-
ность неизолированной точки нароста 𝑂𝑥 = [𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 ],

𝑇 ′ ⊂ 𝑇2, |𝑇 ′| < 𝜔. Докажем, что найдется бесконечная строгая
антицепь {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 = 𝐺. Поскольку 𝑥 точка

нароста, то |𝐺| = 𝜔.
Введем обозначение, 𝑠 + 1 — это множество продолжений 𝑠

на dom 𝑠+1, то есть 𝑠+1 = {𝑡 ∈ N2 : 𝑡|dom 𝑠 = 𝑠,dom 𝑡 = dom 𝑠+1}.
Рассмотрим разбиение множества

𝐺 = 𝐼𝑂𝑥 ∪ 𝑉𝑂𝑥 ∪ 𝑈𝑂𝑥,

где

𝐼𝑂𝑥 = {𝑠 ∈ 𝐺 : |𝑠 + 1 ∩𝐺| = 0}, 𝑉𝑂𝑥 = {𝑠 ∈ 𝐺 : |𝑠 + 1 ∩𝐺| = 2},
𝑈𝑂𝑥 = {𝑠 ∈ 𝐺 : |𝑠 + 1 ∩𝐺| = 1}.

Докажем, что если |𝐼𝑂𝑥| = 𝜔, то теорема верна. Заметим,
что N𝑛

2 = {𝑡 ∈ N2 : dom 𝑡 = 𝑛} конечно для всех 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда най-
дется бесконечное 𝑀 ⊆ 𝜔 такое, что 𝐼𝑂𝑥∩N𝑛

2 ≠ ∅ для всех 𝑛 ∈ 𝑀 ,
𝑀 = {𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑖, . . .}. В качестве 𝑠𝑖 выбираем произвольный
элемент из 𝐼𝑂𝑥 ∩ N𝑛𝑖

2 . В итоге получаем бесконечную строгую
антицепь {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝐼𝑂𝑥 ⊆ 𝐺. Далее будем считать, что 𝐼𝑂𝑥

конечно.
Теперь рассмотрим 𝑉𝑂𝑥. Если оно конечно, то |𝑈𝑂𝑥| = 𝜔 и най-

дется 𝑛0 такой, что dom 𝑠 < 𝑛0 для всех 𝑠 ∈ 𝐼𝑂𝑥 ∪ 𝑉𝑂𝑥. Тогда
для всех 𝑚 > 𝑛0 выполнено N𝑚

2 ∩ 𝐺 = N𝑚
2 ∩ 𝑈𝑂𝑥. Рассмотрим

произвольное 𝑠 ∈ N𝑚
2 ∩ 𝐺, при 𝑚 > 𝑛0. Поскольку 𝑠 ∈ 𝑈𝑂𝑥,
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то 𝑠 + 1 = {𝑠′, 𝑠′′}, где 𝑠′ ∈ 𝑈𝑂𝑥 и 𝑠′′ ∈
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋. Так как 𝑠 ∈ 𝐺

и 𝑠′′ /∈ 𝐺, то найдется 𝜋 ∈ 𝑇 ′ такое, что 𝑠′′ = 𝜋𝑖(𝑚 + 1).
Заметим, что для различных 𝑠1, 𝑠2 ∈ N𝑚

2 ∩𝐺 при 𝑚 > 𝑛0 найдут-
ся различные 𝜋′, 𝜋′′ ∈ 𝑇 ′ такие, что 𝑠1 < 𝜋′(𝑚+1) и 𝑠2 < 𝜋′′(𝑚+1),
то есть |N𝑚

2 ∩ 𝐺| 6 |𝑇 ′| для всех 𝑚 > 𝑛0. При этом для любо-
го 𝑠 ∈ N𝑚

2 ∩ 𝐺 при 𝑚 > 𝑛0 найдется 𝑠′ ∈ N𝑚+1
2 ∩ 𝐺, которое

является его продолжением.
Таким образом, 𝐺 ∖ {𝑠 ∈ 𝐺 : dom 𝑠 6 𝑛0} представляет со-

бой не более |𝑇 ′| бесконечных цепей. Согласно пункту 1 теоре-
мы 2.2 нарост 𝐺 состоит из конечного числа изолированных точек.
Это противоречит тому, что 𝑥 не изолированная точка.

Осталось рассмотреть случай, когда |𝑉𝑂𝑥| = 𝜔. Возможны два
варианта:

1. |𝐶𝑠 ∩ 𝑉𝑂𝑥| < 𝜔 для всех 𝑠 ∈ 𝑉 ′ ⊆ 𝑉𝑂𝑥, где |𝑉 ′| = 𝜔. В каче-
стве 𝑠1 берем произвольный 𝑠 ∈ 𝑉 ′, при этом |𝑉 ′ ∖𝐶𝑠1 | = 𝜔.
В качестве 𝑠2 берем 𝑠 ∈ 𝑉 ′ ∖𝐶𝑠1 такое, что dom 𝑠2 > dom 𝑠1.
На 𝑘-ом шаге получаем {𝑠𝑖 : 𝑖 6 𝑘}— строгая антицепь
и |𝑉 ′ ∖

⋃︀
𝑖6𝑘

𝐶𝑠𝑖 | = 𝜔. После счетного числа шагов получим
бесконечную строгую антицепь {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝑉 ′ ⊆ 𝑉𝑂𝑥 ⊆ 𝐺.

2. Найдется 𝑠0 ∈ 𝑉𝑂𝑥 такое, что |𝐶𝑠0 ∩𝑉𝑂𝑥| = 𝜔. Построим бес-
конечную цепь {𝑡𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝑉𝑂𝑥. В качестве 𝑡1 возьмем 𝑠0.
Если для всех 𝑠 ∈ 𝐶𝑡1 ∩ 𝑉𝑂𝑥 выполнено |𝐶𝑠 ∩ 𝑉𝑂𝑥| < 𝜔
то переходим к пункту 1, где 𝑉 ′ = 𝐶𝑡1 ∩ 𝑉𝑂𝑥. В противном
случае найдется 𝑡2 ∈ 𝐶𝑡1 ∩ 𝑉𝑂𝑥 такое, что |𝐶𝑡2 ∩ 𝑉𝑂𝑥| = 𝜔.
Для 𝑡2 повторяем рассуждения, что и для 𝑡1. И так да-
лее. В итоге либо будет построена бесконечная строгая
цепь {𝑡𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝑉𝑂𝑥, либо на конечном шаге мы обратим-
ся к пункту 1 и построим искомую антицепь.

В качестве 𝑠𝑖 будем брать то продолжение 𝑡𝑖 на dom 𝑡𝑖 + 1, ко-
торое не равно 𝑡𝑖+1|dom 𝑡𝑖 . В итоге получим бесконечную строгую
антицепь {𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} ⊆ 𝑉𝑂𝑥 ⊆ 𝐺.

Согласно пункту 3 Теоремы 2.2, [{𝑠𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔}] гомеоморфно 𝛽𝜔.
�
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Следствие 2.1 Для любой неизолированной точки 𝑥 ∈ 𝑆B*
1,2

и произвольной её окрестности 𝑂𝑥 справедливо 𝑐(𝑂𝑥) = 2𝜔.

Теорема 2.4 Пусть 𝐴 ⊆ N2, |𝐴| = 𝜔. Замыкание [𝐴] является
открыто-замкнутой копией 𝛽𝜔 тогда и только тогда, когда 𝐴
есть объединение конечного числа строгих антицепей из N2.

Доказательство. Докажем необходимость. Согласно теоре-
ме 2.1 и следствию 1.3, длины всех цепей входящих в 𝐴 ограниче-
ны некоторой константой ℎ. Посколку [𝐴] открыто в 𝑆B1,2 и явля-
ется бикомпактом, то существует конечное покрытие [𝐴] =

⋃︀
𝑖6̃︀𝑛[𝑈𝑖],

где 𝑈𝑖 = 𝐶𝜋𝑖|𝑀𝑖
∖

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗
.

Напомним, что 𝑈𝑖 = {𝐶𝜋𝑖(𝑛) ∖
⋃︀

𝑗6𝑛𝑖
𝐶𝜋𝑖

𝑗
: 𝑛 ∈ 𝑀𝑖} и при этом

длины цепей входящих в 𝑈𝑖 ограничены одной константой ℎ.
Заметим, что для любых 𝑠1 < 𝑠2 ∈ 𝑈𝑖 и произвольного 𝑡 ∈ N2

такого, что 𝑠1 6 𝑡 6 𝑠2 выполнено 𝑡 ∈ 𝑈𝑖 (другими словами, в це-
пях содержащихся в 𝑈𝑖 нет «дырок»), поскольку в противном
случае 𝑡 ∈

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗
, но тогда 𝑠2 ∈ 𝐶𝑡 ⊆

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗

и 𝑠2 /∈ 𝑈𝑖. Отсю-
да следует, что для всех 𝑛 ∈ 𝑀𝑖 и любого 𝑡 ∈ 𝐶𝜋𝑖(𝑛) ∖

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗

выполнено 𝑛 6 dom 𝑡 6 𝑛 + ℎ− 1.
Поскольку у каждого элемента количество продолжений на сле-

дующий шаг равно двум, то

|{𝑡 ∈ 𝐶𝜋𝑖(𝑛) ∖
⋃︀

𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗
: dom 𝑡 = 𝑛 + 𝑘}| 6 2𝑘.

Тогда для всех 𝑛 ∈ 𝑀𝑖 выполнено |𝐶𝜋𝑖(𝑛) ∖
⋃︀

𝑗6𝑛𝑖
𝐶𝜋𝑖

𝑗
| 6 2ℎ.

Представим 𝑀𝑖 в виде объединения ℎ непересекающихся под-
множеств 𝑀𝑖 =

⋃︀
𝑙6ℎ

𝑀 𝑙
𝑖 , таких, что для всякого 𝑙 6 ℎ и для лю-

бых 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝑀 𝑙
𝑖 и 𝑚1 ≠ 𝑚2 выполнено |𝑚2 −𝑚1| > ℎ.

Рассмотрим множество 𝑈 𝑙
𝑖 = 𝐶𝜋𝑖|𝑀𝑙

𝑖
∖

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗
. Заметим, что для

любых двух различных 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝑀 𝑙
𝑖 и любых 𝑡1 ∈ 𝐶𝜋𝑖(𝑚1)∖

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗

и 𝑡2 ∈ 𝐶𝜋𝑖(𝑚2)∖
⋃︀

𝑗6𝑛𝑖
𝐶𝜋𝑖

𝑗
выполнено dom 𝑡1 ≠ dom 𝑡2. Тогда построим

разбиение 𝑈 𝑙
𝑖 на конечное число строгих антицепей.
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Для каждого 𝑛 ∈ 𝑀 𝑙
𝑖 отметим по точке в 𝐶𝜋𝑖(𝑛) ∖

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗

(если данное множество не пусто). Это и будет первой строгой
антицепью 𝐷𝑖,𝑙

1 .
Затем для каждого 𝑛 ∈ 𝑀 𝑙

𝑖 отмечаем по точке в не пу-
стых (𝐶𝜋𝑖(𝑛) ∖

⋃︀
𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗
) ∖𝐷𝑖,𝑙

1 , это будет 𝐷𝑖,𝑙
2 . И так далее.

Процесс остановится не более чем через 2ℎ шагов, так как

|𝐶𝜋𝑖(𝑛) ∖
⋃︀

𝑗6𝑛𝑖

𝐶𝜋𝑖
𝑗
| 6 2ℎ,

для всех 𝑛 ∈ 𝑀𝑖. Значит 𝑈 𝑙
𝑖 можно представить в виде объедине-

ния не более чем 2ℎ строгих антицепей, а 𝑈𝑖 в виде объединения
не более чем ℎ · 2ℎ строгих антицепей.

В итоге получаем, что 𝐴 =
⋃︀

𝑖6𝑛0
𝐷′

𝑖, где 𝐷′
𝑖 — строгая антицепь,

а 𝑛0 6 ̃︀𝑛 · ℎ · 2ℎ.
Докажем достаточность. Пусть 𝐴 =

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐷𝑖, где 𝐷𝑖 строгая
антицепь на N2 и 𝐷𝑖 ∩ 𝐷𝑗 = ∅ при 𝑖 ≠ 𝑗. Покажем, что для
произвольного 𝐴′ ⊆ 𝐴 справедливо 𝐴′ ∈ B1,2. Действитель-
но, множество 𝐷′

𝑖 = 𝐷𝑖 ∩ 𝐴′ для всех 𝑖 6 𝑛 является строгой
антицепью, а значит по пункту 3 теоремы 2.2 𝐷′

𝑖 ∈ B1,2. То-
гда 𝐴′ =

⋃︀
𝑖6𝑛

𝐷′
𝑖 ∈ B1,2.

Рассмотрим произвольные 𝐴1, 𝐴2 ⊆ 𝐴 такие, что 𝐴1 ∩𝐴2 = ∅.
По доказанному, 𝐴1 и 𝐴2 элементы булевой алгебры B1,2, а зна-
чит [𝐴1] ∩ [𝐴2] = ∅. Тогда [𝐴] гомеоморфно 𝛽𝐴, и 𝐴 счетное
дискретное множество. �

Следствие 2.2 Если 𝑈 ⊆ 𝑆B*
1,2 открыто-замкнутое множе-

ство, гомеоморфное 𝛽𝜔 ∖ 𝜔. Тогда 𝑈 = [𝐴] ∖ 𝐴, где 𝐴 является
объединением конечного числа антицепей из N2.

Доказательство. Данное следствие непосредственно вытекает
из теоремы 2.4 и предложения 5. �

В связи с доказанной теоремой возникает вопрос о существо-
вании не открыто-замкнутых копий 𝛽𝜔 в пространстве 𝑆B1,2

и открыто-замкнутых подмножеств, не гемеоморфных 𝛽𝜔 и не со-
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держащих предельных точек цепей. Ответами на данные вопросы
служат следующие примеры.

Пример 2.1 Пример не открыто-замкнутой копии 𝛽𝜔 в 𝑆B1,2.
Построим множество 𝐴 ⊆ N2 такое, что [𝐴] гомеоморфно 𝛽𝜔

и [𝐴] не открыто в 𝑆B1,2.
Рассмотрим строгую антицепь 𝐹 = {𝜋(𝑖) : 𝑖 ∈ 𝑀,𝑀 ⊆ 𝜔}.

Представим её в виде счетного объединения конечных не пересе-
кающихся множеств возрастающей мощности, то есть 𝐹 =

⋃︀
𝑖∈𝜔

𝐹𝑖,
где |𝐹𝑖| = 𝑖.

Для каждого 𝐹𝑖 определим мажорирующую ее антицепь 𝐴𝑖,
для этого каждому 𝑠 ∈ 𝐹𝑖 сопоставим его продолжение 𝑠′ такое,
что dom 𝑠′ = max{dom 𝑡 : 𝑡 ∈ 𝐹𝑖} = 𝑛(𝑖).

Определим 𝐴 =
⋃︀

𝑖∈𝜔
𝐴𝑖. Согласно теоремам 1.4 и 2.1, множе-

ство [𝐴] гомеоморфно 𝛽𝜔, при этом открыто-замкнутым в 𝑆B1,2

оно быть не может, так как в противном случае 𝐴, согласно теоре-
ме 2.4, можно было бы представить в виде конечного объединения
строгих антицепей, то есть количество элементов антицепи имею-
щих один и тот же dom не превосходило бы количества строгих
антицепей. А это невозможно, в силу того, что для любого 𝑛 ∈ 𝜔
найдется 𝑖(𝑛) ∈ 𝜔 такое, что |𝐴𝑖(𝑛)| > 𝑛, а все элементы 𝐴𝑖(𝑛)

имеют одинаковый dom.

Замечание 2.1 Согласно теореме 2.3, нарост нашего простран-
ства представим следующим образом: 𝑆B*

1,2 = [𝐴 ∪ 𝐵], где 𝐴—
множество всех изолированных точек нароста, 𝐵 — объединение
наростов отрыто-замкнутых копий 𝛽𝜔, 𝐴 и 𝐵 открытые подмно-
жества 𝑆B1,2 и 𝐴 ∩𝐵 = ∅. По теореме 2.3 имеем [𝐵] = 𝑆B*

1,2 ∖𝐴
и, в силу приведенного примера 2.1, [𝐴] ≠ 𝑆B*

1,2 ∖𝐵.

Пример 2.2 Пример открыто-замкнутого подмножества, не го-
меоморфного 𝛽𝜔 и не имеющего изолированных точек в наросте.

Построим множество 𝐴 ⊆ N2 такое, что [𝐴] является открыто-
замкнутым в 𝑆B1,2, не гомеоморфно 𝛽𝜔 и [𝐴] ∖ 𝐴 не содержит
изолированных точек.
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Рассмотрим произвольную строгую антицепь 𝐹 = {𝜋(𝑖) : 𝑖 ∈ 𝜔}.
По индукции построим семейство конечных цепей со следующими
свойствами:

1. 𝐴𝑖 ⊂ 𝐶𝜋(𝑖) и |𝐴𝑖| = 𝑖;

2. 𝐴𝑖 — цепь без «дырок», то есть для любых 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐴𝑖 и произ-
вольного 𝑘 ∈ N2 из того, что 𝑠 6 𝑘 6 𝑡 следует 𝑘 ∈ 𝐴𝑖;

3. для произвольных 𝑖 ∈ 𝜔, 𝑡 ∈ 𝐴𝑖 и 𝑠 ∈ 𝐴𝑖+1 выполне-
но dom 𝑡 < dom 𝑠.

За 𝐴1 возьмем {𝜋(1)}. Пусть построены 𝐴𝑖 для всех 𝑖 6 𝑛,
тогда в качестве первого элемента цепи 𝐴𝑛+1 возьмем то про-
должение 𝜋(𝑛 + 1), для которого выполнено условие (3), далее
нетрудно достроить цепь до нужной длинны (|𝐴𝑛+1| = 𝑛 + 1)
с выполнением условия (2).

Все элементы цепи 𝐴𝑖, за исключением последнего, имеют
в качестве одного продолжения на следующий шаг другой эле-
мент 𝐴𝑖, а в качестве второго продолжения элемент из дополнения
к данной цепи.

Определим 𝐴 =
⋃︀

𝑖∈𝜔
𝐴𝑖. Нетрудно показать, что 𝐴 является эле-

ментом булевой алгебры B1,2. Легко построить ̃︀𝜋 ∈ 𝑇2 и 𝑀 ⊆ 𝜔 та-
кие, что ̃︀𝜋(𝑀) = 𝐴. Тогда 𝐴 = 𝐶̃︀𝜋|𝑀 ∖(𝐶𝜋′|𝑀 ′∪𝐶𝜋′′|𝑀 ′′), где 𝐶𝜋′|𝑀 ′

обрезает те продолжения элементов наших цепей, которые туда
не попадут, 𝐶𝜋′′|𝑀 ′′ нужно для удаления вторых продолжений
последних элементов наших цепей.

Согласно теореме 2.4 [𝐴] не гомеоморфно 𝛽𝜔. Заметим также,
что 𝐴 не содержит ни одной бесконечной цепи, а значит в силу
теорем 1.9 и 2.1, 𝐴* = [𝐴] ∖𝐴 не содержит изолированных точек.

В итоге мы получили подмножество N2, замыкание которого
открыто в 𝑆B1,2 и не гомеоморфно 𝛽𝜔, а нарост не содержит
изолированных точек.

Таким образом, нарост нашего пространства 𝑆B1,2 помимо
копий 𝛽𝜔 ∖ 𝜔 и изолированных точек содержит и другие точки.
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Следующие результаты показывают тесную связь полных
цепей и полных антцепей в N2.

Теорема 2.5 Для пространства 𝑆B1,2 справедливо:

1. Если {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔}— полная строгая антицепь, тогда мно-
жество N2∖𝐶𝜋 = {𝑡𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} является полной строгой цепью
и 𝑡𝑛 = 𝜋(𝑛 + 1)|𝑛+1 для всех 𝑛 ∈ 𝜔.

2. Пусть N𝑛
2 = {𝑡 ∈ N2 : dom 𝑡 = 𝑛 + 1} для всех 𝑛 ∈ 𝜔. Ес-

ли {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀} таково, что |N𝑛
2 ∖𝐶𝜋|𝑀 | = 1 для всех 𝑛 ∈ 𝜔,

то {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀}— полная строгая антицепь.
Доказательство. 1 Пусть N𝑛

2 = {𝑡 ∈ N2 : dom 𝑡 = 𝑛 + 1}
для всех 𝑛 ∈ 𝜔. Покажем, что |N𝑛

2 ∖ 𝐶𝜋| = 1 для всякого 𝑛 ∈ 𝜔
и N2 ∖ 𝐶𝜋 = ∪{N𝑛

2 : 𝑛 ∈ 𝜔} ∖ 𝐶𝜋 — полная строгая цепь.
Доказательство проведем по индукции. Для 𝑛 = 0 верно.
Предположим, что {𝑡𝑛} = N𝑛

2 ∖ 𝐶𝜋 для всех 𝑛 ∈ {0, . . . , ̃︀𝑛}
и они образуют цепь.

Рассмотрим Ñ︀𝑛+1
2 = {𝑡 ∈ N2 : dom 𝑡 = ̃︀𝑛 + 2}. Для любо-

го 𝑠 ∈ N𝑛
2 ∖ {𝑡𝑛} (𝑛 6 ̃︀𝑛) верно 𝑠 ∈ 𝐶𝜋. Тогда всякий эле-

мент 𝑡 ∈ Ñ︀𝑛+1
2 ∖𝐶𝑡̃︀𝑛 — продолжение некоторого 𝑠 ∈ Ñ︀𝑛

2 ∖{𝑡̃︀𝑛} ⊂ 𝐶𝜋,
и поэтому он не равен 𝜋(̃︀𝑛 + 1), так как {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔} есть анти-
цепь.

Следовательно, 𝜋(̃︀𝑛+1) есть одно из продолжений элемента 𝑡̃︀𝑛
на ̃︀𝑛+ 1, то есть 𝜋(̃︀𝑛+ 1)|̃︀𝑛+ 1 = 𝑡̃︀𝑛. Тогда другое продолжение 𝑡̃︀𝑛
на ̃︀𝑛 + 1 и есть элемент 𝑡̃︀𝑛+1, и {𝑡̃︀𝑛+1} = Ñ︀𝑛+1

2 ∖ 𝐶𝜋.
Построенное таким образом множество {𝑡𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} = N2 ∖ 𝐶𝜋

и есть искомая полная цепь.
2 Обозначим 𝑀𝑛 = 𝜔 ∩{0, 1, . . . , 𝑛} для всех 𝑛 ∈ 𝜔. Заметим,

что N𝑛
2 ∖ 𝐶𝜋|𝑀 = N𝑛

2 ∖ 𝐶𝜋|𝑀𝑛
. Предположим, что {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀}

не является полной строгой цепью, то есть найдётся

𝑛′ = min{𝑛 : 𝑛 /∈ 𝑀 или (𝑛 ∈ 𝑀 и 𝜋(𝑛) ∈ 𝐶𝜋|𝑀𝑛−1
)}.

В случае если 𝑛′ = 0, получаем 𝐶𝜋|𝑀0
= ∅, чего быть не может.

Имеем𝐶𝜋|𝑀𝑛′=𝐶𝜋|𝑀𝑛′−1
. По условию теоремыN𝑛′−1

2 ∖𝐶𝜋|𝑀𝑛′−1
={𝑡′},
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тогда N𝑛′

2 ∖ 𝐶𝜋|𝑀𝑛′ = N𝑛′

2 ∖ 𝐶𝜋|𝑀𝑛′−1
= N𝑛′

2 ∩ 𝐶𝑡′ состоит из двух
продолжений 𝑡′ на 𝑛′, а это противоречит |N𝑛′

2 ∖𝐶𝜋|𝑀𝑛′ | = 1. Таким
образом, наше предположение неверно и {𝜋(𝑛): 𝑛 ∈ 𝑀} является
полной строгой антицепью. �

Следствие 2.3 Для всякой полной антицепи 𝐴 = {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}
найдется 𝑓 ∈ 𝑃2 такое, что [𝐴] ∖𝐴 ⊆ 𝐹𝑓 , где 𝐹𝑓 =

⋂︀
𝑛∈𝜔

[𝐶𝑓|𝑛 ].
Доказательство. В силу теоремы 2.5, для полной антице-

пи 𝐴 найдется полная цепь {𝑡𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} = N2 ∖ (∪{𝐶𝑠𝑛 : 𝑠𝑛 ∈ 𝐴}).
При этом для всех 𝑛 ∈ 𝜔 справедливо 𝑡𝑛 < 𝑠𝑛+1. Данная полная
цепь и определяет искомое 𝑓 ∈ 𝑃2 (𝑓 |𝑛+1 = 𝑡𝑛 для всех 𝑛 ∈ 𝜔).

Получаем, что 𝐴 ∩ 𝐶𝑓|𝑛 = {𝑠𝑖 : 𝑖 > 𝑛}. То есть 𝐶𝑓|𝑛+1
= 𝐶𝑡𝑛

содержит все элементы нашей антицепи начиная с некоторого.
Но [𝐶𝑓|𝑛+1

] открыто-замкнуто в 𝑆B1,2 и {(𝐶𝑓|𝑛+1
)* : 𝑛 ∈ 𝜔} обра-

зуют базу 𝐹𝑓 в 𝑆B*
1,2. Отсюда следует, что [𝐴] ∖𝐴 ⊆ 𝐹𝑓 . �

Предложение 2.1 Для всякой полной цепи 𝐴 = {𝜋(𝑛): 𝑛 ∈ 𝜔}
найдётся полная антицепь {𝜋′(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔} такая, что 𝐴 = N2∖𝐶𝜋′.

Доказательство. Определим 𝜋′ ∈ 𝑇2 следующим образом:
𝜋′(𝑛)|𝑛 = 𝜋(𝑛−1) для всякого 𝑛 ∈ 𝜔∖{0} и 𝜋′(𝑛)(𝑛) = (𝜋(𝑛)(𝑛)+1)
mod 2 для всех 𝑛 ∈ 𝜔.

Таким образом, 𝜋′(𝑛+ 1) является продолжением 𝜋(𝑛) на 𝑛+ 1
отличным от 𝜋(𝑛 + 1) для всех 𝑛 ∈ 𝜔, а значит {𝜋′(𝑛): 𝑛 ∈ 𝜔}
является полной антицепью. Заметим, что 𝐴 ∩𝐶𝜋′ = ∅ и в силу
теоремы 2.3 имеем 𝐴 = N2 ∖𝐶𝜋′ . �

Следствие 2.4 𝐴 = {𝜋(𝑛): 𝑛 ∈ 𝑀 ⊆ 𝜔}— строгая антицепь.
𝐴 можно дополнить до полной антицепи тогда и только тогда,
когда 𝐺 = {𝜋(𝑛)|𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑀 ∖ {0}} образует цепь.

Доказательство. (⇒) Пусть 𝐴′ = {𝜋(𝑛): 𝑛 ∈ 𝜔}— полная
антицепь и 𝐴 ⊆ 𝐴′. Тогда в силу теоремы 2.5 получаем

𝐺′=N2 ∖𝐶𝜋 ={𝑡𝑛=𝜋(𝑛 + 1)|𝑛+1 : 𝑛 ∈ 𝜔}

— полная цепь. Очевидно, что 𝐺 ⊆ 𝐺′, а значит, 𝐺 является цепью.
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(⇐) Найдется полная цепь 𝐺′ = {𝜋1(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝜔} такая, что 𝐺 ⊆ 𝐺′

и 𝐴 ∩ 𝐺′ = ∅. Тогда по предложению 2.1 найдется 𝜋2 такое,
что 𝐺′ = N2 ∖𝐶𝜋2 и 𝐴′ = {𝜋2(𝑛): 𝑛 ∈ 𝜔} является полной антице-
пью.

Поскольку 𝜋(𝑛)|𝑛 = 𝜋1(𝑛− 1) = 𝜋2(𝑛)|𝑛 для всех 𝑛 ∈ 𝑀 ∖ {0}
и 𝐴,𝐴′ антицепи, то 𝜋(𝑛)(𝑛) ≠ 𝜋1(𝑛)(𝑛) и 𝜋2(𝑛)(𝑛) ≠ 𝜋1(𝑛)(𝑛) для
всех 𝑛 ∈ 𝑀 . Тогда 𝜋(𝑀) = 𝜋2(𝑀), то есть 𝐴 ⊆ 𝐴′. �

Также приведем пример строгой антицепи, которую нельзя
продолжить до полной антицепи.

Пример 2.3 Для начала пронумеруем произвольным образом
элементы N2, то есть N2 = {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}. Строить нашу анти-
цепь 𝐴 = {𝑡𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} будем по индуции. Положим 𝑠𝑛1

= 𝑠1, в ка-
честве 𝑡1 берем произвольное собственное продолжение 𝑠𝑛1

. Пусть
выбраны 𝑠𝑛1 , . . . , 𝑠𝑛𝑘

и их собственные продолжения 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘 та-
кие, что dom 𝑡1 < . . . < dom 𝑡𝑘 и {𝑡𝑖 : 𝑖 6 𝑘}— антицепь. Тогда по-
ложим 𝑛𝑘+1 = min{𝑛 : 𝑠𝑛 6̸ 𝑡𝑖 и 𝑡𝑖 6̸ 𝑠𝑛 для всех 1 6 𝑖 6 𝑘}. В каче-
стве 𝑡𝑘+1 берем собственное продолжение 𝑠𝑛𝑘+1

: dom 𝑡𝑘 < dom 𝑡𝑘+1.
В силу выбора 𝑛𝑘+1, {𝑡𝑖 : 𝑖 6 𝑘 + 1}— строгая антицепь.

Этот процесс продолжается до бесконечности. В итоге полу-
чим строгую антицепь 𝐴 = {𝑡𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}.

Докажем следующие свойства полученной антицепи:

1. Для любого 𝑠 /∈
⋃︀

𝑡𝑛∈𝐴
𝐶𝑡𝑛 найдется номер 𝑘 ∈ 𝜔 такой,

что 𝑠 < 𝑡𝑘.

2. Для всякого 𝑓 ∈ 𝑃𝐴 = {𝑓 ∈ 𝑃2 : 𝑓 |𝑛 /∈
⋃︀

𝑡∈𝐴
𝐶𝑡 для всех 𝑛 ∈ 𝜔}

выполнено 𝐴* ∩ 𝐹𝑓 ≠ ∅.

3. Существует ультрафильтр 𝜉 ∈ 𝐴* такой, что для любой стро-
гой полной антицепи 𝐷 найдётся 𝐴′ ∈ 𝜉 такое, что 𝐴′∩𝐷 = ∅.

1 Предположим противное.
Пусть нашелся 𝑠̃︀𝑛 такой, что 𝑠̃︀𝑛 /∈

⋃︀
𝑡𝑛∈𝐴

𝐶𝑡𝑛 и 𝑠̃︀𝑛 ≮ 𝑡𝑘 для
всех 𝑘 ∈ 𝜔. Но тогда для 𝑛𝑘 > ̃︀𝑛 (такое 𝑛𝑘 найдётся, в силу
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бесконечности {𝑠𝑛𝑘
: 𝑘 ∈ 𝜔}) получаем противоречие с выбором 𝑛𝑘,

так как его роль должен был играть ̃︀𝑛, в силу его минимальности.
2 Достаточно доказать, что для любого 𝑓 ∈ 𝑃𝐴 и 𝑛 ∈ 𝜔

выполнено |𝐶𝑓|𝑛 ∩𝐴| = 𝜔. Предположим противное |𝐶𝑓|𝑛 ∩𝐴| < 𝜔.
Данное пересечение не пусто, поскольку 𝑓 ∈ 𝑃𝐴.
Пусть 𝐶𝑓|𝑛 ∩𝐴 = {𝑡𝑘1 , . . . , 𝑡𝑘𝑚}. В силу того, что

dom 𝑓 |𝑛 < dom 𝑡𝑘1 < . . . < dom 𝑡𝑘𝑚

получаем |𝐶𝑓|𝑛∖
⋃︀

𝑖<𝑚
𝐶𝑡𝑘𝑖+1

| = 𝜔. То есть найдется 𝑠 такое, что 𝑓 |𝑛 < 𝑠,
dom 𝑠 > dom 𝑡𝑚 и 𝑠 ∈ 𝐶𝑓|𝑛 ∖

⋃︀
𝑖=1,...,𝑚

𝐶𝑡𝑘𝑖
. Значит 𝑠 /∈

⋃︀
𝑡𝑛∈𝐴

𝐶𝑡𝑛 .

Тогда из построения 𝐴 следует, что найдется 𝑘 /∈ {𝑘1, . . . , 𝑘𝑚}
такое, что 𝑠 < 𝑡𝑘. Получаем 𝑡𝑘 ∈ 𝐶𝑓|𝑛 ∩ 𝐴, что противоречит
предположению.

Множество 𝑃𝐴 бесконечно. Из следствия 2.3 и того факта,
что нарост 𝐴 пересекается со многими 𝐹𝑓 , следует, что 𝐴 нельзя
продолжить до полной антицепи.

3 Рассмотрим систему

𝛾 = {𝐴* ∖𝐷* : 𝐷 — строгая полная антицепь}.

По следствию 2.3, для любой строгой полной антицепи 𝐷 найдёт-
ся 𝑓 ∈ 𝑃2 такое, что 𝐷* ⊆ 𝐹𝑓 .

В силу доказанного свойства 2, имеем 𝐴* ∖
⋃︀

𝑖6𝑛
𝐷*

𝑖 ≠ ∅. Тогда
система 𝛾 центрирована и её элементы замкнуты в силу пункта
3 теоремы 2.2. В бикомпактном расширении 𝑆B1,2 пересечение
центрированной системы замкнутых множеств не пусто, а значит
найдется 𝜉 ∈ ∩{𝑈 : 𝑈 ∈ 𝛾}. 𝜉 и есть искомый ультрафильтр.

В 𝑆B1,1 были введены понятия 𝑢-точки и ℓ-точки. Аналогич-
ные построения можно провести и для 𝑆B1,2.

Доказательства существования 𝑢 и ℓ-точек в пространстве 𝑆B1,2

полностью повторяют соответствующие доказательства прове-
денные для пространства 𝑆B1,1 (теоремы 1.11, 1.13).
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В 𝑆B1,2, как и в пространстве 𝑆B1,1 (теорема 1.12), полно-
стью перенеся соответствующее доказательство, можно доказать
следующую теорему:

Теорема 2.6 Для точки 𝑥 ∈ 𝑆B*
1,2 следующие утверждения

эквивалентны:

1. Точка 𝑥 является ℓ-точкой, то есть имеет базу открыто-
замкнутых окрестностей вида [N2 ∖

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋].

2. Точка 𝑥 является пределом сходящейся последовательно-
сти {𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} ⊆ N2.

Отсюда получаем, что каждое из условий 1 или 2 является необ-
ходимым и достаточным для того, чтобы точка 𝑥 ∈ 𝑆B*

1,2 бы-
ла ℓ-точкой.

Так как 𝑆B1,2 по теореме 2.1 вложимо в пространство 𝑆B1,1,
возникает вопрос, как соотносятся понятия 𝑢 и 𝑙-точек в данных
пространствах? Ответом на данный вопрос служат следующие
теоремы.

Теорема 2.7 Если 𝑥 ∈ 𝑆B1,2, тогда 𝑥 не является 𝑢-точкой
в пространстве 𝑆B1,1.

Доказательство. Построим строгую антицепь 𝐷 ⊆ N1 ∖N2.
Сначала упорядочим N2 = {𝑡𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}. Для всякого 𝑡𝑛 ∈ N2

фиксируем ̃︀𝑡𝑛 ∈ N1 ∖N2 такое, что 𝑡𝑛 < ̃︀𝑡𝑛, dom̃︀𝑡𝑛 > dom̃︀𝑡𝑛 − 1
и ̃︀𝑡𝑛(𝑚) = 2, где 𝑚 = dom 𝑡𝑛 + 1. Таким образом, в качестве ̃︀𝑡𝑛
берем достаточно длинное продолжение 𝑡𝑛, которое уже в точ-
ке 𝑚 = dom 𝑡𝑛 + 1 выходит из N2.

Построенное таким образом 𝐷 является строгой антицепью,
поскольку в противном случае нашлись бы 𝑡𝑛1 ≠ 𝑡𝑛2 из N2 та-
кие, что ̃︀𝑡𝑛1

< ̃︀𝑡𝑛2
. Поэтому либо ̃︀𝑡𝑛1

6 𝑡𝑛2
(чего быть не может,

поскольку ̃︀𝑡𝑛1
/∈ N2), либо 𝑡𝑛2

<̃︀𝑡𝑛1
. Тогда либо 𝑡𝑛1

< 𝑡𝑛2
(в этом

случае 𝑡𝑛2
(dom 𝑡𝑛1

+ 1) = 2), либо 𝑡𝑛2
< 𝑡𝑛1

.
Получаем, что ̃︀𝑡𝑛2 |𝑚 = 𝑡𝑛1 |𝑚, где 𝑚 = dom 𝑡𝑛2 + 1. А это проти-

воречит тому, что 𝑡𝑛1 ∈ N2. Антицепь 𝐷 является строгой в силу
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того, что dom̃︀𝑡𝑛 < dom̃︀𝑡𝑛+1. Тогда найдутся 𝜋 ∈ 𝑇1 и 𝑀 ⊆ 𝜔 та-
кие, что 𝜋(𝑀) = 𝐷. При этом [𝐷]𝑆B1,1 ⊆ [𝐶𝜋|𝑀 ]𝑆B1,1 , [𝐶𝜋|𝑀 ]𝑆B1,1

открыто-замкнутое множество и [𝐶𝜋|𝑀 ]𝑆B1,1 ∩ [N2]𝑆B1,1 = ∅. То-
гда [𝐷]𝑆B1,1

∩ [N2]𝑆B1,1
= ∅.

Докажем, что 𝑥 ∈ [N2]𝑆B1,1
не может быть 𝑢-точкой в 𝑆B1,1.

Предположим противное, тогда у точки 𝑥 есть база из множеств
вида 𝐶𝜋|𝑀 . Поэтому если 𝑡 ∈ N2 ∩𝑂𝑥, то ̃︀𝑡 ∈ 𝐷 ∩𝑂𝑥.

Поскольку 𝑥 ∈ [N2]𝑆B1,1
, то 𝑥 ∈ [𝐷]𝑆B1,1

, а это противоречит
тому, что [𝐷]𝑆B1,1

∩ [N2]𝑆B1,1
= ∅. �

Следствие 2.5 Если 𝑥 является 𝑢-точкой из 𝑆B1,2, тогда 𝑥
не является 𝑢-точкой в пространстве 𝑆B1,1.

Теорема 2.8 1. Если 𝑥 является ℓ-точкой в 𝑆B1,2, тогда 𝑥
является ℓ-точкой и в объемлющем пространстве 𝑆B1,1.

2. Если 𝑥 является ℓ-точкой в 𝑆B1,2, тогда для любого

𝑋 ⊆ N1 : [𝑋]𝑆B1,1 ∖𝑋 = {𝑥}

выполнено |𝑋 ∖N2| < 𝜔.

Доказательство. 1 Поскольку любая цепь из N2 также яв-
ляется цепью и в N1, а 𝑆B1,2 вложимо в 𝑆𝐵1,1 как замкнутое
подмножество (теорема 2.1), то теорема верна согласно эквива-
лентному определению 𝑙-точки (теорема 2.6).

2 Из теоремы 1.9 получаем, что найдется бесконечное 𝑋′ ⊆ 𝑋
такое, что |𝑋 ∖𝑋′| < 𝜔 и 𝑋′ является цепью из N1 которая схо-
дится к 𝑥. С другой стороны согласно теореме 2.6, найдется
бесконечная цепь 𝑋′′ ⊂ N2 которая также сходится к 𝑥.

Если |𝑋′∖N2|=𝜔, тогда найдется 𝑠′ ∈ 𝑋′ такое, что 𝐶𝑠′∩𝑋′′=∅
и |𝑋′ ∖𝐶𝑠′ | < 𝜔. Таким образом, цепи 𝑋′ и 𝑋′′ можно отделить ба-
зисными окрестностями, что противоречит тому, что они сходятся
к одной точке. Получаем, что |𝑋′∖N2| < 𝜔, а значит и |𝑋∖N2| < 𝜔.

�
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2.2 Пространство 𝑆B1,3

Данное пространство отличается от двух рассмотренных ранее
тем, что множество фиксированных ультрафильтров ̂︀N3 не явля-
ется его дискретным подпространством.

Лемма 2.2 Множество свободных ультрафильтров 𝑆B*
1,3 всю-

ду плотно в 𝑆B1,3.
Доказательство. Рассмотрим произвольное 𝑈 ∈ Γ3 ∪ Θ3 (Γ𝑖

и 𝑄3 определены на странице 19). Легко построить бесконечную
цепь {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} ⊆ 𝑈 . Для этого достаточно заметить, что для
произвольного 𝑠 ∈ 𝑈 количество его продолжений на следую-
щий шаг бесконечно, а по определению Γ3и Θ3, только конечное
их число может не содержаться в 𝑈 .

Для каждого 𝑘 ∈ 𝜔 определим 𝐴𝑘 = {𝑠𝑛 : 𝑛 > 𝑘}. Тогда для
всякого 𝐴𝑘 (𝑘 ∈ 𝜔) выполнены следующие свойства:

1. [𝐴𝑘] ∩ ̂︀N3 = 𝐴𝑘;

2. [𝐴𝑘] ⊆ 𝑈 .

Получаем центрированную систему, состоящую из замкну-
тых множеств {[𝐴𝑘] : 𝑘 ∈ 𝜔} и, в силу бикомпактности 𝑆B1,3,⋂︀
𝑘∈𝜔

[𝐴𝑘] ̸= ∅, при этом
⋂︀

𝑘∈𝜔
[𝐴𝑘] ⊆ 𝑆B*

1,3. �

Выделим несколько типов точек данного пространства с база-
ми определенного вида.

Лемма 2.3 Θ1,3 = {N3 ∖ (
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋) : 𝑇 ′ ⊂ 𝑇3, |𝑇 ′| < 𝜔} является
базисом некоторого ультрафильтра 𝜉0.

Доказательство. Семейство Θ1,3 центрировано.
Пусть 𝜉0 ∈ 𝑆B1,3 — ультрафильтр, мажорирующий Θ1,3. Ни-

какое множество из Γ1,3 вида 𝐶𝜋|𝑀 ∖
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 (𝑇 ′ ⊂ 𝑇3, |𝑇 ′| < 𝜔)
ультрафильтру 𝜉0 не принадлежит, поскольку N3 ∖ 𝐶𝜋|𝑀 ∈ Θ1,3.
Таким образом, Θ1,3 — базис ультрафильтра 𝜉0. �
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Лемма 2.4 Пусть 𝑠 ∈ N3. Семейство множеств

𝜎𝑠 = {𝐶𝑠 ∖
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′
𝐶𝜋 : 𝑇 ′ ⊆ 𝑇3, |𝑇 ′| < 𝜔, 𝑠 /∈

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′

𝐶𝜋}

является базисом фиксированного по 𝑠 ультрафильтра ̂︀𝑠.
Доказательство. Во-первых, отметим, что всякое множество

семейства 𝜎𝑠 содержит 𝑠 и является элементом булевой алгеб-
ры B1,3, следовательно, принадлежит ультрафильтру ̂︀𝑠.

Если множество 𝐶𝜋|𝑀 ∖
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 ∈ ̂︀𝑠 для некоторых 𝜋 ∈ 𝑇3,
𝑇 ′ ⊆ 𝑇3, |𝑇 ′| < 𝜔, 𝑀 ⊆ 𝜔, то 𝐶𝜋|𝑀 ∈ ̂︀𝑠, а это значит, что 𝐶𝜋(𝑛) ∋ 𝑠
для некоторого 𝑛 ∈ 𝑀 . Таким образом, 𝐶𝜋(𝑛) ∖

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 ∈ 𝜎𝑠

и 𝐶𝜋(𝑛) ∖
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 ⊆ 𝐶𝜋|𝑀 ∖
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 �

Лемма 2.5 Пусть 𝛼 = {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}— бесконечная цепь в N3.
Тогда семейство непустых множеств

𝜎𝛼 = {𝐶𝑠 ∖
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′
𝐶𝜋 : 𝑠 ∈ 𝛼, 𝑇 ′ ⊆ 𝑇3, |𝑇 ′| < 𝜔,𝛼 ∩ (

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′

𝐶𝜋) = ∅}

является базисом свободного ультрафильтра 𝜉𝛼.
Доказательство. Из определения семейства 𝜎𝛼 следует, что

семейство 𝜎𝛼 центрировано. Дополним 𝜎𝛼 до ультрафильтра,
обозначим его 𝜉𝛼. Покажем, что 𝜎𝛼 является базисом этого уль-
трафильтра.

Пусть 𝐶𝜋|𝑀 ∖
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 ∈ 𝜉𝛼 для некоторых 𝜋 ∈ 𝑇3, 𝑇 ′ ⊆ 𝑇3,
|𝑇 ′| < 𝜔 и 𝑀 ⊆ 𝜔. Тогда найдутся 𝑠𝑛 ∈ 𝛼 и 𝑚 ∈ 𝑀 такие,
что 𝐶𝜋(𝑚) ∋ 𝑠𝑛. Действительно, в противном случае 𝛼∩𝐶𝜋|𝑀 = ∅
и найдется 𝜋′ ∈ 𝑇3 такое, что 𝜋′|𝑀 = 𝜋|𝑀 и 𝛼 ∩ 𝐶𝜋′ = ∅.

Тогда для 𝑠𝑛 ∈ 𝛼 имеем 𝑈 = 𝐶𝑠𝑛 ∖ ((
⋃︀

𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋)∪𝐶𝜋′) ∈ 𝜎𝛼 и сле-
довательно 𝑈 ∈ 𝜉𝛼. С другой стороны, поскольку 𝐶𝜋′ ⊇ 𝐶𝜋|𝑀 ,
имеем 𝑈 ∩ (𝐶𝜋|𝑀 ∖

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋) = ∅, что противоречит центрирован-

ности 𝜉𝛼 как ультрафильтра.
Поскольку 𝛼— бесконечная цепь, то 𝜉𝛼 является свободным

ультрафильтром. При этом для всякой бесконечной цепи 𝛼′ ⊆ 𝛼
имеем 𝜉𝛼′ = 𝜉𝛼. �
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Множество свободных ультрафильтров 𝜉𝛼, построенных по бес-
конечным цепям 𝛼 ⊆ N3, будем обозначать ̂︀𝐹1, а сами ультра-
фильтры 𝜉𝛼 будем называть ультрафильтрами первого рода.

Лемма 2.6 Если 𝜉 ∈ 𝑆B*
1,3 ∖ ̂︀𝐹1 ∪ {𝜉0}, то найдется множе-

ство 𝐶𝜋|𝑀 такое, что 𝜋 ∈ 𝑇3, 𝑀 ⊆ 𝜔, |𝑀 | = 𝜔 и {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀}
есть строгая антицепь и

𝜉 ∋ 𝐶𝜋|𝑀 и 𝐶𝜋(𝑛) /∈ 𝜉 для всякого 𝑛 ∈ 𝑀.

Доказательство. Предположим, что для всякого 𝐶𝜋|𝑀 такого,
что 𝐶𝜋|𝑀 ∈ 𝜉 найдется 𝑛 ∈ 𝑀 такое, что 𝐶𝜋(𝑛) ∈ 𝜉.

Рассмотрим семейство 𝜆 = {𝑠 ∈ N3 : 𝐶𝑠 ∈ 𝜉}. Тогда 𝜆—
цепь. В силу нашего предположения, у ультрафильтра 𝜉 есть
базис 𝜎 = {𝐶𝑠 ∖

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋 : 𝜆 ∩ (

⋃︀
𝜋∈𝑇 ′ 𝐶𝜋) = ∅, 𝑇 ′ ⊆ 𝑇3, |𝑇 ′| < 𝜔}.

Тогда 𝜉 есть или фиксированный ультрафильтр, или свободный
ультрафильтр 1 рода, что противоречит условию леммы. �

Ультрафильтры из множества ̂︀𝐹2 = 𝑆B*
1,3 ∖ ( ̂︀𝐹1 ∪ {𝜉0}) будем

называть свободными ультрафильтрами второго рода.
Из лемм 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 следует

Теорема 2.9 𝑆B1,3 = {𝜉0} ∪ ̂︀N3 ∪ ̂︀𝐹1 ∪ ̂︀𝐹2.

Лемма 2.7 Пусть 𝜉 ∈ ̂︀𝐹1 ∪ ̂︀𝐹2 свободный ультрафильтр. Тогда
существует 𝐶𝜋|𝑀 ∈ B1,3 такое, что

1. |𝑀 | = 𝜔;

2. 𝜉 ∋ 𝐶𝜋|𝑀 ;

3. если {𝑀𝑘 : 𝑘 6 𝑘0}— конечное разбиение 𝑀 , то найдется 𝑘′,
𝑘′ 6 𝑘0 такое, что |𝑀𝑘′ | = 𝜔 и 𝜉 ∋ 𝐶𝜋|𝑀𝑘′ .

Доказательство. Если 𝜉 ∈ ̂︀𝐹1 — свободный ультрафильтр 1
рода, порожденный полной цепью 𝛼 = {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}, то опреде-
лим 𝜋 ∈ 𝑇3 по правилу: 𝜋(𝑛) = 𝑠𝑛. Положим 𝑀 = 𝜔. Тогда 𝐶𝜋

искомое множество.
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Если 𝜉 ∈ ̂︀𝐹2 — свободный ультрафильтр 2 рода, то по лемме 2.6
существует 𝐶𝜋|𝑀 ∈ B1,3 такое, что |𝑀 | = 𝜔, {𝜋(𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑀} есть
строгая антицепь и 𝜉 ∈ [𝐶𝜋|𝑀 ] ∖ ∪{[𝐶𝜋(𝑛)] : 𝑛 ∈ 𝑀}. Тогда 𝐶𝜋|𝑀
искомое. �

Теорема 2.10 c(𝑆B*
1,3) = 𝜔.

Доказательство. Рассмотрим произвольную дизъюнктную
систему открытых множеств 𝜈 = {𝑈𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} в 𝑆B*

1,3. По тео-
реме 2, найдется система множеств 𝜈′ = {𝑉𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} такая,
что 𝑉𝛼 ∈ Γ1,3 ∪ Θ1,3 и [𝑉𝛼] ∩ 𝑆B*

1,3 ⊆ 𝑈𝛼 для всех 𝛼 ∈ 𝐴.
Покажем, что 𝜈′ дизъюнктно. Предположим противное. Тогда

найдутся 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 такие, что 𝑉𝛼∩𝑉𝛽 ̸= ∅. Заметим, 𝑉𝛼∩𝑉𝛽 ∈ B1,3,
а значит [𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽 ] открыто-замкнутое множество, и по лемме 2.2
справедливо [𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽 ] ∩ 𝑆B*

1,3 ̸= ∅.
Получаем ∅ ̸= [𝑉𝛼∩𝑉𝛽 ]∩𝑆B*

1,3 ⊆ [𝑉𝛼]∩ [𝑉𝛽 ]∩𝑆B*
1,3 ⊆ 𝑈𝛼∩𝑈𝛽 ,

что противоречит дизъюнктности 𝜈.
Предположим, что |𝐴| > 𝜔. Тогда из дизъюнктности 𝜈 следует

существование на счетном N3 несчетной системы дизъюнктных
множеств, чего быть не может. �

Теорема 2.11 Подпространство свободных ультрафильтров
пространства 𝑆B*

1,3 не сепарабельно.
Доказательство. Пусть 𝐴 = {𝜃𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}— счетное подмно-

жество 𝑆B*
1,3 ∖ {𝜉0}. Мы покажем, что существует строгая анти-

цепь {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} такая, что 𝐴 ⊆ [∪{𝐶𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}].
Рассмотрим произвольное 𝑛 ∈ 𝜔 и 𝜉𝑛 ∈ 𝐴. Обозначим 𝐶𝜋𝑛|𝑀𝑛

множество булевой алгебры B1,3 удовлетворяющее условиям лем-
мы 2.7.

Тогда существует число 𝑚𝑛 ∈ {0, . . . , 10𝑛+1 − 1} такое, что
для класса вычетов 𝑚𝑛 по модулю 10𝑛+1, определяемого чис-
лом 𝑚𝑛, выполняется 𝐶𝜋𝑛|𝑚𝑛∩𝑀 ∈ 𝜉. Класс вычетов 𝑚𝑛 состоит
из точек вида 𝑝𝑟𝑛 = 10𝑛+1 · 𝑟 + 𝑚𝑛, где 𝑟 ∈ 𝜔, 𝑛 ∈ 𝜔. Обозна-
чим 𝑚′

𝑛 = {𝑝𝑟𝑛 ∈ 𝑚𝑛 : 𝑟 > 1}.
Для любых чисел 𝑝𝑟𝑛, 𝑝

𝑟−1
𝑛 ∈ 𝑚′

𝑛 (𝑟 > 1) мы определим чис-
ло 𝑘𝑟𝑛 и 𝑡𝑟𝑛 ∈ N3 такие, что выполнены следующие условия:
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1. 𝑝𝑟−1
𝑛 6 𝑘𝑟𝑛 < 𝑝𝑟𝑛;

2. dom 𝑡𝑟𝑛 = 𝑘𝑟𝑛 + 1;

3. 𝜋𝑛(𝑝𝑟𝑛) > 𝑡𝑟𝑛;

4. 𝑘𝑟𝑛 ̸= 𝑘𝑟
′

𝑛′ если не выполнено 𝑛 = 𝑛′ и 𝑟 = 𝑟′.

Мы будем обозначать ̃︁𝑀𝑛 = {𝑘𝑟𝑛 : 𝑟 > 1}. Построение мно-
жеств {̃︁𝑀𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} будем осуществлять по индукции.

Для 𝑛 = 0 положим ̃︁𝑀0 = {𝑚′
0}.

Пусть построены множества ̃︁𝑀𝑖 для 𝑖 < 𝑛. Определим множе-
ство ̃︁𝑀𝑛. Для этого рассмотрим произвольные 𝑟 > 1 и 𝑝𝑟𝑛 ∈ 𝑚′

𝑛,
то есть 𝑝𝑟𝑛=10𝑛+1·𝑟+𝑚𝑛. Рассмотрим также 𝑝𝑟−1

𝑛 =10𝑛+1·(𝑟−1)+𝑚𝑛.
Обозначим 𝐼 = [10𝑛+1 ·(𝑟−1)+𝑚𝑛,10𝑛+1 ·𝑟+𝑚𝑛] отрезок натураль-
ных чисел. Нетрудно видеть, что |𝐼 ∩ (∪{̃︁𝑀𝑖 : 𝑖 < 𝑛})| < 10𝑛+1. То-
гда найдется число 𝑘𝑟𝑛∈𝐼∖∪{̃︁𝑀𝑖: 𝑖<𝑛}. Обозначим ̃︁𝑀𝑛={𝑘𝑟𝑛: 𝑟>1}.

Для чисел 𝑘𝑟𝑛 выберем и зафиксируем элемент 𝑡𝑟𝑛 ∈ N3 такой,
что

𝑡𝑟𝑛 6 𝜋𝑛(𝑝𝑟𝑛) и dom 𝑡𝑟𝑛 = 𝑘𝑟𝑛 + 1.

Тогда для множеств {̃︁𝑀𝑖 : 𝑖 6 𝑛} и {𝑡𝑟𝑖 : 𝑖 6 𝑛, 𝑟 > 1} выполнены
условия 1–4.

Таким образом, построены множество ̃︁𝑀 =
⋃︀

𝑛∈𝜔
̃︁𝑀𝑛 и множе-

ство {𝑡(𝑘𝑟𝑛) = 𝑡𝑟𝑛 : 𝑘𝑟𝑛 ∈ ̃︁𝑀}.
В силу условия 4 множество ∪{𝐶𝑡(𝑘𝑟

𝑛)
: 𝑘𝑟𝑛 ∈ ̃︁𝑀} есть элемент

булевой алгебры B1,3.
В силу условия 3 мы имеем

𝜃𝑛 ∋ ∪{𝐶𝑡(𝑘𝑟
𝑛)

: 𝑘𝑟𝑛 ∈ ̃︁𝑀} для всех 𝑛 ∈ 𝜔,

и, следовательно, {𝜃𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} лежит в открыто-замкнутом множе-
стве [∪{𝐶𝑡(𝑘𝑟

𝑛)
: 𝑘𝑟𝑛 ∈ ̃︁𝑀}]. При этом 𝑆B1,3∖[∪{𝐶𝑡(𝑘𝑟

𝑛)
: 𝑘𝑟𝑛 ∈ ̃︁𝑀}] ≠ ∅.

�
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2.3 Пространства 𝑆B2,1, 𝑆B2,2 и 𝑆B2,3.
Данные пространства существенно отличаются от рассмотрен-

ных ранее. Это связано с тем, что булевы алгебры здесь порож-
дены другими семействами множеств. Прежде всего, отметим,
что пространства 𝑆B2,1, 𝑆B2,2 и 𝑆B2,1 являются нульмерны-
ми бикомпактами и обладают счетной базой, поэтому простран-
ства 𝑆B2,3, 𝑆B*

2,1 и 𝑆B*
2,2, как пространства без изолированных

точек, гомеоморфны канторову совершенному множеству.
Мы рассмотрим внутреннее строение этих пространств, дадим

классификацию их точек. На этой основе нами будут построены
гомеоморфизмы данных пространств и их подмножеств на канто-
рово совершенное множество и пространства ему гомеоморфные.

Пространство 𝑆B2,3 отличается от двух других рассматривае-
мых в данном параграфе тем, что фиксированные ультрафильтры
в нем не являются изолированными точками.

Рассмотрим пространство 𝑆B2,2.

Лемма 2.8 Для всякого свободного ультрафильтра 𝜉 ∈ 𝑆B*
2,2

найдется 𝑓 ∈ 𝑃2 такое, что семейство 𝜎𝑓 = {𝐶𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}
является базисом ультрафильтра 𝜉.

Доказательство. Покажем, что для всякого 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑛 > 1,
найдется 𝑟 ∈ N2 такое, что dom 𝑟 = 𝑛 и 𝐶𝑟 ∈ 𝜉.

Действительно, пусть найдется 𝑛0 ∈ 𝜔 такое, что 𝐶𝑟 /∈ 𝜉 для
всякого 𝑟 ∈ N2, dom 𝑟=𝑛0. Тогда множество N2∖∪{𝐶𝑟 : dom 𝑟=𝑛0}
или пусто, если 𝑛0 = 1, или есть элемент ультрафильтра 𝜉, и, сле-
довательно, 𝜉 — фиксированный ультрафильтр, что противоречит
нашему предположению.

По предложению 11, множество {𝑟 : 𝐶𝑟 ∈ 𝜉} является цепью
и, следовательно, найдется 𝑓 ∈ 𝑃2 такая, что

{𝐶𝑟 : 𝐶𝑟 ∈ 𝜉} = {𝐶𝑓|𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} = 𝜎𝑓 .

Будем обозначать ультрафильтр 𝜉 как 𝜉𝑓 .
Покажем, что 𝜎𝑓 является базисом ультрафильтра 𝜉𝑓 . Для это-

го рассмотрим 𝐶𝑠 ∖ (
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡) (𝑁 ′ ⊂ N2, |𝑁 ′| < 𝜔) — элемент бази-
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са ультрафильтра 𝜉𝑓 . Пусть 𝑘 = max{dom 𝑠,dom 𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑁 ′}. То-
гда 𝐶𝑓|𝑘+1

⊆𝐶𝑠∖(
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡), поскольку по предложению 11 𝐶𝑓|𝑘+1
⊆𝐶𝑠

и 𝐶𝑓|𝑘+1
∩ (

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡) = ∅. �

Очевидно, что если 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑃2 различны, то 𝜉𝑓 ≠ 𝜉𝑔 и вся-
кая функция 𝑓 ∈ 𝑃2 определяет свободный ультрафильтр, для
которого семейство 𝜎𝑓 = {𝐶𝑓|𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} является базисом.

Таким образом, существует взаимно однозначное соответ-
ствие ℎ : 𝑃2 → 𝑆B*

2,2, определенное по правилу: ℎ(𝑓) = 𝜉𝑓 для
всякого 𝑓 ∈ 𝑃2. Если множество 𝑃2 наделить тихоновской топо-
логией, то справедлива следующая теорема.

Теорема 2.12 Отображение ℎ : 𝑃2 → 𝑆B*
2,2 является гомео-

морфизмом.
Доказательство. Заметим что, семейство множеств вида

𝑂(𝑠) = {𝑓 ∈ 𝑃2 : 𝑓 |dom 𝑠 = 𝑠}, где 𝑠 ∈ N2,

определяет базу тихоновской топологии на 𝑃2.
Отображение ℎ : 𝑃2 → 𝑆B*

2,2 определили по правилу ℎ(𝑓) = 𝜉𝑓 .
Из свойств отображения ℎ и топологии 𝑃2 следует, что ℎ явля-
ется взаимно однозначным, непрерывным вместе с обратным
отображением пространства 𝑃2 на 𝑆B*

2,2. �

Заметим, что пространство 𝑃2 с тихоновской топологией гомео-
морфно канторову совершенному множеству (см., например [20])
и, следовательно, 𝑆B*

2,2 гомеоморфно канторову совершенному
множеству.

Аналогичными рассуждениями можно доказать, что простран-
ство 𝑆B*

2,1 гомеоморфно 𝑃1 с тихоновской топологией.
Основные результаты данного параграфа связаны с простран-

ством 𝑆B2,3. Сначала рассмотрим внутреннюю структуру этого
пространства, дав характеристики его точкам.

Рассмотрим три вида ультрафильтров из 𝑆B2,3. Для вся-
кого 𝑠 ∈ N3 обозначим через ̂︀𝑠 фиксированный ультрафильтр
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из 𝑆B2,3, определяемый 𝑠, то есть состоящий из всех элементов
булевой алгебры B2,3, содержащих 𝑠.

Обозначим N3 = {̂︀𝑠 : 𝑠 ∈ N3}— множество всех фиксирован-
ных ультрафильтров из 𝑆B2,3.

Лемма 2.9 Пусть ̂︀𝑠 ∈ N3. Тогда семейство

𝜎𝑠 = {𝐶𝑠 ∖
⋃︀

𝑡∈𝑁 ′
𝐶𝑡 : 𝑠 /∈

⋃︀
𝑡∈𝑁 ′

𝐶𝑡,𝑁
′ ⊂ N3, |𝑁 ′| < 𝜔}

является базисом ультрафильтра ̂︀𝑠.
Доказательство. Отметим что 𝜎𝑠 ⊆ ̂︀𝑠, поскольку всякий эле-

мент семейства 𝜎𝑠 содержит 𝑠. Рассмотрим базис ультрафильтра ̂︀𝑠,
состоящий из элементов вида 𝐶𝑟 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡, где 𝑟 ∈ N3, 𝑁 ′ ⊂ N3,

|𝑁 ′| < 𝜔. И пусть 𝐶𝑟 ∖
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 один из элементов этого базиса.

Поскольку 𝐶𝑟 ∖
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 ∋ 𝑠, то 𝑟 6 𝑠, и всякий элемент 𝑡 ∈ 𝑁 ′

либо не сравним с 𝑠, либо 𝑠 < 𝑡. Следовательно, для множе-
ства 𝐶𝑠 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 ∈ 𝜎𝑠 выполняется 𝐶𝑠 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 ⊆ 𝐶𝑟 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡. Таким

образом, семейство 𝜎𝑠 есть базис ультрафильтра ̂︀𝑠. �

Лемма 2.10 Пусть 𝑓 ∈ 𝑃3 и {𝑠𝑛 = 𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} полная цепь
в N3. Тогда семейство 𝜎𝑓 = {𝐶𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} является базисом
некоторого ультрафильтра 𝜉𝑓 ∈ 𝑆B2,3.

Доказательство. Поскольку 𝜎𝑓 является центрированной систе-
мой множеств, её можно дополнить до ультрафильтра 𝜉𝑓 ∈ 𝑆B2,3.
Покажем, что 𝜎𝑓 является базисом этого ультрафильтра. Отме-
тим, что отсюда будет следовать единственность ультрафиль-
тра 𝜉𝑓 , мажорирующего 𝜎𝑓 .

Рассмотрим базис ультрафильтра 𝜉𝑓 , состоящий из элементов
семейства Γ2,3 ∪ Θ2,3.

Γ2,3 =
{︁
𝐶𝑠 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′

𝐶𝑡 : 𝑠 ∈ N𝑖,𝑁
′ ⊂ N3, |𝑁 ′| < 𝜔

}︁
,

Θ2,3 =
{︁
N3 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′

𝐶𝑡 : 𝑁 ′ ⊂ N3, |𝑁 ′| < 𝜔
}︁
.
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Пусть 𝐶𝑟 ∖
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 — одно из множеств этого базиса.
Рассмотрим множество 𝐶𝑠𝑛0

∈ 𝜎𝑓 такое, что

dom 𝑠𝑛0 > max{dom 𝑟,dom 𝑡(𝑡 ∈ 𝑁 ′)}.

Так как 𝜎𝑓 ⊆ 𝜉𝑓 , то по предложению 11 имеем 𝐶𝑟 ⊇ 𝐶𝑠𝑛0

и 𝐶𝑠𝑛0
∩𝐶𝑡 = ∅ для всех 𝑡 ∈ 𝑁 ′. Следовательно, 𝐶𝑠𝑛0

⊆ 𝐶𝑟∖
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡.
Таким образом, семейство 𝜎𝑓 есть базис ультрафильтра 𝜉𝑓 . �

Заметим, что, если 𝑓, 𝑔∈𝑃3 различны, то ультрафильтры 𝜉𝑓 и 𝜉𝑔,
определяемые цепями 𝜎𝑓 = {𝐶𝑓|𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} и 𝜎𝑔 = {𝐶𝑔|𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔},
различны.

Отметим также, что всякая полная цепь в N3 — это множество
вида {𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} для некоторой 𝑓 ∈ 𝑃3.

Обозначим ̂︀𝐹 = {𝜉𝑓 : 𝑓 ∈ 𝑃3}, где 𝜉𝑓 — ультрафильтр, мажори-
рующий семейство 𝜎𝑓 = {𝐶𝑓|𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} для 𝑓 ∈ 𝑃3.

Лемма 2.11 Семейство Θ2,3 = {N3 ∖
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 : 𝑁 ′ ⊂ N3, |𝑁 ′| < 𝜔}
является базисом некоторого ультрафильтра 𝜉0 ∈ 𝑆B2,3.

Доказательство. Семейство Θ2,3 центрировано.
Пусть 𝜉0 ∈ 𝑆B2,3 — ультрафильтр, мажорирующий Θ2,3. Име-

ем, с одной стороны, Θ2,3 ⊆ (Γ2,3∪Θ2,3), с другой стороны, никакое
множество из Γ2,3 вида 𝐶𝑠 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 ультрафильтру 𝜉0 не принад-

лежит. Таким образом, Θ2,3 является базисом ультрафильтра 𝜉0.
�

Как итог этих лемм, мы можем сформулировать следующую
теорему.

Теорема 2.13 𝑆B2,3 = {𝜉0} ∪ ̂︀𝐹 ∪N3.
Доказательство. Пусть 𝜉 ∈ 𝑆B2,3 — произвольный ультра-

фильтр.
Положим 𝐴 = {𝐶𝑠 : 𝐶𝑠 ∈ 𝜉, 𝑠 ∈ N3}. Возможны три случая:

1. 𝐴 = ∅;
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2. 𝐴 конечно;

3. 𝐴 бесконечно.

1 Пусть 𝐴 = ∅. Тогда 𝜎0 = {N3 ∖𝐶𝑠 : 𝑠 ∈ N3} ⊆ 𝜉 и следова-
тельно 𝜉 = 𝜉0.

2 Пусть 𝐴 конечно, 𝐴 = {𝐶𝑠𝑖 : 𝑖 6 𝑘}. По предложению 11
множество 𝐴 является конечной цепью, без ограничения общности
будем считать, что 𝐶𝑠0 ⊆ . . . ⊆ 𝐶𝑠𝑘 . Тогда

⋂︀
𝑖6𝑘

𝐶𝑠𝑖 = 𝐶𝑠𝑘 и 𝐶𝑠𝑘 ∈ 𝜉.
Покажем, что 𝜉 есть фиксированный ультрафильтр ̂︀𝑠𝑘, что

означает, что всякий элемент 𝜉 содержит 𝑠𝑘. Рассмотрим базис
ультрафильтра 𝜉, состоящий из элементов семейства Γ2,3 ∪ Θ2,3.

Пусть 𝐶𝑟 ∖
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 — одно из множеств этого базиса. Отметим,
во-первых, что 𝑟 6 𝑠𝑘. Действительно, если 𝑟 не сравним с 𝑠𝑘,
то (𝐶𝑟 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡)∩𝐶𝑠𝑘 = ∅, если 𝑠𝑘 < 𝑟, то получаем противоречие

с максимальностью 𝑠𝑘 в 𝐴.
Итак, 𝑟 6 𝑠𝑘, следовательно, 𝑠 ∈ 𝐶𝑟. Для всякого 𝑡 ∈ 𝑁 ′ имеем

либо 𝑠𝑘 < 𝑡, либо 𝑡 не сравним с 𝑠𝑘. В противном случае 𝐶𝑠𝑘 /∈ 𝜉.
Следовательно, 𝑠𝑘 ∈ 𝐶𝑟 ∖

⋃︀
𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡. Таким образом, всякий эле-

мент 𝐶𝑟 ∖
⋃︀

𝑡∈𝑁′ 𝐶𝑡 базиса ультрафильтра 𝜉 содержит 𝑠𝑘 и 𝜉 = ̂︀𝑠𝑘.
3 Пусть 𝐴 бесконечно. Тогда по предложению 11, 𝐴 является

бесконечной цепью. Пусть 𝜎𝑓 = {𝑓 |𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} для некоторой
функции 𝑓 ∈ 𝜔𝜔 — полная цепь, содержащая 𝐴. Тогда 𝜎𝑓 является
базисом ультрафильтра 𝜉𝑓 ∈ ̂︀𝐹 и 𝜉𝑓 = 𝜉. �

Таким образом, пространство 𝑆B2,3 состоит из точки 𝜉0, мно-
жества пределов цепей элементов из N3 и множества фиксиро-
ванных ультрафильтров.

Теорема 2.14 Подпространство ̂︀𝐹 пространства 𝑆B2,3 гомео-
морфно множеству иррациональных чисел.

Доказательство. Множество 𝑃3 является счетным произведе-
нием счетных множеств. Для всякого 𝑠 ∈ N3 определим множе-
ство 𝑂(𝑠) = {𝑓 ∈ 𝑃3 : 𝑓 |dom 𝑠 = 𝑠}. Тогда семейство {𝑂(𝑠): 𝑠 ∈ 𝑁3}
является базой тихоновской топлогии на 𝑃3. Хорошо известно,
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что 𝑃3 = 𝜔𝜔 c тихоновской топологией гомеоморфно множеству P
иррациональных чисел (см., например, [20]).

Покажем, что подмножество ̂︀𝐹 ⊆ 𝑆B2,3 гомеоморфно 𝑃3

с тихоновской топологией. Построим отображение 𝜑 : 𝑃3 → ̂︀𝐹
по правилу: если 𝑓 ∈ 𝑃3, то 𝜑(𝑓) = 𝜉𝑓 . Нетрудно видеть, что 𝜑

есть взаимно однозначное отображение 𝑃3 на ̂︀𝐹 . Его непрерыв-
ность и непрерывность обратного отображения следует из того,
что 𝜑(𝑂(𝑠)) = [𝐶𝑠] ∩ ̂︀𝐹 . �

Пример 2.4 Множество 𝐽 — совершенное нигде не плотное огра-
ниченное подмножество прямой.

Построим нигде не плотное совершенное подмножество 𝐽
отрезка [0, 1], гомеоморфное пространству 𝑆B2,3.

Для произвольного отрезка [𝑎, 𝑏] назовем семейство отрез-
ков {[𝑎𝑖, 𝑏𝑖] : 𝑖 ∈ 𝜔} правильным, если 𝑎0 = 𝑎+𝑏

2 , 𝑎𝑖+1 > 𝑏𝑖 для
всякого 𝑖 ∈ 𝜔, и последовательность {𝑎𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔} сходится к точ-
ке 𝑏.

Рассмотрим отрезок [0, 1]. Обозначим правильное семейство от-
резков ∆0={[𝑎𝑖0 , 𝑏𝑖0 ] : 𝑖0 ∈ 𝜔}. Положим ̃︀∆0=∪{[𝑎𝑖0 , 𝑏𝑖0 ] : 𝑖0 ∈ 𝜔}—
тело семейства ∆0, ∆0 = [̃︀∆0]. Очевидно, ∆0 = ̃︀∆0 ∪ {1}.

Пусть 𝛿𝑖0 = {[𝑎𝑖0𝑖1 , 𝑏𝑖0𝑖1 ] : 𝑖1 ∈ 𝜔}— правильное семейство для
отрезка [𝑎𝑖0 , 𝑏𝑖0 ] (𝑖0 ∈ 𝜔). Положим ∆1 = ∪{𝛿𝑖0 : 𝑖0 ∈ 𝜔}, ̃︀∆1 — тело
семейства ∆1, ∆1 = [̃︀∆1]. Тогда ∆1 = ̃︀∆1 ∪ {1} ∪ {𝑏𝑖0 : 𝑖0 ∈ 𝜔}.

Пусть 𝛿𝑖0𝑖1 = {[𝑎𝑖0𝑖1𝑖2 , 𝑏𝑖0𝑖1𝑖2 ] : 𝑖2 ∈ 𝜔}— правильное семейство
для отрезка [𝑎𝑖0𝑖1 , 𝑏𝑖0𝑖1 ] ∈ ∆1, (𝑖0, 𝑖1 ∈ 𝜔), ∆2 = ∪{𝛿𝑖0𝑖1 : 𝑖0, 𝑖1 ∈ 𝜔},̃︀∆2 — тело ∆2, ∆2 = [̃︀∆2], и

∆2 = ̃︀∆2 ∪ {1} ∪ {𝑏𝑖0 : 𝑖0 ∈ 𝜔} ∪ {𝑏𝑖0𝑖1 : 𝑖0, 𝑖1 ∈ 𝜔}.

Продолжая этот процесс построения, получим для всяко-
го 𝑘 ∈ 𝜔 семейство ∆𝑘 = ∪{𝛿𝑖0...𝑖𝑘 : 𝑖0, . . . , 𝑖𝑘 ∈ 𝜔}, где 𝛿𝑖0...𝑖𝑘 —
правильное семейство для отрезка [𝑎𝑖0...𝑖𝑘 , 𝑏𝑖0...𝑖𝑘 ],

𝛿𝑖0...𝑖𝑘 = {[𝑎𝑖0...𝑖𝑘𝑖𝑘+1 ,𝑏𝑖0...𝑖𝑘𝑖𝑘+1 ] : 𝑖𝑘+1 ∈ 𝜔},
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̃︀∆𝑘 — тело ∆𝑘, ∆𝑘 = [̃︀∆𝑘].
Имеем ∆𝑘 = ̃︀∆𝑘∪{1}∪{𝑏𝑖0 : 𝑖0 ∈ 𝜔}∪. . .∪{𝑏𝑖0...𝑖𝑘 : 𝑖0, . . . , 𝑖𝑘 ∈ 𝜔}.
Положим 𝐽 = ∩{∆𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}. Нетрудно видеть, что 𝐽 — совер-

шенное нигде не плотное подмножество отрезка [0,1]. Точками
множества 𝐽 являются точки {1}, {𝑏𝑖0...𝑖𝑘 : 𝑖0, . . . , 𝑖𝑘 ∈ 𝜔, 𝑘 ∈ 𝜔}
а также точки 𝑥(𝑓), где 𝑓 ∈ 𝑃3, определяемые следующим обра-
зом 𝑥(𝑓) = [𝑎𝑓(0), 𝑏𝑓(0)] ∩ . . . ∩ [𝑎𝑓(0)...𝑓(𝑘), 𝑏𝑓(0)...𝑓(𝑘)] ∩ . . .

Базу окрестностей в точке {1} образуют множества вида

([0, 1] ∖ [𝑎𝑖0...𝑖𝑘 , 𝑏𝑖0...𝑖𝑘 ]) ∩ 𝐽.

Базу окрестностей в точке {𝑏𝑖0...𝑖𝑘} образуют множества вида

([𝑎𝑖0...𝑖𝑘 , 𝑏𝑖0...𝑖𝑘 ] ∖ [𝑎𝑖0...𝑖𝑘𝑖𝑘+1 , 𝑏𝑖0...𝑖𝑘𝑖𝑘+1 ]) ∩ 𝐽.

Базу окрестностей в точках 𝑥(𝑓), 𝑓 ∈ 𝑃3 образуют множества
вида

[𝑎𝑓(0)...𝑓(𝑘), 𝑏𝑓(0)...𝑓(𝑘)] ∩ 𝐽.

Теорема 2.15 Пространство 𝑆B2,3 гомеоморфно 𝐽.
Доказательство. Рассмотрим отображение ℎ : 𝑆B2,3 → 𝐽 ,

определяемое по следующему правилу:

— ℎ(𝜉0) = 1;

— для фиксированного ультрафильтра ̂︀𝑠 ∈ N3, где 𝑠 ∈ N3,
то есть 𝑠 = 𝑓 |𝑛 для некоторой функции 𝑓 ∈ 𝑃3 и 𝑛 ∈ 𝜔,
положим ℎ(̂︀𝑠) = 𝑏𝑓(0)...𝑓(𝑛−1);

— для ультрафильтра 𝜉𝑓 ∈ ̂︀𝐹 , определяемого функцией 𝑓 ∈ 𝑃3,
положим ℎ(𝜉𝑓) = 𝑥(𝑓).

Из конструкции и определения топологий пространств 𝑆B2,3

и 𝐽 следует, что ℎ : 𝑆B2,3 → 𝐽 — взаимно однозначное и непре-
рывное вместе с обратным отображение 𝑆B2,3 на 𝐽 . �

Так как всякое совершенное нигде не плотное ограниченное
подмножество прямой гомеоморфно канторову совершенному
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множеству, то пространство 𝑆B2,3 гомеоморфно канторову совер-
шенному множеству.
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