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��� ���%������ �����)*�$�( ������ � #�����#+�� ����������� ������ ,�����
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������ ����� .����$ ������$ �������

&� A��� 2��3 �������� ����������� ����� ������� �������( .�� #������� ��."
����������� �����.�$ ��'���B��'���� � ���������'�( � �.����������� ������-
������� 0�� ����������� �������� ��#����#��� ���%������ �!����� .��#����"
�� ������������

>����' �� ���%����� &� A����( ;� �� &��� 2��3 � ?�?� @�� ��� 2�	3 .�#� ��� ��"
/��������� ���$ ����� ��!�# � ����������� βω( ��� ����� ��%�� ��#��'#� ����$
������� ������ ��#����#��$ ���%������

= ���� �#����'���� ���%����� &� A���� .�� ������ ��#����#��$ ���%�����
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��#��� � 1�?� @���������� 2�8( 8( �9( :( 93� = C��$ ������$ � �!�� ������� ����#����
C���� �����������( ����!�� �� ��!�� ���� ��� ��!�# � �$ ���������

��#� ��( !�� � ���%����� A���� ��/�����-� #�# �$�.�/���� �����.������'����(
��# � #���� ����������� βω�

�����������( ��������� &� A�����( �������� ������������ ����� ������� ��"
����� ��.������� ��������

N1 = {f |n : n ⊂ ω, f ∈ P1},

�.� P1 = {f ∈ ωω : 0 � f(k) � k + 1 .�� ���$ k ∈ ω}�
4.��' � .���� ��. n �  ���������� �� #���#��� ��.�� ������' � ������'�� !����(

� �������� {0, 1, . . . , n− 1}�
A����� ������� C���� ����������� �����.�� ����������

B1,1 = {Cπ : π ∈ T1},

�.� T1 = {π ∈ Nω
1 : domπ(n) = n+ 1 .�� ���$ n ∈ ω}�

= ������ ���������� ��������

N1 = {f |n : n ⊂ ω, f ∈ P1}
N2 = {f |n : n ⊂ ω, f ∈ P2},

�.� P2 = {f ∈ ωω : 0 � f(k) � 1 .�� ���$ k ∈ ω} = {0, 1}ω(

N3 = {f |n : n ⊂ ω, f ∈ P3}, �.� P3 = ωω.

,������( !�� N2 ⊆ N1 ⊆ N3�
,���.���� ��������

Ti = {π ∈ Nω
i : dom π(n) � n+ 1 .�� ���$ n ∈ ω} (i = 1, 2, 3).

= #�!����� ��������( �����.�-/�$ ������ �������( �� ������������� ���.�-/��
���������D

B1,i = {Cπ : π ∈ Ti},

B2,i = {Cs : s ∈ Ni} (i = 1, 2, 3).

����������� ����� C��$ ������$ ������ ��� �!�� SBj,i Ei = 1, 2, 3; j = 1, 2F�
,������( !�� SB1,1 G C�� �����������( ��������� &� A������
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��# ��� �� C�� ����������� � ��#��� %���#� � ������� �������������( #�# βω

� #�������� �����%��� ���������H
��#�� ��������� ����.�-� �$�.�/���� �����.������'���� � #���� ���������"

�� βω � C��$ �����������$H
��#�� � ������� ' ���.� ��#����" ��#����� ��.���������� ���������� � ��."

����������( ��������B��� βωH
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������ � �������' ��.���������� �����.�$ ��'���B��'����H

1�%��- C��$ �������� �����/�� .��� �������
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������������� ��������

A��'%����� ��� �!��� � ������� C��� ������ � ��� � #�� 1�0���'#�"
�� 2�:3( ?�=�?�$����'�#���( =�>�������I�� 2�3 � ��#���#��� 2��3�

&������� ���$ ��.������� X ��� �!�� expX � *��� ω ��� �!����� ����� ���"
��.�!��� �������� {0, 1, 2, . . . } �����+����'�$ +���$ !����( � ��#�� ��/���'
C���� ��������� &�������( ���-/�� ��/���' ω( � ������� �!����� ��. n �  ���"
������� �� #���#��� ��.�� ������' � ������'�� !����( � �������� {0, 1, . . . , n−1}�

��� �������� A ⊆ X ��� �!��D
|A|G��/���' �������� AJ
[A]G  ���#��� �������� A � ����������� X J
A∗ = [A] \ A�

�����.�� ����.����� �����$ #��.���'�$ ���������( �����' ����$ ���
� �������

, � � � . � � �  � � ���� A� �� ����������� X � ������� ��������� ��#����$ ��"
����� B( �.���������-/�� ���.�-/��� ������-D .�� ���� ���'�� ��!#� x ∈ X � ���"
� ���'�� �� �#�������� Ox ��.���� U ∈ B ��#��( !�� x ∈ U ⊆ Ox� K����'%�� #��"
.���'�� !���� ��.� |B|( �.� B G�� � ����������� X ( � ������� ����� �����������
X � ��� �!����� w(X)�

, � � � . � � �  � � ���� ��.�������� A ����������� X � ������� ����� 	
���
��( ���� [A] = X � K����'%�� #��.���'�� !���� ��.� |A|( �.� AG��-.� ������
��.�������� ����������� X ( � ������� 	
������� ����������� X � ��� �!���"
�� d(X)� ����������� �� �!���� �������'- � ���-� ��	�����
�����

, � � � . � � �  � � ���� K����'%�� #��.���'�� !���� τ ��#��( !�� �-��� �����"
���� ������ �������#�-/�$�� ������$ ��#����$ ��.������� ����������� X ���"
�� ��/���'( � ������$�.�/�- τ ( � ������� ���
�� ���
�� ����������� X � ���"
 �!����� c(X)� 7��� c(X) = ω( �� �������( !�� ����������� X �.����������� ��
����
���
���

A���� ��.���� � #��.���'�$ ��������$ ������ � 2�3�

, � � � . � � �  � � ��:� ����������� Y � ������� �����	����� ����������
��� ���	������������ ����������� X ( ���� Y G��#����#� � X ��������B� �#�"
������ ��-.� ������� ��.�������� Y �

, � � � . � � �  � � ���� �����	����� ���������� E���	������������F ������
���� ����������� X E��� �!��� βXF ��.�� � ����' ��#�����'�� ��#����#���
���%����� ����������� X ( !�� � �!���( !�� .�� �-���� ��#����#���� ���%���"
�� bX ����������� X ��/������� ��������� ���������� f : βX → bX ( ���.�"
������ � X �

, � � � . � � �  � � ��	� K��������� ���������� φ : X → Y � ������� ���������
�� ���( ���� φ � ����"�.� �!� ���������� X � Y � ������� ���������� φ−1

� Y � X ��������� ��� ��������!��#�$ ����������� X � Y � ���-��� ����������
���( ���� ��/������� ��������B� � ����������� X � ����������� Y �

�



= ������ �����������-��� �� ��!�� !����!� �����.�!��� �������� B�#+��
N1( N2 � N3� ,��%��� ����.#� � �$ ����.������� �� ���.�-/��� �������� ���
���� ���'�$ s, t ∈ Ni Ei = 1, 2, 3F s � t ���.� � ���'#� ���.�( #��.� t �������� ���.��"
����� s( �� ���' t|dom s = s� ������������( ���� ������ ������ +��� � ���+����

, � � � . � � �  � � ��<� !�	�� � ����������� N � ������� ����� �����.�!���
���������

, � � � . � � �  � � ��8� "����	�� � ����������� N � ������� ��������( C����"
�� #������� ������ ���������

, � � � . � � �  � � ��9� ?��+��' A ⊆ N ��.�� � ����' ������� ���+��'-( ����
.�� �-��$ �� ��!�$ s, t ∈ A ������� dom s �= dom t�

, � � � . � � �  � � ���6� L��' E���+��'F A ⊆ N ��.�� � ����' 	�
�� +��'- E�"
��+��'-F( ���� .�� ���#��� n ∈ ω \ {0} ��.���� s ∈ A ��#��( !�� dom s = n�

� ���� ������������ ������ ������� �� ���!" ������!� #��$�%$ % &�'�!

, � � � . � � �  � � ����� A������ �������� � ������� ������� �������� B( � C��"
����$ #������� ����.���� ��� �����+�� A∪B( A∩B( A( �.���������-/�� .�� ���$
A, B ∈ B ���.�-/�� ��������D

�F A ∪ B = B ∪ A( A ∩B = B ∩ AJ

�F A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C( A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ CJ

�F (A ∩ B) ∪B = B( (A ∪B) ∩ B = BJ

:F A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)( A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)J

�F (A ∩ A) ∪B = B( (A ∪A) ∩ B = B�

&� ��.�� ������������' ������ ������� B = {U ⊆ X} � �������� expX � �����"
��#�"����������� �����+���� M��N�.����O( M������!���O � M.�������O�

K� �������� ������$ ������ � expX ���� ������ ���%��� ����.#� �� �#�-!�"
�- �( ������������( �������' � ����'%�� C������� 4������( !�� ������!��� �-"
���� !���� ������ ���' ��.�� ��������� P��.� .�� ���� ���'��� �������� G ⊆ expX
��/������� ����'%�� ������� B( ��.����/�� �������� G� ,!���.�( B ����� ���'
����.���� #�# ������!��� ���$ ������( ��.����/�$ �������� G�

, � � � . � � �  � � ����� A�.�� �������'( !�� ������� B �����.����� ��������� G(
���� BG����'%�� �������( ��.����/�� �������� G�

��� �������( �����.��� ���������( ������.���� ���.�-/�� ������.����

� � � . � � � �  � � ���� #�
� G ⊆ expX � 	����$ �� A ⊆ X 	����
�%�� �
����
�� B$ 	���%���� G$ � ��� � ��
��� � ��� �
����$ ����� ��� ��%� 	����������
� ����

A = (A1,1 ∩ . . . ∩ A1,r1) ∪ (A2,1 ∩ . . . ∩A2,r2) ∪ . . . ∪ (As,1 ∩ . . . ∩As,rs), (1)

��� �
� Am,n ∈ G$ �
� Am,n ∈ G �
& 
���� m,n'

	



(��� ���
�����' 4������( !�� #���� C������� ��.� E�F  ��#�� ��������'� �����"
+�� ��N�.����� �� B������� &����� .������� # C������ A ��#�� ����� ���'
���.������� � ��.� E�F� P��.� #���� C������� ��.� E�F  ��#�� � ��������'� �����"
+�� .�������( � C���� .������!�( !���� �����������-/�� #���� ���� ������ �����"
�� B( ��.����/�- G�

� .����� ������( #��.�� C����� A ��.� E�F ����.����� �-��� �������( ��.��"
��/�� G� ��C���� B �������� ����'%�� ��������( ��.����/�� G�

��� ����.����� ����������� ����� �� ���$�.��� ������ ������ B��'���
� ��'���B��'����

, � � � . � � �  � � ����� ��������� ξ ������$ C������� ������� ������� B � �"
������ ��
�����( ���� ������� ���.�-/�� �������D

�F ���� A,B ∈ ξ( �� A ∩B ∈ ξJ

�F ���� A ∈ ξ � A ⊆ B( �� B ∈ ξ�

, � � � . � � �  � � ���:� )
������
����� � ������� �������B ��.�� � ����' ��#��
B��'�� ξ ⊆ B( !�� � � ��.������� � � �.�� ����!�� �� ξ B��'��� � �������
������� B�

=�.���-��� .�� �����$ ���� ��'���B��'����D B�#�������� � �����.���

, � � � . � � �  � � ����� 7��� ∩{A : A ∈ ξ} �= ∅( �� ��'���B��'�� ξ ��.�� � ����'
�����������( � �������� ���!�� ��'���B��'�� � ������� ���������

, � � � . � � �  � � ���	� A����� ������� B ⊆ expX ��.�� � ����' �����.���(
���� .�� .��$ �� ��!�$ ��!�# x, y ∈ X ��.���� A ∈ B ��#��( !�� x ∈ A � y /∈ A�

��� B�#�������$ ��'���B��'���� ������.���� ���.�-/�� ������.����

� � � . � � � �  � � ���� *���� ��
��� �
����� B ⊆ expX &�
&���& 	��������' +��
��� ��%��� ����������� �
������
��� ξ � B �	����
&���& ���� ������ x ∈ X
� ∩{A : A ∈ ξ} = {x}'
(��� ���
�����' ���.�������( !�� ��.���� .�� �� ��!�� ��!#� x, y ∈ ∩{A : A ∈ ξ}�
= ���� �����.����� B ��.���� Ax ∈ B ��#��( !�� x ∈ Ax � y /∈ Ax� ���.�� C����� ξ
��.����� ��!#� y( �� ���' Ax /∈ ξ� P��.� ������� {A : A ∈ ξ} ∪ {Ax} �������� B��'����
E��� �� C������ ������#�-��� �� ��!#� xF( � C�� ���������!�� ��#�����'���� ξ�

= .��'��%�� �� ��.�� ������������' �����.��� ������ ��������
5�#�������� ��'���B��'�� � ��!#� x ∈ X ��.�� ��� �!��' #�# x̂( � ��������

���$ B�#�������$ ��'���B��'���� ��� �!�� X̂�

, � � � . � � �  � � ���<� ������������ ����� SB ������� ������� B � �������
�������� ��'���B��'���� � B � ����������(  �.������� �� ��( ������/�� �$ ��#����"
 ��#���$ ��.������� [A] ���.�-/��� ��.�D

[A] = {ξ ∈ SB : A ∈ ξ} .�� A ∈ B.

&������� �����.�$ ��'���B��'���� � [A] ��.�� ��� �!��' A∗ = [A] \ Â� &�"
������ ���$ �����.�$ ��'���B��'���� ��.�� ��� �!��' SB∗�

<



, � � � . � � �  � � ���8� �� ���� ��'���B��'��� ξ ��.�� � ����' ��� ��.�����"
���� σ �.���������-/�� ���.�-/��� ������-D .�� ���� ���'��� F ∈ ξ ��.���� F ′ ∈ σ
��#��( !�� F ′ ⊆ F �

,������( !�� ���� � ����������� ����� σG�� �� ��'���B��'��� ξ( �� �����"
���� σ̃ = {[F ] : F ∈ σ} �������� �� �� � ��!#� ξ #�# ��!#� ����������� ������

P � � � � � � ���� 2��3 *���������� ����� SB &�
&���& �����	�����'

(��� ���
�����' ����' SBG����������� ����� �#������ ������� ������� B� 1��"
������� +���������- �������  ��#���$ ������� {Fr : r ∈ R} � ����������� SB�

P��.� �� ����.����- ��������� SB .�� #��.��� r ∈ R ��.���� ���������
{Aq : A ∈ B, q ∈ Qr} ��#��( !�� Fr =

⋂
q∈Qr

[Aq]� ����!�� +���������- ������� ��"

����� {[Aq] : q ∈ Q}( �.� Q =
⋃
r∈R

Qr�

K� ���.� +���������� �������� � ������� {Aq : q ∈ Q} ⊆ B( �  �!��( �� ����
.������' .� �#������� ��'���B��'��� ξ ∈ ⋂

q∈Q
[Aq] =

⋂
r∈R

Fr�

��#���� �#������ �������� ����������� ����� SB ���� ���'�� ������� �����"
�� B ⊆ expX ( ���$�.���� � .��'��%���

� � � . � � � �  � � ���� *���� U � V 	����%����� X$ V, -
���� ��
���� �
�
����� � U ∩ V = ∅$ ����� [U ] ∩ [V ] = ∅'

(��� ���
�����' ���#��'#� V ⊆ X G C����� ������� �������( �� U ′ = X \ V ��#��
�������� C������� ������� ������� � ��� C��� U ⊆ U ′� ������� ����.����- ��"
������� [V ] � [U ′] ������� � ��'���B��'����( C�������� #�����$ ����-��� V � U ′

�������������
P�# #�# V ∩ U ′ = ∅( �� �� ��'���B��'����( ��.����/�$ ��� �������� �.����"

���� ����!��� [U ] ⊆ [U ′] � [U ′] ∩ [V ] = ∅( ���.� [U ] ∩ [V ] = ∅�

� � � . � � � �  � � ��:� *���� U � V 	����%����� X � V , -
���� ��
���� �
�
�����$ ����� [U ∩ V ] = [U ] ∩ [V ]'

(��� ���
�����' ����������'�( U = (U ∩ V ) ∪ (U \ V )( � �� �����( �!������ ���."
������ ���(

[U ] ∩ [V ] = [(U ∩ V ) ∪ (U \ V )] ∩ [V ] = ([U ∩ V ] ∪ [U \ V ]) ∩ [V ] =

= ([U ∩ V ] ∩ [V ]) ∪ ([U \ V ] ∩ [V ]) = [U ∩ V ] ∪ [(U \ V ) ∩ V ] = [U ∩ V ].

� � � . � � � �  � � ���� (
& 
����� �������� �������� U ⊆ SB∗ ���.��& V ⊆ X
�����$ ��� [V ] ∩ SB∗ = U '

(��� ���
�����' P�# #�# U G��#����� ��������( �� .�� #��.�� ��!#� x ∈ U ��"
.���� �#�������' Ox = [Vx] EVx ∈ BF ��#��( !�� Ox ∩ SB∗ ⊆ U �

P�#�� ���� ��( ���������

λ = {Ox ∩ SB∗ : x ∈ U}

�������� ��#����� ��#������ �������� U �

8



� .����� ������( ��# #�# U G  ��#���� ��.�������� ��#����#���� �������"
���� SB∗( ���� ��.����' λ′ G#��!�� ��.��#����� λD

λ′ = {Oxi ∩ SB∗ : i � n}.
P� ���'

U = ∪{[Vxi
] : i � n} ∩ SB∗ = [∪{Vxi

: i � n}] ∩ SB∗.

&������� V = ∪{Vxi
: i � n} ���' C����� B( � U = [V ] ∩ SB∗�

4������( !�� ��#�����'�� ��#����#��� ���%����� �����)*�$� .��#������
����������� X ���� ������������' #�# ����������� ����� ������� ������� ��"
������ ���$ ��.������� ����������� X � ? �.���!�!�� ���%����� ?��#��.����
���#��!��� .��#������ ����������� X G������������' #�# ����������� �����
������� �������( �����.��� ���������� #��!�$ ��.������� ����������� X �

� ��(� �#��)����%� #���������� ������ ��'����!* �����!* �� ���

,���.���� �������� B�#+��

P1 =
{
f ∈ ωω : 0 � f(k) � k + 1 .�� ���$ k ∈ ω

}
,

P2 =
{
f ∈ ωω : 0 � f(k) � 1 .�� ���$ k ∈ ω

}
,

P3 = ωω.

= #�!����� �������( � #�����$ ��.�� ������' ������ �������( �� '��� ������
.��$ B�#+��D

N1 =
{
f |n : f ∈ P1, n ⊂ ω

}
,

N2 =
{
f |n : f ∈ P2, n ⊂ ω

}
,

N3 =
{
f |n : f ∈ P3, n ⊂ ω

}
.

���.�� Ni Ei = 1, 2, 3F ���� ������������' #�# !����!� �����.�!��� ��"
������ �� ���.�-/�� ���%���� ����.#�D .�� s, t ∈ Ni �!�����( !�� s � t( ���� t
�������� ���.������� s E�� ���' t|dom s = sF�

��� #��.��� s ∈ N1 #���!����� ��� ���.������ � ���.�-/�� %�� ������ � ������
dom s� ��� s ∈ N2 #���!����� ��� ���.������ � ���.�-/�� %�� ����.� ���� �( � .��
s ∈ N3 �� ����.� �!����

��� ���� ���'��� s ∈ Ni Ei = 1, 2, 3F ����.����

Cs = {t ∈ Ni : t �������� ���.������� s}.
1��������� .�� #����� ������$ ������ � ��������$ Ni Ei = 1, 2, 3F� A�����

������� ������� #����� ����.���� � Ni Ei = 1, 2, 3F ���.�-/�� ���� ���
,���.���� ��������

Ti =
{
π ∈ Nω

i : dom π(n) = n+ 1 .�� ���$ n ∈ ω
}
.

��� #��.��� π ∈ Ti Ei = 1, 2, 3F ��� �!��

Cπ = ∪{Cπ(n) : n ∈ ω
}
.

,�� �!�� !��� B1,i Ei = 1, 2, 3F ������ �������( �����.��- ����������

B1,i =
{
Cπ : π ∈ Ti

}
.

,���.���� SB1,i #�# ����������� ����� ������� ������� B1,i Ei = 1, 2, 3F�
��#���� ��#��'#� ����( ��/�$ .�� .��$ �����������

9



� � � . � � � �  � � ��	� (
& ��%���� s ∈ Ni �	�����
��� Cs ∈ B1,i Ei = 1, 2, 3F'

(��� ���
�����' ����' s ∈ Ni( .�#����( !�� Cs ∈ B1,i� �������� π0, π1 ∈ Ti ���.�-"
/�� ���� ��D ���������� f0, f1 ∈ P2 ⊆ P1 ⊆ P3 ��#��( !�� fj ≡ j Ej = 0, 1F� ,���.����

πj(n) =

{
fj |n+1 .�� n �= dom s− 1,

s .�� n = dom s− 1,
j = 0, 1.

P�# #�# f0 � f1 �� ��!�( ��( �!���.�( � �.� ���.������ π0(n) � ����� ��"
���'�� ���.������� �#�#��� π1(m) .�� n,m ∈ ω( n �= dom s− 1( m �= dom s− 1�

P�#�� ���� ��( Cπ0 ∩ Cπ1 ��.����� ���'#� π0(dom s − 1) = π1(dom s − 1) = s � ���
��� ���.������( �� ���' Cπ0 ∩ Cπ1 = Cs�

����!���( !�� Cs ∈ B1,i�

� � � . � � � �  � � ��<� (
& ��%���� s ∈ Ni �	�����
��� {s} ∈ B1,i Ei = 1, 2F'

(��� ���
�����' ���#��'#� .�� ���#��� s ∈ Ni ��� i = 1, 2 #���!����� ���.����"
�� ��� � ���.�-/�� %�� #��!�( �� � ���.� ��#� ��'( !�� .�� ���#��� s ∈ Ni

������.���� {s} = Cs \ ∪{Ct : t ∈ Ni, s < t, dom t = dom s+ 1} ∈ B1,i�

P�#�� ���� ��( ��.����������� B�#�������$ ��'���B��'���� N̂1 � N̂2 � ���"
��������$ ����� ������$ ������ B1,1 � B1,2 ����-��� .��#������� ������������(

��.����������� N̂1 � N̂2 ���� ����.������' � .��#������ N1 � N2 ������������(
� ���� ����������� ����� SB1,1 � SB1,2 G������������' #�# ��#����#��� ���%�"
���� �!���$ .��#����$ ���������� N1 � N2�

= ����������� SB1,3 ��.����������� B�#�������$ ��'���B��'���� N̂3 � ����"
���� .��#������

� � � . � � � �  � � ��8� ���������{[( ⋂
π∈T ′

Cπ

)∩( ⋂
π∈T ′′

Ni \ Cπ

)]
: T ′ ⊂ Ti, T ′′ ⊂ Ti, |T ′| < ω, |T ′′| < ω

}
���� �� � 	���������� SB1,i Ei = 1, 2, 3F'

(��� ���
�����' 1��������� ���� ���'�- ��!#� x � �� �#�������' [A]( �.� A ∈ B1,i�
P�!#� x �������� ��'���B��'����( ������/�� � C������� ������� ������� B1,i�

������� ���.�����- ��� #��.�� C����� A ������� ������� B1,i ���.������ � ��"
.�

A = (A0,0 ∩ . . . ∩ A0,r0) ∪ (A1,0 ∩ . . . ∩A1,r1) ∪ . . . ∪ (Aq,0 ∩ . . . ∩ Aq,rq),

�.� ���� Aj,k ∈ B1,i( ���� Aj,k ∈ B1,i .�� ���$ k � rj ( j � q� P��.� ��.���� j � q ��#��(
!�� Aj,0 ∩ . . . ∩ Aj,rj ���' C����� ��'���B��'��� x �( ���.������'�(

x ∈ [(Aj,0 ∩ . . . ∩ Aj,rj)] ⊆ [A] = UA.

���� �� � .����'� ����� .#� � ��.��� � ������� K��� ���� �������� .�����
�� � .�� .��$ ����������( #������ ������ .����� ��� �$ ��������� �����.�� ��.
�����������'�$ �� ��'������

��� ���� ���'��� π ∈ Ti Ei = 1, 2, 3F � M ⊆ ω ����.���� Cπ|M =
⋃

n∈M
Cπ(n)�
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� � � . � � � �  � � ��9� (
& 	��� ��
��� π ∈ Ti Ei = 1, 2, 3F � M ⊆ ω ������&
π1, π2 ∈ Ti �����$ ��� Cπ|M = Cπ1 ∩ Cπ2'

(��� ���
�����' ����' M = {k1, k2, . . . , kj, . . .}� �������� π1 � π2 ∈ Ti ���.�-/��
���� ��� ��� ���$ 0 � n < k1 ����.���� π1(n) #�# ���.������� 0 � �������� n(
� π2(n) #�# ���.������- 1 � �������� n� ��� kj � n < kj+1 ����.���� π1(n) � π2(n)
#�# ���� ���'�� ���.������ π(kj) � n E��� n = kj �� ��.�� �����.��' � π(kj)F�

> ��������� π1 � π2 ����#��� ��������� �������� Cπ|M = Cπ1∩Cπ2 � ���.������'�(
Cπ|M ∈ B1,i .�� ���� ���'�$ π ∈ Ti � M ⊆ ω�

Q � � � � ���� *���� {πj : j � n} ⊆ Ti Ei = 1, 2, 3F$ n ∈ ω' +���� �
& ������
����

{
Cπj |Mj

: j � n
}

���� �
����/��0⋂
j�n

Cπj|Mj
=

⋃
j�n

Cπj |M ′
j
�
& �������� M ′

j ⊆ Mj (j � n).

(��� ���
�����' ��#���� �.�#+��� �� n� ����' n = 1� �������� �������� M ′
0 � M ′

1

��#��( !��
Cπ0|M0

∩ Cπ1|M1
= Cπ0|M ′

0
∪ Cπ1|M ′

1
.

,���.����

M ′
0 =

{
k ∈ M0 : π0(k) ∈ Cπ1|M1

}
,

M ′
1 =

{
k ∈ M1 : π1(k) ∈ Cπ0|M0

}
.

4������( !�� .�� �-��$ s � t � Ni Cs ���� ��.����� Ct( ���� ��.������� � Ct

E� !�������( �� ����� ���' ����F ��� C�� �������� � ������#�-���� ,��-.� ���"
.���( !��

Cπ0|M ′
0
∪ Cπ1|M ′

1
= Cπ0|M0

∩ Cπ1|M1
.

����� �� �.�#+�� ���.�������( !��
⋂
j�n

Cπj |Mj
=

⋃
j�n

Cπj |M ′
j
� P��.�

(⋂
j�n

Cπj |Mj

)
∩ Cπn+1|Mn+1 =

(⋃
j�n

Cπj |M ′
j

)
∩ Cπn+1|Mn+1 =

⋃
j�n

(Cπj |M ′
j
∩ Cπn+1|Mn+1) =

=
⋃
j�n

(Cπj |M ′′
j
∪ Cπn+1|Mj

n+1
) =

⋃
j�n+1

Cπj |M ′′
j
, �.� M ′′

n+1 =
⋃
j�n

M j
n+1.

� � � . � � � � � ���� *���� x ∈ SB∗
1,i (i = 1, 2, 3) � x ∈ [ ⋂

j�n

Cπj |Mj

]
$ ����� ������

�& πj0 � M ′
j0 ⊆ Mj0 �����$ ��� x ∈ [Cπj0

|M ′
j0
] ⊆ [ ⋂

j�n

Cπj|Mj

]
'

,���.����

Γ1,i =
{
Cπ|M \

⋃
π∈T ′

Cπ : π ∈ Ti, T ′ ⊂ Ti, |T ′| < ω, M ⊆ ω
}
(i = 1, 2, 3).

4������ ��� B�#�( !�� N1 � N2 ���� ���.������' � ��.� ��N�.���� .��$ ��"
����� � Γ1,1 � Γ1,2 ������������( ���.� #�#( � ���� ���#��!���� {s ∈ N3 : dom s = n}
.�� #��.��� n ∈ ω( .�� N3 C�� ������ ��C���� �� ���$�.��� ����.����' �/� ��"
������� Θ1,3 = {N3 \ (

⋃
π∈T ′

Cπ) : T
′ ⊂ T3, |T ′| < ω}�

P����' �� ���.�����- ��9 � ���.����- ��� �� ����!���

��



P� � � � � � ���� ���������

B̃1,1 =
{
[U ] : U ∈ Γ1,1

}
,

B̃1,2 =
{
[U ] : U ∈ Γ1,2

}
,

B̃1,3 =
{
[U ] : U ∈ Γ1,3 ∪Θ1,3

}
&�
&���& �� ��� 	��������� SB1,1$ SB1,2 � SB1,3 ������������'

P����' ���������� ������ ������� ������� ���� � �%�$ !����!� �����.�!��$
��������$ N1( N2 � N3( �����.��� .������ ����������� ��������

,�� �!�� B2,i ������ �������( �����.��- ���������� �������

B2,i = {Cs : s ∈ Ni}.
������������( SB2,i G����������� ����� ������� ������� B2,i Ei = 1, 2, 3F�

?�����!� ���.�����- ��8 ����.���-��� �� � ���������� SB2,i�

� � � . � � � �  � � ���6� ���������{[( ⋂
s∈N ′

Cs

)∩( ⋂
s∈N ′′

Ni \ Ctk

)]
: N ′ ⊂ Ni, N ′′ ⊂ Ni, |N ′| < ω, |N ′′| < ω

}
���� �� � 	���������� SB2,i (i = 1, 2, 3)'

��#� ����'���� .���� ���.������ ����������� � ���.������ ��� � ���������
.�#� ����'���� ���.������ ��8�

�������� .����� �� � .��$ �����������

� � � . � � � �  � � ����� #�
� {sj : j � n} ⊆ Ni$ ��
⋂
j�n

Csj �= ∅ ����� � ��
���

�����$ ����� {sj : j � n} &�
&���& ��	��'

(��� ���
�����' K������.����� � ����.����� Cs ���.���( !�� Cs∩Ct � ����� ���.�
� ���'#� ���.�( #��.� s � t ������� E�� ���' �.� �������� ���.������� .������F�
,��-.� � ���.��� .��� ���.�������

� � � . � � � � � ���� #�
�
⋂
j�n

Csj �= ∅ �
& {sj : j � n} ⊆ Ni$ ��
⋂
j�n

Csj = Csj0
$ ���

dom sj0 = max{dom sj : j � n}'
,���.����

Γ2,i =
{
Cs \

⋃
t∈N ′

Ct : s ∈ Ni, N ′ ⊂ Ni, |N ′| < ω,
}
(i = 1, 2, 3),

Θ2,3 =
{
N3 \

⋃
t∈N ′

Ct : N
′ ⊂ N3, |N ′| < ω,

}
.

P��.� ������.���� ���.�-/�� ��������

P � � � � � � ���� ���������

B̃2,1 =
{
[U ] : U ∈ Γ2,1

}
,

B̃2,2 =
{
[U ] : U ∈ Γ2,2

}
,

B̃2,3 =
{
[U ] : U ∈ Γ2,3 ∪Θ2,3

}
&�
&���& �� ��� 	��������� SB2,1$ SB2,2 � SB2,3 ������������'

��



� �	 �������� ��������

� (��� ������������ SB1,1

= .��� ��.�������B� ��������������� SB1,1( ��������� A����� 2��3� ����
����������� � �!��'� ���� ������ ��N�#��� �%��� � �!��� ���������� �����
������$ ������� 4.��' �����.�� �� ��'���� A���� � ���( !�� ����� SB∗

1,1 �.����"
������� ������- ������( � � ����������� ���� �� ��'���� .�#� �� A����� �
������� ����� � ���.�������� ������� ������� B1,1 � ��.� �!����� ��N�.����
�"�+�����$ �������� ��������

P�#�� �����.�� �� ��'���� � ��/��������� � SB1,1 �$�.�/�$�� �����.������'"
����� � ��#����" ��#���$ #���� βω� ����!��� �� ��'���� ������#���� � 2�8( 83�

����������� SB1,1 ��������' A�����( #�# ����������� ����� ������� �����"
�� B1,1 �����.��� ����������

B1,1 =
{
Cπ : π ∈ Ti

}
.

,�� �!�� B′
1,1 =

{
U ∈ B1,1 : |U | = ω

}
�

�����.�� ������ �� ��'����( ����!��� A�����( .�� .���� ������������

P � � � � � � ���� 2��3 SB∗
1,1 � ��	�����
�'

(��� ���
�����' ����' X = {xn : n ∈ ω} ⊆ SB∗
1,1� 4������( !�� .�� ���$ n ∈ ω �����"

��

SB∗
1,1 = ∪{C∗

s : dom s = n+ 1}.
P��.� .�� #��.��� n ∈ ω ��.���� sn ∈ N1 ��#��( !�� x ∈ [Csn] � dom sn = n + 1�

P��.� ���� ����.����' π ∈ T1 ���.�-/�� ���� ��D π(n) = sn�
����!��� X ⊆ [Cπ]( � ��� C��� (N1 \ Cπ)

∗ �������� ������� ��#����" ��#����
� SB∗

1,1 ���������( #������ � ������#����� � X �

Q � � � � ���� 2��3 "
����� B1,1 &�
&���& ������ ��1������� 2����	
��� ���
������'

(��� ���
�����' ��#����( !�� B′
1,1 = {U ∈ B1,1 : |U | = ω} ���' ��N�.���� �!�����

!���� �"�+�����$ ��������� ��� #��.��� j ∈ ω � s ∈ N1 ��#���( !�� dom s � 2j − 1(
����.����

B(j, s) = {U ∈ B′
1,1 : ��.���� #��!��K ⊆ T1 � L ∈ expj T1 ��#��( !��

s ∈ (∩{Cπ : π ∈ K}) ∩ (∩{N1 \ Cπ : π ∈ L}) ∈ expω U}.
��#����( !�� #��.�� B(j, s) �������� �"�+������ �����������

4�B�#������ j ∈ ω � s ∈ N1 ��#��( !�� dom s � 2j − 1� ����' U0, U1 ∈ B(j, s)� P��.�
��/������� #��!�� Ki ∈ T1 � Li ∈ expj T1 Ei = 0, 1F ��#��( !��

s ∈ Di = (∩{Cπ : π ∈ Ki}) ∩ (∩{N1 \ Cπ : π ∈ Li}) ∈ expω Ui (i = 0, 1).

P����' �������� h ∈ P1 ��#��( !�� {h|n : n � dom s} ⊆ D0 ∩D1�
������' h ∈ P1 ��.�� �� �.�#+�� �� n � dom s� ����' h|dom s = s� �� ��������-

����� h|dom s ∈ D0 ∩D1�
���.�������( !�� �� ����.���� h|n .�� n � dom s ��#( !�� h|n ∈ D0 ∩D1�
,���.���� h|n+1 #�# ���.������ h|n � n+ 1 ��#( !��

h|n+1 /∈ {π(n) : π ∈ L0 ∪ L1}.

��



0�� �� ����( ���#��'#� ��/������� n + 2 �� ��!�$ ���.������ h|n � n + 1(
� |L0∪L1| � 2j � n+1 < n+2� P��.� ��.���� ��������� ���.������ h|n .� h|n+1� >��#(
h ∈ P1 � ���� �� ��������� {h|n : n � dom s} ⊆ D0∩D1 �������� �( ���.������'�(
|D0 ∩D1| = ω�

,������� ��#� ��'( !�� B′
1,1 = ∪{B(j, s) : j ∈ ω, dom s � 2j−1}� 0�� ���.��� � ����(

!��( ��"�����$( ���#�� ���#��!�� U ∈ B1,1( |U | = ω( ��.����� �#������ ���#��!��
�������� D( ����-/���� ������!���� C������� ��� .������� C������� � B1,1(
�( ��"�����$( ���#�� ���#��!�� ��.�������� N1 ��.����� C������ �� �#��' ���.�
���'%��� ��������� ����.������

K������.����� � .��� ����� ����!���

P � � � � � � ���� 2��3 *���������� SB∗
1,1 ����
�����&�� ��
���� ���
��'

4������( !�� � .�#� ����'���� ����� ��� ���� � ����' �������( �#��.�������
� s ��� ����.����� B(j, s)(  ����� 2j − 1 � dom s � nj − 1 � dom s� P��.� B′

1,1

���.������� � ��.� �!����� ��N�.���� n"�+�����$ ���������
1��������� �������� ����������� SB1,1( #������ ��/������ ����!�-� .���

����������� �� βω�

P � � � � � � ���� *���� ��������� {Csi : i ∈ ω} �����$ ��� {si : i ∈ ω} , ������
���& ������& �����	� � N1$ � X = {xi : i ∈ ω} �����$ ��� xi ∈ [Csi]' +���� [X]
���������� βω'

(��� ���
�����' 1��������� ��������� λ = {Csi : i ∈ ω}�
��� ��'���B��'��� ξ ∈ βω \ ω � F ∈ ξ ����.����

WF = ∪{Csi : i ∈ F},
λξ = {WF : F ∈ ξ},
Lξ = ∩{[WF ] : WF ∈ λξ}.

Q��#� ��.��'( !��

�F Lξ ∩ Lη = ∅ .�� ξ �= ηJ

�F {X ∩WF : F ∈ ξ}G��'���B��'�� � �������� X J

�F |Lξ ∩ [X]| = 1�

����' xξ = ∩{[X ∩WF ] : F ∈ ξ}�
> #�����#+�� ���.���( !�� X ∪ {xξ : ξ ∈ βω \ ω} = [X] ��������B� βω�

4������( !�� X∗ ��.� � ����� � SB∗
1,1( ���#��'#� c(SB∗

1,1) = 2ω�

� � � . � � � � � ���� ��/������� A ⊆ N1 �����$ ��� [A] ���������� βω'

(��� ���
�����' = #�!����� A .������!� � ��' ���#��!�- ������- ���+��' � N1�

� � � . � � � � � ���� #�
� X = {xi : i ∈ ω}, ��������� 	����%����� SB∗
1,1 �����$

��� xi ∈ C∗
si
$ � 	�� -��� C∗

si
∩ C∗

sj
= ∅ �
& i �= j$ ����� [X] ���������� βω'

(��� ���
�����' ��� .�#� ����'���� .���� ���.����� .������!�  ������'( !��

C∗
s = ∪{C∗

t : dom t = dom s+ 1, s � t} .�� ���� ���'��� C∗
s .

�:



> .��$ ������ � ������� βω �� ����!��� �#������ #��.���'�� $���#����"
���#� �%��� ������������

� � � . � � � � � ���� 2��$ ������ � ��
�������� ���
� ���
�� E�	���F 	�������
���� SB1,1 ���� 2ω$ � ��/���� ���� 22

ω
'

7���  ���#��� ������� ���+��� � SB1,1 ��������B� βω( �� +��' � N1 ��������
�$�.�/���� �����.������'���'- � SB1,1�

P � � � � � � ��:� *���� A = {si : i ∈ ω}, ��������& ��	� � N1' +���� A &�
&���&
����&/���& 	��
�������
������ � SB1,1'

(��� ���
�����' 1��������� ���#��!�- +��' A = {si : i ∈ ω} � N1� ���.�������(

x ∈ [A] \ A � Ox =
[
Cπ|M \ ⋃

π∈T ′
Cπ

]
G �� ���� �#�������' ��!#� x�

���#��'#� A ⊆ N1 � x ∈ [A]( �����
(
Cπ|M \ ⋃

π∈T ′
Cπ

)
∩A �= ∅( �� ���' ��.���� i0 ∈ ω

��#��( !�� si0 ∈ Cπ|M � ���#��'#� AG+��'( �� si ∈ Cπ|M .�� ���$ i � i0�
� .����� ������( �� ����� ⋃

π∈T ′
Cπ ∩A = ∅.

����������'�( � �������� ���!��( ���#��'#� AG+��'(
⋃

π∈T ′
Cπ ��.������ �� ��I ��"

������ A(  � ��#�-!���� #��!��� !���� ��!�#� > ���.� Ox ∩ [A] = ∅�
>��#( xG���.�� �$�.�/���� �����.������'���� A = {si : i ∈ ω}�
����� βω � ���.���� �$�.�/�$�� �����.������'����� � SB1,1 .������!� �����

P � � � � � � ���� *����

Q = {x ∈ SB∗
1,1 : x,	����
 ����&/���& 	��
�������
����� ����� N1},

μ = {A∗ : A ⊆ N1, [A] ���������� βω}.
+���� Q ����� 	
���$ � ��������� μ &�
&���& π������ � SB∗

1,1'

(��� ���
�����' 1��������� V = Cπ|M \ ⋃
i�m

Cπi
G C����� Γ1,1 ��#��( !�� |V | = ω�

�� �.�#+�� �������� .�� �����.������'���� {sk : k ∈ ω} � {tk : k ∈ ω} C������� V
��#��( !��

E�F {sk : k ∈ ω}G+��' � N1J

E�F {tk : k ∈ ω}G ������� ���+��' � N1J

E�F sk < tk+1 .�� ���$ k ∈ ω�

������� n0 � s ∈ Cπ|M \ ⋃
i�m

Cπi
��#��( !�� n0 � m+ 1 � dom s = n0 + 1�

,���.���� s0 = t0 = s�
����' �� ����.����� {sk : k � �} � {tk : k � �}( �.���������-/�� �������� E�F)E�F�

,���.���� sl+1 � tl+1� ���#��'#� � � n0 � m+1( �� ��/������� � ���� .��$ ���.����"
�� s�( ����/�$ � Cπ|M \ ( ⋃

i�m

Cπi
)� ,���.���� �.� � �$ #�# s�+1( � .����� G #�# t�+1�

P��.� ��������� {sk : k � l + 1} � {tk : k � l + 1} �.���������-� �������� E�F)E�F�
= �� ��'���� ����!��� .�� �����.������'���� {sk : k ∈ ω} � {tk : k ∈ ω}( �.�"

��������-/�� �������� E�F)E�F� > ������� E�F)E�F � ������ ���( ��: ����!���( !��
{sk : k ∈ ω} ⊆ V ( {sk : k ∈ ω}G �$�.�/���� �����.������'���' � lim

k→∞
sk ∈ V ∗( � ��#��

{tk : k ∈ ω} ⊆ V ( [{tk : k ∈ ω}] ��������B� βω � ({tk : k ∈ ω})∗ ⊆ V ∗�

��



?�?� @�� ����� � 2�93 ���� ������ �$�.�/���� �����.������'���� � ��������(
 ���#��� #�����$ ��������B� βω�

P � � � � � � ��	� 2�93 #�
� ��%����� A ⊆ N1 �����$ ��� |[A] \A| = 1$ ����� ��/��
������ ������ ��%����� K ⊆ A �����$ ��� A \K ,��	�'

P� � � � � � ��<� 2�93 #�
�  ������� [A] ��%����� A ⊆ N1 , ��	�& βω$ ����� A,
��1������ ������� ���
� �����	��'

� � � . � � � � � ��:� 2�93 #�
�  ������� [A] ��%����� A ⊆ N1 , ��	�& βω$ �����
�
�� ���� ��	��$ ����&/�� � A$ �������� ���� ��������'

P�!#� ����������� SB1,1 ���� ������������' #�# ��#�����'�� +����������
������� �#�����$ #������ ������� � B1,1�

P � � � � � � ��8� #�
� ξ = {Cπ|M},�������
��& ����������& ������� -
����
��� ��������� {

Cπ|M : π ∈ T1, M ⊆ ω
}
,

��
∣∣∩{C∗

π|M : Cπ|M ∈ ξ
}∣∣ = 1'

(��� ���
�����' > +������������ ������� ξ = {Cπ|M} � ��#����#����� SB1,1

���.���( !�� ∩
{
C∗

π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
�= ∅�

��#����( !��
∣∣∩{

[Cπ|M ] : Cπ|M ∈ ξ
}∣∣ = 1� ���.������� ��������D ����' ��.����

.�� �� ��!�� ��!#� x, y ∈ ∩{C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ

}
� 1��������� ���� ���'�- �� ���-

�#�������' ��!#� x

Ox =
[
Cπ0|M0

\
⋃
π∈T ′

Cπ

]
=

[
Cπ0|M0

]
\
[ ⋃
π∈T ′

Cπ

]
��#�-( !�� y /∈ Ox�

&�������
[
Cπ0|M0

]
�������� ��#����" ��#���� ���������( ��.����/�� ��!"

#� x( ���-.� Cπ0|M0 ∩ Cπ|M ���#��!� .�� ���#��� Cπ|M ∈ ξ� = ���� ��#�����'���� ξ
����!��� Cπ0|M0

∈ ξ �( ���.������'�( [Cπ0|M0
] � y�

P�# #�# y /∈ Ox( ����!���( !�� y ∈
[ ⋃
π∈T ′

Cπ

]
=

⋃
π∈T ′

[Cπ]� P��.� ��.���� π′ ∈ T ′ ��#��(

!�� y ∈ [Cπ′]�
P�# #�# [Cπ′] ��#����" ��#��� � [Cπ′] � y ∈ ∩{C∗

π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
( ����!���( !��

Cπ′ ∩ Cπ|M ���#��!� .�� ���#��� Cπ|M ∈ ξ( �  �!��( Cπ′ ∈ ξ�
����!��� ∩{C∗

π|M : Cπ|M ∈ ξ
}⊆ C∗

π′ ( �( ���.������'�( x /∈ ∩{C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ

}
� 0��

���������!�� .�#� ����� ��������

P � � � � � � ��9� #�
� ξ = {G},�������
��& ����������& ������� -
������
��������� {

G = N1 \
⋃
π∈T ′

Cπ : T ′ ⊂ T1, |T ′| < ω
}
,

��
∣∣∩{G∗ : G ∈ ξ

}∣∣ = 1'

(��� ���
�����' > +������������ ������� ξ = {G} � ��#����#����� SB1,1 ���"
.���( !�� ∩{G∗ : G ∈ ξ} �= ∅� ���.�������( !�� ��.���� x, y ∈ ∩{G∗ : G ∈ ξ}( x �= y�

1��������� ���� ���'�- �� ���- �#�������' ��!#� x Ox =
[
Cπ0|M0

\ ⋃
π∈T ′

Cπ

]
��#�-( !�� y /∈ Ox� 4������( !��[

Cπ0|M0
\
⋃
π∈T ′

Cπ

]
= [Cπ0|M0

] \
[ ⋃
π∈T ′

Cπ

]
= [Cπ0|M0

] \
( ⋃
π∈T ′

[Cπ]
)
.

�	



>����D [Cπ0|M0
] �

⋂
π∈T ′

[N1\Cπ]G��#����" ��#���� ��������( ��.����/�� ��!#� x�

,��-.� � � ��#�����'���� ������� ξ ���.���( !��
⋂

π∈T ′
(N1\Cπ) ∈ ξ( � C���� ����#���(

!�� y ∈ ⋂
π∈T ′

[N1 \ Cπ]� P�# #�# y /∈ Ox( ����!���( !�� y /∈ [Cπ0|M0]�

�� ���.�����- ��9 ��/�����-� π1, π2 ∈ T1 ��#��( !�� Cπ0|M0
= Cπ1 ∩ Cπ2 � K� ���.�

y /∈ [Cπ1 ∩ Cπ2] = [Cπ1] ∩ [Cπ2]�
����' y /∈ [Cπ1 ]� P��.� y ∈ [N1 \ Cπ1]� > ��#����" ��#������ �������� [N1 \ Cπ1]

� ��#�����'���� ξ ���.���( !�� N1 \ Cπ1 ∈ ξ� ,��-.� [N1 \ Cπ1 ] � x( ���.������'�(
x /∈ [Cπ1]( !�� ���������!�� ����( !��

[Cπ1] ⊇
[
Cπ0|M0

] � x.

0�� ���������!�� .�#� ����� ��������

���� ������� ��������� �������� .�� ���.��� ���.�-/�$ ����.������

, � � � . � � �  � � ���� P�!#� x ∈ SB∗
1,1 � ���� u"��!#��( ����

x = ∩{C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ

}
.�� �#������ ��#�����'�� +���������� ������� ξ = {Cπ|M} � ��������� �������{

Cπ|M : π ∈ T1, M ⊆ ω
}
.

, � � � . � � �  � � ���� P�!#� x ∈ SB∗
1,1 � ���� �"��!#��( ����

x ∈ ∩{C∗ : C ∈ ξ
}

.�� �#������ ��#�����'�� +���������� ������� ξ = {C} � ��������� �������{
N1 \

⋃
π∈T ′

Cπ : T ′ ⊂ T1, |T ′| < ω
}
.

> ����.����� ���.���( !�� u"��!#� ���' ��!#� SB∗
1,1( #������ ���-� �� � �#����"

����� � SB∗
1,1( ������/�- � ������� ��.� C∗

π|M ( �.� π ∈ T1( M ⊆ ω( � �"��!#� ���'
��!#� SB∗

1,1( #������ ���-� �� � �#��������� � SB∗
1,1( ������/�- � ������� ��"

.�
(
N1 \

⋃
π∈T ′

Cπ

)∗
( �.� T ′ ⊂ T1( |T ′| < ω�

= 2:3 .�#� �� ������� �� C#��������$ ����.�����$ �"��!�#�

P � � � � � � ���6� 2:3 ��� ��!#� x ∈ SB∗
1,1 ���.�-/�� ������.��� C#��������D

ERF ��!#� x ���' ���.�� �#������ +��� {sk : k ∈ ω } C������� N1J

ESF ��!#� x ����� �� � � SB∗
1,1( ������/�- � ��#����" ��#���$ �#��������� ��.�(

N1 \
⋃
π∈T ′

Cπ

)∗
;

E
F � ����( !�� x ∈ [Cπ|M ] .�� �#�����$ π ∈ T1( M ⊆ ω( ���.���( !�� ��/�������
i ∈ M ��#��( !�� x ∈ [Cπ(i)]�

�<



���� ������� ��#� �����( !�� l"��!#� ����-��� ���.����� +����� = 293 .�#� ��
������� ����( ����.���-/�� ���.��'�� ��!#� ���+���� � ������$ +���������$
������ ��������

A�.�� �������'( !�� Cπ|M �����.���( ���� π(M)G ������� ���+��'( � �������

M′
π|M =

{
Cπ|Mi

: Mi = M ∩ {n : n � i} , i ∈ ω
}
,

ML =
{
G = N1 \

⋃
π∈T ′

Cπ : T
′ ⊂ T1, |T ′| < ω

}
,

Mπ|M = ML ∪M′
π|M .

, � � � . � � �  � � ���� L���������- ������� ξ = {G} � ��������� Mπ|M ��.��
� ����' π|M������������ �
& Cπ|M ( ���� M′

π|M ⊆ ξ�

=��#�- π|M"+���������- ������� ���� .������' .� ��#�����'�� π|M"
+���������� ��������

P � � � � � � ����� 293 *���� ��%����� Cπ|M 	�����.�� � |M | = ω' #�
� ξ = {G},
�������
��& π|M�����������& ������� �
& Cπ|M $ ��

|∩ {G∗ : G ∈ ξ}| = 1.

� (�(� ������������ SB1,2

����.� ����� ������ �����%��� ���������� SB1,1 � SB1,2�

Q � � � � ���� *���� B1,1 = {G}, ��
��� �
����� ��������& ��

�'
+���� ��������� {G ∩N2 : G ∈ B1,1}, -�� ��
��� �
����� B1,2'

(��� ���
�����' K����.� ��.��'( !�� ��������� {G ∩N2 : G ∈ B1,1} ���' ������ ��"
����� � N2� ��#����( !�� {G ∩N2 : G ∈ B1,1} = B1,2� ��� C���� .������!�  ������'(
!�� .�� ���#��� s ∈ N2 ����������

Cs ∩N2 = {t ∈ N1 : t|dom s = s} ∩N2 = {t ∈ N2 : t|dom s = s}.
,������( !�� .�� s ∈ N1 \N2 ������.���� Cs ∩N2 = ∅�

P � � � � � � ����� ��/������� ���������� � φ : [N2]SB1,1 → SB1,2 �����$ ���
φ|N2 , ��%�������� ������%���'

(��� ���
�����' 1��������� ���� ���'�- ��!#� ������ x ∈ [N2]SB1,1 \ N2� P�!#�
x = {G ∈ B1,1 : x ∈ [G]SB1,1}G C�� ��'���B��'�� � ������� ������� B1,1�

P��.� ξx = {G∩N2 : G ∈ x} �������� ��'���B��'���� � B1,2( �� ���' ��!#�� ���%�"
���� SB1,2�

,���.���� ���������� φ �� �������D
φ(x) = ξx .�� x ∈ [N2]SB1,1 \N2J � �������� N2 ���������� φ ���.�������
,��������� φ �������� ����������� M�O�
����' ξ = {G′}G ��'���B��'�� � B1,2� P��.� | ∩ {[G′]SB1,1 : G

′ ∈ ξ}| = 1� �������"
���'�( ���� �� �%���' x, y ∈ ∩{[G′]SB1,1 : G′ ∈ ξ}( x �= y( �� �%���' �� � Gx ∈ x(
Gy ∈ y Ex � y ���� ������������' #�# ��'���B��'��� � B1,1F ��#��( !�� Gx∩Gy = ∅�

= ���� ����( !�� [Gx]SB1,1 � [Gy]SB1,1 G ��#����) ��#���� ��������( ����!���
���.�-/��D G′

x = Gx ∩ N2 �= ∅ � G′
y = Gy ∩ N2 �= ∅( G′

x, G
′
y ∈ B1,2 � G′

x, G′
y ∈ ξ( !��

��� �����
������� x = ∩{[G′]SB1,1 : G

′ ∈ ξ}� �� ����.����- ���������� φ ����� φ(x) = ξ�
?�����!� .�#� ������� � � ����� �.� �!���' ���������� φ� K�������"

���' φ �!���.�� P�#�� ���� ��( φ : [N2]SB1,1 → SB1,2 G��#���� ��������B� ��

�8



P�#�� ���� ��( SB1,2 ������� � SB1,1 #�#  ��#���� ��������� ��� C��� SB∗
1,2

�������� ��.� � ������ � SB∗
1,1 � ���� ��.� �� ���$ �#����������

,#� ����'( !�� � ������ .���� ����������� ���' � ��������� ��!#�( � � �����
����������� ���' ��#����" ��#���� #���� βω�

P � � � � � � ����� (
& 	���������� SB1,2 ���� �
����/��0
�F A = {si ∈ N2 : i ∈ ω}, 	�
�& ��	�' +���� A ∈ B1,2$ [A] &�
&���& ��������

 ������� ��%������ � SB1,2 � [A] \ A ������� � ���� �����'
�F #�
� A = {sn = f |n : n ∈ M}, ��	�$ ��� f ∈ P2 � |M | = |ω \M | = ω' +���� [A] �

&�
&���& �������� ������� ��%������ � SB1,2'
�F A = {π(n) : n ∈ M ⊆ ω} , ��������& ������& �����	�' +���� A ∈ B1,2 � [A]

&�
&���& �������� ������� ��%������ � SB1,2 � ���������� βω'

(��� ���
�����' �� ��#����( !�� A ∈ B1,2� ��� C���� �������� π1, π2 ∈ T2 ��#��( !��
A = Cπ1 \ Cπ2�

,���.���� π1(i) = si .�� ���#��� i ∈ ω� π2(0)(0) = (s0(0) + 1)mod 2 � π2(i)|i = si−1(
π2(i)(i) = (si(i)+1)mod 2 ��� i > 0 E.������ �������( π2(i)G C�� ���.������ si−1 � i(
����!�� �� siF� > ��������� �!���.�( !�� A = Cπ1 \ Cπ2�

= ������� ��: .�#� ��( !�� ���#��!�� +��' � N1 ���' �$�.�/���� �����.���"
���'���'� ���#��'#� SB1,2 ������� � SB1,1 #�#  ��#���� �������� � � ���� ���"
���� ���� ����!���( !�� [A] \ A ������� � �.�� ��!#�� ���#��'#� A ∈ B1,2( �� [A]
�������� ��#����" ��#���� ��������� � SB1,2�

�� ���.������� ��������D ����' [A]G ��#����" ��#���� �������� � SB1,2� &�"
������ A � A′ = {sn = f |n : n ∈ ω \ M} ����-��� ��.�����.������'������ �����"
.������'���� {sn : n ∈ ω}� ,��-.� [A] = A ∪ {x} � [A′] = A′ ∪ {x}( �.� xG���.��
�����.������'���� {sn : n ∈ ω}� ��� C��� A′ ⊆ SB1,2 \ [A]�

= ���� �%��� ���.�������� �������� SB1,2 \ [A]  ��#���� P��.� ����!���( !��
{x} ∪A′ = [A′] ⊆ SB1,2 \ [A]� 0�� ���������!�� ����( !�� x ∈ [A]�

�� �� ���.�����- ��9 ����� Cπ|M ∈ B1,2� ������� M ′ = {n+1: n ∈ M}� ��������
π0, π1 ∈ T2 ��#��( !�� A = Cπ|M \ (Cπ0|M ′ ∪ Cπ1|M ′)�

��� n ∈ M ������� π0(n+1)|n+1 = π1(n+1)|n+1 = π(n)� ������� π0(n+1)(n+1) = 0
� π1(n+1)(n+1) = 1� ������� �������( π0(n+1) � π1(n+1)G C�� .�� �� ��!�$ ���.��"
���� π(n) � ���.�-/�� %��� = ��!#�$ n /∈ M ′ π0(n) � π1(n) �������� ���� ���'��

P�������� �������� ������� � ���� ���������( ��# #�# Cπ0|M ′ ∪Cπ1|M ′ ���� ���
� Cπ|M ��� ���.������ C������� ���+���( �������� ���'#� �$� = ������� ��� .�"
#� ��( !��  ���#��� ���#��!�� ������� ���+��� � N1 ��������B� βω� ,��-.�
� � ������� ���� ���.���( !�� [A] ��������B� βω� ���#��'#� A ∈ B1,2( �� [A] ��������
��#����" ��#���� ��������� � SB1,2�

4������( !�� ������� ��#�� E�F .�#� ��� ������� ���.�� +��� � N2 ���' � �"
�������� ��!#� ������ SB∗

1,2�
��� �� ��������$ ��!�# ������ .�#� � ���.�-/�� �� ��'����

P � � � � � � ���:� 2 
���� ���������� Ox 	��� ��
��� �� �
������� ����� � 
������ x ∈ SB∗

1,2 �����%���& �������� ������& ��	�& βω'

(��� ���
�����' 1��������� ���� ���'�- �� ���- �#�������' �� ���������
��!#� ������ Ox = [Cπ|M \ ⋃

π∈T ′
Cπ]( T

′ ⊂ T2( |T ′| < ω� ��#����( !�� ��.���� ���"

#��!�� ������� ���+��' {si : i ∈ ω} ⊆ Cπ|M \ ⋃
π∈T ′

Cπ = G�

���#��'#� xG��!#� ������( �� |G| = ω� =��.�� ��� �!���( s+1G C�� ��������
���.������ s � dom s+ 1( �� ���' s+ 1 = {t ∈ N2 : t|dom s = s, dom t = dom s+ 1}�

�9



,���.���� �������� IOx = {s ∈ G : |s+ 1 ∩G| = 0}( VOx = {s ∈ G : |s+ 1 ∩G| = 2}
� UOx = {s ∈ G : |s+ 1 ∩G| = 1}� ,�  �.�-� �� ����� G = IOx ∪ VOx ∪ UOx�

��#����( !�� ���� |IOx| = ω( �� ������� ����� ���#��'#� Nn
2 = {t ∈ N2 : dom t = n}

#��!� .�� ���$ n ∈ ω( �� ��.���� ���#��!�� M ⊆ ω ��#��( !�� IOx ∩ Nn
2 �= ∅ .��

���$ n ∈ M ( M = {n1, n2, . . . , ni, . . .}�
= #�!����� si �������� ���� ���'�� C����� � IOx∩Nni

2 � = ����� ����!��� ���#�"
�!�- ������- ���+��' {si : i ∈ ω} ⊆ IOx ⊆ G� ����� ��.�� �!����'( !�� IOx #��!��

P����' ���������� VOx� 7��� �� #��!�( �� |UOx| = ω( � ��.���� n0 ��#��( !��
dom s < n0 .�� ���$ s ∈ IOx∪VOx� P��.� .�� ���$ m > n0 ������� Nm

2 ∩G = Nm
2 ∩UOx�

1��������� ���� ���'�� s ∈ Nm
2 ∩G ��� m > n0� ���#��'#� s ∈ UOx( �� s+1 = {s′, s′′}(

�.� s′ ∈ UOx � s′′ ∈ ⋃
π∈T ′

Cπ� P�# #�# s ∈ G � s′′ /∈ G( �� ��.���� π ∈ T ′ ��#��( !��

s′′ = πi(m+ 1)�
4������( !�� .�� �� ��!�$ s1, s2 ∈ Nm

2 ∩G ��� m > n0 ��.���� π′, π′′ ∈ T ′ ��#��(
!�� s1 < π′(m + 1) � s2 < π′′(m + 1)( �� ���' |Nm

2 ∩ G| � |T ′| .�� ���$ m > n0� ���
C��� .�� �-���� s ∈ Nm

2 ∩G ��� m > n0 ��.���� s′ ∈ Nm+1
2 ∩G( #������ �������� ���

���.��������
P�#�� ���� ��( G \ {s ∈ G : dom s � n0} ���.�������� ����� � ����� |T ′| ���#�"

�!�$ +����� ������� ��#�� � ������� ���� ����� G ������� � #��!��� !����
� ��������$ ��!�#� 0�� ���������!�� ����( !�� xG� � ��������� ��!#��

,������' ����������' ���!��( #��.� |VOx| = ω� =� ���� .�� ��������
�� |Cs∩VOx| < ω .�� ���$ s ∈ V ′ ⊆ VOx( �.� |V ′| = ω� = #�!����� s1 ����� ���� ���'��

s ∈ V ′( ��� C��� |V ′\Cs1| = ω� = #�!����� s2 ����� s ∈ V ′\Cs1 ��#��( !�� dom s2 > dom s1�
K� k"�� %��� ����!���D {si : i � k}G ������� ���+��' � |V ′ \ ⋃

i�k

Csi| = ω� �����

�!����� !���� %���� ����!�� ���#��!�- ������- ���+��'

{si : i ∈ ω} ⊆ V ′ ⊆ VOx ⊆ G.

�� K��.���� s0 ∈ VOx ��#��( !�� |Cs0 ∩ VOx| = ω�
�������� ���#��!�- +��' {ti : i ∈ ω} ⊆ VOx� = #�!����� t1 �� '��� s0� 7��� .��

���$ s ∈ Ct1 ∩VOx ������� |Cs∩VOx| < ω( �� ����$�.�� # ��#�� �( �.� V ′ = Ct1 ∩VOx�
= �������� ���!�� ��.���� t2 ∈ Ct1 ∩ VOx ��#��( !�� |Ct2 ∩ VOx| = ω� ��� t2 �����"

���� ������.���( !�� � .�� t1� > ��# .����� = ����� ���� ��.�� �������� ���#��!��
������� +��' {ti : i ∈ ω} ⊆ VOx( ���� � #��!�� %��� �� ��������� # ��#�� � � ��"
������ ��#���- ���+��'�

= #�!����� si ��.�� ����' �� ���.������ ti � dom ti+1( #������ � ���� ti+1|dom ti �
= ����� ����!�� ���#��!�- ������- ���+��' {si : i ∈ ω} ⊆ VOx ⊆ G�

������� ��#�� � ������� ���� [{si : i ∈ ω}] ��������B� βω�

� � � . � � � � � ���� (
& 
���� �� �
������� ����� ������ x ∈ SB∗
1,2 � 	��� �

��
��� �� ���������� Ox �	�����
��� c(Ox) = 2ω'

�.����' ������' �������� � N2(  ���#��� #�����$ ����-��� ��#����" ��#�"
���� #������ βω�

P � � � � � � ����� *���� A ⊆ N2$ |A| = ω' 3������� [A] &�
&���& ��������
 ������� ��	��� βω ����� � ��
��� �����$ ����� A ���� ��1������ ������� ���
�
������� �����	�� � N2'

(��� ���
�����' ��#���� ���$�.�����'� ������� ������� ���� � ���.����- ��: .��"
� ���$ +����( �$�.�/�$ � A( �����!�� �#������ #������� h� ���#��#� [A] ��#��"
�� � SB1,2 � �������� ��#����#���( �� ��/������� #��!�� ��#����� [A] =

⋃
i�ñ

[Ui]( �.�

Ui = Cπi|Mi
\ ⋃

j�ni

Cπi
j
�
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K������( !�� Ui =
{
Cπi(n) \

⋃
j�ni

Cπi
j
: n ∈ Mi

}
� ��� C��� .��� +����( �$�.�/�$

� Ui( �����!�� �.�� #������� h�
4������( !�� .�� �-��$ s1 < s2 ∈ Ui � ���� ���'��� t ∈ N2 ��#���( !�� s1 �

t � s2( ������� t ∈ Ui E.������ �������( � +���$( ��.����/�$�� � Ui �� M.���#OF(
���#��'#� � �������� ���!�� t ∈ ⋃

j�ni

Cπi
j
( � ���.� s2 ∈ Ct ⊆

⋃
j � niCπi

j
� s2 /∈ Ui�

,��-.� ���.���( !�� .�� ���$ n ∈ Mi � �-���� t ∈ Cπi(n) \
⋃

j � niCπi
j
������� n �

dom t � n + h− 1�
���#��'#� � #��.��� C������ ���.������ � ���.�-/�� %�� ���� .��( ��∣∣∣∣{t ∈ Cπi(n) \

⋃
j�ni

Cπi
j
: dom t = n+ k

}∣∣∣∣� 2k.
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����' ���� .�� n � ñ( �� ���' {tn} = Nn

2 \Cπ .�� ���$ n ∈ {0, . . . , ñ} � �� ���� �-�
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Ctki
� 4�!��( s /∈ ⋃

tn∈A
Ctn �

�:



P��.� � ��������� A ���.���( !�� ��.���� k /∈ {k1, . . . , km} ��#��( !�� s < tk�
����!��� tk ∈ Cf |n ∩A� *�� ���������!�� ���.�������-�

&������� PA ���#��!�� > ���.����� ��< � ���� B�#��( !�� ����� A ������#�����
�� ������ Ff ( ���.���( !�� A ��' � ���.�����' .� ����� ���+����

�� 1��������� ������� γ = {A∗ \ D∗ : D G ������� ����� ���+��'}� �� ���."
����- ��< .�� �-��� ������� ����� ���+��� D ��.���� f ∈ P2 ��#��( !�� D∗ ⊆ Ff �

= ���� .�#� ���� �������� � ����� A∗ \ ⋃
i�n

D∗
i �= ∅� P��.� ������� γ +���������

� �� C������  ��#��� � ���� ��#�� � ������� ����� = ��#����#��� ���%�����
SB1,2 ������!��� +���������� �������  ��#���$ ������� � �����( �  �!��(
��.���� ξ ∈ ∩{U : U ∈ γ}� ξ � ���' ��#���� ��'���B��'���

= SB1,1 ���� ���.�� ������ u"��!#� � l"��!#�� ?�����!�� ��������� ����
�������� � .�� SB1,2�

, � � � . � � �  � � ��:� x ∈ SB∗
1,2 � ���� u"��!#��( ���� {x} = ∩{C∗

π|M : Cπ|M ∈ ξ}
.�� �#������ ��#�����'�� +���������� ������� ξ = {Cπ|M ∈ ξ} � ���������
�������

{Cπ|M : π ∈ T2, M ⊆ ω}.
, � � � . � � �  � � ���� x ∈ SB∗

1,2 � ���� l"��!#��( ���� {x} = ∩{C∗ : C ∈ ξ} .��
�#������ ��#�����'�� +���������� ������� ξ = {C} � ��������� �������

{N2 \
⋃
π∈T ′

Cπ : T
′ ⊂ T2, |T ′| < ω}.

��#� ����'���� ��/��������� u � l"��!�# � ����������� SB1,2 ������'- �����"
��-� �����������-/�� .�#� ����'����( �����.��� .�� ����������� SB1,1 E�����"
�� ��8( ��9F�

= SB1,2( #�# � � ����������� SB1,1 E������� ���6F( ������'- ������� �����������"
-/�� .�#� ����'����( ���� .�#� ��' ���.�-/�- ��������

P � � � � � � ���<� (
& ����� x ∈ SB∗
1,2 �
����/�� �����%���& -�����
���0

4' +���� x &�
&���& l�������$ �� ���� ����� �� � �������� ������� ��������
���� ���� [N2 \

⋃
π∈T ′

Cπ]'

5' +���� x &�
&���& 	����
�� ����&/���& 	��
�������
����� { f |n : n ∈ ω } ⊆ N2'

,��-.� ����!���( !�� #��.�� � ������� � ��� � �������� ���$�.���� � .����"
��!�� .�� ����( !���� ��!#� x ∈ SB∗

1,2 ���� l"��!#���
P�# #�# SB1,2 �� ������� ���� ������� � ����������� SB1,1( �� �#��� ������D #�#

���������� ������ u" � l"��!�# � .��$ �����������$H ,������ � .��� ������
������ ���.�-/�� ��������

P � � � � � � ���8� #�
� x ∈ SB1,2$ �� x � &�
&���& u������� � 	���������� SB1,1'

(��� ���
�����' �������� ���#��!�- ������- ���+��' D ⊆ N1 \N2� ��!��� ���"
��.�!�� N2 = {tn : n ∈ ω}� ��� ���#��� tn ∈ N2 B�#������ t̃n ∈ N1 \ N2 ��#��( !��
tn < t̃n( dom t̃n > dom t̃n − 1 � t̃n(m) = 2( �.� m = dom tn + 1� P�#�� ���� ��( � #�!�"
���� t̃n ����� .������!� .���� ���.������ tn( #������ ��� � ��!#� m = dom tn + 1
��$�.�� � N2�

��������� ��#�� ���� �� D �������� ������� ���+��'-( ���#��'#� � ��������
���!�� �%���' �� tn1 �= tn2 � N2 ��#��( !�� t̃n1 < t̃n2� ��C���� ���� t̃n1 � tn2 E!���

��



���' � �����( ���#��'#� t̃n1 /∈ N2F( ���� tn2 < t̃n1 � P��.� ���� tn1 < tn2 E� C��� ���!��
tn2(dom tn1 + 1) = 2F( ���� tn2 < tn1 �

����!���( !�� t̃n2 |m = tn1|m( �.� m = dom tn2 + 1� ? C�� ���������!�� ����( !��
tn1 ∈ N2� ?��+��' D �������� ������� � ���� ����( !�� dom t̃n < dom t̃n+1�

P��.� ��.���� π ∈ T1 �M ⊆ ω ��#��( !�� π(M) = D� ��� C��� [D]SB1,1 ⊆ [Cπ|M ]SB1,1(
[Cπ|M ]SB1,1 G��#����" ��#���� �������� � [Cπ|M ]SB1,1 ∩ [N2]SB1,1 = ∅�

P��.� [D]SB1,1 ∩ [N2]SB1,1 = ∅�
��#����( !�� x ∈ [N2]SB1,1 � ����� ���' u"��!#�� � SB1,1� ���.������� ������"

��( ���.� � ��!#� x ���' �� � � ������� ��.� Cπ|M � ��C���� ���� t ∈ N2 ∩ Ox( ��

t̃ ∈ D ∩ Ox� ���#��'#� x ∈ [N2]SB1,1( �� x ∈ [D]SB1,1( � C�� ���������!�� ����( !��
[D]SB1,1 ∩ [N2]SB1,1 = ∅�

� � � . � � � � � ��9� #�
� x &�
&���& u������� � SB1,2$ ����� x � &�
&���& u�
������ � 	���������� SB1,1'

P� � � � � � ���9�
�� #�
� x &�
&���& l������� � SB1,2$ �� x &�
&���& l������� � � ��1��
�/��

	���������� SB1,1'
�� #�
� x &�
&���& l������� � SB1,2$ �� �
& 
����� X ⊆ N1 : [X]SB1,1 \ X = {x}

��	�
�� |X \N2| < ω'

(��� ���
�����' �� ���#��'#� �-��� +��' � N2 ��#�� �������� +��'- � � N1( � SB1,2

������� � SB1,1 #�#  ��#���� ��.�������� E������� ����F( �� ������� ���� �������
C#���������� ����.����- l"��!#� E������� ���<F�

�� �� ������� ��	 ��.���� ���#��!�� X ′ ⊆ X ��#��( !�� |X \X ′| < ω( � X ′ ��������
+��'- � N1( #������ �$�.���� # x� � .����� ������( ������� ������� ���<( ��.����
���#��!�� +��' X ′′ ⊂ N2( #������ ��#�� �$�.���� # x�

7��� |X ′\N2| = ω( �� ��.���� s′ ∈ X ′ ��#��( !�� Cs′ ∩X ′′ = ∅ � |X ′\Cs′| < ω� P�#��
���� ��( +��� X ′ � X ′′ ���� ��.����' �� ����� �#����������( !�� ���������!��
����( !�� �� �$�.���� # �.�� ��!#��

����!���( !�� |X ′ \N2| < ω( �  �!��( � |X \N2| < ω�

� (�+� ������������ SB1,3

���� ����������� ����!����� �� .��$ ����������$ ���� ���( !�� ��������
B�#�������$ ��'���B��'���� N̂3 � �������� ��� .��#����� ��.�������������

Q � � � � ���� 6�%����� �������� �
������
����� SB∗
1,3 ����� 	
��� � SB1,3'

(��� ���
�����' 1��������� ���� ���'�� U ∈ Γ1,3 ∪Θ1,3� Q��#� ��������' ���#��!"
�- +��' {sn : n ∈ ω} ⊆ U � ��� C���� .������!�  ������'( !�� .�� ���� ���'��� s ∈ U
#���!����� ��� ���.������ � ���.�-/�� %�� ���#��!�( � �� ����.����- Γ1,3� Θ1,3

���'#� #��!�� �$ !���� ����� � ��.�����'�� � U �
��� #��.��� k ∈ ω ����.���� Ak = {sn : n � k}� P��.� .�� ���#��� Ak Ek ∈ ωF

������� ���.�-/�� ��������D

�F [Ak] ∩ N̂3 = AkJ

�F [Ak] ⊆ U �

����!��� +���������- �������  ��#���$ ������� {[Ak] : k ∈ ω} �( � ����
��#����#����� SB1,3(

⋂
k∈ω

[Ak] �= ∅( � ��� C���
⋂
k∈ω

[Ak] ⊆ SB∗
1,3�

=�.���� ��#��'#� ����� ��!�# .���� ����������� � �� ��� ����.������ ��.��

�	



Q � � � � ��:� Θ1,3 = {N3 \ (
⋃

π∈T ′
Cπ) : T

′ ⊂ T3, |T ′| < ω} &�
&���& �� ���� ���������

�
������
���� ξ0'

(��� ���
�����' ��������� Θ1,3 +���������� ����' ξ0 ∈ SB1,3 G ��'���B��'��( ��"
������-/�� Θ1,3� K�#�#�� �������� � Γ1,3 ��.� Cπ|M \ ⋃

π∈T ′
Cπ ET ′ ⊂ T3( |T ′| < ωF

��'���B��'��� ξ0 � ����.�����( ���#��'#� N3 \ Cπ|M ∈ Θ1,3� P�#�� ���� ��( Θ1,3 G
�� �� ��'���B��'��� ξ0�

Q � � � � ���� *���� s ∈ N3' ��������� ��%����

σs = {Cs \
⋃
π∈T ′

Cπ : T
′ ⊆ T3, |T ′| < ω, s /∈

⋃
π∈T ′

Cπ}

&�
&���& �� ���� ������������ 	� s �
������
���� ŝ'

(��� ���
�����' =�"�����$( �������( !�� ���#�� �������� ��������� σs ��.����� s
� �������� C������� ������� ������� B1,3( ���.������'�( ����.����� ��'���B��'"
��� ŝ�

7��� �������� Cπ|M \ ⋃
π∈T ′

Cπ ∈ ŝ .�� �#�����$ π ∈ T3( M ⊆ ω � #��!���

T ′ ⊆ T3( �� Cπ|M ∈ ŝ� ? C��  �!��( !�� Cπ(n) � s .�� �#������� n ∈ M � P�#�� ���� ��(
Cπ(n) \

⋃
π∈T ′

Cπ ∈ σs � Cπ(n) \
⋃

π∈T ′
Cπ ⊆ Cπ|M \ ⋃

π∈T ′
Cπ�

Q � � � � ��	� *���� α = {sn : n ∈ ω},��������& ��	� � N3' +���� ���������
�	����� ��%����

σα = {Cs \
⋃
π∈T ′

Cπ : T
′ ⊆ T3, |T ′| < ω, α ∩ (

⋃
π∈T ′

Cπ) = ∅}

&�
&���& �� ���� ��������� �
������
���� ξα'

(��� ���
�����' > ����.����� ��������� σα ���.���( !�� ��������� σα +����������
������� σα .� ��'���B��'���( ��� �!�� ��� ξα� ��#����( !�� σα �������� �� ����
C���� ��'���B��'����

����' Cπ|M \ ⋃
π∈T ′

Cπ ∈ ξα .�� �#�����$ π ∈ T3( T
′ ⊆ T3( |T ′| < ω � M ⊆ ω� P��.�

��.���� sn ∈ α � m ∈ M ��#��( !�� Cπ(m) � sn� ����������'�( � �������� ���!��
α ∩ Cπ|M = ∅ � ��.���� π′ ∈ T3 ��#��( !�� π′|M = π|M � α ∩ Cπ′ = ∅�

P��.� .�� sn ∈ α ����� U = Csn \ (
(
⋃

π∈T ′
Cπ) ∪ Cπ′

) ∈ σα �( ���.������'�( U ∈ ξα�

� .����� ������( ���#��'#� Cπ′ ⊇ Cπ|M ( ����� U ∩ (Cπ|M \ ⋃
π∈T ′

Cπ) = ∅( !�� �������"

��!�� +������������ ξα #�# ��'���B��'����
���#��'#� αG���#��!�� +��'( �� ξα �������� �����.�� ��'���B��'����� ���

C��� .�� ���#�� ���#��!�� +��� α′ ⊆ α ����� ξα′ = ξα�

&������� �����.�$ ��'���B��'���� ξα( ��������$ �� ���#��!�� +���� α
� N3( ��.�� ��� �!��' F̂1( � ���� ��'���B��'��� ξα ��.�� � ����' ��'���B��'�����
������� ��.��

Q � � � � ��<� #�
� ξ ∈ SB∗
1,3 , �������� �
������
��� � ξ /∈ F̂1 ∪ {ξ0}$ �� ���

����& ��%����� Cπ|M �����$ ��� π ∈ T3$ M ⊆ ω$ |M | = ω$ � {π(n) : n ∈ M} ����
������& �����	� �

ξ � Cπ|M � Cπ(n) /∈ ξ �
& ��&���� n ∈ M.

�<



(��� ���
�����' ���.�������( !�� .�� ���#��� Cπ|M ��#���( !�� Cπ|M ∈ ξ( ��.����
n ∈ M ��#��( !�� Cπ(n) ∈ ξ�

1��������� ��������� λ = {s ∈ N3 : Cs ∈ ξ}� P��.� λG+��'�

= ���� �%��� ���.�������� ��'���B��'�� ξ ����.��� �� ���� ���.�-/��� ��.�D
σ = {Cs \

⋃
π∈T ′

Cπ : λ∩ (
⋃

π∈T ′
Cπ) = ∅, T ′ ⊆ T3, |T ′| < ω}� P��.� ξ ���' ��� B�#��������

��'���B��'��( ��� �����.�� ��'���B��'�� � ��.�( !�� ���������!�� ������- ������

�����.�� ��'���B��'��� � �������� F̂2 = SB∗
1,3 \ (F̂1 ∪ {ξ0}) ��.�� � ����'

�����.��� ��'���B��'����� ������� ��.��

> ���� ��:( ���( ��	( ��< ���.���

P � � � � � � ���6� SB1,3 = {ξ0} ∪ N̂3 ∪ F̂1 ∪ F̂2'

Q � � � � ��8� *���� ξ ∈ F̂1 ∪ F̂2 , �������� �
������
���'

+���� ��/������� Cπ|M ∈ B1,3 �����$ ���

47 |M | = ω8

57 ξ � Cπ|M 8

97 ��
� {Mk : k � k0}, ������ �� ����� M $ �� ������& k′$ k′ � k0$ �����$ ���
|Mk′| = ω � ξ � Cπ|Mk′ '

(��� ���
�����' 7��� ξ ∈ F̂1 G �����.�� ��'���B��'�� � ��.�( �����.��� �����
+��'- α = {sn : n ∈ ω}( �� ����.���� π ∈ T3 �� ������� π(n) = sn� ������� M = ω�
P��.� Cπ G ��#���� ���������

7��� ξ ∈ F̂2 G �����.�� ��'���B��'�� � ��.�( �� �� ����� ��< ��/������� Cπ|M
��#��( !�� |M | = ω( {π(n) : n ∈ M} ���' ������� ���+��' � ��� C���

ξ ∈ [Cπ|M ] \ ∪{[Cπ(n)] : n ∈ M
}
.

P��.� Cπ|M G��#�����

P � � � � � � ����� c(SB∗
1,3) = ω'

(��� ���
�����' 1��������� � SB∗
1,3 ���� ���'�- .� N-#��- ������� ��#����$

������� ν = {Uα : α ∈ A}� �� ������� ��� ��.���� ������� ������� ν ′ = {Vα : α ∈ A}
��#��( !�� Vα ∈ Γ1,3 ∪Θ1,3 � [Vα] ∩ SB∗

1,3 ⊆ Uα .�� ���$ α ∈ A�

��#����( !�� ν ′ .� N-#��� ���.������� ��������� P��.� ��.���� α, β ∈ A
��#��( !�� Vα ∩ Vβ �= ∅� 4������( !�� Vα ∩ Vβ ∈ B1,3( �  �!��( [Vα ∩ Vβ]G��#����"
 ��#���� ��������( � �� ����� ��� ������.���� [Vα ∩ Vβ] ∩ SB∗

1,3 �= ∅�

����!��� ∅ �= [Vα ∩ Vβ] ∩ SB∗
1,3 ⊆ [Vα] ∩ [Vβ ] ∩ SB∗

1,3 ⊆ Uα ∩ Uβ( !�� ���������!��
.� N-#����� ν�

���.�������( !�� |A| > ω� P��.� � .� N-#����� ν ���.��� ��/��������� �
�!���� N3 ��!���� ������� .� N-#��$ �������( !��� ���' � ������

P � � � � � � ����� *��	���������� �������� �
������
����� SB∗
1,3 � ��	����

��
��'

�8



(��� ���
�����' ����' A = {ξn : n ∈ ω}G �!���� ��.�������� SB∗
1,3 \ {ξ0}� &�

��#����( !�� ��/������� ������� ���+��' {sn : n ∈ ω} ��#��( !�� A ⊆ [∪{Csn : n ∈ ω}]�
1��������� ���� ���'�� n ∈ ω � ξn ∈ A� ,�� �!�� Cπn|Mn �������� �������

������� B1,3( �.���������-/�� �������� ����� ��8�
P��.� ��/������� !���� mn ∈ {0, . . . , 10n+1 − 1} ��#��( !�� .�� #����� ��!���� mn

�� mod 10n+1( ����.�������� !����� mn( ���������� Cπn|mn∩M ∈ ξ� ����� ��!���� mn

������� � ��!�# ��.� prn = 10n+1· r +mn( �.� r ∈ ω( n ∈ ω�
,�� �!�� mn

′ = {prn ∈ mn : r � 1}�
��� �-��$ !���� prn, p

r−1
n ∈ mn

′ Er � 1F �� ����.���� !���� kr
n � trn ∈ N3 ��#��( !��

������� ���.�-/�� �������D

E�F pr−1
n � kr

n < prnJ

E�F dom trn = kr
n + 1J

E�F πn(p
r
n) � trnJ

E:F kr
n �= kr′

n′( ���� � ������� n = n′ � r = r′�

&� ��.�� ��� �!��' M̃n = {kr
n : r � 1}� ��������� ������� {M̃n : n ∈ ω} ��.��

���/�������' �� �.�#+���
��� n = 0 ������� M̃0 = {m0

′}�
����' �������� �������� M̃i .�� i < n� �������� �������� M̃n�
1��������� ���� ���'�� r � 1 � prn ∈ mn

′( �� ���' prn = 10n+1· r +mn� 1���������
��#�� pr−1

n = 10n+1· (r − 1) +mn�
,�� �!�� I =

[
10n+1· (r−1)+mn, 10

n+1· r+mn] ���� �# ������'�$ !����� K����."

� ��.��'( !�� |I ∩ (∪{M̃i : i < n})| < 10n+1� P��.� ��.���� !���� kr
n ∈ I \∪{M̃i : i < n}�

,�� �!�� M̃n = {kr
n : r � 1}�

��� !���� kr
n ������� �  �B�#������ C����� trn ∈ N3 ��#��( !��

trn � πn(p
r
n) � dom trn = kr

n + 1.

P��.� .�� ������� {M̃i : i � n} � {tri : i � n, r � 1} ������� ������� E�F)E:F�

P�#�� ���� ��( �������� �������� M̃ =
⋃
n∈ω

M̃n � �������� {t(kr
n) = trn : k

r
n ∈ M̃}�

= ���� ������� E:F �������� ∪{Ct(krn) : k
r
n ∈ M̃} ���' C����� ������� ������� B1,3�

= ���� ������� E�F �� ����� ξn � ∪{Ct(krn) : k
r
n ∈ M̃} .�� ���$ n ∈ ω( �( ���.������'�(

{ξn : n ∈ ω} ����� � ��#����" ��#���� ��������
[∪{Ct(krn) : k

r
n ∈ M̃}]� ��� C���

SB1,3 \
[∪{Ct(krn) : k

r
n ∈ M̃}] �= ∅�

� (�,� ������������ SB2,1" SB2,2 % SB2,3

���� ����������� ��/������ ����!�-��� �� ����������$ ����� 0�� ��� ��
� ���( !�� ������ �������  .��' �����.�� .������ ����������� �������� ����.�
����� �������( !�� ����������� SB2,1( SB2,2 � SB2,1 ����-��� ��'������ ��#��"
��#���� � ����.�-� �!���� �� ��( ��C���� ����������� SB2,3( SB∗

2,1 � SB∗
2,2 #�#

����������� �� � ��������$ ��!�# ��������B� #������� �����%���� ����"
�����

&� ���������� ������� ������� C��$ ����������( .�.�� #�����B�#�+�- �$
��!�#� K� C��� ����� ��� ��.�� �������� ��������B� �� .��$ ���������� � �$
��.������� � #������� �����%��� �������� � ����������� ��� ��������B���

�9



����������� SB2,3 ����!����� �� .��$ .����$ ��������������$ � .��� ����"
���B� ���( !�� B�#�������� ��'���B��'��� � �� � ����-��� � ����������
��!#����

1��������� ����������� SB2,2�

Q � � � � ��9� (
& ��&���� ��������� �
������
���� ξ ∈ SB∗
2,2 ������& �����&

f ∈ P2 ����&$ ��� ��������� σf = {Cf |n : n ∈ ω} &�
&���& �� ���� �
������
���� ξ'

(��� ���
�����' ��#����( !�� .�� ���#��� n ∈ ω( n � 1( ��.���� r ∈ N2 ��#��( !��
dom r = n � Cr ∈ ξ�

����������'�( ����' ��.���� n0 ∈ ω ��#��( !�� Cr /∈ ξ .�� ���#��� r ∈ N2(
dom r = n0� P��.� �������� N2 \ ∪{Cr : dom r = n0} ��� �����( ���� n0 = 1( ���
���' C����� ��'���B��'��� ξ �( ���.������'�( ξ G B�#�������� ��'���B��'��(
!�� ���������!�� �%��� ���.�������-�

�� ���.�����- ���� �������� {r : Cr ∈ ξ} �������� +��'-( �( ���.������'�( ��"
.���� f ∈ P2 ��#��( !�� {Cr : Cr ∈ ξ} = {Cf |n : n ∈ ω} = σf � A�.�� ��� �!��' ��'���"
B��'�� ξ #�# ξf �

��#����( !�� σf �������� �� ���� ��'���B��'��� ξf � ����' Cs \ (
⋃

t∈N ′
Ct) EN ′ ⊂ N2(

|N ′| < ωF G C����� �� ��� ��'���B��'��� ξf � ����' k = max{dom s, dom t : t ∈ N ′}� ��
���.�����- ���� Cf |k+1

⊆ Cs � Cf |k+1
∩ (

⋃
t∈N ′

Ct) = ∅� P��.� Cf |k+1
⊆ Cs \ (

⋃
t∈N ′

Ct)�

,!���.�( !�� ���� f, g ∈ P2 �� ��!�( �� ξf �= ξg � ���#�� B�#+�� f ∈ P2 ����"
.����� �����.�� ��'���B��'��( .�� #������� ��������� σf = {Cf |n : n ∈ ω} ��������
�� �����

P�#�� ���� ��( ��/������� � ����"�.� �!�� ������������ h : P2 → SB∗
2,2( ����"

.����� �� ������� h(f) = ξf .�� ���#��� f ∈ P2� 7��� �������� P2 �.����' ��$�"
���#�� ����������( �� ������.���� ���.�-/�� ��������

P � � � � � � ����� :�����%��� h : P2 → SB∗
2,2 &�
&���& ���������� ���'

(��� ���
�����' 4������( !�� ��������� ������� ��.� O(s) = {f ∈ P2 : f |dom s = s}(
�.� s ∈ N2( ����.����� �� � ��$����#�� ��������� � P2�

,��������� h : P2 → SB∗
2,2 ����.����� �� ���.�-/��� �������D ���� f ∈ P2(

�� h(f) = ξf � > ������� ���������� h � ��������� P2 ���.���( !�� h ������"
�� � ����"�.� �!��( ���������( ������ � �������( ����������� �������"
���� P2 � SB∗

2,2�

4������( !�� ����������� P2 � ��$����#�� ���������� ��������B� #������� ��"
���%���� �������� E���( �������( 2�3F �( ���.������'�( SB∗

2,2 ��������B� #�"
������ �����%���� ���������

?�����!��� ������.����� ���� .�#� ��'( !�� ����������� SB∗
2,1 ��������B"

� P1 � ��$����#�� �����������
,����� �� ��'���� .���� �������B� ��� �� � ������������ SB2,3� ��!���

���������� �����-- ����#���� C���� �����������( .�� $���#�������#� ��� ��!#���
1��������� ��� ��.� ��'���B��'���� � SB2,3� ��� ���#��� s ∈ N3 ��� �!�� !�"

�� ŝ B�#�������� ��'���B��'�� � SB2,3( ����.������� s( �� ���' ������/�� � 
���$ C������� ������� ������� B2,3( ��.����/�$ s�

,�� �!�� N̂3 = {ŝ : s ∈ N3} G �������� ���$ B�#�������$ ��'���B��'���� � 
SB2,3�
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Q � � � � ���6� *���� ŝ ∈ N̂3' +���� ���������

σs = {Cs \
⋃
t∈N ′

Ct : s /∈
⋃
t∈N ′

Ct, N ′ ⊂ N3, |N ′| < ω}

&�
&���& �� ���� �
������
���� ŝ'

(��� ���
�����' ,������( !�� σs ⊆ ŝ( ���#��'#� ���#�� C����� ��������� σs ��.��"
��� s� 1��������� �� �� ��'���B��'��� ŝ( ������/�� � C������� ��.� Cr \

⋃
t∈N ′

Ct(

�.� r ∈ N3( N
′ ⊂ N3( |N ′| < ω� > ����' Cr \

⋃
t∈N ′

Ct G�.� � C������� C���� �� ����

���#��'#� Cr \
⋃

t∈N ′
Ct � s( r � s � ���#�� C����� t ∈ N ′ ���� � ������ � s( ����

s < t( �� .�� �������� Cs \
⋃

t∈N ′
Ct ∈ σs ���������� Cs \

⋃
t∈N ′

Ct ⊆ Cr \
⋃

t∈N ′
Ct� P�#��

���� ��( ��������� σs ���' �� �� ��'���B��'��� ŝ�

Q � � � � ����� *���� f ∈ P3 � {sn = f |n : n ∈ ω},	�
�& ��	� � N3' +���� ������
���� σf = {Csn : n ∈ ω} &�
&���& �� ���� ��������� �
������
���� ξf ∈ SB2,3'

(��� ���
�����' ���#��'#� σf �������� +���������� �������� �������( �� ����
.������' .� ��'���B��'��� ξf ∈ SB2,3� ��#����( !�� σf �������� �� ���� C���� ��'"
���B��'���� ,������( !�� ���-.� ��.�� ���.����' �.��������' ��'���B��'��� ξf (
��������-/��� σf �

1��������� �� �� ��'���B��'��� ξf ( ������/�� � C������� ��������� Γ2,3 ∪Θ2,3D

Γ2,3 =
{
Cs \

⋃
t∈N ′

Ct : s ∈ Ni, N ′ ⊂ N3, |N ′| < ω,
}
,

Θ2,3 =
{
N3 \

⋃
t∈N ′

Ct : N
′ ⊂ N3, |N ′| < ω,

}
.

����' Cr \
⋃

t∈N ′
Ct G �.� � ������� C���� �� ����

1��������� �������� Csn0
∈ σf ��#��( !�� dom sn0 > max{dom r, dom t (t ∈ N ′)}�

P�# #�# σf ⊆ ξf ( �� �� ���.�����- ���� ����� Cr ⊇ Csn0
� Csn0

∩ Ct = ∅ .�� ���$
t ∈ N ′� ���.������'�( Csn0

⊆ Cr \
⋃

t∈N ′
Ct� P�#�� ���� ��( ��������� σf ���' �� ��

��'���B��'��� ξf �

4������( !�� ���� f, g ∈ P3 �� ��!�( �� ��'���B��'��� ξf � ξg( ����.�������
+����� σf = {Cf |n : n ∈ ω} � σg = {Cg|n : n ∈ ω}( �� ��!��

,������ ��#��( !�� ���#�� ����� +��' � N3 G C�� �������� ��.� {f |n : n ∈ ω} .��
�#������ f ∈ P3�

,�� �!�� F̂ = {ξf : f ∈ P3}( �.� ξf G��'���B��'��( ��������-/�� ���������
σf = {Cf |n : n ∈ ω} .�� f ∈ P3�

Q � � � � ����� ��������� Θ2,3 =
{
N3 \ ⋃

t∈N ′
Ct : N

′ ⊂ N3, |N ′| < ω,
}

&�
&���&

�� ���� ��������� �
������
���� ξ0 ∈ SB2,3'

(��� ���
�����' ��������� Θ2,3 +���������� ����' ξ0 ∈ SB2,3G��'���B��'��( ��"
������-/�� Θ2,3� >����( � �.�� ������( Θ2,3 ⊆ (Γ2,3∪Θ2,3)( � .����� ������( �#�"
#�� �������� � Γ2,3 ��.� Cs\

⋃
t∈N ′

Ct ��'���B��'��� ξ0 � ����.������ P�#�� ���� ��(

Θ2,3G�� �� ��'���B��'��� ξ0�

��



= #�!����� ����� C��$ ���� �� ����� �B�����������' ���.�-/�- ��������

P � � � � � � ���:� SB2,3 = {ξ0} ∪ F̂ ∪ N̂3'

(��� ���
�����' ����' ξ ∈ SB2,3 G ���� ���'�� ��'���B��'���
������� A = {Cs : Cs ∈ ξ, s ∈ N3}� =� ���� ��� ���!��D
E�F A = ∅J
E�F A #��!�J
E�F A ���#��!��

E�F ����' A = ∅� P��.� σ0 = {N3 \ Cs : s ∈ N3} ⊆ ξ �( ���.������'�( ξ = ξ0�
E�F ����' A #��!�( A = {Csi : i � k}� �� ���.�����- ���� �������� A ��������

#��!�� +��'-( ��.�� �!����'( !�� Cs0 ⊆ . . . ⊆ Csk � P��.�
⋂
i�k

Csi = Csk � Csk ∈ ξ�

��#����( !�� ξ ���' B�#�������� ��'���B��'�� ŝk( !�� � �!���( !�� ���#��
C����� ξ ��.����� sk� 1��������� �� �� ��'���B��'��� ξ( ������/�� � C�������
��������� Γ2,3 ∪Θ2,3�

����' Cr \
⋃

t∈N ′
Ct G �.� � ������� C���� �� ���� ,������( ��"�����$( !�� r � sk�

����������'�( ���� r � ������ � sk( �� (Cr\
⋃

t∈N ′
Ct)∩Csk = ∅J ���� sk < r( �� ����!���

���������!�� � ��#�����'���'- sk � A�
>��#( r � sk( ���.������'�( s ∈ Cr� ��� ���#��� t ∈ N ′ ����� ���� sk < t( ���� t �

������ � sk� = �������� ���!�� Csk /∈ ξ�
���.������'�( sk ∈ Cr \

⋃
t∈N ′

Ct� P�#�� ���� ��( ���#�� C����� Cr \
⋃

t∈N ′
Ct �� ���

��'���B��'��� ξ ��.����� sk � ξ = ŝk�
E�F ����' A ���#��!�� P��.� �� ���.�����- ���� A �������� ���#��!�� +��'-�

����' σf = {f |n : n ∈ ω} .�� �#������ B�#+�� f ∈ ωω G ����� +��'( ��.����/�� A�

P��.� σf �������� �� ���� ��'���B��'��� ξf ∈ F̂ � ξf = ξ�

P�#�� ���� ��( ����������� SB2,3 ������� � ��!#� ξ0( �������� ���.���� +����
C������� � N3 � �������� B�#�������$ ��'���B��'�����

P � � � � � � ����� *��	���������� F̂ 	���������� SB2,3 ���������� ��%�����
��������
��� ����
'

(��� ���
�����' &������� P3 �������� �!���� ���� ��.���� �!���$ ��������
��� ���#��� s ∈ N3 ����.���� �������� O(s) = {f ∈ P3 : f |dom s = s}� P��.� �����"
���� {O(s) : s ∈ N3} �������� �� �� ��$����#�� �������� � P3� > �����( !�� P3 = ωω


 ��$����#�� ���������� ��������B� �������� P ����+����'�$ !���� E���( �"
������( 2�3F�

��#����( !�� ��.�������� F̂ ⊆ SB2,3 ��������B� P3 � ��$����#�� ������"

����� �������� ���������� φ : P3 → F̂ �� ���.�-/��� �������D ���� f ∈ P3( ��
φ(f) = ξf � K����.� ��.��'( !�� φ ���' � ����"�.� �!�� ���������� P3 � F̂ �
7�� ����������' � ����������' �������� ���������� ���.�-� � ����( !��
φ(O(s)) = [Cs] ∩ F̂ �

� � � � � � ��:� &������� J G �����%��� ��.� � ������ �����!��� ��.��"
������ �������

�������� ��.� � ������ �����%��� ��.�������� J ���� #� [0, 1]( ��������B"
�� ����������� SB2,3�

��



��� ���� ���'��� ���� #� [a, b] ��������� ���� #�� {[ai, bi] : i ∈ ω} � ���� ���"
���'��( ���� a0 = a+b

2
( ai+1 > bi .�� ���#��� i ∈ ω( � �����.������'���' {ai : i ∈ ω}

�$�.���� # ��!#� b�
1��������� ���� �# [0, 1]� ,�� �!��D Δ0 = {[ai0 , bi0 ] : i0 ∈ ω} G ������'�� ��"

������� .�� ���� #� [0, 1]� �������D Δ̃0 = ∪{[ai0 , bi0 ] : i0 ∈ ω} G ���� ��������� Δ0(

Δ0 = [Δ̃0]� ,!���.�( Δ0 = Δ̃0 ∪ {1}�
����' δi0 = {[ai0i1 , bi0i1 ] : i1 ∈ ω} G ������'�� ��������� .�� ���� #� [ai0 , bi0 ] (i

0 ∈ ω)�

�������D Δ1 = ∪{δi0 : i0 ∈ ω}( Δ̃1 G ���� ��������� Δ1( Δ1 = [Δ̃1]� K����.� ��.��'(

!�� Δ1 = Δ̃1 ∪ {1} ∪ {bi0 : i0 ∈ ω}�
����' δi0i1 = {[ai0i1i2, bi0i1i2 ] : i2 ∈ ω} G ������'�� ��������� .�� ���� #� [ai0i1 , bi0i1 ](

(i0, i1 ∈ ω)� P��.� Δ2 = ∪{δi0i1 : i0, i1 ∈ ω}( Δ̃2 G ���� Δ2( Δ2 = [Δ̃2]� K����.� ��.��'(

!�� Δ2 = Δ̃2 ∪ {1} ∪ {bi0 : i0 ∈ ω} ∪ {bi0i1 : i0, i1 ∈ ω}�
���.����� C��� ���+��� ���������( ����!�� .�� ���#��� k ∈ ω ���������

Δk = ∪{δi0...ik : i0, . . . , ik ∈ ω},
�.� δi0...ik G ������'�� ��������� .�� ���� #� [ai0...ik , bi0...ik ](

δi0...ik = {[ai0...ikik+1, bi0...ikik+1] : ik+1 ∈ ω},
Δ̃k G ���� Δk( Δk = [Δ̃k]�

>���� Δk = Δ̃k ∪ {1} ∪ {bi0 : i0 ∈ ω} ∪ . . . ∪ {bi0...ik : i0, . . . , ik ∈ ω}�
������� J = ∩{Δk : k ∈ ω}� K����.� ��.��'( !�� J G �����%��� ��.� � ������

��.�������� ���� #� [0, 1]�
P�!#��� �������� J ����-��� ��!#� {1}( {bi0...ik : i0, . . . , ik ∈ ω, k ∈ ω}( � ��#��

��!#� x(f)( �.� f ∈ P3( ����.������� ���.�-/�� ���� ��

x(f) = [af(0), bf(0)] ∩ . . . ∩ [af(0)...f(k), bf(0)...f(k)] ∩ . . . .

A� � �#��������� � ��!#� {1} ���� �-� �������� ��.� ([0, 1] \ [ai0...ik , bi0...ik ]) ∩ J �
A� � �#��������� � ��!#� {bi0...ik} ���� �-� �������� ��.�

([ai0...ik , bi0...ik ] \ [ai0...ikik+1, bi0...ikik+1]) ∩ J.

A� � �#��������� � ��!#�$ x(f)( f ∈ P3 ���� �-� �������� ��.�

[af(0)...f(k), bf(0)...f(k)] ∩ J.

P� � � � � � ���	� *���������� SB2,3 ���������� ;'

(��� ���
�����' 1��������� ���������� h : SB2,3 → J ( ����.������� �� ���.�-/�"
�� �������D
) h(ξ0) = 1J

) .�� B�#��������� ��'���B��'��� ŝ ∈ N̂3( �.� s ∈ N3( �� ���' s = f |n .�� �#������
B�#+�� f ∈ P3 � n ∈ ω( ������� h(ŝ) = bf(0)...f(n−1)J

) .�� ��'���B��'��� ξf ∈ F̂ ( ����.�������� B�#+��� f ∈ P3( ������� h(ξf) = x(f)�
> #�����#+�� � ����.����� ��������� ���������� SB2,3 � J ���.���( !��

h : SB2,3 → J G � ����"�.� �!�� � ��������� ������ � ������� ����������
SB2,3 � J �

P�# #�# ���#�� �����%��� ��.� � ������ �����!��� ��.�������� ������
��������B� #������� �����%���� ��������( �� ����������� SB2,3 ��������B�
#������� �����%���� ���������

��
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We study the Stone spaces of some Boolean algebras and establish relations between subsets of this spaces and
Chech–Stone space βω, Cantor set, and other spaces. We consider three countable partially ordered sets and
two type of Boolean algebras for each set. First, we consider space SB1,1 constructered by M. Bell. We prove
existence of subsets homeomorphic to βω and convergent sequences in SB1,1. For space SB1,2, we prove that
there are clopen subsets which is homeomorphic to βω and remainder SB∗

1,2 consists of isolated points. We
describe clopen subsets of SB1,1 which are gomeomorphic to βω. We construct two examples: subset of N2

which closure is non-open copy of βω and subset of N2 which closure is clopen and not gomeomorphic to βω.
SB1,2 is closure subset of SB1,1 and SB∗

1,2 is nowhere dense in SB∗
1,1. Next, we consider the space SB1,3.

The subspace of free ultrafilters of SB1,3 has the countable Suslin number, but is not separable. The points
of the space are described as ultrafilters possessing basis of certain types. Next, we consider the spaces
SB2,1, SB2,2, and SB2,3. Boolean algebras for those Stone spaces have more simple structure. SB2,3 is
homeomorphic to Cantor set. The subset of free ultrafilters SB∗

2,3 is homeomorphic to the set of irrational
numbers with natural topology. The subsets of free ultrafilters SB∗

1,3 and SB∗
1,3 are homeomorphic to Cantor

set.
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