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���
���������� ������ �������� ���������� ������������� � ������ �
������� 
��������! �������� "�
���
# ��� �
�������� ���������� ����
���������� � 
������$
%�� &�&� ����������� '�( � ���� ����� ��)��� *��# � ��)��� '+( �������� �����������
������� �����,�
���� ������ ������������� � ����!��! ��%%����-������! ���� ��� 
��- ��� �������# ��� ���� �� ���������� ��)� �)� ��������.� �
�������� ����������
/ ��)��� '0( ����
������ ����!��� ������ ������������� ������! ��������������! ��$
���� �)���.1��� � ������ �
������� ��������!� / ��)��� '2( �������� �����������
������� ���
�� ������! ��������������! ������ �)���.1��� ��� �)�)1������ ���-�$
�������� ���
��� 3�4� 5��������� ��� �������# ��� �������������� ��������.� �
$
�������� ����������

/ �����! ��)��� �������� ����������� ������� ���
�� ������! ��������������!
������ �)���.1��� � ������ �������� ������������� ��� �������# ��� ���� �� ������
���������� �
�������� ��������� � �����-�������! ������ �������� �������������� 
�$
)��� ���
����� � ������������
 '�6�7(� 5��������� ���������� ����.��� ������8�$
���
 ��)��� '��(�

� �	 
��
������ ������

/ ������������ Rk (k � 2) ����
���������� ��%%����-������� ���� Γ n + 1 ��-9
n ��������������! P1, P2, . . . , Pn � �)���.1��� E� :���� ���8���� ��8���� �� ������$
��������! Pi �
��� ���

ẋi = a(t)ui, ‖ui‖ � ρ.

:���� ���8���� �)���.1��� E �
��� ���

ẏ = a(t)v, ‖v‖ � σ.

/ ��������! 
�
��� ���
��� ;t = t0< ������ ��������� ����-�� ��������������!
xi(t0) = x0

i � �)���.1��� y(t0) = y0# �����
 x0
i �= y0� 4�����
 ��
��� żi = xi − y#

������
 �����
� ����

żi = a(t)(ui − v), zi(t0) = z0i = x0
i − y0. ;���<

5���� {τj}∞j=1 = ������������������ ��1�������� �����# �� �
�.1�� ������� �����
���1����# �����# ��� τ0 = t0 < τ1 < . . . < τk < . . .�
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" � � � � � � � � � � +��� ��������	
 �	��
��
������
 Δi �
�����	������ Pi ����$
������ ���)��8���� Gi# �����1�� � ������������ ��)��� (τj , x1(τj), . . . , xn(τj), y(τj), v(t))#
t ∈ [τj , τj+1)# ����� uj

i ����. ��� uj
i ∈ U # ��� U = {u | ‖u‖ � ρ} # j = 1, 2, . . . �

" � � � � � � � � � � +�+� / ���� Γ ����� ���� �	����# ���� ��1�����.� 
�
��� T > t0
� �������������� Δ1,Δ2,Δ3, . . . ,Δn ��������������! P1, P2, . . . , Pn �����# ��� ��� �.)�!
��
���
�! %���-�� v(t) �)���.1��� E ��!����� ��
�� s � 
�
��� τ0 ∈ [t0, T ] �����#
��� xs(τ0) = y(τ0)�

"�������
 
��8�����9

Wm
j = a(τj)U ?−

∫ τj

τj−1

a(t)V dt# ��� m ∈ N, j = 0, 1, . . . , m,

A ?− B = �������� 
��8���� A � B �� @��������
�.

3 � 
 
 � +��� ����� V � ��
 
������ σ � ����
	� � ������ �		
������ �����

��� a : [α, β] → R1 ���
�
����� �	��� D =

∫ β

α

a(t)V dt � ��
 
������ σ0 = σ

∫ β

α

|a(t)| dt
� ����
	� � ������ �		
������

� � � � � � � � � � � � � �� ")������
 ����� Dσ0 ,�� ������� σ0 � -�����
 � ������

���������� ����8�
# ��� D = Dσ0 � 5���� d ∈ D� *���� d =

∫ β

α

a(t)v(t) dt# � ��A��
�

|d| �
∫ β

α

|a(t)||v(t)| dt � σ

∫ β

α

|a(t)| dt = σ0� 4������������# D ⊂ Dσ0 � 5���� v ∈ Dσ0 #

����� v̂ =
v

σ0

σ ∈ V � /���
�
 %���-�. v(t) = v̂ sign a(t)� 5������
 d =

∫ β

α

a(t)v(t) dt =

= v̂

∫ β

α

|a(t)| dt ∈ D� 4������������# Dσ0 ⊂ D� �

� � � � � 8 � � � � � +���  �	!����	 Wm
j �= ∅ ��� ���" m ∈ N, j = 0, 1, . . . , m� �	���

� �	���	 �	���� �	��� |a(τj)|ρ � σ

∫ τj

τj−1

|a(t)| dt�

� � � � � � � � � � � � � �� *�� ��� a(τj)U = ,�� ������� |a(τj)|ρ � -�����
 � ������

���������#

∫ τj

τj−1

a(t)V dt = ,�� ������� σ

∫ τj

τj−1

|a(t)| dt � -�����
 � ������ ���������#

�� 
��8����� Wm
j �
���  ��� )� ���� A��
��� ����� � ������ �����# ����� ���������

�����������

|a(τj)|ρ � σ

∫ τj

τj−1

|a(t)| dt,

��� � ���)������� ��������� �
/����
 %���-�. α �����.1�
 �)����
9

α(z0i , Ij) =
(z0i , Ij) +

√
(z0i , Ij)

2 + ‖z0i ‖2((|a(τj)|ρ)2 − I2j )

‖z0i ‖2
,

�7�



��� Ij =

∫ τj

τj−1

a(t)v(t) dt� 5���� k = k(i) = min{j : j ∈ {1, 2, 3, . . .},
j∑

l=1

α(z0i , Il) � 1}�
"�������
 �����,�.1�� %���-��

α(z0i , Ij) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α(z0i , Ij), j = 0, 1, . . . , k − 1,

1−
k−1∑
j=0

α(z0i , Ij), j = k,

0, j = k + 1, . . . .

3 � 
 
 � +�+� ����� ��� ���" j ��
�������	

|a(τj)|ρ � σ

∫ τj

τj−1

|a(t)| dt

� ��#������� δ̂ > 0 ���	�� ��	 ��� �$%	�	 j ���	����	 ��
�������	

min
Ij∈Vj

max
i

{α(z0i , Ij)} � δ̂,

��� Vj =

∫ τj

τj−1

a(t)V dt� �	��� ��#������� p ���	�� ��	 ��� ���" m� m > p� ��
�������	

��
�������	

n∑
i=1

m∑
j=1

α(z0i , Ij) � n.

� � � � � � � � � � � � � �� "�
���
# ��� ����������� �����.1�� ������,����9

n∑
i=1

m∑
j=1

α(z0i , Ij) =

m∑
j=1

n∑
i=1

α(z0i , Ij) �
m∑
j=1

max
i

α(z0i , Ij).

B� ����������� �������� δ̂ �������
# ��� ����������� �����������

m∑
j=1

max
i

α(z0i , Ij) �
m∑
j=1

δ̂ = mδ̂.

*����# ��)��� � �������� m � n

δ̂
# ������
 ���)��
�� ������������ �

4 � � � � � � � � +��� ����� ��� ���" j ��
�������	

|a(τj)|ρ � σ

∫ τj

τj−1

|a(t)| dt

� ��#������� δ̂ > 0 ���	�� ��	 ��� �$%	�	 j ���	����	

min
Ij∈Vj

max
i

{α(z0i , Ij)} � δ̂ > 0.

�	��� ��#������� p ���	�� ��	 ��� �$%	�	 m� m > p� ��#������� i� ��� �	�	
	�	
��
�������	 ��
�������	

m∑
j=1

α(z0i , Ij) � 1.

�7C



*� � � � 
 � +��� ����� ��� ���" j ��
�������	

|a(τj)|ρ � σ

∫ τj

τj−1

|a(t)| dt

� ��#������� δ̂ > 0 ���	�� ��	 ��� �$%	�	 j ���	����	

min
Ij∈Vj

max
i

{α(z0i , Ij)} � δ̂.

�	��� � ��
� Γ �
	��"	��� �	�����

� � � � � � � � � � � � � �� 
�,���� �����
� (1.1) ���������
� � ����

zi(τp) = z0i +

p∑
j=0

a(τj)ui −
∫ τp

τ0

a(t)v(t)dt.

:�����
 ���������� ��������������!# ������� ui �� ��8��
 [τj , τj+1) ��� ��,����
���������

a(τj)ui −
∫ τj+1

τj

a(t)v(t)dt = −α(z0i , Ij)z
0
i .

/ ���� �����
� (1.1) 	 �����
 ��)������� ���������� ������


zi(τp) = z0i +

p∑
j=0

α(z0i , Ij)z
0
i = z0i (1−

p∑
j=0

α(z0i , Ij)).

*����# � ���� ��������� � ����������� %���-�� α(z0i , Ij)# ��!����� ����� p# ���  ��� )�

���� �� ������� 1−
p∑

j=0

α(z0i , Ij) �)������� � ����� *���
 �)����
# ������!��� ���
��� �

� �	 ��������� ������������� � ������ ���������� �
��
����

� ���!"���

" � � � � � � � � � � 0��� ��������	
 ��
������
 Υ �%���$#��	 E ���������� ���)��$
8���� Q# �����1�� � ������������ 
�
����
 τj # ����-��
 x1(τj), . . . , xn(τj), y(τj) ����� vj
����.# ��� vj ∈ V # ��� V = {v| ‖v‖ � σ}# j = 1, 2, . . . �

" � � � � � � � � � � 0�+� &	��
��
������
 Δi �
�����	������ Pi ���������� ���)��$
8���� Gi# �����1�� � ������������ 
�
����
 τj , j = 1, 2, 3, . . . # ����-��
 xi(τj)# y(τj)
� ����� vj ��
���
�. %���-�. uj

i (t)# �����������. �� [τj , τj+1) � ����.# ��� uj
i (t) ∈ U

��� t ∈ [τj , τj+1)�

" � � � � � � � � � � 0�0� / ���� ����� ���� �	����# ���� ��1�����.� 
�
��� T > t0
� �������������� Δ1,Δ2,Δ3, . . . ,Δn ��������������! P1, P2, . . . , Pn �����# ��� ��� �.)�!
��������� Q �)���.1��� E ��!����� ��
�� s � 
�
��� τ0 ∈ [t0, τ ] �����# ��� )����
��������� ��������� xs(τ0) = y(τ0)�

"�������
 
��8�����

Wm
j =

∫ τj

τj−1

a(t)U dt ?− a(τj)V # ��� m ∈ N, j = 0, 1, . . . , m.

�7�



� � � � � 8 � � � � � 0���  �	!����	 Wm
j �= ∅ ��� ���" m ∈ N, j = 0, 1, . . . , m� �	���

� �	���	 �	���� �	���

∫ τj

τj−1

|a(t)| dtρ � |a(τj)|σ�

� � � � � � � � � � � � � �� *�� ��� U = ,�� ������� |a(τj)|ρ# V = ,�� ������� |a(τj)|σ#
�� 
��8����� Wm

j �
���  ��� )� ���� A��
���# ����� ��������� �����������

∫ τj

τj−1

|a(t)| dtρ � |a(τj)|σ,

��� � ���)������� ��������� �
/����
 %���-�. α �����.1�
 �)����
9

α(z0i , v) =
(z0i , v) +

√
(z0i , v)

2 + ‖z0i ‖2((|a(τj)|ρ)2 − v2)

‖z0i ‖2
.

5���� k = k(i) = min{j : j ∈ {1, 2, 3, . . .},
j∑

l=1

α(z0i , v) � 1}� "�������
 �����,�.1��

%���-��

α(z0i , v) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α(z0i , v), j = 0, 1, . . . , k − 1,

1−
k−1∑
j=0

α(z0i , v), j = k,

0, j = k + 1, . . . .

3 � 
 
 � 0��� ����� ��� ���" j ��
�������	 ��
�������	

ρ

∫ τj

τj−1

|a(t)| dt � |a(τj)|σ

� ��#������� δ̂ > 0 ���	�� ��	 ��� �$%	�	 j ���	����	

min
v∈V

max
i

{α(z0i , v)} � δ̂.

�	��� ��#������� p ���	�� ��	 ��� ���" m� m > p� ��
�������	 ��
�������	

n∑
i=1

m∑
j=0

α(z0i , v) � n.

*� � � � 
 � 0��� ����� ��� ���" j ��
�������	 ��
�������	

∫ τj

τj−1

|a(t)| dtρ � |a(jτ)|σ

� ��#������� δ̂ > 0 ���	�� ��	 ��� �$%	�	 j ���	����	

min
Ij∈Vj

max
i

{α(z0i , v)} � δ̂.

�	��� � ��
� �
	��"	��� �	�����

�������������� ���������� �������������� �����
� ��

��7



� #	 
�����

5���� ����� ���8���� ��8���� �� ��������������! Pi �
��� ���

ẋi = tui, xi(0) = x0
i , ‖ui‖ � ρ.

:���� ���8���� �)���.1��� E �
��� ���

ẏ = tv, y(0) = y0, ‖v‖ � σ.

5���� ��
��� ������
 �����
� żi = t(ui − v), zi(t0) = z0i � "�������
 
��8�����

Wm
j = τjU ?−

∫ τj

τj−1

tV dt.

D���
 �������# ��� τj = τj� *���� ����������� Wm
j �= ∅ )���� ���������# ����

τjρ � (
τ 2j−1

2
− τ 2j

2
)σ, ��� ρ > τσ.

/����
 %���-�. α �����.1�
 �)����
9

α(z0i , Ij) =
(z0i , Ij) +

√
(z0i , Ij)

2 + ‖z0i ‖2((τjρ)2 − I2j )

‖z0i ‖2
,

��� Ij =

∫ τj

τj−1

tv(t) dt. 
���
����
 
��8����� Vj =

∫ τj

τj−1

tV dt� ������ 
��8����� ��������

��
������
 � ������! �����-�!# ��� ��� ������������ ��)�! ,�� �������
 τ 2σ (2j−1)
2

� -�����
 � ������ ����������
5�������8�
# ��� 0 ∈ Int co{z01 , z02 , . . . , z0n}# ����� z01 , z

0
2 , . . . , z

0
n �)����.� ����8�$

������! )���� '�+(� 5�A��
� ������� 0 ∈ Int co{z01 , z02 , . . . , z0n} ����������� ����������
������� �����
� � ��
# ��� ��1������� δ̂ > 0 �����# ��� ��� �.)��� j ���������

min
Ij∈Vj

max
i

{α(z0i , Ij)} � δ̂. ;2��<

����8�
 ����������� ;2��<� "�
���
# ���

max
i

α(z0i , Ij) = max
i

(z0i , Ij) +
√

(z0i , Ij)
2 + ‖z0i ‖2((τjρ)2 − I2j )

‖z0i ‖2
� max

i

(z0i , Ij) + |(z0i , Ij)|
‖z0i ‖2

.

")������
 γj =
(z0i , Ij) + |(z0i , Ij)|

‖z0i ‖2
� 5��������
 Ij � ���� Ij = γjv# ��� v ∈ V � *����

min
Ij∈Vj

max
i

{α(z0i , Ij)} � min
Ij∈Vj

max
i

{(z
0
i , Ij) + |(z0i , Ij)|

‖z0i ‖2
} �

� min
v∈V

max
i

{(z
0
i , γjv) + |(z0i , γjv)|

‖z0i ‖2
} � min

v∈V
max

i
{(z

0
i , v) + |(z0i , v)|

‖z0i ‖2
}γj.

E��� 0 ∈ Int co{z01 , z02 , . . . , z0n}# �� δ̂0 = min
v∈V

max
i

{(z
0
i , v) + |(z0i , v)|

‖z0i ‖2
} > 0�

���
� ����# γj � γ1 ��� ��� j� 5�A��
� �������
# ���

min
Ij∈Vj

max
i

{α(z0i , Ij)} � γ1δ̂0 > 0.

*�
 ��
�
 ����������� ;2��< ��������� 4������������# ���� τj = τj ��� ��� j# ρ > στ
� ��������� ���.����� 0 ∈ Int co{z01 , z02 , . . . , z0n}# �� � ���� ������!��� ���
���

���
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E.V. Kotlyachkova
About non-stationary problem of simple pursuit in the class of impulse strategies

Keywords: differential game, group pursuit, impulse strategy.

MSC: 49N70, 49N75

The problem of simple pursuit in the class of impulse strategies of pursuers is considered. The goal of pursuers
is evader’s capture, the goal of evader is to prevent the meeting. The geometrical constraints on controls of
players are strictly convex compact set with a smooth boundary. The basis of this work is based on the basic
ideas of the method of resolving functions. We formulate an analogue of Pshenichnyi’s theorem allowing to
obtain sufficient conditions for solving the problem. Cases of impulse controls of pursuers and the cases of
impulse controls of evaders are considered separately. In each case the sufficient conditions for a winning
strategy are obtained. The results of solving the problem with impulse controls of pursuers are illustrated on
an example.
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