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Ââåäåíèå

Äàííîå ó÷åáíî�ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî ïðåïîäàâàòåëÿìè
êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Óäìóðòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà, íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ÷èòàþùèìè êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ñòóäåíòàì íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè ¾Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè¿
è ¾Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿.

Ìàòåðèàë, ñîäåðæàùèéñÿ â ðàáîòå îòíîñèòñÿ ê ìîäóëþ ¾×èñëîâûå è
ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû¿. Ñîâðåìåííóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ìàòåìàòèêó ïðî-
ñòî íå âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü áåç òåîðèè ðÿäîâ è ýòî íå åäèíñòâåííàÿ îá-
ëàñòü ìàòåìàòèêè, ãäå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè. Âàæ-
íîñòü ðàññìàòðèâàåìîé òåìû îáóñëîâëåíà áîëüøîé ðîëüþ, êîòîðóþ èãðà-
þò å¼ ïðèëîæåíèÿ íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå, íî è â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ,
ìåõàíèêå, ôèçèêå è äðóãèõ íàó÷íûõ äèñöèïëèíàõ.

Îáû÷íî ñòóäåíòû èçó÷àþò ýòîò ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â òðå-
òüåì ñåìåñòðå, ïîýòîìó îíè óæå äîëæíû èìåòü íàâûêè ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî
ñëåäóþùèì òåìàì: ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäåë ôóíêöèè
â òî÷êå, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå, ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, îïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Êîíå÷íûé ðåçóëü-
òàò îñâîåíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà ñîïðÿæåí ñ òåì, íà ñêîëüêî õîðîøî áûëè
óñâîåíû òåìû ïåðâûõ äâóõ ñåìåñòðîâ. Äëÿ çàêðåïëåíèÿ è ëó÷øåãî óñâîå-
íèÿ ìàòåðèàëà ìîäóëÿ, à òàêæå äëÿ îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
ñòóäåíòîâ â ïîñîáèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû.

Ó÷åáíî�ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ¾×èñëîâûå è ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû¿
åñòü äîïîëíåíèå ê îñíîâíîé ëèòåðàòóðå, ðåêîìåíäóåìîé ñòóäåíòàì ïðè èçó-
÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî
êîìïëåêñà ïî äàííîìó ïðåäìåòó. Îñíîâíûå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, èñïîëüçóå-
ìûå ïðè ïðîâåäåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî äàííîìó ðàçäåëó, èçó÷àå-
ìîãî ïðåäìåòà � [1]�[2], ïîëåçíûì ïðè èçó÷åíèè ìàòåðèàëà ýòîãî ðàçäåëà
ìîæåò áûòü ó÷åáíîå ïîñîáèå [3]. Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, íå âîøåäøèå â
äàííîå ó÷åáíî�ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà
ïðèâåäåííûõ çäåñü òåîðåì ìîæíî íàéòè â [4]�[5]. Àâòîðû ñòàðàëèñü ïðè-
äåðæèâàòüñÿ ñîâðåìåííîãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà è ôîðìóëèðîâàòü óòâåð-
æäåíèÿ, èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íàïðèìåð,
ïîíÿòèå íîðìû ôóíêöèè, ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè. Áîëåå ïîëíóþ èíôîðìà-
öèþ êàñàòåëüíî äàííûõ ïîíÿòèé ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [6]�[7]. Äëÿ ïî-
âòîðåíèÿ òåì, èçó÷àåìûõ â ïåðâîì ñåìåñòðå, ðåêîìåíäóåì îáðàòèòüñÿ ê
ëèòåðàòóðå [8]�[9].

Â ïîñîáèè ìàòåðèàë ïðåäñòàâëåí â øåñòè ïàðàãðàôàõ, êîòîðûå ðàçáèòû
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íà ïóíêòû. Ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ íóìåðàöèÿ òåîðåì (îïðåäåëåíèé, ïðè-
ìåðîâ): ïåðâîå ÷èñëî îïðåäåëÿåò íîìåð ïàðàãðàôà, âòîðîå ÷èñëî îïðåäåëÿ-
åò íîìåð òåîðåìû (îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðà) â ïîñîáèè. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë:
ïåðâîå ÷èñëî îïðåäåëÿåò íîìåð ïàðàãðàôà, âòîðîå ÷èñëî � íîìåð ôîðìóëû
â ïàðàãðàôå. Íóìåðàöèÿ óïðàæíåíèé ñêâîçíàÿ.

Êîìïåòåíöèè îáó÷àþùåãîñÿ, ôîðìèðóåìûå â ðåçóëüòàòå îñâîåíèÿ
ìîäóëÿ:

îáùåêóëüòóðíûå êîìïåòåíöèè �
ñïîñîáíîñòü ê ñàìîîðãàíèçàöèè è ê ñàìîîáðàçîâàíèþ;

îáùåïðîôåññèîíàëüíûå êîìïåòåíöèè, òàêèå êàê:
ãîòîâíîñòü èñïîëüçîâàòü ôóíäàìåíòàëüíûå çíàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà â áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè; ñïîñîáíîñòü
ê ñàìîñòîÿòåëüíîé íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå; ñïîñîáíîñòü íàõî-
äèòü, àíàëèçèðîâàòü, ðåàëèçîâûâàòü ïðîãðàììíî è èñïîëüçîâàòü íà ïðàê-
òèêå ìàòåìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû, â òîì ÷èñëå ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì;

ïðîôåññèîíàëüíûå êîìïåòåíöèè, à èìåííî:
ñïîñîáíîñòü ê îïðåäåëåíèþ îáùèõ ôîðì è çàêîíîìåðíîñòåé îòäåëüíîé
ïðåäìåòíîé îáëàñòè; ñïîñîáíîñòü ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíî ñòàâèòü åñòå-
ñòâåííîíàó÷íûå çàäà÷è, çíàíèå ïîñòàíîâîê êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòèêè
è ìåõàíèêè; ñïîñîáíîñòü ñòðîãî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàòü
ðåçóëüòàò, óâèäåòü ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà; ñïîñîáíîñòü ïóá-
ëè÷íî ïðåäñòàâëÿòü ñîáñòâåííûå è èçâåñòíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû; ñïî-
ñîáíîñòü ïåðåäàâàòü ðåçóëüòàò ïðîâåäåííûõ ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ è
ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé â âèäå êîíêðåòíûõ ðåêîìåíäàöèé, âûðàæåí-
íîé â òåðìèíàõ ïðåäìåòíîé îáëàñòè èçó÷àâøåãîñÿ ÿâëåíèÿ; ñïîñîáíîñòü
ïðåäñòàâëÿòü è àäàïòèðîâàòü çíàíèÿ ñ ó÷åòîì óðîâíÿ àóäèòîðèè; ñïîñîá-
íîñòü ê ïëàíèðîâàíèþ è îñóùåñòâëåíèþ ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñ
ó÷åòîì ñïåöèôèêè ïðåäìåòíîé îáëàñòè â îáðàçîâàòåëüíûõ îðãàíèçàöèÿõ;
ñïîñîáíîñòü ê ïðîâåäåíèþ ìåòîäè÷åñêèõ è ýêñïåðòíûõ ðàáîò â îáëàñòè
ìàòåìàòèêè.
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�1 . Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Äëÿ óñïåøíîãî îñâîåíèÿ äàííîãî ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû òåîðèè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óìåòü èñ-
ñëåäîâàòü ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ñõîäèìîñòü, âëàäåòü îñíîâíû-
ìè ïðèåìàìè âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âëàäåòü
àïïàðàòîì àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïîñëå èçó÷åíèÿ äàííîãî ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü îïðåäåëåíèå
÷èñëîâîãî ðÿäà, îïðåäåëåíèå ñóììû ÷èñëîâîãî ðÿäà, íåîáõîäèìûé ïðèçíàê
ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà, óìåòü èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è âû÷èñ-
ëÿòü åãî ñóììó.

Çàäàíèÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû ïî äàííîìó ðàçäåëó � 1, 2.

1.1 Îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü {un} � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âû-
ðàæåíèå âèäà

u1 + u2 + . . .+ un + . . . =

∞∑
n=1

un (1.1)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. ×èñëà u1, u2, . . . íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿ-
äà, à âûðàæåíèå un � îáùèì ÷ëåíîì ðÿäà èëè n-ûì ÷ëåíîì ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñóììû âèäà

S1 = u1,
S2 = u1 + u2,
S3 = u1 + u2 + u3,
. . .

Sn = u1 + u2 + . . .+ un =
n∑
k=1

un,

. . .

íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà. Âûðàæåíèå Sn íàçûâàåòñÿ
n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→∞

Sn = S ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} ðÿäà (1.1), òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõî-
äÿùèìñÿ è ñóììà ðÿäà ðàâíà çíà÷åíèþ ïðåäåëà, òî åñòü S =

∞∑
n=1

un. Åñëè
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ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} ðÿäà íå ñóùåñòâóåò èëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, òî ðÿä (1.1) íàçû-
âàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ è ñóììû íå èìååò.

Ìàòåìàòèêó ñ÷èòàþò ñèìâîëüíûì ÿçûêîì. Ëþáîå óòâåðæäåíèå ìîæ-
íî çàïèñàòü, ïðèìåíèâ ñèìâîëû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ýòî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü çàïèñü è óïðîñòèòü íåîáõîäèìûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íà ÿçûêå ¾ε − δ¿. Äëÿ ýòîãî
íàì íóæíî çàïèñàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Êàêèì áû íè áûëî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε íàéäåòñÿ íîìåð N ýëåìåíòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ýëåìåíòû óêàçàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàäàþò â îêðåñòíîñòü òî÷êè S ðàäèóñà ε. Êàê ïðèíÿòî,
ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾äëÿ ëþáîãî¿ (¾êàêèì áû íè áûëî¿) è ñëîâî ¾ñóùåñòâóåò¿
(¾íàéäåòñÿ¿) áóäåì çàìåíÿòü ñèìâîëàìè ∀ è ∃ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëîâîñî÷å-
òàíèå ¾íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî¿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ¾äëÿ âñåõ íîìåðîâ
n áîëüøå èëè ðàâíûõ N¿ â ñèìâîëüíîì âèäå ýòî çàïèøåì òàê: ∀n > N.
Çíàêîì ¾:¿ áóäåì çàìåíÿòü ñëîâî ¾âûïîëíÿåòñÿ¿. Èòàê, ÷èñëîâîé ðÿä ñõî-
äèòñÿ, åñëè

∀ε > 0 ∃N = N(ε) > 0 ∀n > N : |Sn − S| < ε. (1.2)

Ï ð è ì å ð 1.1. Íàéòè ñóììó áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè a+ aq + aq2 + . . .+ aqn−1 + . . . =

∞∑
n=1

aqn−1 (a 6= 0).

Ð å ø å í è å. Íàéäåì n�óþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
ñóììû n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ñì. ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë íà
ñòð. 127):

Sn = a+ aq + aq2 + . . .+ aqn−1 =
a(qn − 1)

q − 1
.

Åñëè |q| < 1, òî qn → 0 ïðè n→∞. Òîãäà lim
n→∞

Sn =
a

1− q
è ðÿä ñõîäèòñÿ.

Åñëè |q| > 1, òî qn → ∞ À çíà÷èò, lim
n→∞

Sn = ∞, è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Åñëè

q = 1, òî

Sn = a+ a · 1 + a · 12 + . . .+ a · 1n−1 = na→∞ ïðè n→∞,

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Åñëè q = −1, òî

Sn = a+a · (−1)+a · (−1)2+ . . .+a · (−1)n−1 =

{
0, åñëè n − ÷åòíîå,
a, åñëè n − íå÷åòíîå.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ìîæíî âûäåëèòü äâå ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè S2k = 0 è S2k−1 = a, èìåþùèå ðàçëè÷íûå ïðåäåëû.

Èòàê, ðÿä

∞∑
n=1

aqn−1 ñõîäèòñÿ ïðè |q| < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |q| > 1.

Ï ð è ì å ð 1.2. Äëÿ ðÿäà
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ . . . âûïèñàòü n�ûé

÷ëåí ðÿäà un, íàéòè n�óþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó Sn. Íàéòè ñóììó ðÿäà èëè
äîêàçàòü, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ð å ø å í è å. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

un =
1

(n+ 1)(n+ 2)
=

1

n+ 1
− 1

n+ 2
,

îòñþäà

Sn =

n∑
k=1

1

(k + 1)(k + 2)
=

n∑
k=1

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
=

(
1

2
− 1

3

)
+

+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
+

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
=

1

2
− 1

n+ 2
.

Âû÷èñëèì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà:

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1

2
− 1

n+ 2

)
=

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ . . . =

1

2
.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü äàí ðÿä (1.1). Åñëè â ýòîì ðÿäå îòáðîñèòü
ïåðâûå n ÷ëåíîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ðÿä:

un+1 + un+2 + . . .+ un+k + . . . =

∞∑
k=n+1

uk, (1.3)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 1.1. Ðÿä (1.1) è åãî ëþáîé îñòàòîê (1.3) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñ-

õîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
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Ïðèâåäåì ïðèìåð òîãî, êàê ñèìâîëüíûé ÿçûê ñïîñîáñòâóåò ôîðìóëè-
ðîâêå íîâûõ óòâåðæäåíèé.

Ïóñòü ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó S, òîãäà îñòàòîê ýòîãî ðÿäà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå S − Sn = Rn. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.2
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

∀ε > 0 ∃N = N(ε) > 0 ∀n > N : |Rn| < ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Rn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè
n→ ∞. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Rn}�
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè n→∞.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõî-
äèìîñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Âî-ïåðâûõ, åñëè îòáðîñèòü ïåðâûå
n ÷ëåíîâ èñõîäíîãî ðÿäà, òî ïîëó÷èì ðÿä ñ àíàëîãè÷íûì îáùèì ÷ëåíîì.
Âî-âòîðûõ, ìîæåì îïðåäåëèòü îñòàòîê ÷èñëîâîãî ðÿäà ÷åðåç ñóììó ðÿäà,
íî òîãäà ìû äîëæíû óæå çàðàíåå çíàòü, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è èìåòü ñóììó
ýòîãî ðÿäà. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà èñïîëüçóþò íà ïðàêòèêå äëÿ îöåíêè
ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé.

1.2 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà {Sn} ñõî-
äèëàñü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} áûëà
ôóíäàìåíòàëüíîé èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè:

∀ε > 0 ∃N = N(ε) > 0 ∀n > N ∀p ∈ N : |Sn+p − Sn| < ε.

Ñôîðìóëèðóåì â ñèìâîëüíîì âèäå óñëîâèå Êîøè äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Òàê êàê Sn+p − Sn =
n+p∑
k=1

uk −
n∑
k=1

uk =
n+p∑
k=n+1

uk, òî îòñþäà âûòåêàåò êðè-

òåðèé Áîëüöàíî�Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
n=1

un.

Òåîðåìà 1.3. (Êðèòåðèé Áîëüöàíî�Êîøè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä (1.1)
ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êîøè:

∀ε > 0 ∃N = N(ε) > 0 ∀n > N ∀p ∈ N :

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ < ε. (1.4)

9



Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ïðèçíàêà ïåðåä äðóãèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
îí ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè, à òàêæå
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäà íå òðåáóåòñÿ çíàòü ñóììó ðÿäà. Îò-
ìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè Êîøè ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà, òî åñòü êðèòåðèé èìååò ïðèìåíåíèå â òåîðèè.

Ï ð è ì å ð 1.3. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

arctg n

2n
ñõîäèòñÿ.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì îòðåçîê èñõîäíîãî ðÿäà. Âîçüìåì ñëàãàåìûå
ñ íîìåðàìè n+ 1, n+ 2, . . . , n+ p è ïðèìåíèì îöåíêè

|a+ b| 6 |a|+ |b|, |arctg a| < π

2

(ñì. ñâîéñòâà îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñòð. 129):∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

arctg k

2k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣arctg(n+ 1)

2n+1
+

arctg(n+ 2)

2n+2
+ . . .+

arctg(n+ p)

2n+p

∣∣∣∣ 6
6
π

2
·
(

1

2n+1
+

1

2n+2
+ . . .+

1

2n+p

)
=

π

2n+2
·
(
1
2

)p − 1
1
2 − 1

=

=
π

2n+1
·
(
1−

(
1

2

)p)
<

π

2n+1
.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà 1 −
(
1

2

)p
< 1 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî p ∈ N. Îïðåäå-

ëèì íîìåð N(ε) ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà,

íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣ n+p∑k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ < ε. Äëÿ

ýòîãî ðåøèì íåðàâåíñòâî
π

2n+1
< ε. Îòñþäà ïîëó÷àåì n > log2

π

2ε
, çíà-

÷èò, N(ε) = max
{
1;
[
log2

π

2ε

]
+ 1
}
, ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Òàêèì

îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè (1.4). Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä
ñõîäèòñÿ.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Áîëüöàíî�Êîøè, äîêà-

çàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

cosn

n2
ñõîäèòñÿ.
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Óêàçàíèå ê óïðàæíåíèþ 1. Èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî

1

(n+ p)2
6

1

n+ p− 1
− 1

n+ p
.

Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðîâ íå òîëüêî ñîêðàùàåò çàïèñü, íî è ïîçâîëÿåò
âåñüìà ïðîñòûì ñïîñîáîì ñòðîèòü îòðèöàíèÿ ïðåäëîæåíèé (îïðåäåëåíèé,
óòâåðæäåíèé), çàïèñàííûõ ñ ïîìîùüþ êâàíòîðîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòðèöà-
íèÿ íóæíî êâàíòîð ∀ çàìåíèòü íà êâàíòîð ∃, à êâàíòîð ∃ � íà êâàíòîð ∀
è ñòîÿùåå ïîñëå äâîåòî÷èÿ íåðàâåíñòâî çàìåíèòü åìó ïðîòèâîïîëîæíûì.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Áîëüöàíî�Êîøè, åñëè óñëîâèå Êîøè íå âûïîëíåíî,
òî åñòü

∃ε > 0 ∀N ∈ N ∃n > N ∃p ∈ N :

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ > ε, (1.5)

òî ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

un ðàñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 1.4. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

1

ln(n+ 1)
ðàñõîäèòñÿ.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì îòðåçîê èñõîäíîãî ðÿäà. Âîçüìåì ñëàãàåìûå
ñ íîìåðàìè n+1, n+2, . . . , n+p. Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà ïîëîæèòåëüíû

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
1

ln(n+ 1)
>

1

n
, èìååì∣∣∣∣∣

n+p∑
r=n+1

1

ln(r + 1)

∣∣∣∣∣ = 1

ln(n+ 1)
+

1

ln(n+ 2)
+ . . .+

1

ln(n+ p)
>

>
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ p
.

Ïóñòü p = n, òîãäà

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ p
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ n
>

1

2n
· n =

1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî ÷èñëî ε =
1

2
, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (1.5). Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

1

ln(n+ 1)
ðàñõîäèòñÿ.

Ó ï ð à æ í å í è å 2. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

1

n
ðàñõîäèòñÿ.
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1.3 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà

Åñëè â óñëîâèè Êîøè (1.4) âûáðàòü p = 1, òî ïîëó÷èì

∀ε > 0 ∃N = N(ε) > 0 ∀n > N : |un+1| < ε. (1.6)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Ï ð è ì å ð 1.5. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

1− 1− 1 + 1 + 1 + 1− 1− 1− 1− 1 + . . .

ðàñõîäèòñÿ.

Ð å ø å í è å. Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.6).
Òàê êàê äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî |un+1| = 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 1.4. (Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà). Åñëè ÷èñëîâîé

ðÿä

∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëå-

ìåíòîâ ðÿäà, áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè n → ∞, òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
n→∞

un = 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

{
1

ln(n+ 1)

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé

(
lim
n→∞

1

ln(n+ 1)
= 0

)
,

íî ðÿä

∞∑
n=1

1

ln(n+ 1)
ðàñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 1.4, ñòð. 11).

Ï ð è ì å ð 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n
ðàñõîäèòñÿ.

Ð å ø å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(
1 +

1

n

)n}
íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-

íî ìàëîé, òàê êàê lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e 6= 0.Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

÷èñëîâîãî ðÿäà íå âûïîëíåíî, èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð.
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Ï ð è ì å ð 1.7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

n ·arccos n2

n2 + 1
.

Ð å ø å í è å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàø ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïðîâåðèì, âûïîë-
íÿåòñÿ ëè íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè äëÿ íàøåãî ðÿäà, âû÷èñëèì
ïðåäåë

lim
n→∞

un = lim
n→∞

n · arccos n2

n2 + 1
= (∞ · 0).

Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞ · 0 ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
0

0
, çàòåì âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+∞

x · arccos x2

x2 + 1
= lim
x→+∞

arccos
x2

x2 + 1
1
x

= lim
x→+∞

2x3√
2x2 + 1(x2 + 1)

=

= lim
x→+∞

2√
2 +

1

x2

(
1 +

1

x2

) =
√
2.

Òàêèì îáðàçîì, lim
n→∞

un =
√
2 6= 0. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà

íå âûïîëíåí. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ó ï ð à æ í å í è å 3. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

(
3n3 − 1

3n3 + 2

)n3

ðàñõî-

äèòñÿ.
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�2 . Ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Ïðèñòóïàÿ ê èçó÷åíèþ íîâîãî ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü òåîðèþ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îïðåäåëåíèå ÷èñëîâîãî ðÿäà è åãî ñóììû,
óìåòü íàõîäèòü ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðåçóëüòàòîì îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ çíàíèå êðè-
òåðèåâ è ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, óìåíèå
ïðèìåíÿòü ðàññìîòðåííûå â ýòîì ðàçäåëå ïðèçíàêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ.

Çàäàíèÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

2.1 Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëîâûå ðÿäû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ñîõðàíÿþò
ñâîé çíàê, òî åñòü ∀n ∈ N : un > 0 èëè ∀n ∈ N : un < 0. Â ñèëó òîãî,
÷òî îáùèé ìíîæèòåëü (−1) ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ñóììû, ÷èñëîâûå ðÿäû
ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áóäóò èäåíòè÷íû ðÿäàì ñ
ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü èõ
îòäåëüíî.

Åñëè ê ýëåìåíòàì ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè äîáàâèòü
(êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî) ýëåìåíòû òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ,
òî, î÷åâèäíî, íà ñõîäèìîñòü èñõîäíîãî ðÿäà ýòî íå ïîâëèÿåò. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæåì ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ∀n ∈ N ýëåìåíòû ðÿäà
íåîòðèöàòåëüíû (un > 0).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Åñëè âñå (∀n ∈ N) ýëåìåíòû ÷èñëîâîãî ðÿäà íåîò-

ðèöàòåëüíû (un > 0), òî ðÿä

∞∑
n=1

un íàçûâàåòñÿ ðÿäîì ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷ëåíàìè èëè ïîëîæèòåëüíûì ðÿäîì.

Âñå, ÷òî áûëî ñêàçàíî î ðÿäàõ â ïåðâîì ïàðàãðàôå, ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ. Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëü-
íîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 2.5. (Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà.) Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ïîëîæèòåëüíûé ðÿä áûë ñõîäÿùèìñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} áûëà îãðàíè÷å-
íà, òî åñòü ∃C > 0 ∀n ∈ N : |Sn| 6 C.

Ï ð è ì å ð 2.8. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

sin
1

2n
ñõîäèòñÿ.
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Ð å ø å í è å. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì äàí-

íîãî ðÿäà Sn =

n∑
k=1

sin
1

2k
îãðàíè÷åíà. Îöåíêè | sin a| 6 1 è |Sn| 6 n íå

äàþò íàì âîçìîæíîñòè ãîâîðèòü îá îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} ðÿäà. Òàê êàê àðãóìåíò ñèíóñà óäîâëåòâîðÿåò äâîé-

íîìó íåðàâåíñòâó 0 <
1

2n
6

1

2
, òî ìîæåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó | sin a| 6 |a|

(ñì. ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë íà ñòð. 129). Òîãäà ïîëó÷èì

|Sn| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin
1

2k

∣∣∣∣∣ 6
n∑
k=1

1

2k
=

1
2

(
1−

(
1
2

)n)
1− 1

2

< 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Çíà÷èò,
èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèâåäåì åù¼ îäèí ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 2.6. (Ïðèçíàê ñãóùåíèÿ Êîøè). Ïóñòü ýëåìåíòû ïîëîæè-

òåëüíîãî ðÿäà íå âîçðàñòàþò

u1 > u2 > u3 > . . . > un > . . . > 0.

Òîãäà ðÿäû

∞∑
n=1

unè

∞∑
k=0

2ku2k ëèáî îáà ñõîäÿòñÿ, ëèáî îáà ðàñõîäÿòñÿ (ñõî-

äÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî).

Ï ð è ì å ð 2.9. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

1

np
,

ãäå p ∈ R.

Ð å ø å í è å. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: p 6 0 è p > 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå

äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

1

np
íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà, òàê

êàê un =
1

np
6→ 0 ïðè n → ∞ è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïðè p > 0 ïîëó÷èì

un =
1

np
→ 0 ïðè n → ∞, ðÿä ïîëîæèòåëüíûé è åãî ÷ëåíû óáûâàþò.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
k=0

2k · 1

2kp
=

∞∑
k=0

2k(1−p). Èìååì ñóììó ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q = 21−p. Òîãäà åñëè çíàìåíàòåëü
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ïðîãðåññèè q = 21−p < 1, òî 1−p < 0, p > 1 è ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïðè q = 21−p > 1
ñëåäóåò 1 − p > 0, p < 1 è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïðè p = 1 ñëåäóåò q = 1 è ðÿä
òàê æå ðàñõîäèòñÿ.

Èòàê, ðÿä

∞∑
n=1

1

np
ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p 6 1.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2. Ðÿä âèäà

∞∑
n=1

1

np
ïðè 0 < p < 1 è p > 1 íàçû-

âàåòñÿ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì. Åñëè p = 1, òî ðÿä

∞∑
n=1

1

n
íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì.

2.2 Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ è èõ ñëåäñòâèÿ

Ðàññìîòðèì äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäà

∞∑
n=1

un = u1 + u2 + . . .+ un + . . . , (u)

∞∑
n=1

vn = v1 + v2 + . . .+ vn + . . . (v)

Òåîðåìà 2.7. (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 1). Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëü-

íûõ ðÿäà (u) è (v). Åñëè un = O(vn) (n→ ∞), òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (v)
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (u), à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (u) ñëåäóåò ðàñõî-

äèìîñòü ðÿäà (v).

Ñëåäñòâèå 2.1. (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 2). Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëü-

íûõ ðÿäà (u) è (v). Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî un 6 vn, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (v) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (u),
à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (u) ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (v).

Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ áîëüøèìè ÷ëåíàìè ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ìåíüøèìè ÷ëåíàìè. È íàîáîðîò, èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
ñ ìåíüøèìè ÷ëåíàìè ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà ñ áîëüøèìè ÷ëåíàìè.

Êîãäà ïðèìåíÿþò ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 2, òî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü
äðîáü. Åñëè õîòèì îöåíèòü äðîáü ñâåðõó, òî íóæíî óâåëè÷èòü ÷èñëèòåëü
äðîáè è óìåíüøèòü çíàìåíàòåëü. Åñëè îöåíèâàåì äðîáü ñíèçó, òî óìåíü-
øàåì ÷èñëèòåëü, óâåëè÷èâàåì çíàìåíàòåëü.
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Ï ð è ì å ð 2.10. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

2 + (−1)n

3n
.

Ð å ø å í è å. Îöåíèì ñâåðõó n-ûé ÷ëåí ðÿäà:

un =
2 + (−1)n

3n
6

2 + 1

3n
=

1

3n−1
.

Ðÿä

∞∑
n=1

1

3n−1
ñõîäèòñÿ, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññè

ñî çíàìåíàòåëåì q =
1

3
. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíà-

êó ñðàâíåíèÿ 2.

Ï ð è ì å ð 2.11. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1

n− 1
cos

π

4n
.

Ð å ø å í è å. Òàê êàê 0 <
π

4n
6
π

4
, òî

√
2

2
6 cos

π

4n
< 1. Îöåíèì ñíèçó

n-ûé ÷ëåí ðÿäà:
1

n− 1
cos

π

4n
>

√
2

2(n− 1)
>

√
2

2n
.

Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑
n=1

1

n
ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ðàñ-

õîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ 2.

Ñëåäñòâèå 2.2. (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 3). Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëü-

íûõ ðÿäà (u) è (v). Åñëè un = O∗(vn) (n→ ∞), òî ðÿäû (u) è (v) ëèáî îáà
ñõîäÿòñÿ, ëèáî îáà ðàñõîäÿòñÿ.

Åñëè ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà íà ñõîäèìîñòü èñïîëüçóåòñÿ ïðèçíàê ñðàâ-
íåíèÿ 3, òî óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàáëèöó ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ
ðàçìåùåíà â êîíöå ïîñîáèÿ (ñì. ñòð. 128).

Ï ð è ì å ð 2.12. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

√
ln

(
1 +

4

n

)
·
(
e1+4/

√
n − 1

)
.
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Ð å ø å í è å. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n→∞√
ln

(
1 +

4

n

)
·
(
e1+4/

√
n − 1

)
∼
√

4

n
·
(
1 +

4√
n

)
=

2√
n
+

8

n
.

Ðÿä

∞∑
n=1

2√
n
ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿ-

äîì ïðè p =
1

2
. Ðÿä

∞∑
n=1

8

n
ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

(
2√
n
+

8

n

)
ðàñõîäèòñÿ. Äåëàåì âûâîä: èñõîäíûé

ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ 3.

Ñëåäñòâèå 2.3. (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 4). Ïóñòü (u) ïîëîæèòåëüíûé

ðÿä. Åñëè un = O∗
(

1

np

)
(n → ∞), òî ïðè p > 1 ðÿä (u) ñõîäèòñÿ, à ïðè

p 6 1 ðÿä (u) ðàñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 2.13. Èññëåäîâàòü ðÿä

∞∑
n=1

arcsin
n+ 1

n3 + n+ 2
íà ñõîäèìîñòü.

Ð å ø å í è å. Òàê êàê arcsin
n+ 1

n3 + n+ 2
∼ 1

n2
ïðè n → ∞ è ðÿä

∞∑
n=1

1

n2

ñõîäèòñÿ (îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ p = 2 > 1), òî ñîãëàñíî ïðè-
çíàêó ñðàâíåíèÿ 4, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Îáîáùèì âñå âûøå èçëîæåííûå ïðèçíàêè.

Òåîðåìà 2.8. (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 5). Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëü-

íûõ ðÿäà (u) è (v). Ïóñòü ñóùåñòâóåò lim
n→∞

un
vn

= K.

1) Åñëè 0 6 K < +∞, òî èç ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà (v) ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà (u).
2) Åñëè 0 < K 6 +∞, òî èç ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà (u) ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà (v).
3) Åñëè 0 < K < +∞, òî îáà ðÿäà ëèáî ñõîäÿòñÿ, ëèáî ðàñõîäÿòñÿ.
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2.3 Ïðèçíàê Äàëàìáåðà

Òåîðåìà 2.9. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Äàëàìáåðà). Ïóñòü äëÿ ïîëîæè-

òåëüíîãî ðÿäà ñóùåñòâóåò lim
n→∞

un+1

un
= l. Òîãäà åñëè l < 1, òî ðÿä (u)

ñõîäèòñÿ; åñëè l > 1, òî ðÿä (u) ðàñõîäèòñÿ; åñëè l = 1, òî ïðèçíàê îòâå-
òà íå äà¼ò.

Ï ð è ì å ð 2.14. Èññëåäîâàòü ðÿä

∞∑
n=1

n!an

nn
ïðè a 6= e, a > 0 íà

ñõîäèìîñòü.

Ð å ø å í è å. Âû÷èñëèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ðÿäà ñ íîìåðàìè
n+ 1 è n:

l = lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

(n+ 1)!an+1nn

(n+ 1)n+1n!an
= a lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n
=
a

e
.

Ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà äåëàåì âûâîä: åñëè a > e, òî èñõîäíûé
ðÿä ðàñõîäèòñÿ; åñëè a < e, òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

2.4 Ïðèçíàê Êîøè (ðàäèêàëüíûé)

Òåîðåìà 2.10. (Ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè). Ïóñòü äëÿ

ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà (u) ñóùåñòâóåò lim
n→∞

n
√
un = l. Òîãäà åñëè l < 1, òî

ðÿä (u) ñõîäèòñÿ; åñëè l > 1, òî ðÿä (u) ðàñõîäèòñÿ; åñëè l = 1, òî ïðèçíàê
îòâåòà íå äà¼ò.

Ï ð è ì å ð 2.15. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(
an

n+ 1

)n
,

ïðè a > 0.

Ð å ø å í è å. Âû÷èñëèì ïðåäåë :

l = lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞

an

n+ 1
= a.

Ïî ïðèçíàêó Êîøè ïðè a < 1 èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ; ïðè a > 1 èñõîäíûé
ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a = 1 èìååì

lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
= e−1 6= 0.

Òàê êàê íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà, òî
ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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2.5 Ïðèçíàêè Ãàóññà, Êóììåðà, Ðààáå è Áåðòðàíà

Òåîðåìà 2.11. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Ãàóññà). Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

un, ãäå un 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ N âû-

ïîëíÿåòñÿ
un
un+1

= α+
β

n
+

γn
n1+δ

, |γn| < c, δ > 0, (2.1)

òîãäà

1) ïðè α > 1 ðÿä

∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ, à ïðè α < 1 ðàñõîäèòñÿ;

2) ïðè α = 1 ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â ñëó÷àå, åñëè β > 1, è ðàñõîäèòñÿ â

ñëó÷àå, åñëè β 6 1.

Ï ð è ì å ð 2.16. Èññëåäîâàòü ðÿä

∞∑
n=1

3 · 5 · . . . · (2n+ 1)

2 · 4 · . . . · (2n)
íà ñõîäèìîñòü.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

un
un+1

=
2n+ 2

2n+ 3
= 1− 1

2n+ 3
= 1− 1

2n
· 1

1 +
3

2n

.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè
1

1 + x
â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 = 0 ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà (ñì. ñòð. 130):

1

1 + x
= 1− x+

1

(1 + c)3
x2, (2.2)

ãäå c ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0. Ïîäñòàâèì â ðàçëîæå-

íèå (2.2) âìåñòî x âûðàæåíèå
3

2n
, òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.1) ïîëó÷èì

un
un+1

= 1− 1

2n
·

(
1− 3

2n
+

1

(1 + c)3
·
(

3

2n

)2
)

= 1− 1

2n
+

3

4n2
− 1

(1 + c)3
· 9

8n3
,

ãäå α = 1, β = −1

2
, γn =

3

4
− 1

(1 + c)3
· 9

8n
è δ = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {γn} îãðàíè÷åíà:

|γn| =
∣∣∣∣34 − 1

(1 + c)3
· 9

8n

∣∣∣∣ 6 3

4
+

1

(1 + c)3
· 9
8
.
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Ïàðàìåòð α = 1, çíà÷èò, ïîëüçóåìñÿ âòîðûì óñëîâèåì â ïðèçíàêå ñõîäèìî-

ñòè Ãàóññà. Ïàðàìåòð β = −1

2
, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.12. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êóììåðà). Ïóñòü {cn} � ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

1

cn
ðàñõîäèòñÿ,

è ïóñòü äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

un, ãäå un 6= 0 äëÿ âñåõ

n ∈ N, ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

(
cn ·

un
un+1

− cn+1

)
= K.

Òîãäà åñëè K > 0, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; åñëè K < 0, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.3. Ïðè K = 0 ïðèçíàê Êóììåðà íå ðàáîòàåò.

Ï ð è ì å ð 2.17. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(2n)!!

(2n+ 1)!!
.

Ð å ø å í è å. Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn âûáåðåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü n. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑
n=1

1

n
ðàñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

un
un+1

=
(2n)!!(2n+ 3)!!

(2n+ 1)!!(2n+ 2)!!
=

2n+ 3

2n+ 2
.

Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

(
n · 2n+ 3

2n+ 2
− (n+ 1)

)
= lim
n→∞

−n− 2

2n+ 2
= −1

2
< 0.

Òàêèì îáðàçîì, äåëàåì âûâîä, ÷òî èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó
Êóììåðà.

Òåîðåìà 2.13. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Ðààáå). Ïóñòü äëÿ ïîëîæèòåëü-

íîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

un, ãäå un 6= 0 ïðè âñåõ n ∈ N, ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

n

(
un
un+1

− 1

)
= R.

Òîãäà åñëè R > 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; åñëè R < 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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Ï ð è ì å ð 2.18. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(2n)!!

n2(2n+ 1)!!
.

Ð å ø å í è å. Îòíîøåíèå ýëåìåíòîâ ðÿäà ñ íîìåðàìè n è n + 1 èìååò
âèä

un
un+1

=
(2n)!!(n+ 1)2(2n+ 3)!!

n2(2n+ 1)!!(2n+ 2)!!
=

(2n+ 3)(n+ 1)2

(2n+ 2)n2
.

Òàê êàê lim
n→∞

un+1

un
= 1, òî ïðèçíàê Äàëàìáåðà çäåñü íå ðàáîòàåò. Âû÷èñëèì

ïðåäåë

lim
n→∞

n

(
(2n+ 3)(n+ 1)2

(2n+ 2)n2
− 1

)
= lim
n→∞

n(5n2 + 8n+ 3)

(2n+ 2)n2
=

5

2
> 1.

Èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ðààáå.

Òåîðåìà 2.14. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Áåðòðàíà). Ïóñòü äëÿ ïîëîæè-

òåëüíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

un, ãäå un 6= 0 ïðè âñåõ n ∈ N, ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

lnn

[
n

(
un
un+1

− 1

)
− 1

]
= B.

Òîãäà åñëè B > 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; åñëè B < 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 2.19. Ðÿä

∞∑
n=1

(n+ 1)!
1
2

(
1
2 + 1

) (
1
2 + 2

)
· . . . ·

(
1
2 + n

)√
n

èññëå-

äîâàòü íà ñõîäèìîñòü.

Ð å ø å í è å. Îòíîøåíèå ýëåìåíòîâ ðÿäà ñ íîìåðàìè n è n + 1 èìååò
âèä

un
un+1

=

√
n+ 1

(
n+ 3

2

)
√
n(n+ 2)

.

Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

lnn ·

[
n

(√
n+ 1

(
n+ 3

2

)
√
n(n+ 2)

− 1

)
− 1

]
=

= lim
n→∞

lnn ·
√
n
√
n+ 1

(
n+ 3

2

)
− n2 − 3n− 2

n+ 2
= −∞.

Èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ (ïî ïðèçíàêó Áåðòðàíà).

22



2.6 Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè

Òåîðåìà 2.15. (Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè). Ïóñòü

f(x) � íåïðåðûâíàÿ, íåîòðèöàòåëüíàÿ è ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íà ìíî-

æåñòâå [1,+∞) ôóíêöèÿ. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

f(n) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
1

f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ï ð è ì å ð 2.20. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln2(n+ 1)
.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì f(x) =
1

(x+ 1) ln2(x+ 1)
. Ïðîâåðèì, ÷òî âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû íà [1, +∞): f(x) > 0, f(x) íåïðåðûâíà è ìî-
íîòîííî óáûâàåò. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë:

+∞∫
1

1

(x+ 1) ln2(x+ 1)
dx =

+∞∫
1

d ln(x+ 1)

ln2(x+ 1)
= lim

b→+∞

(
− 1

ln(x+ 1)

)∣∣∣∣b
1

=
1

ln 2
.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ
(ïî èíòåãðàëüíîìó ïðèçíàêó Êîøè).
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�3 . Ðÿäû ñ ÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà

Äëÿ óñïåøíîãî èçó÷åíèÿ äàííîãî ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü òåîðèþ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óìåòü íàõîäèòü ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ìîíîòîííîñòü è îãðàíè-
÷åííîñòü.

Ïîñëå èçó÷åíèÿ ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí óìåòü ðàçëè÷àòü çíàêî÷åðåäó-
þùèåñÿ ðÿäû è èññëåäîâàòü èõ íà ñõîäèìîñòü, çíàòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà, óìåòü èññëåäîâàòü ðÿä
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòè.

Çàäàíèÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 10,11,12,13.

3.1 Ïðèçíàê Ëåéáíèöà

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ðÿä âèäà

u1 − u2 + u3 − u4 + . . .+ (−1)n−1un + . . . =

∞∑
n=1

(−1)n−1un, (3.1)

ãäå un > 0, íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ.

Òåîðåìà 3.16. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Ëåéáíèöà). Åñëè äëÿ çíàêî÷åðå-

äóþùåãîñÿ ðÿäà (3.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} íå âîçðàñòàåò, òî åñòü ∃N ∈ N ∀n > N :
un > un+1,

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè n → ∞, òî åñòü

lim
n→∞

un = 0,

òî ðÿä (3.1) ñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 3.21. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n lnn√
n

.

Ð å ø å í è å. Âû÷èñëèì ïðåäåë, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+∞

lnx√
x

= lim
x→+∞

1
x
1

2
√
x

= lim
x→+∞

2√
x
= 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

lnn√
n

= 0. Èññëåäóåì ôóíêöèþ f(x) =
lnx√
x

íà ìîíî-

òîííîñòü. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (0; +∞). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

f ′(x) =
1− 0, 5 lnx

x
√
x

. Íàéäåì ïðîìåæóòêè, ãäå ñîõðàíÿåòñÿ çíàê ïðîèçâîä-

íîé.

-

e2
d
0 x

f ′(x)

f(x)
�� @R

+ −

Ïðè x > e2 ôóíêöèÿ f(x) =
lnx√
x

óáûâàåò. Çíà÷èò ïðè n > 7 âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî un =
lnn√
n
>

ln(n+ 1)√
n+ 1

= un+1. Âûïîëíåíû îáà óñëîâèÿ

ïðèçíàêà Ëåéáíèöà. Äåëàåì âûâîä: ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n lnn√
n

ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 3.17. (Îá îöåíêå îñòàòêà çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà). Ñóììà
îñòàòêà çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ïðè-

çíàêà Ëåéáíèöà, èìååò çíàê ïåðâîãî îñòàâøåãîñÿ ÷ëåíà è íå ïðåâîñõîäèò

åãî ïî ìîäóëþ, òî åñòü |Rn| 6 un+1.

Ï ð è ì å ð 3.22. Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 01 ñóììó ðÿäà

1

1!
− 1

3!
+

1

5!
− . . .+ (−1)n−1 1

(2n− 1)!
+ . . .

Ð å ø å í è å. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíà-
êó Ëåéáíèöà. Òàê êàê ñóììà ðÿäà äîëæíà áûòü âû÷èñëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
0, 01, òî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |Rn| 6 un+1 6 0, 01,

èëè
1

(2n+ 1)!
6 0, 01. Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ n = 2. Òà-

êèì îáðàçîì,

S ≈ S3 =
1

1!
− 1

3!
≈ 1− 0, 16 ≈ 0, 84.
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3.2 Ïðèçíàê Äèðèõëå

Òåîðåìà 3.18. (Ïðèçíàê Äèðèõëå). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}
ìîíîòîííàÿ è áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî åñòü lim

n→∞
an = 0, à ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn =

n∑
j=1

bj îãðàíè÷åíà, òî ðÿä

∞∑
n=1

anbn ñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 3.23. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

sinn√
n
.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

sinn. Ïðåîáðàçóåì åãî n�óþ ÷àñòè÷-

íóþ ñóììó Sn =
n∑
k=1

sin k. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (ñì. ñïðà-

âî÷íûé ìàòåðèàë íà ñòð. 129)

n∑
k=0

sin(x+ kα) =
sin
(
n+1
2 α

)
sin
(
x+ n

2

)
α

sin α
2

, α 6= 2πl, l ∈ Z,

êîòîðîå ïðè x = 0, α = 1 ïðèìåò âèä

Sn =

n∑
k=1

sin k = − sin 0 +

n∑
k=0

sin k =
sin
(
n+1
2

)
sin
(
n
2

)
sin 1

2

.

Îöåíèì ìîäóëü n�îé ÷àñòè÷íîé ñóììû Sn ðÿäà

∞∑
n=1

sinn:

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ sin

(
n+1
2

)
sin
(
n
2

)
sin 1

2

∣∣∣∣∣ 6 1

sin 1
2

.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1√
n

}
ìîíîòîííî óáûâàåò, òàê êàê

1√
n
>

1√
n+ 1

è

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè n→∞. Ðÿä
∞∑
n=1

sinn√
n

ñõîäèòñÿ (ïî ïðèçíà-

êó Äèðèõëå).
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3.3 Ïðèçíàê Àáåëÿ

Òåîðåìà 3.19. (Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Àáåëÿ). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{an} ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, à ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∞∑
n=1

anbn òàê-

æå ñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 3.24. Èññëåäîâàòü ðÿä

∞∑
n=1

n cos 2n

1 + n2

(
1 +

1

n

)3

íà ñõîäèìîñòü.

Ð å ø å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(
1 +

1

n

)3
}
ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè-

÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(
1 +

1

n

)3

6 23 = 8. Ðÿä

∞∑
n=1

n cos 2n

1 + n2
ñõîäèò-

ñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Sn =

n∑
k=1

cos 2k îãðàíè÷åíà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
n

1 + n2

}
� áåñêîíå÷íî

ìàëàÿ è ìîíîòîííî óáûâàåò. Èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ.

Ó ï ð à æ í å í è å 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì Sn =

n∑
k=1

cos 2k îãðàíè÷åíà.

Óêàçàíèå ê óïðàæíåíèþ 4. Ïðåîáðàçîâàòü ñóììó êîñèíóñîâ, ôîðìóëó
ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå ¾Ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë¿ íà ñòð. 129.

3.4 Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ðÿä ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè

u1 + u2 + . . .+ un + . . . (u)

Ñîñòàâèì íîâûé ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ýëåìåíòîâ ðÿäà (u), òî åñòü
äëÿ âñåõ n ∈ N áåðåì |un| :

|u1|+ |u2|+ . . .+ |un|+ . . . (|u|)

Î÷åâèäíî, ÷òî íîâûé ðÿä áóäåò ïîëîæèòåëüíûì.

Òåîðåìà 3.20. Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä (|u|), òî ñõîäèòñÿ è ðÿä (u).
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Îïðåäåëåíèå 3.7. Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä (|u|), òî ðÿä (u) íàçûâàåòñÿ àá-
ñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðèçíà-
êîâ ñõîäèìîñòè äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ (ñì. �2. Ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíû-
ìè ÷ëåíàìè, ñòð. 14).

Îïðåäåëåíèå 3.8. Åñëè ðÿä (u) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (|u|) ðàñõîäèòñÿ, òî
ðÿä (u) íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Ï ð è ì å ð 3.25. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n
3
√
n

1 +
√
n
.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n 3
√
n

1 +
√
n

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

3
√
n

1 +
√
n
. Òàê

êàê
3
√
n

1 +
√
n
∼ 1

n1/6
ïðè n→∞ è ðÿä

∞∑
n=1

1

n1/6
ðàñõîäèòñÿ êàê îáîáùåííûé

ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ p =
1

6
< 1, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ 3 ðàñõîäèòñÿ

ðÿä
∞∑
n=1

3
√
n

1 +
√
n
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n
3
√
n

1 +
√
n
íå ñõîäèòñÿ àáñîëþò-

íî. Ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ, ïîêàæåì, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ïî
ïðèçíàêó Ëåéáíèöà:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
3
√
n

1 +
√
n

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, òàê êàê

lim
n→∞

3
√
n

1 +
√
n
= 0;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
3
√
n

1 +
√
n

}
ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè n > 4.

Èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ó ï ð à æ í å í è å 5. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî íîìåðà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
3
√
n

1 +
√
n

}
ìîíîòîííî óáûâàåò.
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�4 . Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Äëÿ óñïåøíîãî îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü òåî-
ðèþ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óìåòü íàõîäèòü ïðåäåë ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, óìåòü íàõîäèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, âëà-
äåòü àïïàðàòîì òåîðèè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ.

Ïîñëå èçó÷åíèÿ äàííîãî ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü, ÷òî òàêîå ïðå-
äåëüíàÿ ôóíêöèÿ, óìåòü íàõîäèòü îáëàñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ
ðÿäîâ, óìåòü èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû íà
ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü, çíàòü ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ.

Çàäàíèÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 14, 15, 16, 17, 18, 19.

4.1 Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X ⊂ R îïðåäåëåíû ôóíêöèè

f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . . ,

òî åñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)}∞n=1 (äàëåå∞ è n = 1 áóäóò îïóñêàòüñÿ). Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ X
è íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fn(x) â ýòîé òî÷êå äëÿ âñåõ n ∈ N. Ïîëó÷èì
÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x0)}.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x0)}, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, òî åñòü lim

n→∞
fn(x0) = Ax0

. Cõîäè-

ìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} â òî÷êå x0 ∈ X íàçû-
âàþò ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòüþ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü {fn(x)} â òî÷êå x0 ∈ X çàïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå
¾ε− δ¿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N : |fn(x0)−Ax0
| < ε.

Ï ð è ì å ð 4.26. Íà îòðåçêå [0, 1] çàäàíà ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

fn(x) =


1− nx, 0 6 x 6

1

n
,

0,
1

n
< x 6 1.
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Âûÿñíèòü ñõîäèòñÿ ëè äàííàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â

òî÷êàõ x = 0, x =
1

2
, x =

1

n
ïðè n > 3 è x = 1.

Ð å ø å í è å. Âûïèøåì ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

f1(x) = 1− x, 0 6 x 6 1, f2(x) =


1− 2x, 0 6 x 6

1

2
,

0,
1

2
< x 6 1,

f3(x) =


1− 3x, 0 6 x 6

1

3
,

0,
1

3
< x 6 1,

. . . fn(x) =


1− nx, 0 6 x 6

1

n
,

0,
1

n
< x 6 1,

. . .

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êå x = 0, ïîëó÷èì

f1(0) = 1, f2(0) = 1, f3(0) = 1, . . . , fn(0) = 1, . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàæäûé ýëåìåíò
êîòîðîé ðàâåí åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→∞
fn(0) = 1.

Ïîäñòàâèì x =
1

2
, òîãäà

f1

(
1

2

)
=

1

2
, f2

(
1

2

)
= 0, f3

(
1

2

)
= 0, . . . , fn

(
1

2

)
= 0, . . .

è ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn

(
1

2

)}
ðàâåí íóëþ.

Ïðè x =
1

n
(n > 3) ïîëó÷èì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f1

(
1

n

)
=
n− 1

n
, f2

(
1

n

)
=
n− 2

n
, f3

(
1

n

)
=
n− 3

n
, . . . ,

fn

(
1

n

)
= 0, fn+1

(
1

n

)
= 0, fn+2

(
1

n

)
= 0, . . . ,

ïðåäåë êîòîðîé ðàâåí íóëþ.
Åñëè x = 1, òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿùóþ èç íóëåé, çíà-

÷èò, lim
n→∞

fn(1) = 0.
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Îïðåäåëåíèå 4.10. Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ çàäàííàÿ ôóíêöè-
îíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñõîäè-

ìîñòè (îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè) ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.11. Ïóñòü X � îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {fn(x)}. Êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî Ax0

. Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíê-
öèÿ f(x), çíà÷åíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì f(x0) = Ax0

. Ôóíê-
öèþ f(x) íàçûâàþò ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå X. Ïèøóò

lim
n→∞

fn(x) = f(x) èëè fn(x)
X−→

n→∞
f(x).

Îòìåòèì, ÷òî áîëüøóþ ðîëü ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè èã-
ðàåò ìíîæåñòâî X, åñëè åãî èçìåíèòü, òî è ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
èçìåíèòüñÿ.

Ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} ê ôóíêöèè
f(x) íà ìíîæåñòâå X çàïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ε > 0 ∀x ∈ X ∃N(ε, x) ∀n > N : |fn(x)− f(x)| < ε.

Ï ð è ì å ð 4.27. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèîíàëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïðèìåðà 4.26.

Ð å ø å í è å. Ïî îïðåäåëåíèþ 4.11 íà îòðåçêå [0, 1] ïðåäåëüíîé áóäåò
ôóíêöèÿ

f(x) =

{
1, x = 0,

0, 0 < x 6 1.

Ï ð è ì å ð 4.28. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèîíàëü-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = n sin

(
x+ 1

nx2

)
íà ìíîæåñòâå [1, +∞).

Ð å ø å í è å. Çàôèêñèðóåì x ∈ [1, +∞) è íàéäåì ïðåäåë, ó÷èòûâàÿ
sinα ∼ α ïðè α→ 0:

lim
n→∞

n sin

(
x+ 1

nx2

)
= lim
n→∞

n · x+ 1

nx2
=
x+ 1

x2
.

Çíà÷åíèå x � ôèêñèðîâàííîå, íî ïðîèçâîëüíîå, è íàéäåííûé ïðåäåë
îïðåäåëåí äëÿ âñåõ x èç óêàçàííîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ

èìååò âèä f(x) =
x+ 1

x2
.
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Ó ï ð à æ í å í è å 6. Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = xn : 1) îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè; 2) íà ìíîæåñòâå ñõîäè-
ìîñòè íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ.

Î ò â å ò: 1) (−1, 1]; 2) f(x) =

{
0, |x| < 1,

1, x = 1.

4.2 Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X,
åñëè êàêèì áû íè áûëî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε, íàéäåòñÿ íîìåðN ýëåìåíòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ε, òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N, è äëÿ
âñåõ x èç ìíîæåñòâà X áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå: ìîäóëü ðàçíîñòè ýëå-
ìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) è ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(x) îêàæåòñÿ

ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà ε. Ïèøóò fn(x)
X

⇒
n→∞

f(x).

Íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {fn(x)} ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X áóäåò çàïèñàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N ∀x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < ε.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.4. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâåX ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü
íà ýòîì ìíîæåñòâå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî.

Èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè íà ïðàêòèêå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíÿþò ÷àùå êðèòåðèè ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñôîðìóëèðóåì èõ.

Òåîðåìà 4.21. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} è íîìåð N òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ n > N è äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|fn(x)− f(x)| 6 an ïðè ýòîì lim
n→∞

an = 0,

òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê

ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X.
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Ï ð è ì å ð 4.29. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü fn(x) =
2n3

n3 + x4
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [−5, 2].

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x). Çàôèêñèðóåì ÷èñëî
x èç îòðåçêà [−5, 2], òîãäà

lim
n→∞

2n3

n3 + x4
= 2, òî åñòü f(x) = 2.

Îöåíèì ìîäóëü ðàçíîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) è ïðå-
äåëüíîé ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [−5, 2]:∣∣∣∣ 2n3

n3 + x4
− 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 2x4

n3 + x4

∣∣∣∣ 6 2 · | − 5|4

n3 + 04
=

1250

n3
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü äðîáü ñâåðõó, óâåëè÷èëè ÷èñëèòåëü è óìåíüøèëè
çíàìåíàòåëü. Ôóíêöèÿ y = x4 íà îòðåçêå [−5, 2] íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè-
íèìàåò â òî÷êå x = −5, à íàèìåíüøåå â òî÷êå x = 0. Ïîòîìó â ÷èñëèòåëå
âìåñòî x4 çàïèñûâàåì (−5)4, à â çíàìåíàòåëå x çàìåíÿåì íóëåì. Ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü an =
1250

n3
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. Òàêèì îáðàçîì, ôóíê-

öèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) =
2n3

n3 + x4
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

îòðåçêå [−5, 2].

Ï ð è ì å ð 4.30. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü fn(x) =
arctg(n

√
x)√

n3 + 2nx+ x2 + 1
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå

[0, +∞).

Ð å ø å í è å. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ: f(x) = lim
n→∞

arctg(n
√
x)√

n3 + 2nx+ x2 + 1
= 0.

Ôóíêöèÿ arctg(n
√
x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ: |arctg(n
√
x)| < π

2
(ñì. ñâîéñòâà ôóíêöèè y = arctg x, ñòð. 129). Ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n ôóíêöèÿ g(x) = n3 + 2nx + x2 + 1 íà ìíîæå-
ñòâå [0, +∞) âîçðàñòàåò è ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â íóëå. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣ arctg(n

√
x)√

n3 + 2nx+ x2 + 1

∣∣∣∣ < π/2√
n3 + 1

<
π

2n
√
n

è lim
n→∞

π

2n
√
n
= 0.
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Äåëàåì âûâîä: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) =
arctg(n

√
x)√

n3 + 2nx+ x2 + 1
ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [0, +∞).
Íà ïðàêòèêå î÷åíü óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì íåîáõîäèìûì è äî-

ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 4.22. (Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}
ðàâíîìåðíî ñõîäèëàñü íà ìíîæåñòâå X ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(x), íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

lim
n→∞

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| = 0. (4.1)

Îïðåäåëåíèå 4.13. Âûðàæåíèå sup
x∈X
|f(x)| = ‖f‖ íàçûâàåòñÿ íîðìîé

ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X.

Çàìåòèì, ÷òî íîðìà ôóíêöèè � ýòî ÷èñëî. Ïîäðîáíåå î íîðìàõ ñì. [6].
Óñëîâèå (4.1) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî çàïèñàòü òàê

‖f − fn‖ = sup
x∈X
|f(x)− fn(x)| −−−−→

n→∞
0.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ï ð è ì å ð 4.31. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn(x) = x4e−n

2x ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [0; +∞) ê ñâîåé
ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-
íîå ÷èñëî x0 èç ïðîìåæóòêà [0; +∞). Ïîëó÷èì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü fn(x0) = x40e
−n2x0 . Ýòà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåñ-

êîíå÷íî ìàëîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ: f(x) = lim

n→∞
x4e−n

2x = 0. Èññëåäóåì ïîâåäå-

íèå ôóíêöèè g(x) = fn(x) − f(x) = x4e−n
2x íà ïðîìåæóòêå [0; +∞) ïðè

ôèêñèðîâàííîì n. Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

g′(x) = x3e−n
2x(4− n2x).

Îïðåäåëèì, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå, à ãäå îòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêå [0; +∞).
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-max

4

n2

t
0 x

g′(x)

f(x)
�� @R

+ −

Òîãäà ‖f − fn‖ = sup
x∈[0; +∞)

∣∣∣x4e−n2x
∣∣∣ = g

(
4

n2

)
=

(
4

n2

)4

· e−n
2· 4
n2 è

lim
n→∞

‖f − fn‖ = lim
n→∞

(
4

e

)4

· 1

n8
= 0.

Òàê êàê óñëîâèå (4.1) âûïîëíåíî, òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) = x4e−n
2x ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñâîåé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè íà ìíî-

æåñòâå [0; +∞).

Ï ð è ì å ð 4.32. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn(x) = x2n− x3n íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñâîåé ïðåäåëüíîé ôóíê-
öèè íà ìíîæåñòâå [0; 1].

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-
íîå ÷èñëî x0 èç ïðîìåæóòêà [0; 1]. Ïîëó÷èì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn(x0) = x2n0 − x3n0 . Ýòà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íî ìàëîé. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = 0. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè
g(x) = fn(x) − f(x) = x2n − x3n íà îòðåçêå [0; 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì n.
Âûïèøåì ïðîèçâîäíóþ

g′(x) = nx2n−1(2− 3xn),

íàéäåì ïðîìåæóòêè å¼ çíàêîïîñòîÿíñòâà íà îòðåçêå [0; 1].

-max

n

√
2

3

t
1

t
0 x

g′(x)

g(x)
�� @R

+ −

Ïðîâåðèì, âûïîëíÿåòñÿ ëè óñëîâèå (4.1):

‖f − fn‖ = sup
x∈[0; 1]

|x2n − x3n − 0| =

∣∣∣∣∣g
(

n

√
2

3

)∣∣∣∣∣ = 4

27
.
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Òîãäà lim
n→∞

‖f−fn‖ =
4

27
6= 0. Òàê êàê óñëîâèå (4.1) íå âûïîëíåíî, òî ôóíê-

öèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) = x2n − x3n íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
ê ñâîåé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå [0; 1].

Ïðèâåäåì åù¼ îäèí êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâåX. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî êðè-
òåðèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íå òðåáóåòñÿ çíàòü ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå X.

Òåîðåìà 4.23. (Êðèòåðèé Áîëüöàíî�Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèëàñü íà ìíîæåñòâå X ê

ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

óñëîâèå Êîøè

∀ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N ∀p ∈ N ∀x ∈ X : |fn+p(x)− fn(x)| < ε.

Ï ð è ì å ð 4.33. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) =
arccos

1

nx
(x+ n)(x+ n+ 1)

íà ìíîæåñòâå [1; 2].

Ð å ø å í è å. Îöåíèì ìîäóëü ðàçíîñòè ýëåìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè n+ p è n:

|fn+p(x)− fn(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
arccos

1

(n+ p)x

(x+ n+ p)(x+ n+ p+ 1)
−

arccos
1

nx
(x+ n)(x+ n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
6

π

(x+ n+ p)(x+ n+ p+ 1)
+

π

(x+ n)(x+ n+ 1)
<

2π

(n+ 1)(n+ 2)
<

2π

n2
.

Îöåíêà âûïîëíåíà äëÿ ëþáîãî x ∈ [1; 2] è äëÿ ëþáîãî p ∈ N. Îïðåäåëèì
íîìåð N(ε) ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî áóäåò âû-
ïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |fn+p(x)−fn(x)| < ε. Äëÿ ýòîãî ðåøèì íåðàâåíñòâî

2π

n2
< ε. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N(ε) > 0, ïîëó÷èì N(ε) =

[√
2π

ε

]
+ 1. Òàêèì

îáðàçîì, âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè. À çíà÷èò, èñõîäíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñâîåé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå [1; 2].
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4.3 Cõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî
n ∈ N ôóíêöèè un(x). Ðÿä, ó êîòîðîãî îáùèé ÷ëåí un(x) åñòü ôóíêöèÿ,
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì:

u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x) + . . . =

∞∑
n=1

un(x). (4.2)

Âûáåðåì òî÷êó x0 ∈ X, òîãäà un(x0) � åñòü ÷èñëî, à ðÿä

∞∑
n=1

un(x0) �

÷èñëîâîé ðÿä.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

un(x0) ñõîäèòñÿ, òî ãîâî-

ðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (4.2) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0. Òî÷êà x0 íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, à ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê ñõîäèìîñòè � îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå (4.15) çàäàåò ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíî-
ãî ðÿäà.

Äàëåå, îáëàñòü ñõîäèìîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü E. Åñëè x ∈ E � ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ðÿä (4.2) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå E ⊆ X.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò âûøå ñêàçàííîå.

Ï ð è ì å ð 4.34. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

xn.

Ð å ø å í è å. Ïðè ëþáîì n ∈ N ôóíêöèÿ un(x) = xn îïðåäåëåíà íà
âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Çíà÷èò, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-
äà X = R. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x0 ∈ R. Ïîëó÷èì ÷èñëîâîé

ðÿä
∞∑
n=1

xn0 . Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè x0 ∈ (−1; 1). Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ

îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè.

Ï ð è ì å ð 4.35. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
.
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Ð å ø å í è å. Çàôèêñèðóåì x0 ∈ R, ïîëó÷èì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

xn+1
0

n(n+ 1)
.

Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x0| ·
n

n+ 2
= |x0|.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèëñÿ, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî |x0| < 1.

Ïóñòü x0 = 1 ïîëó÷èì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
. Òàê êàê

1

n(n+ 1)
<

1

n2

è ðÿä

∞∑
n=1

1

n2
ñõîäèòñÿ (îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ p = 2 > 1), òî ïî

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ 2 (ñëåäñòâèå 2.1) ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Åñëè x0 = −1, òî ïîëó÷àåì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)
. Ýòîò ÷èñëîâîé ðÿä

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à çíà÷èò ñõîäèòñÿ. Äåëàåì âûâîä: ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä ñõîäèòñÿ íà ïðîìåæóòêå [−1; 1].

Ï ð è ì å ð 4.36. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

ln

(
1− 1

(x2 + n)2

)
.

Ð å ø å í è å. Ïðè n = 1 ôóíêöèÿ u1(x) = ln

(
1− 1

(x2 + 1)2

)
íå îïðå-

äåëåíà â íóëå. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (n > 1) ôóíêöèÿ

un(x) = ln

(
1− 1

(x2 + n)2

)
= ln

(x2 + n− 1)(x2 + n+ 1)

(x2 + n)2

îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
X = R \ {0}. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x0 ∈ R \ {0}. Ïîëó÷èì

÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

ln

(
1− 1

(x20 + n)2

)
. Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x0

ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

∣∣∣∣ln(1− 1

(x20 + n)2

)∣∣∣∣ . (4.3)

38



Ïðè n → ∞ èìååì

∣∣∣∣ln(1− 1

(x20 + n)2

)∣∣∣∣ ∼ 1

(x20 + n)2
∼ 1

n2
. Òàê êàê ÷èñëî-

âîé ðÿä

∞∑
n=1

1

n2
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì ïðè p = 2 > 1,

òî ðÿä

∞∑
n=1

1

(x20 + n)2
ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x0 ∈ X, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðè-

çíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä (4.3). Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü. Äåëàåì âûâîä: â äàííîì ïðèìåðå E = X.

Ï ð è ì å ð 4.37. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

(
2

x− 1

)n
.

Ð å ø å í è å. Ïðè âñåõ n ∈ N ôóíêöèè un(x) =

(
2

x− 1

)n
òåðïÿò ðàç-

ðûâ â òî÷êå x = 1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
X = R \ {1}. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x0 ∈ R \ {1}. Ïîëó÷èì

÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

(
2

x0 − 1

)n
. Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x0 ýòîò ðÿä

ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

∣∣∣∣( 2

x0 − 1

)n∣∣∣∣ . Ïîñëåäíèé ðÿä ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîâûì ðÿäîì. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàäèêàëüíûì ïðè-
çíàêîì Êîøè:

l = lim
n→∞

n

√(
2

|x0 − 1|

)n
=

2

|x0 − 1|
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä ñõîäèëñÿ òðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-

ñòâî
2

|x0 − 1|
< 1. Ðåøåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

(−∞; −1) ∪ (3; +∞). Ïðè x0 = −1 è x0 = 3 èìååì

∞∑
n=1

(−1)n è

∞∑
n=1

1 ñîîò-

âåòñòâåííî. Îáà ÷èñëîâûõ ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ, òàê êàê íå âûïîëíåíî íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Äåëàåì âûâîä: îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðÿäà E = (−∞; −1) ∪ (3; +∞).

Äàëåå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóììå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Ïîäîáíî òî-
ìó, êàê îïðåäåëÿëàñü ñóììà ÷èñëîâîãî ðÿäà äàäèì îïðåäåëåíèå ñóììû
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ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Îáîçíà÷èì n-óþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà (4.2) ÷åðåç Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x).

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïóñòü x ∈ E. Ñóììîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-
äà (4.2) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé ïðåäåë ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, òî åñòü lim

n→∞
Sn(x) = S(x).

Ïèøóò: S(x) =

∞∑
n=1

un(x).

Ï ð è ì å ð 4.38. Äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

ln

(
1− 1

(x2 + n)2

)
íàéòè ñóììó íà

ìíîæåñòâå R \ {0}.

Ð å ø å í è å. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ñ íîìåðîì

n èìååò âèä Sn(x) =
n∑
k=1

ln

(
1− 1

(x2 + k)2

)
. Ïðåîáðàçóåì å¼, ïîëüçóÿñü

ñâîéñòâîì ñóììû ëîãàðèôìîâ

Sn(x) = ln
x2(x2 + 2)

(x2 + 1)2
+ ln

(x2 + 1)(x2 + 3)

(x2 + 2)2
+ ln

(x2 + 2)(x2 + 4)

(x2 + 3)2
+ . . .+

+ ln
(x2 + n− 2)(x2 + n)

(x2 + n− 1)2
+ ln

(x2 + n− 1)(x2 + n+ 1)

(x2 + n)2
=

= ln
x2(x2 + n+ 1)

(x2 + 1)(x2 + n)
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì îòâåò

S(x) = lim
n→∞

ln
x2(x2 + n+ 1)

(x2 + 1)(x2 + n)
= ln

x2

x2 + 1
.

Ó ï ð à æ í å í è å 7. Íàéòè ñóììó ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

xn

íà ìíîæåñòâå (−1; 1)

Î ò â å ò:
∞∑
n=1

xn =
x

1− x
.
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4.4 Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

Îïðåäåëåíèå 4.17. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (4.2) íàçûâàåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà E, åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (4.2) ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E çàïèøåì òàê

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∀n > N ∀x ∈ X : |S(x)− Sn(x)| < ε. (4.4)

Êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷èì îñòàòîê ðÿäà (4.2) ÷åðåç

Rn(x) = S(x)− Sn(x) =
∞∑

k=n+1

uk(x).

Òîãäà óñëîâèå (4.4) ïðèìåò âèä

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∀n > N ∀x ∈ X : |Rn(x)| < ε.

Ï ð è ì å ð 4.39. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

ln

(
1− 1

(x2 + n)2

)
íà ìíîæåñòâå R \ {0}.

Ð å ø å í è å. Îöåíèì ìîäóëü ðàçíîñòè ñóììû ðÿäà è ýëåìåíòà ñ íîìå-
ðîì n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà:

|S(x)− Sn(x)| =
∣∣∣∣ln x2

x2 + 1
− ln

x2(x2 + n+ 1)

(x2 + 1)(x2 + n)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ln x2 + n

x2 + n+ 1

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ln(1− 1

x2 + n+ 1

)∣∣∣∣ 6 1

x2 + n+ 1
<

1

n
.

Îöåíêà âûïîëíåíà ïðè âñåõ x ∈ R\{0}. Ðåøèâ íåðàâåíñòâî 1

n
< ε, îïðåäå-

ëèì N(ε) =

[
1

ε

]
+1. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Ó ï ð à æ í å í è å 8. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

ðÿäà

∞∑
n=1

xn íà ìíîæåñòâå [−q; q], ãäå 0 < q < 1.
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Ç à ì å ÷ à í è å 4.5. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî
ðÿäà (4.2) íà ìíîæåñòâå E ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü äàíîãî ðÿäà íà
ýòîì ìíîæåñòâå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî.

Èç îïðåäåëåíèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé è ðÿäîâ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} è

{gn(x)}

(
ðÿäû

∞∑
n=1

un(x) è

∞∑
n=1

vn(x)

)
ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà ìíî-

æåñòâå E, òî ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ {αfn(x) + βgn(x)}( ∞∑
n=1

[αun(x) + βvn(x)]

)
, ãäå α è β � ïîñòîÿííûå, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà E.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðÿä) ñõîäèò-
ñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, òî ñõîäèìîñòü áóäåò ðàâíîìåðíîé è íà
ëþáîì ìíîæåñòâå E1 ⊂ E.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðÿä) ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ E1 è E2, òî íà ìíîæåñòâå
E = E1 ∪ E2 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðÿä) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.6. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íåëüçÿ ïåðåíåñòè íà áåñ-
êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 4.24. (Êðèòåðèé Áîëüöàíî�Êîøè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä
∞∑
n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ íà E, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êîøè:

∀ε > 0 ∃N = N(ε) > 0 ∀n > N ∀p ∈ N ∀x ∈ E :

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε. (4.5)

Ï ð è ì å ð 4.40. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà

∞∑
n=1

e−nx cosnx íà ìíîæåñòâå [1; +∞).
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Ð å ø å í è å. Îöåíèì ìîäóëü ñóììû ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ðÿäà ñ íîìå-
ðàìè n+ 1, n+ 2, . . . , n+ p :∣∣∣∣∣ n+p∑k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣cos(n+ 1)x

e(n+1)x
+ . . .+

cos(n+ p)x

e(n+p)x

∣∣∣∣ 6
6
| cos(n+ 1)x|

e(n+1)x
+ . . .+

| cos(n+ p)x|
e(n+p)x

6
1

e(n+1)x
+ . . .+

1

e(n+p)x
.

Äàëåå âûíåñåì îáùèé ìíîæèòåëü e−nx çà ñêîáêè. Â ñêîáêàõ íàéäåì ñóììó
p ýëåìåíòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì e−x:

1

ex
+ . . .+

1

(ex)p
=
e−x

(
1− (e−x)

p)
1− e−x

6
1

ex − 1
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ 6 1

enx
· 1

ex − 1
6

1

en
· 1

e− 1
.

Ïîñëåäíèå îöåíêè âûïîëíåíû äëÿ âñåõ p ∈ N è äëÿ âñåõ x ∈ [1; +∞). Îïðå-

äåëèì íîìåð ýëåìåíòà N(ε). Äëÿ ýòîãî ðåøèì íåðàâåíñòâî
1

en
· 1

e− 1
< ε

îòíîñèòåëüíî n. Îòñþäà N(ε) = max{1;
[
ln(ε(e− 1))−1

]
+ 1}. Óñëîâèå Êî-

øè (4.5) âûïîëíåíî, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

e−nx cosnx ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà ìíîæåñòâå [1; +∞).
Èç êðèòåðèÿ Áîëüöàíî�Êîøè ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 4.25. (Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî

ðÿäà). Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un(x)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè òîæ-

äåñòâåííî ðàâíîé íóëþ íà E.

Íåîáõîäèìûì ïðèçíàêîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, åñëè ìû õîòèì ïîêà-
çàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ðàâíîìåðíî íå ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå.

Ï ð è ì å ð 4.41. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

(
x2n − x3n

)
íà ìíîæåñòâå

(0; 1) íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñâîåé ñóììå.
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Ð å ø å í è å. Âûøå áûëî ïîêàçàíî (ñì. ïðèìåð 4.32, ñòð. 35), ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) = x2n − x3n íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè
f(x) = 0 íà ìíîæåñòâå [0; 1]. Â ñèëó ñâîéñòâà 2, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f(x) = 0 è íà ìíîæåñòâå (0; 1). Ñëå-

äîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

(
x2n − x3n

)
íà ìíîæåñòâå (0; 1) íå

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñâîåé ñóììå.

Òåîðåìà 4.26. (Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäîâ). Äëÿ

òîãî ÷òîáû ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ íà E ê ñâîåé ñóììå S(x),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

‖Sn − S‖ −−−−→
n→∞

0. (4.6)

Ï ð è ì å ð 4.42. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà

∞∑
n=1

1

(x+ n)(x+ n+ 1)
íà ìíîæåñòâå [0; +∞).

Ð å ø å í è å. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn(x)} ÷àñòè÷íûõ ñóìì äàííî-
ãî ðÿäà èìååì

Sn(x) =

n∑
k=1

1

(x+ k)(x+ k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

x+ k
− 1

x+ k + 1

)
=

=
1

x+ 1
− 1

x+ n+ 1
.

Âû÷èñëèì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn(x)} :

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) = lim
n→∞

(
1

x+ 1
− 1

x+ n+ 1

)
=

1

x+ 1
.

Ïîñêîëüêó

‖Sn − S‖ =
∥∥∥∥ 1

x+ n+ 1

∥∥∥∥ = sup
x∈[0; +∞]

∣∣∣∣ 1

x+ n+ 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
,

òî lim
n→∞

‖Sn − S‖ = lim
n→∞

1

n+ 1
= 0 è, ñîãëàñíî êðèòåðèþ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

44



Ñàìûì óäîáíûì ïðèçíàêîì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî
ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Âîïðîñ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëü-
íîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 4.27. (Ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Âåéåðøòðàññà).

Åñëè äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

un(x) ìîæíî óêàçàòü òàêîé ñõîäÿ-

ùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

cn, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ E è äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî |un(x)| 6 cn, òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà ìíîæåñòâå E.

Ï ð è ì å ð 4.43. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

xn

n

íà ìíîæåñòâå [−q; q], ãäå 0 < q < 1.

Ð å ø å í è å. Äëÿ âñåõ x ∈ [−q; q] âûïîëíåíî
∣∣∣∣xnn

∣∣∣∣ 6 qn

n
. Ðÿä

∞∑
n=0

qn

n

ñõîäèòñÿ (ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà), òàê êàê

l = lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

qn+1

n+ 1
· n
qn

= q lim
n→∞

n

n+ 1
= q < 1.

Äåëàåì âûâîä: ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä

∞∑
n=1

xn

n
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà îòðåçêå [−q; q], ãäå 0 < q < 1.

Ï ð è ì å ð 4.44. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà

∞∑
n=1

x

n(x2 + n2)
íà ìíîæåñòâå x ∈ R.

Ð å ø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì 2|nx| 6 x2 + n2 äëÿ îöåíêè
ìîäóëÿ n�ãî ÷ëåíà ðÿäà:∣∣∣∣ x

n(x2 + n2)

∣∣∣∣ = 1

n2
· |xn|
x2 + n2

6
1

2n2
, äëÿ âñåõ x ∈ R.

Ðÿä
∞∑
n=1

1

n2
ñõîäèòñÿ (îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ p = 2 > 1). Ïî

ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
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Ï ð è ì å ð 4.45. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà
∞∑
n=1

xn

n · 2n
íà ìíîæåñòâå

[
−3

2
;
3

2

]
.

Ð å ø å í è å. Îöåíèì ìîäóëü n�ãî ÷ëåíà ðÿäà:∣∣∣∣ xn

n · 2n

∣∣∣∣ = |x|n

n · 2n
6

(3/2)
n

n · 2n
6

1

n
·
(
3

4

)n
, ïðè x ∈

[
−3

2
;
3

2

]
.

Ðÿä

∞∑
n=1

1

n
·
(
3

4

)n
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, òàê êàê

lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

3n

4(n+ 1)
=

3

4
< 1.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà.

Ï ð è ì å ð 4.46. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà

∞∑
n=1

xne−nx íà ìíîæåñòâå x ∈ [0; +∞).

Ð å ø å í è å. Èññëåäóåì ôóíêöèþ un(x) = xne−nx íà ìîíîòîííîñòü.
Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîäíóþ u′n(x) = n(1− x)xn−1e−nx.

-
max

1

t
0 x

u′n(x)

un(x)
�� @R

+ −

Îöåíèì ìîäóëü n�ãî ÷ëåíà ðÿäà: |xne−nx| 6 1 · e−n =
1

en
. ×èñëîâîé

ðÿä
∞∑
n=1

e−n ñõîäèòñÿ, êàê ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî.

Íà ïðàêòèêå ïðèçíàê Âåéåðøòàññà ïðèìåíèòü óäàåòñÿ íå âñåãäà. Íà-
ïðèìåð, åñëè ïðè îöåíêå îáùåãî ÷ëåíà ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ïîëó÷èì
îáùèé ÷ëåí ÷èñëîâîãî ðÿäà, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ èëè ïðè îöåíêå îáùåãî
÷ëåíà ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íå ìîæåì èçáàâèòüñÿ îò x. Ìîãóò áûòü ïî-
ëåçíûìè ñëåäóþùèå äâà ïðèçíàêà: ïðèçíàê Äèðèõëå è ïðèçíàê Àáåëÿ.
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Òåîðåìà 4.28. (Ïðèçíàê Äèðèõëå). Ðÿä

∞∑
n=1

an(x)bn(x) ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
n=1

bn(x) ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå E, òî åñòü

∃M > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ E :

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

bk(x)

∣∣∣∣∣ 6M ;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an(x)} ìîíîòîííà ïðè êàæäîì x ∈ E è ðàâíî-

ìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî åñòü

∀n ∈ N ∀x ∈ E an+1(x) 6 an(x) (èëè an+1(x) > an(x))

è an(x)
E

⇒
n→∞

0.

Ï ð è ì å ð 4.47. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà

∞∑
n=1

sinx sinnx√
n3 + x4

íà ìíîæåñòâå R.

Ð å ø å í è å. Ïóñòü bn =

n∑
k=1

sinx sin kx è an =
1√

n3 + x4
. Òàê êàê (ñì.

ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë íà ñòð. 129)

n∑
k=0

sin(y + kα) =
sin
(
n+1
2 α

)
sin
(
y + n

2

)
α

sin α
2

, α 6= 2πk, k ∈ Z,

òî ïðè y = 0, α = x èìååì

n∑
k=1

sin(kx) = − sin 0 +

n∑
k=0

sin(kx) =
sin
(
n+1
2 x

)
sin
(
n
2x
)

sin x
2

. (4.7)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
è (4.7), òîãäà∣∣∣∣∣sinx

n∑
k=1

sin kx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2 cos x2 sin

n+ 1

2
x sin

n

2
x

∣∣∣∣ 6 2.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå R. Ïðè
ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîííà, òàê

êàê an =
1√

n3 + x4
>

1√
(n+ 1)3 + x4

= an+1. Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê íóëþ:

lim
n→∞

sup
x∈R

1√
n3 + x4

= lim
n→∞

1√
n3

= 0.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå R ïî ïðèçíàêó
Äèðèõëå.

Òåîðåìà 4.29. (Ïðèçíàê Àáåëÿ). Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

an(x)bn(x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) ðÿä

∞∑
n=1

bn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an(x)} îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå E è ìîíî-

òîííà ïðè êàæäîì x ∈ E.

Ï ð è ì å ð 4.48. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà

∞∑
n=1

ln

(
1 +

x

n ln2(n+ 1)

)
·
(
1 +

x

n

)n
íà ìíîæåñòâå [0; 1].

Ð å ø å í è å. Îáîçíà÷èì bn = ln

(
1 +

x

n ln2(n+ 1)

)
è an =

(
1 +

x

n

)n
.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

ln

(
1 +

x

n ln2(n+ 1)

)
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

ìíîæåñòâå [0; 1], òàê êàê äëÿ âñåõ x ∈ [0; 1] âûïîëíåíà îöåíêà

0 6 bn 6
x

n ln2(n+ 1)
6

1

n ln2(n+ 1)

è ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

1

n ln2(n+ 1)
ñõîäèòñÿ. Äîêàæåì ýòî. Äëÿ âñåõ n ∈ N

âûïîëíåíî
1

n ln2(n+ 1)
<

1

n ln2 n
. Ðÿä

∞∑
n=2

1

n ln2 n
ñõîäèòñÿ (ïî èíòåãðàëü-

íîìó ïðèçíàêó Êîøè) (ñì. ïðèìåð 2.20, ñòð. 23). Ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ 2
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(ñì. ñëåäñòâèå 2.1, ñòð. 16) áóäåò ñõîäèòüñÿ ðÿä ñ ìåíüøèìè ÷ëåíàìè. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå [0; 1], òàê êàê(

1 +
x

n

)n
6

(
1 +

1

n

)n
< e,

è ìîíîòîííàÿ ïðè êàæäîì x ∈ [0; 1], ïîñêîëüêó ϕ(t) =
(
1 +

x

t

)t
� âîçðàñ-

òàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè t > 1 äëÿ êàæäîãî x ∈ [0; 1]. Ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ
ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [0; 1].

4.5 Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

Êàê èçâåñòíî, îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ îáëàäà-
þò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè. Ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:(

n∑
k=1

uk(x)

)′
=

n∑
k=1

u′k(x) è

b∫
a

n∑
k=1

uk(x) dx =

n∑
k=1

b∫
a

uk(x) dx.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ ïåðåñòàíîâêà îïåðàöèé äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ (èíòåãðèðîâàíèÿ) è ñóììèðîâàíèÿ òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ.
Áîëüøóþ ðîëü çäåñü èãðàåò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèî-
íàëüíîãî ðÿäà.

Íèæå ïðèâåäåíû òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå íàì äèôôåðåíöèðîâàòü (èíòå-
ãðèðîâàòü) ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû.

Ïóñòü {fn(x)}�ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è

∞∑
n=1

un(x)ôóíê-

öèîíàëüíûé ðÿä. Äàëåå f(x) = lim
n→∞

fn(x) � ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ è

S(x) =

∞∑
n=1

un(x) � ñóììà ðÿäà.

Òåîðåìà 4.30. (Î íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíê-

öèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f(x) íà X è âñå ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}
íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ X, òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
x→x0

(
lim
n→∞

fn(x)
)
= lim
n→∞

(
lim
x→x0

fn(x)

)
.
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Òåîðåìà 4.31. (Î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà). Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé

ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè S(x) íà ìíîæåñòâå X è âñå

ýëåìåíòû un(x) ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ X, òî
ñóììà ðÿäà S(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
x→x0

( ∞∑
n=1

un(x)

)
=

∞∑
n=1

(
lim
x→x0

un(x)

)
.

Ï ð è ì å ð 4.49. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
· xn

xn + 1
.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
· xn

xn + 1
íà îòðåçêå [0; 1]. Íà

ýòîì ìíîæåñòâå äëÿ âñåõ x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ (−1)n(2n)!
· xn

xn + 1

∣∣∣∣ 6 1

(2n)!
.

×èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

1

(2n)!
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, òàê êàê

lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
= 0 < 1.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ýòîì ìíîæåñòâå ïî ïðèçíà-

êó Âåéåðøòðàññà. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé (∀n ∈ N) un(x) =
(−1)n

(2n)!

xn

xn + 1
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0; 1] è

lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
· xn

xn + 1
=

∞∑
n=1

(
(−1)n

(2n)!
· lim
x→1−0

xn

xn + 1

)
=

1

2

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
.

Òàê êàê cosx =

∞∑
n=1

(−1)nx2n

(2n)!
(ñì. ñòð. 131), òî cos 1 =

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
. Ïîëó÷àåì

lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
· xn

xn + 1
=

1

2
cos 1.
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Òåîðåìà 4.32. (Î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà). Åñ-
ëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê

ôóíêöèè f(x) íà [a, b] è âñå ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {fn(x)} íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ [a, b]

x∫
x0

fn(t) dt
[a; b]

⇒
n→∞

x∫
x0

f(t) dt.

Òåîðåìà 4.33. (Î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà). Åñëè ôóíêöèî-

íàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a, b] è âñå ýëå-

ìåíòû un(x) ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], òî ðÿä
∞∑
n=1

x∫
x0

un(t) dt, ãäå x0 ∈ [a; b], ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b] è ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, òî åñòü

x∫
x0

( ∞∑
n=1

un(t)

)
dt =

∞∑
n=1

x∫
x0

un(t) dt.

Ï ð è ì å ð 4.50. Íàéòè ñóììó S(x) ðÿäà

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
, à çàòåì âû÷èñ-

ëèòü ñóììó ðÿäà

∞∑
n=0

1

(n+ 1)2n+1
.

Ð å ø å í è å. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=0

xn. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ íà èíòåðâà-

ëå (−1; 1) (ñì. ïðèìåð 4.34, ñòð. 37), à åãî ñóììà ðàâíà
1

1− x
. Íà îòðåçêå

[−q; q], ãäå 0 < q < 1, ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà,

òàê êàê äëÿ âñåõ x ∈ [−q; q] âûïîëíåíî |xn| 6 qn, à ðÿä
∞∑
n=0

qn ñõîäèòñÿ êàê

ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. ×ëåíû ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðÿäà un = xn � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Èíòåãðèðóÿ ýòîò ðÿä
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ïî÷ëåííî íà îòðåçêå [0; x], ãäå x ∈ (−1; 1), ïîëó÷àåì
x∫

0

dt

1− t
=

∞∑
n=0

x∫
0

tn dt,

èëè

− ln |1− x| =
∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
. (4.8)

Òàêèì îáðàçîì, S(x) = − ln |1 − x|. Ïîëàãàÿ â (4.8) x =
1

2
, ïîëó÷àåì

ln 2 =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)2n+1
.

Òåîðåìà 4.34. (Î äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îò-

ðåçêå [a; b] ôóíêöèé ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ∈ [a; b], à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {f ′n(x)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b], òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a; b] ê íåêîòîðîé íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x) è

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x), x ∈ [a; b].

Òåîðåìà 4.35. (Î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà). Åñëè ôóíê-

öèè un(x), n ∈ N, èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà îòðåçêå [a; b], ðÿä
∞∑
n=1

u′n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b], à ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ õîòÿ áû

â îäíîé òî÷êå x0 ∈ [a; b], òî ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b],

åãî ñóììà èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a; b], ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ìîæíî

ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü, òî åñòü( ∞∑
n=1

un(x)

)′
=

∞∑
n=1

u′n(x).

Ï ð è ì å ð 4.51. Íàéòè ñóììó ðÿäà

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
.
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Ð å ø å í è å. Ðÿä ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [−1; 1] (ñì. ïðèìåð 4.35, ñòð. 37).

Ïðîèçâîäíûå u′n(x) =
xn

n
ôóíêöèé un(x) =

xn+1

n(n+ 1)
íåïðåðûâíû íà

îòðåçêå [−1; 1]. Ðÿä
∞∑
n=1

xn

n
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−q; q], ãäå

0 < q < 1 (ñì. ïðèìåð 4.43, ñòð. 45). Òàêèì îáðàçîì, ðÿä

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−q; q]. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî÷ëåííî ðÿä
∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
= f(x), ïîëó÷àåì

∞∑
n=1

xn

n
= f ′(x). Îòêóäà, â ñèëó (4.8), íà-

õîäèì f ′(x) = − ln(1− x). Ñëåäîâàòåëüíî,

x∫
0

f ′(t) dt = f(x)− f(0) = −
x∫

0

ln(1− t) dt,

èëè

f(x)− f(0) =
x∫

0

ln(1− t) d(1− t) = (1− t) ln(1− t)|x0 +

x∫
0

dt.

Îòêóäà íàõîäèì ñóììó ðÿäà

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
= x+ (1− x) ln(1− x).
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�5 . Ïðèìåíåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Ïðèñòóïàÿ ê èçó÷åíèþ íîâîãî ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü òåîðèþ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ, çíàòü ïîíÿòèÿ îáëàñòè ñõî-
äèìîñòè, ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, óìåòü íàõîäèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè è
èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû íà ñõîäèìîñòü è
ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.

Ïîñëå èçó÷åíèÿ äàííîãî ðàçäåëà ñòóäåíò äîëæåí óìåòü íàõîäèò ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, ðàñêëàäûâàòü ôóíêöèè â ñòåïåííûå ðÿäû, èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, âëàäåòü ïðèåìàìè ïðèáëèæ¼ííûõ
âû÷èñëåíèé.

Çàäàíèÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30,
31, 32.

5.1 Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 5.18. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

∞∑
n=0

Cn(x− a)n, Cn ∈ R, a ∈ R (5.1)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ñòåïåííîãî
ðÿäà, Cn � êîýôôèöèåíòîì ñòåïåííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 5.36. (òåîðåìà Êîøè�Àäàìàðà). Âñÿêèé ñòåïåííîé ðÿä (5.1)
èìååò èíòåðâàë ñõîäèìîñòè (a−R, a+R), âíóòðè êîòîðîãî äàííûé ðÿä

ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî, è âíå êîòîðîãî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. ×èñëî R
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

R =
1

lim
n→∞

n
√
|Cn|

èëè R = lim
n→∞

∣∣∣∣ CnCn+1

∣∣∣∣ .
Îïðåäåëåíèå 5.19. Èíòåðâàë (a−R, a+R) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì

ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. ×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè
ñòåïåííîãî ðÿäà, ïðè÷åì 0 6 R 6∞.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.7. Â òî÷êå x = a ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè � ýòî èíòåðâàë ñõîäèìîñòè è, áûòü ìîæåò, åãî êîí-
öû. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè íàäî âû÷èñ-
ëèòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è öåíòð ðÿäà, çàïèñàòü èíòåðâàë ñõîäèìîñòè è

54



ïðîâåðèòü äîïîëíèòåëüíî áóäåò ëè ñõîäèòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà êîí-
öàõ ïîëó÷åííîãî èíòåðâàëà.

Ï ð è ì å ð 5.52. Äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

5n− 1

n2 + 1
(x+2)n íàéòè îá-

ëàñòü ñõîäèìîñòè.

Ð å ø å í è å. Öåíòðîì ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà a = −2. Âû÷èñëèì
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ CnCn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ (n+ 1)2 + 1

n2 + 1
· 5n− 1

5n+ 1

∣∣∣∣ = 1.

Ðÿä ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (−3; −1). Ïðè x = −3 ïîëó÷àåì çíàêî÷åðå-

äóþùèéñÿ ðÿä

∞∑
n=0

(−1)n(5n− 1)

n2 + 1
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéá-

íèöà. Ïðè x = −1 ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíûé ðÿä

∞∑
n=0

5n− 1

n2 + 1
. Òàê êàê

5n− 1

n2 + 1
∼

n→∞

5

n
è ðÿä

∞∑
n=0

5

n
ðàñõîäèòñÿ (ãàðìîíè÷åñêèé), òî ïî ïðèçíàêó

ñðàâíåíèÿ ðàñõîäèòñÿ ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Äåëàåì âûâîä: îá-
ëàñòü ñõîäèìîñòè � x ∈ [−3; −1).

Òåîðåìà 5.37. Ñòåïåííîé ðÿä (5.1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà âñÿêîì

îòðåçêå [c, d] ⊂ (a−R, a+R).

Òåîðåìà 5.38. (Î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà). Ñóììà

ñòåïåííîãî ðÿäà åñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ âî âñÿêîé òî÷êå èíòåðâàëà

ñõîäèìîñòè.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=0

Cn(x− a)n, (5.2)

∞∑
n=1

nCn(x− a)n−1, (5.3)

∞∑
n=0

Cn
(x− a)n+1

n+ 1
(5.4)

R, R′, R′′ ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåìà 5.39. (Î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè è äèôôåðåíöèðîâàíèè
ñòåïåííîãî ðÿäà). Äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (5.2), (5.3), (5.4) èìåþò ìåñòî

óòâåðæäåíèÿ:

1) ñòåïåííûå ðÿäû (5.2), (5.3), (5.4) èìåþò îäèí è òîò æå èíòåðâàë

ñõîäèìîñòè, òî åñòü R = R′ = R′′;

2) ñòåïåííîé ðÿä (5.2) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü âî âñÿêîé

òî÷êå åãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè;

3) ñòåïåííîé ðÿä (5.2) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà [a, x], ãäå
x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Ï ð è ì å ð 5.53. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä äëÿ ôóíê-

öèè
1

1 + x2
, íàéòè ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè arctg x.

Ð å ø å í è å. Ôóíêöèþ
1

1 + x2
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó áåñêî-

íå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì −x2 :

1− x2 + x4 + . . .+ (−1)n−1x2n + . . . =
1

1 + x2
.

Ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

∞∑
n=0

(−1)nx2n. Ïîëó÷èëè

ñòåïåííîé ðÿä, èíòåðâàë ñõîäèìîñòè êîòîðîãî (−1; 1). Ïî òåîðåìå 5.39
ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî èíòåãðèðîâàòü, ïðè÷åì íîâûé ñòåïåííîé ðÿä áóäåò
èìåòü òîò æå èíòåðâàë ñõîäèìîñòè:

x∫
0

dt

1 + t2
=

x∫
0

( ∞∑
n=0

(−1)nt2n
)
dt ⇒ arctg x =

∞∑
n=0

(−1)n
x∫

0

t2n dt.

Òàêèì îáðàçîì, arctg x =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1, |x| < 1.

Ó ï ð à æ í å í è å 9. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå â ïðèìåðå 5.53
ðàçëîæåíèå äëÿ arctg x áóäåò ñïðàâåäëèâî è ïðè x = ±1.
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5.2 Ðÿä Òåéëîðà

Îïðåäåëåíèå 5.20. Ðÿä âèäà

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n, x ∈ (a−R, a+R)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x).

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(x). Áóäåì èñêàòü ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

Cn(x − a)n, äëÿ êîòîðîãî f(x) � ñóììà íà ïðîìåæóòêå X. Åñëè ðàç-

ëîæåíèå ïðîèñõîäèò â òî÷êå a, òî a ∈ X, à ñàì ïðîìåæóòîê X äîëæåí
áûòü ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî òî÷êè a, è ôóíêöèÿ f(x) äîëæíà èìåòü
ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà â äàííîé òî÷êå a. Òîãäà

Cn =
f (n)(a)

n!
.

Êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïîëó÷åííûé ñòåïåí-
íîé ðÿä íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ, à åñëè îí ñõîäèòñÿ, òî íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ ê
ñàìîé ôóíêöèè f(x) :

f(x) ∼
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Òåîðåìà 5.40. (Êðèòåðèé ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä). Äëÿ
òîãî ÷òîáû f(x) ðàñêëàäûâàëàñü íà ïðîìåæóòêåX â ñòåïåííîé ðÿä, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn(x) ôîðìóëû Òåéëîðà

ñòðåìèëñÿ ê íóëþ äëÿ êàæäîãî x ∈ X:

f(x) =

∞∑
n=0

Cn(x− a)n, x ∈ X ⇔ ∀x ∈ X Rn(x)→ 0 (n→∞).

Òåîðåìà 5.41. (Ïðèçíàê ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä). Åñëè
ôóíêöèÿ f(x) èìååò â ïðîìåæóòêå X ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, îãðà-

íè÷åííûå îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé, òî åñòü

∃M > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ X :
∣∣∣f (n)(x)∣∣∣ 6M,

òî ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå â ñòåïåííîé ðÿä

f(x) =

∞∑
n=0

Cn(x− a)n, ∀x ∈ X.
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.8. Ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå a = 0 íàçûâà-
þò ðÿäîì Ìàêëîðåíà:

f(x) ∼
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn.

Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ðÿäû Ìàêëîðåíà ïðèâåäåíû â êîíöå äàííîãî
ïîñîáèÿ â ðàçäåëå ¾Ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë¿ (ñì. ñòð. 131).

Ï ð è ì å ð 5.54. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
1

x+ 7
â ñòåïåííîé

ðÿä ïî ñòåïåíÿì x.

Ð å ø å í è å. Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå
1

1 + t
=

∞∑
n=0

(−1)ntn ïðè |t| < 1,

ïîëó÷èì

1

x+ 7
=

1

7
· 1

1 +
x

7

=
1

7

∞∑
k=0

(−1)k
(x
7

)k
=

∞∑
k=0

(−1)k xk

7k+1
,

ãäå
∣∣∣x
7

∣∣∣ < 1, òî åñòü |x| < 7.

Ï ð è ì å ð 5.55. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
1

2− x
ïî ñòåïåíÿì

(x− 1).

Ð å ø å í è å. Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ
1

1− t
=

∞∑
n=0

tn ïðè |t| < 1, èìååì

1

2− x
=

1

1− (x− 1)
=

∞∑
k=0

(x− 1)k,

ãäå |x− 1| < 1 èëè x ∈ (0; 2).

Ï ð è ì å ð 5.56. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
1

(x+ 7)2
ïî ñòåïå-

íÿì x.
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Ð å ø å í è å. Òàê êàê ïðè |x| < 7 âåðíî ðàâåíñòâî
1

x+ 7
=

∞∑
k=0

(−1)k xk

7k+1
,

òî äèôôåðåíöèðóÿ åãî, ïîëó÷èì − 1

(x+ 7)2
=

∞∑
k=1

(−1)k kx
k−1

7k+1
. Îòêóäà èìå-

åì ðàçëîæåíèå

1

(x+ 7)2
=

∞∑
k=1

(−1)k−1 kx
k−1

7k+1
=

∞∑
k=0

(−1)k (k + 1)xk

7k+2
,

òàêæå âåðíîå ïðè |x| < 7.

Ï ð è ì å ð 5.57. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
1

4
√
2− x3

ïî ñòåïå-

íÿì x.

Ð å ø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì (1 + t)α =

∞∑
k=0

Cαk t
k, |t| < 1,

ïðè α = −1

4
: (1 + t)−

1
4 =

∞∑
k=0

C
− 1

4

k tk, ãäå êîýôôèöèåíòû C
− 1

4
0 = 1,

C
− 1

4

k =
− 1

4

(
− 1

4 − 1
)
· . . . ·

(
− 1

4 − k + 1
)

k!
=

(−1)k1 · 5 · 9 · . . . · (4k − 3)

4kk!
.

Äàëåå âûíåñåì 2 èç�ïîä çíàêà êîðíÿ, ïîäñòàâèì âìåñòî t â ïîëó÷åííîå

ðàçëîæåíèå −x
3

2
, èìååì

1
4
√
2− x3

=
1
4
√
2

(
1− x3

2

)− 1
4

=

=
1
4
√
2

[
1 +

∞∑
k=1

(−1)k 1 · 5 · 9 · . . . · (4k − 3)

4kk!

(
−x

3

2

)k]
=

=
1
4
√
2

[
1 +

∞∑
k=1

1 · 5 · 9 · . . . · (4k − 3)

23kk!
x3k

]
.

Òàê êàê |t| < 1, çíà÷èò

∣∣∣∣x32
∣∣∣∣ < 1. Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

|x| < 3
√
2 èëè x ∈ (− 3

√
2; 3
√
2).
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5.3 Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ

Ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ëîãàðèô-
ìîâ, êîðíåé ðàçëè÷íîé ñòåïåíè, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ èíòåãðàëîâ. Èìåííî òàêîãî ðîäà ðàçëîæåíèÿ ëåæàò â îñíîâå àëãîðèò-
ìîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû ïðè âû÷èñëåíèÿõ,
à òàêæå ïðèìåíÿòü ðàçíîãî ðîäà âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó.

Ïóñòü íåèçâåñòíîå ÷èñëî A êàêèì�òî îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî ñõîäÿùèìñÿ

ðÿäîì: A =

∞∑
k=1

ak, ãäå ak � íåêîòîðûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn =

n∑
k=1

ak

ñóììó ïåðâûõ n ÷ëåíîâ (÷àñòè÷íóþ ñóììó). Òîãäà ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå
A íà Sn âûðàæàåòñÿ ñóììîé îñòàòêà

Rn = A− Sn =

∞∑
k=n+1

ak.

Òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ, òî Rn → 0 ïðè n → ∞ è ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì n ïîãðåøíîñòü ñòàíåò ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñ-
êîìîå ÷èñëî A ñ ïîìîùüþ ñóììû Sn óêàçàííîãî ðÿäà ìîæíî âûðàçèòü ñ
ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Êàê æå îöåíèòü ïîãðåøíîñòü Rn?

Åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä îêàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ
∞∑
k=1

(−1)k−1ak (ak > 0) è óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì ïðèçíàêà Ëåéáíèöà,

òî ñóììà îñòàòêà ðÿäà èìååò çíàê ñâîåãî ïåðâîãî ÷ëåíà è ïî ìîäóëþ íå
ïðåâûøàåò åãî: |Rn| 6 an+1 (ñì. òåîðåìó 3.16, ñòð. 25).

Â ñëó÷àå ðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

∞∑
k=1

ak (ak > 0) íåîáõîäèìî

íàéòè íîâûé ðÿä

∞∑
k=1

bk ñ áîëüøèìè ÷ëåíàìè (ak 6 bk), è â êà÷åñòâå îöåíêè

äëÿ Rn âçÿòü ñóììó rn îñòàòêà âòîðîãî ðÿäà (Rn 6 rn).
Ðàññìîòðèì êàê ýòî äåëàåòñÿ íà ïðèìåðå. Ïðè âû÷èñëåíèè ëîãàðèô-

ìîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

ln(N + 1)− lnN = 2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)(2N + 1)2k+1
. (5.5)

Ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå ñóììû ðÿäà ñóììîé åãî ïåðâûõ n ÷ëåíîâ îïðå-
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äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Rn =
2

2n+ 1
· 1

(2N + 1)2n+1
+

2

2n+ 3
· 1

(2N + 1)2n+3
+

+
2

2n+ 5
· 1

(2N + 1)2n+5
+ · · ·

Çàìåíèâ ìíîæèòåëè 2n+ 3, 2n+ 5 è ò.ä. íà 2n+ 1, ïîëó÷èì íîâûé ðÿä

Rn < rn =
2

(2n+ 1)(2N + 1)2n+1

[
1 +

1

(2N + 1)2
+

1

(2N + 1)4
+ · · ·

]
,

êîòîðûé ëåãêî ïðîñóììèðîâàòü. Ïîñêîëüêó â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íà-
õîäèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 1 è çíàìåíàòåëåì

q =
1

(2N + 1)2
, òî, âû÷èñëÿÿ å¼ ñóììó, ïîëó÷àåì

S =
1

1− 1

(2N + 1)2

=
(2N + 1)2

4N(N + 1)

è îöåíêà ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

Rn < rn =
1

2(2n+ 1)(2N + 1)2n−1N(N + 1)
.

Ï ð è ì å ð 5.58. Âû÷èñëèòü ln 2 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3.

Ð å ø å í è å. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (5.5) ïðè N = 1, ïîëó÷èì

ln 2 = 2

(
1

3
+

1

3 · 33
+

1

5 · 35
+ · · ·

)
.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèíèìàåò âèä rn <
1

4(2n+ 1)32n−1
< 10−3. Ïîñëåä-

íåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ n = 3 :
1

4 · 7 · 35
=

1

6804
<

1

1000
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä äëÿ ln 2 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
òðåìÿ ñëàãàåìûìè, ÷òîáû âû÷èñëèòü èñêîìîå çíà÷åíèå ñ çàäàííîé òî÷íî-

ñòüþ: ln 2 ≈ 2

(
1

3
+

1

34
+

1

5 · 35

)
≈ 0, 693.
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.9. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ìà-

êëîðåíà (ñì. ñòð. 131): ln(1 + x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
ïðè x = 1, òî åñòü

ln 2 =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
, òî äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, â ñèëó îöåí-

êè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

|Rn| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(−1)k−1

k

∣∣∣∣∣ 6 1

n+ 1
<

1

1000
,

ïðèä¼òñÿ âçÿòü 1000 ñëàãàåìûõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé èç ÷èñåë ïðèìåíÿþò áèíîìèàëüíûé ðÿä. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíî íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå a êîðíÿ
m
√
A è òðåáóåòñÿ íàéòè åãî áîëåå òî÷íîå çíà÷åíèå. Ïóñòü x òàêîâî, ÷òî

A

am
= 1 + x. Òîãäà m

√
A = a m

√
A

am
= a(1 + x)

1
m . Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü

ðàçëîæåíèå 10 ñòåïåííîé ôóíêöèè èç ðàçäåëà ¾Ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë¿ íà
ñòð. 131.

Ï ð è ì å ð 5.59. Âû÷èñëèòü
√
17 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4.

Ð å ø å í è å. Ïðåîáðàçîâàíèå m
√
A = a(1 + x)

1
m â äàííîì ñëó÷àå ïðè-

íèìàåò âèä:

√
17 =

√
16 + 1 =

√
16

(
1 +

1

16

)
= 4

(
1 +

1

16

) 1
2

.

Âîñïîëüçóåìñÿ áèíîìèàëüíûì ðÿäîì ïðè x =
1

16
è α =

1

2
:

C
1
2
0 = 1, C

1
2
1 =

1

2
,

C
1
2

k =
1
2

(
1
2 − 1

)
· . . . ·

(
1
2 − k + 1

)
k!

=
(−1)k−1(2k − 3)!!

2k · k!
(k > 1),(

1 +
1

16

) 1
2

= 1 +
1

2 · 16
+

∞∑
k=2

(−1)k−1(2k − 3)!!

2k · k!

(
1

16

)k
.
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Ïîëó÷åííûé ðÿä (åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïåðâûé ÷ëåí) çíàêî-
÷åðåäóþùèéñÿ. Ïðîâåðèì óäîâëåòâîðÿåò ëè îí ïðèçíàêó Ëåéáíèöà.

1) Ìîíîòîííîñòü � ∀k ak+1 6 ak. Äåéñòâèòåëüíî,

(2k − 1)!!

2k+1 · (k + 1)! · 16k+1
6

(2k − 3)!!

2k · k! · 16k
⇐⇒ 2k − 1

32(k + 1)
6 1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè âñåõ k > −1, 1. Çíà÷èò, èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè k ∈ N.

2) Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè � lim
k→∞

ak = 0. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

(2k − 3)!!

2k · k! · 16k
= lim
k→∞

(2k − 3)!!

(2k)!!
· 1

16k
= 0,

êàê ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíû

(
0 <

(2k − 3)!!

(2k)!!
< 1

)
íà áåñêî-

íå÷íî ìàëóþ.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà âûïîëíåíû, ïîãðåøíîñòü

ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ðÿäà íå ïðåâûøàåò ïî ìîäóëþ ïåðâîãî îòáðîøåí-
íîãî ÷ëåíà. Òàê êàê ïðè k = 3 èìååì

3

23 · 3! · 163
=

1

65536
<

1

10000
,

òî äîñòàòî÷íî âçÿòü ñóììó ïåðâûõ òðåõ ÷ëåíîâ ðÿäà, ÷òîáû ïîëó÷èòü èñ-
êîìîå çíà÷åíèå êîðíÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ:

√
17 ≈ 4 ·

(
1 +

1

2 · 16
− 1

23 · 162

)
≈ 4, 1231.

Ï ð è ì å ð 5.60. Âû÷èñëèòü arctg 0, 5 ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 001.

Ð å ø å í è å. Â ïðèìåðå 5.53 (ñòð. 56) áûëî ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå äëÿ
ôóíêöèè arctg x íà èíòåðâàëå (−1; 1). Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, íàéäåì çíà-
÷åíèå

arctg 0, 5 =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
·
(
1

2

)2n+1

.

×èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
·
(
1

2

)2n+1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðèçíàêà Ëåéá-

íèöà (ñì. ñòð 24). Ïîýòîìó äëÿ åãî n�ãî îñòàòêà

Rn =

∞∑
k=n+1

(−1)k

2k + 1
·
(
1

2

)2k+1
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ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Rn| 6
1

2n+ 3
·
(
1

2

)2n+3

. Òàê êàê íåðàâåíñòâî

|Rn| 6 0, 001 âûïîëíÿåòñÿ ïðè n > 3, òî

arctg
1

2
≈

3∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
·
(
1

2

)2n+1

=
1

2
− 1

3
· 1
8
+

1

5
· 1
32
− 1

7
· 1

128
≈ 0, 464.

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä, à ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü ïóòåì ïî÷ëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ.

Ï ð è ì å ð 5.61. Âû÷èñëèòü

0,5∫
0

sinx

x
dx ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4.

Ð å ø å í è å. Ñîîòâåòñòâóþùèé íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë íå ìîæåò
áûòü âûðàæåí â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçû-
âàåìûé ¾íåáåðóùèéñÿ èíòåãðàë¿. Ïðèìåíèòü ôîðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíè-
öà çäåñü íå óäàåòñÿ. Âû÷èñëèì ýòîò îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïðèáëèæåííî.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå sinx =

∞∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
, |x| < ∞. Ðàçäåëèì

ïî÷ëåííî ýòîò ðÿä íà x :
sinx

x
=

∞∑
k=0

(−1)k x2k

(2k + 1)!
. Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî,

íàõîäèì

0,5∫
0

sinx

x
dx =

0,5∫
0

∞∑
k=0

(−1)k x2k

(2k + 1)!
dx =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
· x

2k+1

2k + 1

∣∣∣∣0,5
0

=

=

∞∑
k=0

(−1)k

22k+1(2k + 1)!(2k + 1)
.

Ïîñêîëüêó ýòîò ðÿä óäîâëåòâîðÿåò ïðèçíàêó Ëåéáíèöà è ïðè k = 2 âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî
1

25 · 5! · 5
<

1

19200
<

1

104
, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ

ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè (k = 0 è k = 1):

0,5∫
0

sinx

x
dx ≈ 1

2
− 1

23 · 3! · 3
=

71

144
≈ 0, 4931.
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�6 . Âàðèàíòû ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû

6.1. Óêàçàíèÿ ê âûïîëíåíèþ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû

Ñ öåëüþ îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ â õîäå èçó-
÷åíèÿ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ¾×èñëîâûå ðÿäû¿ è ¾Ôóíêöèî-
íàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû¿ îáó÷àþùèìñÿ ïðåäëàãàåòñÿ âûïîë-
íèòü ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó. Ðàáîòà íàä çàäàíèÿìè ïîçâîëèò çàêðåïèòü ìà-
òåðèàë, èçó÷àåìûé íà ëåêöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ â òå÷åíèå ñåìåñòðà, åñëè èíûå ñðî-
êè íå óêàçûâàþòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì. Ñòóäåíò ïîëó÷àåò îò ïðåïîäàâàòåëÿ
íîìåð âàðèàíòà ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû, çàäàíèÿ êîòîðîé îí äîëæåí âûïîë-
íèòü â óêàçàííûé ñðîê. Çàäàíèÿ âìåñòå ñ ðåøåíèÿìè çàïèñûâàþòñÿ ñòó-
äåíòîì â îòäåëüíóþ òåòðàäü, êîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêè ñäàåòñÿ íà ïðîâåðêó
ïðåïîäàâàòåëþ. Ñòóäåíò ïîäïèñûâàåò ñâîþ òåòðàäü (íóæíî óêàçàòü íîìåð
âàðèàíòà, ñâîè ôàìèëèþ, èìÿ, îò÷åñòâî). Åñëè âîçíèêàþò âîïðîñû ïðè
ðåøåíèè, òî ñòóäåíò îáÿçàí îáðàòèòüñÿ ê ïðåïîäàâàòåëþ çà êîíñóëüòàöè-
åé. Âðåìÿ êîíñóëüòàöèé ìîæíî óâèäåòü íà ñòåíäå, ðàñïîëîæåííîì ðÿäîì
ñ êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðåïîäàâàòåëü èìååò ïðàâî ïîïðî-
ñèòü ñòóäåíòà îáúÿñíèòü ðåøåíèå çàäàíèÿ â óñòíîé ôîðìå, åñëè çàïèñè â
òåòðàäè âûïîëíåíû íå ðàçáîð÷èâî èëè â ðåøåíèè ïðîïóùåíû êëþ÷åâûå
ìîìåíòû (íàïðèìåð, íå óêàçàíû ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, íåò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé è ò.ä.).

Çà ðåøåííûå çàäà÷è ïðåïîäàâàòåëü íà÷èñëÿåò áàëëû, êîòîðûå ó÷èòû-
âàþòñÿ â áàëëüíî�ðåéòèíãîâîé ñèñòåìå è, â ïîñëåäñòâèè, âëèÿþò íà ýêçà-
ìåíàöèîííóþ îöåíêó.
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Âàðèàíò 1

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1− 1 + 1− 1 + 1− . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=1

sin2 1
n − tg2 1

n

n−4
. 3.

∞∑
n=1

√
n3 + 2

n2(2 + sinn)
. 4.

∞∑
n=1

n3n(2n)!

43n(n!)3
.

5.

∞∑
n=1

(
n

n+ 2

)n2

. 6.

∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 20
. 7.

∞∑
n=1

(−1)n sin n+ 4

1 + 2n+ 2n2
.

8.

∞∑
n=1

cos 3n

n2 + sin2 n
. 9.

∞∑
n=1

(2n+ 1)!!

n(2n+ 2)!!
.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü (10, 11).

10.

∞∑
n=1

cos
(π
3
+ πn

)
ln
n+ 1

n
. 11.

∞∑
n=1

sinn√
n
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα
. 13.

∞∑
n=1

cosn

nα
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

(
3

√
x+

1

n
− 3
√
x

)
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n · arcctg (nx2), íà ìíîæåñòâå E = (0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
nx2

1 + 2n+ x
, E1 = [0; 1], E2 = [1;+∞).

17. fn(x) =
x

n
ln
x

n
, E1 = (0; 2), E2 = (0;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

n2xn

2n + x2 + nx
, x ∈ [−1; 1]. 19.

∞∑
n=1

(−1)n√
n+ 2x+ 1

, x ∈ [1, 2].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=0

( n+ 1

2n+ 3

)n
(5x− 1)n. 21.

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
(x+ 1)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

sin(
√
n+ 1−

√
n)(x+ 1)n. 23.

∞∑
n=1

(
2n− 1

3n+ 2

)n
(6x+ 4)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

√
n4 + 3

n4 + 4n
(x + 2)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ex−2(1 + x)2 â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
1

x2 − 5x+ 6
, x0 = 1.

27. f(x) = arcsin
√
1 + 2x+ 2x2, x0 = −1

2
.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
4

x+ 2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

7

3− 4x
ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. 4
√
e. 31.

3
√
217. 32.

0,75∫
0

ln(1 + x2)

x
dx.
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Âàðèàíò 2

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
2

3
+

4

5

)
+

(
2

9
− 4

25

)
+

(
2

27
+

4

125

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

2n + 7n

2n − 7n−1
. 3.

∞∑
n=1

cos(π/6n)
4
√
3n4 + 2

. 4.

∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 7 · 12 · . . . · (5n− 3)
.

5.

∞∑
n=1

1

3n

(
n− 1

n

)n2

. 6.

∞∑
n=2

(−1)n ln25 n
n

. 7.

∞∑
n=1

tg
(−1)n+1π

4nq
, q > 0.

8.

∞∑
n=1

cosn√
n
. 9.

∞∑
n=1

n!en

nn+2
. 10.

∞∑
n=1

(
(2n+ 3)!!

(2n+ 4)!!
√
n

)2

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=2

cosn · arccos 1
n√

n
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

n− α
. 13.

∞∑
n=2

sinn

nα
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = n2

(
4

√
x+

1

n2
− 4

√
x− 1

n2

)
, x > 0. Íàéòè ïðåäåëü-

íóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n(x

1
n − x 1

2n ), íà ìíîæåñòâå E = (0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
nx2

1 + n2x4
, E1 = [0; 1], E2 = [1; +∞).

17. fn(x) = arctg
n

x
, E1 = (0; a], a > 0, E2 = (0; +∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

x2

1 + n
3
2x2

, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

(−1)n√
n+ 3x+ 2

, x ∈ [1; 3].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
ln cos

1

3n

)
(x+ 4)n. 21.

∞∑
n=0

(4n+ 1

6n+ 3

)n
(2x+ 6)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

1
3
√
n

(
x− 1

3

)n
. 23.

∞∑
n=1

5n + (−3)n

n+ 1
xn.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

4n
2

(x+ 1)n
2

, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = e1+x(1 − x2) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
1

(x2 − 6x+ 18)2
, x0 = 3.

27. f(x) = (x+ 1) arctg
x− 1

x+ 3
, x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
2

x− 2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

−1
2x+ 5

ïî ñòåïåíÿì (x+ 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. ln 1, 05. 31.
3
√
65. 32.

0,5∫
0

ln
1

1− x
dx.
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Âàðèàíò 3

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1

2 · 3 · 4
+

1

3 · 4 · 5
+

1

4 · 5 · 6
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=1

n3 − 4

n
arcsin

1

n2 + 2
. 3.

∞∑
n=2

2− sinn
3
√
n3 − 1

. 4.

∞∑
n=1

n! · 2n

nn
.

5.

∞∑
n=1

(
(n+ 1)2 − 4

n2

)n2

. 6.

∞∑
n=1

(−1)nn
(n+ 1) 3

√
n+ 2

. 7.

∞∑
n=1

sin
(
(−1)n π

3n2

)
.

8.

∞∑
n=10

cos 2n

ln lnn
. 9.

∞∑
n=1

n

(
(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

)2

.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü (10, 11).

10.

∞∑
n=1

(−1)nn
(n+ 3) 4

√
n+ 1

. 11.

∞∑
n=1

cosn

n
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n+α

nα
. 13.

∞∑
n=1

sin 3n

n[α]
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 + 3(

√
x)n + xn, x > 0. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíê-

öèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n(x

1
n − 1), íà ìíîæåñòâå E = [1; 3].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) = e−x
2−nx, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).

17. fn(x) =
ln (n2x)

n2x
, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

√
nenx

1 + n
7
4 enx

, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

(−1)n

arccosx+ n
, x ∈ [−1/2; 1] .

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(n+ 1)(x− 2)n

4n+2
. 21.

∞∑
n=0

n

(
cos

1

n

)2n3

(x− 1)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

sin

(
n2

2n

)
· (x− 3)n. 23.

∞∑
n=1

√
n4 + 3

n3 + 4n
(x+ 2)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

xn, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
1

2x2 + 5x− 3
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
1√

x2 − 4x+ 8
, x0 = 2.

27. f(x) = (x+ 1) cos2 x, x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
5

x+ 3
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

1

3x− 5
ïî ñòåïåíÿì (x+ 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. arctg 0, 95. 31.
3
√
7. 32.

0,25∫
0

ln(1− x2)dx.
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Âàðèàíò 4

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1− 3 + 5− 7 + . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

n2 +
√
n− 1

2 + 7 + 12 + . . .+ (5n− 3)
. 3.

∞∑
n=1

sin
2− (−1)n

n2 − 2
. 4.

∞∑
n=1

(2n)!

2n + 3
.

5.

∞∑
n=1

n4 arctg2n
π

4n
. 6.

∞∑
n=1

(−1)n ln(n+ 1)√
n+ 1

. 7.

∞∑
n=1

(−1)n arctg n
2 + 1

1 + n3
.

8.

∞∑
n=1

sin 2n

n
. 9.

∞∑
n=1

n!en

nn−3
. 10.

∞∑
n=1

1
4
√
n3

(
(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

)1/2

.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü (11, 12).

11.

∞∑
n=2

1

n
sin(2n) arccos

1√
n
. 12.

∞∑
n=1

ln
(
1 +

(−1)n−1

3n2/3

)
.

13. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî

ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα+1
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
1 + xn + x2n

1 + 3xn + x2n
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n3x2e−nx, íà ìíîæåñòâå E = [0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) = e−(x−n)
2

, E1 = [−2; 2], E2 = R.

17. fn(x) =
1

x2

√
1 +

x

n
, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

arctg(nx)

x4 + n 3
√
n
·
(
1

3

)n
, x ∈ R.

19.

∞∑
n=1

cos(nx)
3
√
n2 + x

, x ∈ [2; 5].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
x− 1√
n

)n
. 21.

∞∑
n=0

(2n+ 5)2

3n + 4n−1
xn.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

2n

nn
(
x− 1)n. 23.

∞∑
n=1

(−1)nn!
(2n)!!

xn.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

3n(n3 + 2)(x − 1)2n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ln

(
2 + x2

1− x

)
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
1

(x2 − 2x+ 3)2
, x0 = 1.

27. f(x) = (x− 2) sin2 x, x0 = 2.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
4

3x+ 7
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

3

x− 5
ïî ñòåïåíÿì (x+ 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. 3
√
e. 31.

4
√
82. 32.

0,5∫
0

ln(1 + x2)dx.
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Âàðèàíò 5

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
−2

5
− 1

9

)
+

(
2

25
− 1

27

)
+

(
− 2

125
− 1

81

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

(
n2 + 2

1 + 2 + 3 + . . .+ n
− 2

3

)
. 3.

∞∑
n=1

arctg(2n)√
(n+ 1)n3

.

4.

∞∑
n=1

1 · 6 · 11 · . . . · (5n− 4)

n!3n
. 5.

∞∑
n=2

(
2 + n

n− 1

)n2

· 1

4n
.

6.

∞∑
n=5

(−1)n√
n2 − 4n+ 1

. 7.

∞∑
n=1

(−1)n sin
(

n

(n+ 1) 4
√
n+ 2

)
.

8.

∞∑
n=1

sinn√
n+ 1

. 9.

∞∑
n=1

2nn!

nn
. 10.

∞∑
n=1

√
(n− 1)!

(1 +
√
2)(1 +

√
3) · . . . · (1 +

√
n)
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=2

cosn · arcsin
(
1− 1

2n

)
1− n

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)1+nnα. 13.

∞∑
n=1

cos 2n

nα−1
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) = (x + 1) arctg xn. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) = n

(√
x2 +

1

n
− x

)
, íà ìíîæåñòâå E = (0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
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16. fn(x) =
arctg(n2x)

x
, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).

17. fn(x) = nx2e−(n+1)x2

, E1 = [0; 1], E2 = [δ; 1], 0 < δ < 1.

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

(x− 1)n

(3n+ 1)3n
, x ∈ [−1; 3]. 19.

∞∑
n=1

(−1)nn+ 1

n
√
n+ x+ 5

, x ∈ [0; +∞).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

2n(2x+ 4)n

n2 + 3n− 7
. 21.

∞∑
n=0

n! cos(3/4n)

3n
(3x+ 2)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(
e
√
n+1−

√
n − 1

)
(x+ 2)n. 23.

∞∑
n=1

(
1− cos

1

2n

)n
(x+ 1)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

(x+ 1)n√
n+ 1

ln

(
3n− 2

3n+ 2

)
, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1−x)(1+x2)− 3
2 â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
1

(x2 + 2x+ 9)3
, x0 = −1.

27. f(x) = (x2 + 4x+ 5) arctg 3(x+ 2)2, x0 = −2.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28,29).

28.
3

3x− 4
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

−3
x− 8

ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. arctg 0, 1. 31.
4
√
18. 32.

0,5∫
0

4
√
1 + x2dx.
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Âàðèàíò 6

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1

2 · 4
+

1

3 · 5
+

1

4 · 6
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=3

(n2 − 1)
(
ln(n2 − 4)− lnn2

)
. 3.

∞∑
n=1

3n + 4

4n + 3
. 4.

∞∑
n=1

(n− 1)2

(2 + 1
n )
n+1

.

5.

∞∑
n=1

4
√
n

(
n+ 2

1 + 2n

)4n

. 6.

∞∑
n=1

(−1)n√
n2

2 − n+ 5
. 7.

∞∑
n=1

sin 2n

n+ sinn
.

8.

∞∑
n=1

(−1)n
(
ch

n+ 1

1 + n2
− 1

)
. 9.

∞∑
n=1

n!3n

nn−5
.

10.

∞∑
n=1

√
n!

(3 +
√
2)(3 +

√
3) . . . (3 +

√
n+ 1)

.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü (11, 12).

11.

∞∑
n=1

(−1)n
(
1−cos π√

n

)
. 12.

∞∑
n=3

(−1)n
(√

n2 + 3n+ 1−
√
n2 − 3n+ 1

)
.

13. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n+1

n+ α
1) àáñîëþòíî ñõî-

äèòñÿ; 2) óñëîâíî ñõîäèòñÿ.
14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
(
xn + x2n

) 1
n . Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n · arcctg(nx2), íà ìíîæåñòâå E = (0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
16. fn(x) =

√
n(
√
1 + nx−

√
nx), E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).

17. fn(x) =

√
n+ arctg(nx)√

nx
, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).

76



Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

(n+ 2)3(2x)2n

x2 + 3n+ 4
, x ∈

[
−1

4
;
1

4

]
.

19.

∞∑
n=2

(−1)nxn

n+ sinx
, x ∈ [−q; q], q ∈ (0; 1).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
n+ 2

n+ 5

)n2

(x+ 3)n. 21.

∞∑
n=1

2ln
2 n(x− 3)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(
1− cos

(√
n+ 1−

√
n
))

(x− 2)n. 23.

∞∑
n=1

n
(
31/n − 1

)
(2x+ 3)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

3n
2

(x+ 1)n
2

, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1− x) ln (1− x) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
x3 − 3x2 + 4x− 1

x2 − 2x+ 2
, x0 = 1.

27. f(x) = (x2 − 4x) sin2(x− 2), x0 = 2.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
5

6− 7x
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

2

4− x
ïî ñòåïåíÿì (x+ 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 80◦. 31.
3
√
215. 32.

0,5∫
0

chx2dx.
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Âàðèàíò 7

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1 + 2 + 4 + 8 + 16 + . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=2

n! + (n+ 2)!

(n− 1)! + (n+ 2)!
. 3.

∞∑
n=1

√
n+ 3
√
n

n+
3
√
n5

. 4.

∞∑
n=1

43n(n!)3

(2n)!(n+ 2)!
.

5.

∞∑
n=1

(
n− 3

1 + n

)√1+2n+n5

. 6.

∞∑
n=1

(−1)n+1(n− 1)

n
√
n+ 2

.

7.

∞∑
n=1

(−1)n+1

(
1− cos

√
n

1 + n

)
. 8.

∞∑
n=1

(1 + n) sin 2n

(2 + n)2
. 9.

∞∑
n=1

lnn!

nα
, α > 2.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü (10, 11).

10.

∞∑
n=1

(−1)n
(√

n2 − 6n+ 3−
√
n2 + 6n+ 3

)
. 11.

∞∑
n=1

(−1)n−1 ln
2 n

n
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

(2n+ (−1)n)α
. 13.

∞∑
n=1

(−1)α ln
(
1 +

(−1)n

4n3/4

)
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = (x+1) arctg
1

x2n + 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n(x

1
n − 1), íà ìíîæåñòâå E = [1; 3].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
xn

n+ xn
, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).

17. fn(x) = arctg
1 + xn

x2 + n
, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18 � 19).

18.

∞∑
n=1

sin2(2nx)

4n · 3
√
n4 + x2

, x ∈ R.

19.

∞∑
n=1

(−1)ne−nx

(1 + x2)(2 + x2) · . . . · (n+ x2)
, x ∈ [2; +∞).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

√
nn

n!
(x− 5)n. 21.

∞∑
n=1

2n sh(1/n)

n+ 4
(5x+ 2)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

ln
(
1 +
√
n+ 1−

√
n
)
(4x− 3)n.

23.

∞∑
n=1

(√
1 +

1

n2
− 1

n2

)1/n

(1− x)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

5n + (−3)n

n+ 1
xn, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1+x)2 ln (1− x) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
1

(x2 − 4x+ 1)2
, x0 = 2.

27. f(x) = (x2 − 4x+ 1) cos2(x− 2), x0 = 2.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
2

5− 4x
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

−2
2x− 7

ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 70◦. 31.
3
√
127. 32.

0,75∫
0

shx2dx.
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Âàðèàíò 8

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=2

(
n+ 1

n− 1

)3n+4

. 3.

∞∑
n=1

1

(n+ 1)!
. 4.

∞∑
n=1

(6n)!

36n(2n)!(4n)!
.

5.

∞∑
n=1

nn+2

(2n2 + 1)
n
2
. 6.

∞∑
n=1

(−1)n−1
3
√
n

4 +
√
n
. 7.

∞∑
n=1

cos
(π
4
− πn

)
sin

√
n

1 + n
3
2

.

8.

∞∑
n=1

(n+ 2) cos 3n

(4 + n)2
. 9.

∞∑
n=1

12 · 42 · . . . · (3n− 2)2

n!(n+ 1)!8n
.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü (10, 11).

10.

∞∑
n=1

(
sin

1

n
+ cos

1

n

)n
(−1)n

2−1. 11.

∞∑
n=1

(−1)n−1
3
√
n+ 1√
n+ 2

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

n− α
. 13.

∞∑
n=1

cos2(2n)− sin2(2n)

n{α}
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = (x2 − 1) arctg
x2n − 1

x2n + 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = x (1 + e−nx) , íà ìíîæåñòâå E = R.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
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16. fn(x) =
1

x2 + nx+ 1
, E1 = [1;+∞), E2 = [0; 1].

17. fn(x) = arctg
1− x2n

1 + x2n
, E1 = (0; 1

2 ), E2 = ( 12 ; 1).

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

xn

n · 2n + |x|
, x ∈ [−2; 3/2]. 19.

∞∑
n=2

(−1)n√
n+ x2 + x+ 5

, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=2

6n · xn

lnn
. 21.

∞∑
n=1

(4n)!

(n!)4
(x+ 2)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

5n · xn

2− 4n+ 9n2
. 23.

∞∑
n=1

(
sh(1/n)

1/n

)n2

(1− 2x)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=8

2n + (−5)n

n− 7
x2n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sinx cosx â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = log3
1

x2 − 6x+ 18
, x0 = 3. 27. f(x) = (x− 1) sin2 x, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
3

3x− 5
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

−2
x+ 6

ïî ñòåïåíÿì (x+ 3).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 50◦. 31.
3
√
63. 32.

0,5∫
0

3
√
1− x3dx.
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Âàðèàíò 9

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

3

4 · 1
− 3

4 · 2
+

3

4 · 4
− 3

4 · 8
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=1

3
√
n3 + 5−

√
3n4 + 2

1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1)
. 3.

∞∑
n=1

ln

(
n2 + 1

n2

)
. 4.

∞∑
n=1

n! sin
π

2n
.

5.

∞∑
n=1

2n−1e−n. 6.

∞∑
n=1

(−1)n lnn
n

3
2

. 7.

∞∑
n=1

(−1)n n

1 + n2
arctg

√
n

1 + n2
.

8.

∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2
n+ 3

n2 + 4
. 9.

∞∑
n=1

(
(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

)2

.

Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä (10, 11).

10.

∞∑
n=1

(
4 + 5(−1)n

10

)n
. 11.

∞∑
n=1

(−1)n
3
√
n+ 1

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n+1

(3n+ (−1)n)α
. 13.

∞∑
n=1

(−1)n

nα+n−1 .

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = (1 − x2) arctg
x2n + 1

x2n − 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n5x3e−2nx

2

, íà ìíîæåñòâå E = R.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17)
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16. fn(x) = n ln
(
1 + 1

nx

)
, E1 = (0; 2), E2 = (2;+∞).

17. fn(x) = sin2n x+
1

n2
, E1 = [0;π], E2 = [δ; π − δ], δ > 0.

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

(π − x) cos2 nx
5
√
n7 + ex

, x ∈ [0;π]. 19.

∞∑
n=1

cosnx
√
n ln2(n+ 1)

, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=2

7n

n
√
lnn

(x+ 3)n. 21.

∞∑
n=0

3

√
1 + 1

n2 − 1

3n + 2n
(x− 2)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=3

(x− 4)n

n · lnn · ln(lnn)
. 23.

∞∑
n=1

(3− 5x)n

1 + 3n
.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

sin

√
n

n2 + 1
(x − 2)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = 3
√
1− 4x â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
x

x2 + 4x+ 3
, x0 = 0, 5. 27. f(x) = (x2 + 1)e−x

2

, x0 = 0.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
2

4x− 3
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

8

5− x
ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 40◦. 31.
3
√
26. 32.

0,25∫
0

shx

x
dx.
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Âàðèàíò 10

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1

2 · 5
+

1

5 · 8
+

1

8 · 11
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=1

(
n− 3

n+ 2

)n
. 3.

∞∑
n=2

arcctg2(3n)

(n− 1)n
. 4.

∞∑
n=1

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
n!

arctg
1

3n
.

5.

∞∑
n=1

(
2n− 1

3n+ 1

)n2

2

. 6.

∞∑
n=1

(−1)n

n
sin

3
√
n

n2 + 3
. 7.

∞∑
n=1

(−1)n ln(n+ 1)

(n+ 1)
4
3

.

8.

∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2
1

n arctg n
. 9.

∞∑
n=1

52 · 82 · . . . · (3n+ 2)

n!(n+ 1)!10n
.

Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä (10, 11).

10.

∞∑
n=1

(
3 + 4(−1)n

9

)n
. 11.

∞∑
n=1

(−n)n

(2n)!
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

nα−
1
n

. 13.

∞∑
n=1

(−1)n−1
(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)α
.

14. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
enx − 1

enx + 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = sin(n2e−nx), íà ìíîæåñòâå E = [1;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
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16. fn(x) = arctg

(
1− x2n

1 + x2n

)
, E1 = (0; 1/2) , E2 = (1/2; 1).

17. fn(x) =
1

x
cos

(
x− 1

n

)
, E1 = (0; 2), E2 = (2;+∞).

Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íà óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

tg (x/n)√
2x + n5

, x ∈ [0;π/4] . 19.

∞∑
n=1

cos(4n+ 1)x
3
√
n3 + 1

, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
x+ 1

n

)n
. 21.

∞∑
n=0

(
sin

1

2n
− sin

1

3n

)
(x− 9)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

tgn
(
π

4
+

1

n

)
xn. 23.

∞∑
n=0

(
2n + 3n

2

)(n2+1)/n

(x+ 1)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=0

(−3)n
(
x+ 2

2

)n
, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
1

2x2 − 3x+ 1
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = ln
2x

x+ 3
, x0 = 3. 27. f(x) =

(
x− x3

2

)
sinx2, x0 = 0.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
3

2x− 1
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

1

3− x
ïî ñòåïåíÿì (x+ 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 20◦. 31.
3
√
9. 32.

0,75∫
0

√
1 + x2dx.
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Âàðèàíò 11

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

4
+

1

9

)
+

(
1

8
− 1

27

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=3

n3 + 2n− 4

4− 2n
arctg

1

n2
. 3.

∞∑
n=2

2− cos(3n)√
n2 − n

. 4.

∞∑
n=1

10n · n10

(2n)!!
.

5.

∞∑
n=1

nn+3 arctgn
π

3n
. 6.

∞∑
n=1

(−1)n+1

√
n− 1

n+ 2
.

7.

∞∑
n=1

(−1)n−1
(
ch

√
n

1 + n
− 1

)
. 8.

∞∑
n=1

(−1)
n(n+1)

2

√
n

n+ 1
.

9.

∞∑
n=1

(−1)n
(
1− cos

(−1)n

2
√
n

)
.

Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä (10, 11).

10.

∞∑
n=1

(−1)n lg 100 + n2

1 + 100n2
. 11.

∞∑
n=1

(−1)(n+1) lnn√
n+ 2

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n+3

nα
. 13.

∞∑
n=1

sin 4n

n3α−4
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
x+ enx

enx + 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) =
ln(nx)√
nx

, íà ìíîæåñòâå E = (0; 1).
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Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) = cos

(
1

2nx2

)
, E1 = (0;π), E2 = (π; +∞).

17. fn(x) =
x4 + x2n+ xn2

x2 + n2
, E1 = (0; a), E2 = (0;+∞).

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

(2n− 1)!! cos(nx)

n4 · n!
, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

e−n|x|

x2 + n
, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=2

xn

n4
√
lnn

. 21.

∞∑
n=0

2n

n2 + 5n
·
(
x+ 3

4

)n
.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(3x− 1)n

n!(n2 + 7)
. 23.

∞∑
n=0

1
7
√
n3

(
3x− 2

5

)n
.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0

(−1)n(x+ 2)n

3n + 5n
, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ln(2x2 − 3x+ 1) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = sh2x, x0 = 0. 27. f(x) =
1

23x−2
, x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííûå ðÿäû (28, 29).

28.
4

5x− 2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

3

7− 5x
ïî ñòåïåíÿì (x− 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 10◦. 31.
√
80. 32.

0,5∫
0

sinx2dx.
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Âàðèàíò 12

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1 + 2 + 3 + 4 + . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

n
(√

n2 + 1−
√
n2 − 1

)
. 3.

∞∑
n=1

sin2(3n)

3n
. 4.

∞∑
n=1

n! 3
√
n

3n + 2
.

5.

∞∑
n=1

4n
(
3 + 2n

2n+ 5

)(n−4)2

. 6.

∞∑
n=1

(−1)n n3

(1 + n2)6
.

7.

∞∑
n=1

(−1)n
(
1− cos

n+ 1√
n3

)
. 8.

∞∑
n=1

(−1)
n(n+1)

2
n+ 4

1 + 2n+ 2n2
.

9.

∞∑
n=1

n!πn

nn+3
. 10.

∞∑
n=1

sinn
8
√
n+ 1

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=10

cosπn

n(lnn)2(ln lnn)3
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n+4

n+ 1− α
. 13.

∞∑
n=1

(n+ 1)!

2(2 + 1)(2 + 2) · . . . · (2 + n)nα
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
x+ enx

xenx + 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = x2e−nx, íà ìíîæåñòâå E = (0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

88



16. fn(x) = ln

(
x4 +

1

n

)
, E1 = (0;+∞), E2 = (α; +∞), α > 0.

17. fn(x) = cos
(π
4
e
x2

n2

)
, E1 = (0;α), α > 0, E2 = [0;+∞).

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

e−n
2x2

|x|+ n2
·
(
1

2

)n
, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

x cos(nx)
√
nx2 +

√
n3
, x ∈ (0, π/2) .

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21),

20.

∞∑
n=1

(
1 + tg

1

n

)n2

xn. 21.

∞∑
n=1

(−1)n(x+ 5)n

n(5n + 1)
.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(
cosn

1

n

)
(2x+ 3)n. 23.

∞∑
n=1

arcsin

(
n3

4n

)
(x− 6)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

arcsin

√
n

n2 + 1
(x − 2)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1 + 2x) ln
(
1− x

2

)
â ðÿä Ìàêëîðåíà è

íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = (x+ 2) cos(x− 1)2, x0 = 1. 27. f(x) =
2x− 3√
3x+ 4

, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
3

4x− 3
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

−8
5− 2x

ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 10◦. 31.
√
79. 32.

0,5∫
0

cosx2dx.
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Âàðèàíò 13

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

ln(1 + 1) + ln

(
1 +

1

2

)
+ ln

(
1 +

1

3

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=1

2 + 4 + 6 + . . .+ 2n

1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1)
. 3.

∞∑
n=1

1− sinn

(n+ 1)n
. 4.

∞∑
n=2

4n−1
√
n2 + 5

(n− 1)!
.

5.

∞∑
n=2

(
cos

2√
n− 1

)(n+2)2

. 6.

∞∑
n=1

(−1)n sh
√
n

1 + n2
.

7.

∞∑
n=1

(−1)n−1 n2

(1 + n3)4
. 8.

∞∑
n=1

(
sin
(π
4
+ πn

))n+1
2

sin
1

n
.

9.

∞∑
n=1

sin2
(
2n+ π

4

)
n 3
√
n+ 2

.

Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä (10, 11).

10.

∞∑
n=1

(−1)[n]√
n

(
1 +

1

n

)n
. 11.

∞∑
n=1

(−1)nn
(n+ 2) 4

√
n+ 1

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n−1

αnα
. 13.

∞∑
n=3

n!

3(3 + 1)(3 + 2) · . . . · (3 + (n− 1))(n− 1)α
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
x2enx + x

enx + 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) = n

(
x
3
√
n
− arctg

x
3
√
n

)
, íà ìíîæåñòâå E = (1;+∞).
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Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
16. fn(x) = (x− 1) arctg(x2n), E1 = [0; 1], E2 = (1;+∞).

17. fn(x) = e−2x
2−3nx, E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

2nx

n!
, x ∈ (−∞; 1]. 19.

∞∑
n=1

sinx cos(nx)

ln(n+ x2)
, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

5n(2x+ 7)n

3n3 + 2
. 21.

∞∑
n=0

(−1)n(x+ 6)n

3n · n!
.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

2n(x+ 4)n

n2 + 5n− 1
. 23.

∞∑
n=1

10n

(2n+ 1)n
(4x+ 9)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

(−1)n
√
n

7n
(x − 2)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
2− x+ x2

1− x
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðà-

äèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = arctg
2− 2x

1 + 4x
, x0 = 0. 27. f(x) =

1

e−4x+4
, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
4

5x− 3
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

2

3− x
ïî ñòåïåíÿì (x+ 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 0, 5. 31.
√
63. 32.

0,5∫
0

√
x3 + 1dx.

91



Âàðèàíò 14

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

3 + 5 + 7 + 9 + . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=3

4
√
n+ 3

ln2(3n− 4)
. 3.

∞∑
n=1

4 + 2(−1)n

3n+3
. 4.

∞∑
n=1

5n

(n+ 1)!2n
.

5.

∞∑
n=1

2n · n2

(3n+ 1)n
. 6.

∞∑
n=1

(−1)n tg2 (−1)n

1 + 4n2
. 7.

∞∑
n=1

(−1)n+1
√
n+ 1

n
.

8.

∞∑
n=1

(
sin
(π
4
− πn

))n−1
2 ln2 n

n
. 9.

∞∑
n=1

arctg nn

4
√
2n6 + 3n+ 1

.

10.

∞∑
n=1

(−1)n−1 1
n
√
n2 + 2n+ 1

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n
n4√
n
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

ln
(
1+

(−1)n

(n+ 1)2α

)
. 13.

∞∑
n=1

n!

α(α+ 1)(α+ 2) · . . . · (α+ (n− 1))(n− 1)2
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = (1 + |x|)e
nx − e−nx

enx + e−nx
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) =
ln(nx)√
nx

, íà ìíîæåñòâå E = [1;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
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16. fn(x) = arcsin
2xn

1 + 2xn
, E1 = [0;α), 0 < α < 1, E2 = [0; 1).

17. fn(x) = nx2e−nx, E1 = [2;+∞), E2 = [0; 2].

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêåå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

n32xn

1 + 5n2xn
, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

(−1)n lnn
n+ x

, x ∈ [1; +∞).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(−1)n
(
n+ 1

2n+ 1

)n2

(3x+ 6)n. 21.

∞∑
n=1

nn+1

n!
(5x+ 1)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

n(x− 4)n√
3n · n3 + 6

. 23.

∞∑
n=1

2n
3/(n2+1)(7x− 2)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

ln(1 + n2)

n2
(x − 2)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = e3x−2e−x â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).
26. f(x) = x sinx, x0 = π. 27. f(x) = ln(x2 + x), x0 = 2.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
−1√
x2 + 3

ïî ñòåïåíÿì x. 29.
2

1− 4x
ïî ñòåïåíÿì (x+ 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 0, 25. 31.
√
48. 32.

0,5∫
0

e−x
2

dx.
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Âàðèàíò 15

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
1

6
− 5

4

)
+

(
1

62
+

5

16

)
+

(
1

63
− 5

64

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü (2 � 9).

2.

∞∑
n=3

1
n+4
√
lnn

. 3.

∞∑
n=1

n5 · tg3 2

n2
. 4.

∞∑
n=3

(2n− 4)!!

1 · 4 · . . . · (3n+ 1)
.

5.

∞∑
n=1

(
4n− 1

4n+ 2

)n2+2n

. 6.

∞∑
n=1

(−1)n ln
3 n

n2
. 7.

∞∑
n=1

tg
(π
4
+
πn

2

)
tg

n
√
n

1 + n2
.

8.

∞∑
n=2

cos 2n

n lnn
. 9.

∞∑
n=1

(2, 57)n(n+ 1)!

(n− 1)n + 1
.

Èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü (10, 11).

10.

∞∑
n=1

sin nπ
4

n
√
n+ cos nπ4

. 11.

∞∑
n=1

(−1)n n− 2√
n2 − 3n+ 4

arctg
π√
n+ 1

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n−1

(
√
n+ 1 + (−1)n)α

. 13.

∞∑
n=1

(−1)n sin 3n
nα

.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
(1 + x|x|)e−nx + 1− x

e−nx + 1
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) = sin

(
e−nx +

1√
n

)
, íà ìíîæåñòâå E = (0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
nx2

n+ x
, E1 = [1;+∞), E2 = [0; 2].

17. fn(x) = e−(x−3n)
2

, E1 = (−a; a), a > 0, E2 = R.
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

(x+ 1)n

10n(2n− 1)
, x ∈ [−4, 1].

19.

∞∑
n=1

x

(1 + nx)(1 + (n+ 1)x)
, x ∈ [1; +∞).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

tgn
(
π

4
+

1

n

)
xn. 21.

∞∑
n=0

(−1)nxn

5n · 3
√
n2 + 1

.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(4n)!

(n!)4
(x+ 1)n. 23.

∞∑
n=0

(
1− ch

1

n

)n2

(1− 3x)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=2

(−1)n5n

n2 + 5n− 6
(x + 1)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
x

1 + x4
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
x− 2

x2 + 4x+ 8
, x0 = −2.

27. f(x) = (x2 − 6x+ 10) ch2(x− 3), x0 = 3.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
√
x2 + 1 ïî ñòåïåíÿì x. 29.

3

5x− 3
ïî ñòåïåíÿì (x+ 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 0, 25. 31.
√
37. 32.

0,2∫
0

(1 + ex
2

)dx.
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Âàðèàíò 16

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=3

(n− 2) ln
n+ 2n2 + 3n3 + n4

5 + n4
. 3.

∞∑
n=5

cos2(3n)

n 6
√
n− 4

. 4.

∞∑
n=1

n2n+1(2n)!

22n+1(n!)3
.

5.

∞∑
n=1

(
1 +

1

2n

)n2

· 1

3n
. 6.

∞∑
n=2

(−1)n n+ 1

(n− 1)
√
n
.

7.

∞∑
n=1

(−1)n
(
ln

en2

1 + n2
− 1

)
. 8.

∞∑
n=1

sin
(
−π2 + πn

)
n2

arcsin
1

n
.

9.

∞∑
n=1

cos (πn/6)

(n+ 3)
√
ln3 n

. 10.

∞∑
n=1

(
1− cos

π√
n

)
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=2

(−1)n+1

n3√
n− 1

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα+n−1
. 13.

∞∑
n=1

sin2 3n− cos2 3n

nα+1
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 + xn +

(x
2

)n
, x > 0. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíê-

öèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) = cos

(
1

2nx2

)
, íà ìíîæåñòâå E = (0;π).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
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16. fn(x) =
2nx

1 + n2x
, E1 = [0; 1], E2 = (1;+∞).

17. fn(x) = sin2(
√
1 + nx2 −

√
nx), E1 = (0; 1), E2 = (1;+∞).

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

1

n2

(
3x− x2 + 2

x− 1

)n
, x ∈ [2; +∞).

19.

∞∑
n=1

cos(x+ n)

n+ 2x+ 5
, x ∈ [0; +∞).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(−1)nxn

3n(n+ 1)
3
2

. 21.

∞∑
n=1

n3(x+ 4)n

(n+ 1)!
.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(−1)n
(
n+ 3

4n+ 1

)n
(5x+ 2)n. 23.

∞∑
n=0

ln (1 + 2n(2n+ 3)) (6x+ 3)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

1− cos 1
n

n2
(4x + 6)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (x−1)e2x â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = (x+ 3)ex−2, x0 = 1. 27. f(x) =
x+ 1

(x2 − 2x+ 2)2
, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
3

(x+ 6)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

6

5− 4x
ïî ñòåïåíÿì (x− 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. ln 0, 5. 31.
√
26. 32.

0,5∫
0

3
√
1− x2dx.
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Âàðèàíò 17

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

−3 · 1
22
· 1
7
+ 3 · 1

2
· 1
72
− 3 · 1 · 1

73
+ 3 · 2 · 1

74
− 3 · 22 · 1

75
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=3

arcsin 2
n

ln

(
e− 1

n

)
− 1

. 3.

∞∑
n=1

sin

(
4 + sinn

n2

)
. 4.

∞∑
n=1

5n+1 3
√
n2

(n+ 1)!
.

5.

∞∑
n=1

(n− 3)2n

nn
sinn

π

2n+ 3
. 6.

∞∑
n=2

(−1)n ln(n− 1)2√
n− 1

.

7.

∞∑
n=1

(−1)n arcsin n

n3 + 2n+ 3
. 8.

∞∑
n=1

cosπn

n

(
1− 1

n2

)3

.

9.

∞∑
n=4

2

(n− 3)
√
ln3(n)

10.

∞∑
n=1

(−1)n
(
1− eπn

−1/3
)
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

n cosn

40 + n2
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα+1 n
√
n
. 13.

∞∑
n=1

(n+ 1)!

5(5 + 1) · . . . · (5 + n)n[α]
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 + x2n + (x− 1)2n. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) =
nx3

x2 + nx+ n
, íà ìíîæåñòâå E = [0;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
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16. fn(x) =
nx3

2nx+ x2
, E1 = [0; 1], E2 = [1;+∞).

17. fn(x) =
ln(nx)√
nx

, E1 = [1;+∞), E2 = (0; 1).

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

7n sh2(nx)

2 + n! sh2(nx)
, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

(lnx)n√
n

, x ∈ [5; 10].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
ln cos

(
2

5

)n)
(x+ 2)n. 21.

∞∑
n=1

(
3n2 + 4n+ 2

15n2 + 8n− 7

)n
(x− 9)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

1

n
√
lnn

(6x+ 2)n. 23.

∞∑
n=0

3n · xn

7n− n2 − 100
.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

2n
2

(2x−1)n
2

, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
x

2
ex−1 â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = ch2 x, x0 = 0. 27. f(x) =
x+ 2

(x2 + 2x)3
, x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
−4

(x+ 8)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

3

3− 2x
ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 31).

30. ln 0, 8. 31.
√
24. 32.

0,25∫
0

√
1 + x2dx.
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Âàðèàíò 18

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1

4 · 5 · 6
+

1

5 · 6 · 7
+

1

6 · 7 · 8
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=3

(−1)n+1 2n
3 − 1

3− 4n2
sin

2

n
. 3.

∞∑
n=2

1− sin π
4n

4
√
n4 − 1

. 4.

∞∑
n=1

n!(3n)!

(4n)!
.

5.

∞∑
n=1

(
ch

1√
n+ 1

)(n−1)2

. 6.

∞∑
n=2

(−1)n√
2n2 − 4n+ 3

.

7.

∞∑
n=1

tg

(
(−1)n

√
n+ 1

n

)
. 8.

∞∑
n=1

cos
(
π
4 + πn

)√
n2

2 − n+ 5
arctg

1

n
.

9.

∞∑
n=1

(√
n+ 3√
n+ 5

)n√n
. 10.

∞∑
n=1

n · | cos 3n|
3
√
n7 + 5

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

cos nπ4
n2 + cos nπ4

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n+1

nα−1+
1
n

. 13.

∞∑
n=2

ln

(
1 +

(−1)[n]

(n− 1)α

)
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 + (x− 1)2n +

1

x2n
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.
15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) = sin

(
1 + nx

2n

)
, íà ìíîæåñòâå E = (−∞; +∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
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16. fn(x) =
nx2 + 1

1 + n2x2
, E1 = [0; 1], E2 = [1;+∞).

17. fn(x) = (n+ 2) ln

(
1 +

n

n2x+ 1

)
, E1 = [0; 1], E2 = [1;+∞).

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

1

n!

(
x2 − 1

x2 − 5x+ 6

)n
, x ∈ [2, 1; 2, 9].

19.

∞∑
n=1

sin(x+ 2n)

(1 + 2x2)(1 + 4x2) . . . (1 + 2nx2)
, x ∈ [1; 2].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

cosn
1√
n
· (3x− 1)n. 21.

∞∑
n=1

√
5n +

√
25n + 2 · xn.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(
x+ 1

n

)n
. 23.

∞∑
n=0

tgn
(
3π

4
+

1

n2

)
(1− x)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

(
n− 1

n

)n2

(x + 1)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1 − x2) sinx â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
x− 3√

x2 − 8x+ 17
, x0 = 4. 27. f(x) = ln

(
3x

x+ 2

)
, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
2

(x+ 1)3
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

7

4x− 1
ïî ñòåïåíÿì (x+ 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 3◦. 31.
√
35. 32.

0,25∫
0

e−x
3

dx.
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Âàðèàíò 19

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

−5− 1 + 3 + 7 + 11 + . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=3

e
4π
n − 1

3

√
24
n + 8− 2

. 3.

∞∑
n=2

ln

(
n6 + 6

n2 − 1

)
. 4.

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
.

5.

∞∑
n=1

(
n+ 2

3n− 1

)n2

. 6.

∞∑
n=2

(−1)n(2n+ 3)

4n2 − 1
. 7.

∞∑
n=1

sin

(
(−1)n ln3 n

n2

)
.

8.

∞∑
n=1

1

n
tg
(π
4
+
πn

2

)(
2 +

3

n

)2

. 9.

∞∑
n=1

(
n sin

1

2n

)n3

. 10.

∞∑
n=1

(−1)n
n
√
n2 + 1

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

n cos 2n

1 + n2
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n−1nα/2. 13.

∞∑
n=1

(−1)n

(3n− (−1)n)α
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 + x2n +

1

(x− 1)2n
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) =

√
nx+ ln(nx)−

√
nx, íà ìíîæåñòâå E = (1;+∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) = e−x
2+nx E1 = (−1; 0), E2 = (−∞;−1).

17. fn(x) =
nx2 + x

1 + 3n+ x
, E1 = [0; 1], E2 = [1;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

5nx

(2n+ 1)!!
, x ∈ (−∞; 1]. 19.

∞∑
n=1

cos(2n+ x)√
n+ x+ 2

, x ∈ [3; 4].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
3n2 + n− 1

2n2 + 2n+ 5

) n2

n+1

(5x+ 3)n. 21.

∞∑
n=1

(
1− tg

2

n

)n2

(x− 3)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23),

22.

∞∑
n=1

(1 + (−1)n · 5)n√
n2 + 1

(2x+ 3)n. 23.

∞∑
n=0

(2n)!!

(2n+ 1)!!
(x+ 9)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

2n(1 + n2)(x + 1)2n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = x ln(1− x2) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðà-
äèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
x+ 4

(x2 + 8x+ 18)2
, x0 = −4.

27. f(x) = (x2 + 2x+ 2) sin2(2x+ 2), x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
−3

(x+ 2)3
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

6

x+ 1
ïî ñòåïåíÿì (x− 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 1, 5◦. 31.
√
14. 32.

0,25∫
0

√
2x3 + 1dx.
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Âàðèàíò 20

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
−2

3
+

4

5

)
+

(
−2

9
+

16

25

)
+

(
− 2

27
+

64

125

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

(
3n3 − 2

3n3 + 4

)n3

. 3.

∞∑
n=1

1√
n+ 3

(
e

1√
n − 1

)
. 4.

∞∑
n=1

(n+ 2)!

(2n)n
.

5.

∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)√1+n5

. 6.

∞∑
n=2

(−1)nn
3
√
3n4 − 2

.

7.

∞∑
n=2

(−1)n arctg
(

n+ 1

(n− 1)
√
n

)
. 8.

∞∑
n=2

sin 3n

n2 lnn
.

9.

∞∑
n=1

n2n

(2n)! shn
. 10.

∞∑
n=1

(−1)n 3
√
n

ln2(n+ 3)
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=2

n sinn

n2 − 1
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n−2

nα+
1
n

. 13.

∞∑
n=1

(
1− cos

(−1)3n

nα

)
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 +

(x
2

)2n
+

1

x2n
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = arcsin

nx

1 + nx
, íà ìíîæåñòâå E = (0; 1).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
16. fn(x) =

n
√
1 + x2n, E1 = [0; 1], E2 = [4;+∞).

17. fn(x) =
1 + xn + 4x2n

5 + xn + x2n
, E1 = (0; 1), E2 = [1;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

1

n!

(
x− 9 ln(x+ 1)− 18

x+ 1

)n
, x ∈ [0; 6].

19.

∞∑
n=1

sin(2n+ x)√
n+ 5x− 2

, x ∈ [2; 4].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

ln(2 + e3n)

ln(3 + e2n)
· (4x− 2)n. 21.

∞∑
n=1

(
1 + sin

1

3n

)n3

(4x− 6)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

sin

√
n

n2 + n+ 1
(3x− 4)n. 23.

∞∑
n=0

(
ch

1

n2

) n+1

n2+1

(x+ 3)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

(x− 1)n√
n

ln

(
2n− 1

2n+ 1

)
, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sin(2x) cos(2x) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
8√

x2 + 4x+ 20
, x0 = −2.

27. f(x) = (−x3 + 3x2 − 2x) cos2(3x− 3), x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
1√

x2 + 4
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

8

x
ïî ñòåïåíÿì (x+ 5).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 5◦. 31.
√
60. 32.

0,3∫
0

cos(3x2)dx.
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Âàðèàíò 21

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

3 + 2

6
+

9 + 4

36
+

27 + 8

216
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

3
5
n − 2

1
n

1
n − sin 12

n

. 3.

∞∑
n=1

4 + 7n

3n + n
. 4.

∞∑
n=1

(3n+ 2)!

9n · n3
. 5.

∞∑
n=2

(
2 + n

n− 1

)n2

·

1

4n
.

6.

∞∑
n=2

(−1)n(4n2 − 3)

n3
. 7.

∞∑
n=1

(−1)n
(
ch

1√
2n2 + 4n+ 3

− 1

)
.

8.

∞∑
n=1

√
n · cos 3n

2 + 3n
. 9.

∞∑
n=1

(n · shn)n
3

. 10.

∞∑
n=1

n!

n
√
n
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=2

sinn · lnn√
1 + n2

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n+α

nα
. 13.

∞∑
n=1

cos 2n

nα
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) =

√
1 + xn + (2x− 2)2n, x > 0. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíê-

öèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n|x|e−nx2

, íà ìíîæåñòâå E = (−∞; +∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
nx+ n2 + x2

n2 + x2
, E1 = [0; 1], E2 = [1;+∞).

17. fn(x) =
n
√
1 + arctgnx, E1 = (0; 1), E2 = [1;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

arcsin
(
1− 1

nx

)
2n + x2 + 2x

, x ∈ [1; +∞).

19.

∞∑
n=2

(−1)n

arcsinx+ n
, x ∈ [−1/2; 1] .

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
sin

1

n
− sin

3

n

)
· (2x+ 7)n. 21.

∞∑
n=1

√
3n − 2

n!
(7x+ 3)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(
2n+ 1

2n+ 5

)n2−n

(6x+ 5)n. 23.

∞∑
n=0

(−1)n + 3n

3
√
n5 + n

(11x+ 2)2.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

3n + (−2)n

n
(x + 1)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sin2(2x) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = (x+ 1)ex+2, x0 = −3. 27. f(x) = ln

(
2x

x− 1

)
, x0 = 2.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
√
9 + x2 ïî ñòåïåíÿì x. 29.

9

x+ 1
ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 7◦. 31.
√
78. 32.

0,2∫
0

sin(2x2)dx.
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Âàðèàíò 22

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

e
2
n − e 1

n

1
n + tg 1

n2

. 3.

∞∑
n=1

(
1− cos

π√
n

)
. 4.

∞∑
n=1

n!

nn−1
.

5.

∞∑
n=2

4−n
(

n

n− 1

)n2

. 6.

∞∑
n=2

(−1)nn
(n− 1)

√
n+ 2

.

7.

∞∑
n=1

(−1)n
(
1− cos

2n+ 4

2n2 − 1

)
. 8.

∞∑
n=1

ctg
(
−π4 + πn

2

)
n
√
n

(
3− 1

n

)2

.

9.

∞∑
n=1

arcth(n2 − n)
4n − n2

. 10.

∞∑
n=1

(−1)n(n2 − 3) ln
n2 − 1

n2
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

sin 2n · (1 + lnn)

n
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

n!

9(9 + 1)(9 + 2) · . . . · (9 + (n− 1))nα
. 13.

∞∑
n=1

α cos 2n

nα
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 + (2 sinx)2n. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = nx2e−nx, íà ìíîæåñòâå E = [0; 2].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16,17).
16. fn(x) =

√
nxe−

√
nx, E1 = [0;+∞), E2 = [a; b], 0 < a.

17. fn(x) =
n+ x

n+ x+
√
nx
, E1 = [0; 1], E2 = (0;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

1

11n

(
x2

x− 2

)n
, x ∈ [3; +∞).

19.

∞∑
n=1

sin(nx)
3
√
n+ 1 + x2 + 2x+ 3

, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
cos

1

n
− cos

2

n

)
·(9x+1)n. 21.

∞∑
n=1

(
3
√
n3 + 4n2 + n− 3

√
n3 − 2n

)
xn.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

lnctg
1
n

(
e+

1

n

)
(x+ 4)n. 23.

∞∑
n=0

(2n)!

(n!)2
(2− 3x)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=5

4n + (−5)n

n− 4
(x − 2)2n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = cos2
(x
2

)
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = sin4 x, x0 = 1. 27. f(x) = ln

(
3x− 1

2x

)
, x0 = 3.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
7

(3x+ 8)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

√
x2 + 2x+ 2 ïî ñòåïåíÿì (x+ 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 15◦. 31.
3
√
10. 32.

0,5∫
0

√
1 + x4dx.
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Âàðèàíò 23

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
12

7
+

1

3

)
+

(
48

49
− 1

9

)
+

(
192

343
+

1

27

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

4 + n2

2n
arctg

n3 + 4n

5− 2n4
. 3.

∞∑
n=2

(
e
√
n

n3−1 − 1

)
. 4.

∞∑
n=1

n6

2n + 4n
.

5.

∞∑
n=1

n

(
3n+ 2

2n+ 1

)n
. 6.

∞∑
n=2

(−1)n · 3
√
n

1 + n
.

7.

∞∑
n=1

cos
(π
4
+ πn

)
arctg

4n2 − 1

n3
. 8.

∞∑
n=1

√
n+ 1 · sin 3n

n2 + 4
.

9.

∞∑
n=1

(2n− 3n3)e−
√
n lnn. 10.

∞∑
n=1

(−1)n (6n)!

36n(2n)!(4n)!
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n ln 2n√
n

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

nα−1
. 13.

∞∑
n=1

αn

lnn
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
1 + (2 cosx)2n. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) =

nx

1 + n2x4
, íà ìíîæåñòâå E = (−∞; +∞).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
16. fn(x) = sin

(
n2e−nx

)
, E1 = (0;+∞), E2 = [1;+∞).

17. fn(x) = nx(2− x)n, E1 = [0; 1], E2 = (1;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

(−1)n · 2 + 1

(1 + 2x)(1 + 22x) · . . . · (1 + 2nx)
, x ∈ [1; 2].

19.

∞∑
n=1

ln

(
1 +

2n|x|

1 + n!2n|x|

)
, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

√
2n +

√
2n + 1 · xn. 21.

∞∑
n=1

(
1− 51/n

1− 31/n

)n2

(3x− 5)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

n2
(
ln cos

π

n

)
· (2x+ 5)n. 23.

∞∑
n=0

(
9x+ 2

n+ 3

)n
.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

tg
3
√
n

1 + 2n2
(x + 3)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
x+ 1
3
√
1− x

â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).
26. f(x) = cos4 x, x0 = 0. 27. f(x) = (1 + 2x)e3x−1, x0 = 2.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
−3

(x+ 1)4
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

√
x2 + 4x+ 5 ïî ñòåïåíÿì (x+ 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 38◦. 31.
3
√
39. 32.

0,2∫
0

sh(2x)

x
dx.
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Âàðèàíò 24

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
2

5
− 3

52
+

4

53

)
+

(
2

52
+

3

53
+

4

54

)
+

(
2

53
− 3

54
+

4

55

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

(
cos

1√
n

)n
. 3.

∞∑
n=1

1

8 · 2n + 3
. 4.

∞∑
n=1

((2n)!!)2

(4n)!!
.

5.

∞∑
n=1

(
n+ 2

2n+ 1

)3n+1

. 6.

∞∑
n=2

(−1)n ·
√
n

n− 1
.

7.

∞∑
n=1

(−1)n 3
√
n

1 + n
sin

1

n
. 8.

∞∑
n=1

(−1)n arctg n
n

.

9.

∞∑
n=1

n3 · sinn · e−
√
n. 10.

∞∑
n=1

(−1)n cosn
2

(
1√
n

)
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

arctg(−n)n+1

4
√
3n6 − 2

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

nα+n−1
. 13.

∞∑
n=1

α2

lnn
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) =
2n
√
cos2n x+ sin2n x. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = nx(1− x)2, íà ìíîæåñòâå E = [0; 1].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
16. fn(x) = x2e−nx, E1 = [0; 1], E2 = (0;+∞).

17. fn(x) =
4nx

1 + 2nx+ n2x2
, E1 = [0; 1], E2 = (0;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

(x− 2)n

(7n− 2) · 2n
, x ∈ [0; 0, 5]. 19.

∞∑
n=1

(−1)n · 4 + 2

arctg x+ n
, x ∈ [0; +∞).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(√
3 +

1

n!
−
√
3− 1

n!

)
(x− 1)n. 21.

∞∑
n=2

(−1)n · 8n

n3
√
lnn

(2x+ 7)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

1−
√
cos 1

n

1− cos 1
n

(3x+ 8)n. 23.

∞∑
n=0

(
4n2 + 4n+ 1

9n2 + 9n− 2

) n2

n+1

(3x+ 1)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

(−2)n
(
x− 1

3

)n
, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = e4+x(1 + x3) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).
26. f(x) = ln(

√
x2 + 1), x0 = 0. 27. f(x) = (x+ 5 + x2)ex+1, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
−4

(x− 1)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

2

x+ 1
ïî ñòåïåíÿì (x− 7).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 52◦. 31.
3
√
58. 32.

0,25∫
0

3
√
1− x4dx.
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Âàðèàíò 25

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1− 2 + 3− 4 + . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

(
2− cos

1

n

) 1
n2

. 3.

∞∑
n=1

n lnn

4n − 1
. 4.

∞∑
n=1

1

n2
sin

π

nn
.

5.

∞∑
n=1

n

(
1− 1

n

)n2

. 6.

∞∑
n=2

(−1)n sh n2

(2 + n)3
. 7.

∞∑
n=1

(−1)nn2

(1 + n)3
.

8.

∞∑
n=1

arcctg n

n2
(
−e−n + 1

)
. 9.

∞∑
n=1

lnn+ cosn

3n2 + lnn
. 10.

∞∑
n=1

(−1)n cosn
7
√
n+ 1

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

sinn

n
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n+α

nα+1
. 13.

∞∑
n=1

αn

n
√
lnn

.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = n2
(
x1/n

2 − 1
)
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = n

√
cosx, íà ìíîæåñòâå E =

[
−π
2
;
π

2

]
.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
1

x
cos

x− 1

n
, E1 = (0; 2), E2 = (2;+∞).

17. fn(x) =
x2enx + x

enx + 1
, E1 = [1; 3], E2 = (0;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18,19).

18.

∞∑
n=1

(2n)!! · sin(nx)
(2n− 1)!! · 2nx

, x ∈ [1; +∞). 19.

∞∑
n=1

sin(nx)

chx+ n
, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
n2 + 5n− 1

3n2 − n+ 2

)n
(x− 5)n. 21.

∞∑
n=1

ln cos
1

n!
(2x− 3)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=2

arcsin
1 + n

1− n2
(2− x)n. 23.

∞∑
n=0

n(6x+ 5)n

3
√
4n · n5 + 6

.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n(x− 4)n

2n + 4n
, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sin2 x − cos2 x â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).
26. f(x) = ln(

√
4− x2), x0 = 0. 27. f(x) = (x2 + 2x) sin2(x+ 1), x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
−2x

(x+ 3)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

3

5 + 4x
ïî ñòåïåíÿì (x− 2).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. cos 85◦. 31.
3
√
130. 32.

0,25∫
0

shx2dx.
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Âàðèàíò 26

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

1 + 1− 1− 1 + 1 + 1− 1− 1 + . . .

(Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)
n(n+1)

2 )

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2�10).

2.

∞∑
n=1

(
sin(2/n)

sin(3/n)

) 1
n2

. 3.

∞∑
n=1

1

n · 3n
. 4.

∞∑
n=1

3nn!

(2n)!!
.

5.

∞∑
n=1

(
n2

n2 + 2

)(n+1)3

. 6.

∞∑
n=2

(−1)n n+ 1

n+ 2n2
. 7.

∞∑
n=1

(−1)n sin2 (−1)n

2n2 − n
.

8.

∞∑
n=1

cosn

n+ 1

(
2−

(
1

2

)n)
. 9.

∞∑
n=2

sin(2n+ 1)
5
√
n− 1

. 10.

∞∑
n=1

(
ch

1√
n

)−(n+1)2

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−n)n

(2n)!!
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

(3n+ (−1)n)α
. 13.

∞∑
n=3

(2α)n

ln(n− 1)
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = arcsin
2xn

1 + 2xn
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) = n ln

(
1 +

1

nx

)
, íà ìíîæåñòâå E = (0; 2).

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
x4 + x2n+ xn2

n2 + x2
, E1 = (0; a), a > 0, E2 = (0;+∞).

17. fn(x) =
x+ enx

xenx + 1
, E1 = [2; 5], E2 = (0;+∞).

116



Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

arccos 1
1+(nx)2

n! + (nx)2
, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

cos(nx)

ex + n
, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

chn
1

n
(3x+ 1)n. 21.

∞∑
n=1

tgn
(
π

4
− 1√

n

)
(6x+ 4)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

ln cos(5/n)

ln cos(4/n)
(1− x)n. 23.

∞∑
n=0

(
1 + arctg

1

5n

)n2

(4x+ 2)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

arctg

√
n

1 + 3n2
(x − 1)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
1 + x
4
√
1− x

â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
x2 − 2x+ 2

(2− x)2
, x0 = 1. 27. f(x) = ln(x2 + 4x+ 3), x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
3x

(x+ 1)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

8x

5− 4x
ïî ñòåïåíÿì (x+ 3).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 79◦. 31.
3
√
342. 32.

0,5∫
0

x chx2dx.
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Âàðèàíò 27

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
4

5
+

1

4

)
+

(
4

25
− 1

8

)
+

(
4

125
+

1

16

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

n sinn

n+ 5
. 3.

∞∑
n=1

(n− 1)3

n4 + 3n2 + 2
. 4.

∞∑
n=1

(2n)!(3n+ 1)!

(5n)!
.

5.

∞∑
n=1

(
n2 − 1

n2 + 1

)√1+n7

. 6.

∞∑
n=2

(−1)nn
2 − 1

1 + n3
.

7.

∞∑
n=1

tg
(π
4
− πn

2

)
arctg

√
n

1 + 2n2
. 8.

∞∑
n=1

cos 2n

n+ lnn
.

9.

∞∑
n=1

1

n2
(lnn− sin 5n). 10.

∞∑
n=1

n2n+1

(2n− 1)! shn
.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n)!!
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

(
√
n+ 1 + (−1)n)α

. 13.

∞∑
n=1

cosn+ 1

nα
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) = n

√
xn + x2n + 1, x > 0. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå

fn(x) = ln

(
1 +

nx2√
n2x2 + 1

)
, íà ìíîæåñòâå E = [0; 3].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) = sin

(
1 + nx

2n

)
, E1 = (−∞; +∞), E2 = (0;π).
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17. fn(x) = n

(√
x+

1

n
−
√
x− 1

n

)
, E1 = (0; 1), E2 = [a; +∞), a > 0.

Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

1

10n
·
(

x3

x+ 3

)n
, x ∈ [−2; 0].

19.

∞∑
n=1

(
1 +

x

3

)(
1 +

x

32

)
. . .
(
1 +

x

3n

)
, x ∈ [−1; 2].

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
1 + 2n

1 + 5n

)n
· (4x− 7)n. 21.

∞∑
n=1

(
sin

1

n
− tg

1

n

)n
(5x+ 1)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

(
7n+ 2

3− 5n

)n
· (4x− 1)n. 23.

∞∑
n=0

ln

(
1 + sin

1

n

)
(7− 3x)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n+1
√
n+ 1

3n
(x − 1)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1 + x2) sin
x

3
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = ln(x2 + 3x− 4), x0 = 1. 27. f(x) =
−4x

(3 + x)2
, x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
−2

(2x+ 1)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

7x

1 + 4x
ïî ñòåïåíÿì (x− 8).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30.
8
√
2e. 31.

3
√
62. 32.

0,1∫
0

ln(1− (2x)2)dx.
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Âàðèàíò 28

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

−5 + 10− 15 + 20− 25 + 30− . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

(
3n2 − 6n+ 7

3n2 + 20n+ 1

)−n+1

. 3.

∞∑
n=3

(2n− 1)2

n3(n− 2)
.

4.

∞∑
n=1

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
4n(n+ 1)!

. 5.

∞∑
n=1

nn

(1 + 3n2)
n−1
2

.

6.

∞∑
n=2

(−1)n
√
n

2n2 + 1
. 7.

∞∑
n=1

(−1)n arcsin
√
n√

n+ 1 + n
.

8.

∞∑
n=1

sin 2n

sinn+ n3
. 9.

∞∑
n=2

n2n−1

(2n− 3)! sin(3n)
. 10.

∞∑
n=1

(
n · sh 1

n+ 3

)(n+1)3

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−n)n

(3n− 1)!!
.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)n

n3α
. 13.

∞∑
n=1

cos 2n√
αnα+1

.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)}, ãäå fn(x) = fn(x) = n

√
x2n + 4xn + 3, x > 0. Íàéòè ïðåäåëüíóþ

ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.

15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = 1− (1− x2)n, íà ìíîæåñòâå E = [−

√
2;
√
2].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
nx3

x2 + nx+ n
, E1 = [0; 2], E2 = (2;+∞).

17. fn(x) = n arcctg
n

x2
, E1 = [1;+∞), E2 = (δ; 1), δ > 0.
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

arctg(n2 + x2)

5n · n2 + x2 + nx
, x ∈ R. 19.

∞∑
n=1

(−1)n · 5− 3

arctg x+ n
, x ∈ R.

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
1 + sin(1/n)

1 + sin(2/n)

)n
(5x− 3)n. 21.

∞∑
n=1

(
arctg

1

3n

)n
(6x+ 2)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

n sin
π

n

(x
2

)n
. 23.

∞∑
n=0

n3 + 3n

n5 + 5n
(2− 5x)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

ln(1 + 2n2)

3n2
(x + 1)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1 + x) arctg
x

2
â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) = (1 + x2) sin2 x, x0 = 0. 27. f(x) =
2
√
2x√

1 + 2x
, x0 =

1

2
.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
1

(3x− 4)2
ïî ñòåïåíÿì x. 29.

x

1 + 4x
ïî ñòåïåíÿì (x− 6).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. ln 1, 02. 31.
3
√
126. 32.

0,2∫
0

ln
1

(1− x)3
dx.
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Âàðèàíò 29

1. Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn;
íàéòè S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
−3 + 1

3

)
+

(
3 +

1

9

)
+

(
−3 + 1

27

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

ln
(
1 + sin 1

n

)
sin
(
4
(
1
n − π

)) . 3.

∞∑
n=3

1

3n2

(√
n2 + n+ 1−

√
n2 − n− 1

)
.

4.

∞∑
n=1

(n!)2

(4n − 1)(2n)!
. 5.

∞∑
n=1

n2+n

(2n2 − 4)
n
2
.

6.

∞∑
n=2

(−1)n tg n2

n3 + 1
. 7.

∞∑
n=1

(−1)n 3n− 1

2n2 + n
.

8.

∞∑
n=2

cosn

n2 − n
. 9.

∞∑
n=1

(−1)narcch(n+ 2)

3n + 4n
. 10.

∞∑
n=1

(
(n− 1) · sh 1

n

)(n−1)3

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

cos(πn/4)

(n+ 1)
√
ln1,5(n+ 2)

.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−α)n

nα
. 13.

∞∑
n=1

sin(2n)

nα/3
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = ln

(
1 +

enx

1 + enx

)
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.
15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) = sin2n x+

1

n2
, íà ìíîæåñòâå E = [0;π].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).

16. fn(x) =
(
e
x2

n − 1
)
· 1

x2
, E1 = [1;+∞), E2 = (α; 1), 0 < α <

1

2
.

17. fn(x) =
nx

1 + n2x2
sin

x

n
, E1 = [0; 1], E2 = (0;+∞).
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

1

3n
·
(
lnx

x

)n
, x ∈ [1/e; e] .

19.

∞∑
n=1

(−1)nxn

n+ cosx
, x ∈ [−q; q], q ∈ (0; 1).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(√
(n+ 2)(n+ 3)− n

)
(4x+ 5)n. 21.

∞∑
n=1

(
arcsin

1

5n

)n
(5x− 2)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

1

n
arcsin

1

n3

(
3x+ 5

7

)n
. 23.

∞∑
n=0

1 · 4 · 7 · . . . · (3n− 2)

5 · 9 · 13 · . . . · (4n+ 1)
(x+ 3)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=1

(−1)n3n

n2 + 4

(
x+ 1

2

)n
, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = (1+x2) ln(1+x) â ðÿä Ìàêëîðåíà è íàéòè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).
26. f(x) = (1− x2) cos2 x, x0 = 0.
27. f(x) = (x2 + 2x+ 2) arcsin 2(x+ 1)2, x0 = −1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29).

28.
x(x

2
+ 3
)2 ïî ñòåïåíÿì x. 29.

3x

−5 + 4x
ïî ñòåïåíÿì (x+ 3).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. sin 85◦. 31.
4
√
630. 32.

0,3∫
0

4
√
1 + x3dx.
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Âàðèàíò 30

Âûïèñàòü n-ûé ÷ëåí ðÿäà an; íàéòè n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Sn; íàéòè
S = lim

n→∞
Sn èëè äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò; ñäåëàòü âûâîä î

ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà(
1 +

1

2

)
+

(
2 +

1

4

)
+

(
3 +

1

8

)
+

(
4 +

1

16

)
+ . . .

Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü (2 � 10).

2.

∞∑
n=1

arctg 2
n

sin
(
2π
(
1
n + 10

)) . 3.

∞∑
n=3

3
√
n+ 2

(n+ 1)
√
n
. 4.

∞∑
n=1

n3 sinn
π

2n
.

5.

∞∑
n=1

(
cos

n√
2n3

)1+n2

. 6.

∞∑
n=2

(−1)n+1

√
n

n+
√
n+ 1

.

7.

∞∑
n=1

(−1)n
(
ch

√
n

1 + n2
− 1

)
. 8.

∞∑
n=2

cos
(
−π4 + πn

)
√
n

arcctg n.

9.

∞∑
n=1

lnn√
n
. 10.

∞∑
n=1

(n+ 1) sin(3n)
4
√
n8 + 5n− 3

.

11. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

cos(πn)

n
ln−2(n+ 5).

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ ðÿä 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ; 2) óñëîâíî
ñõîäèòñÿ (12, 13).

12.

∞∑
n=1

(−1)α+n

αn[α]
. 13.

cosn

(α− 3)n2α
.

14. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}, ãäå fn(x) = ln

(
1 +

xenx

1 + enx

)
. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íà ìíîæåñòâå E.
15. Íàéòè ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}, ãäå
fn(x) =

1

2− (x2 − 1)n
, íà ìíîæåñòâå E = [0; 4].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)} íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 (16, 17).
16. fn(x) =

5
√
1 + e−nx2 − 1, E1 = [−1; 1], E2 = (−∞; +∞).

17. fn(x) =
nx+ 1

2 + n2x2
(e−nx − 1) , E1 = [0; 1], E2 = (0;+∞).

124



Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü â óêàçàí-
íîì ïðîìåæóòêå (18, 19).

18.

∞∑
n=1

cos2(2nx)

n! 3
√
n5 + x4

, x ∈ R. 19.
(−1)nxn

n+ sinx
, x ∈ [−q; q], q ∈ (0; 0, 5).

Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (20, 21).

20.

∞∑
n=1

(
3
√
n3 + 3n− n

)n
(x− 1)n. 21.

∞∑
n=1

(
arctg

1

n2
+ 1

)n2

(2x+ 5)n.

Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (22, 23).

22.

∞∑
n=1

1

3n
arctg

1

n!
(2x+ 1)n. 23.

∞∑
n=0

1
4
√
n2 + 2

(4x+ 1)n.

24. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿ-

äà

∞∑
n=2

√
n2 + 2

n2 − 1
(x − 3)n, èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Çàïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè.

25. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =

(
1− x2

2

)
ln(1 − x) â ðÿä Ìàêëîðåíà è

íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íàéòè ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ïîëó÷åííîãî ðÿäà (26, 27).

26. f(x) =
1

(x2 + 2x+ 3)3
, x0 = 1.

27. f(x) = (2x2 − 4x+ 3) cos2
(
x− 1

2

)
, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä (28, 29),

28.
2x(

x
3 + 1

)2 ïî ñòåïåíÿì x. 29.
3− x
1 + 4x

ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

Ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ (30 � 32).

30. 5
√
e. 31.

√
28. 32.

0,5∫
0

ln(1 + x3)

x
dx.
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Ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé íàçûâàþò ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, à êàæäûé ÷ëåí, íà÷èíàÿ
ñî âòîðîãî, ðàâåí ïðåäøåñòâóþùåìó ÷ëåíó, óìíîæåííîìó íà îäíî è òî æå
÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ. Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò çíàìåíàòåëåì ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè è îáû÷íî îáîçíà÷àþò áóêâîé q. Ýëåìåíò ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè ñ íîìåðîì n ìîæíî îïðåäåëèòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

bn = bn−1q, bn = b1q
n−1, b2n = bn−1bn+1.

Ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè Sn =
b1(1− qn)

1− q
.

Áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé íàçûâàþò
áåñêîíå÷íóþ ïðîãðåññèþ, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíè-
öû, òî åñòü |q| < 1.

Ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè îïðåäåëÿåò-

ñÿ ôîðìóëîé Sn =
b1

1− q
.

Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ñóìì

1. Ñóììà íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé áóêâîé îáîçíà÷àåòñÿ èíäåêñ ñóììè-
ðîâàíèÿ, òî åñòü

n∑
k=1

ak =

n∑
j=1

aj =

n∑
p=1

ap.

2. Îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè, òî åñòü äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë α è β èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

n∑
k=1

(αak + βbk) = α

n∑
k=1

ak + β

n∑
k=1

bk.

3. Äëÿ äâîéíûõ ñóìì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

n∑
i=1

k∑
j=1

aij =

k∑
j=1

n∑
i=1

aij .
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Ñðàâíåíèå ôóíêöèé

Ñèìâîë O(f). Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)| 6 C|g(x)|, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
åñòü O áîëüøîå îò ôóíêöèè g(x) ïðè x ∈ X, è ïèøóò f(x) = O(g(x)) ïðè
x ∈ X.

Â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè f(x) è
g(x). Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ñèìâîë O∗(f). Åñëè lim
x→x0

f(x)

g(x)
6= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)

åñòü O áîëüøîå ñî çâåçäî÷êîé îò ôóíêöèè g(x) ïðè x → x0, è ïèøóò
f(x) = O∗(g(x)) ïðè x→ x0.

Ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè. Åñëè lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíê-

öèÿ f(x) ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè g(x) ïðè x→ x0, è ïèøóò f(x) ∼ g(x) ïðè
x→ x0.

Ñèìâîë o(f). Åñëè lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) åñòü o

ìàëîå îò ôóíêöèè g(x) ïðè x→ x0, è ïèøóò f(x) = o(g(x)) ïðè x→ x0.

Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðè x→ 0

(1 + x)n − 1 ∼ nx n
√
1 + x− 1 ∼ 1

n
x

ax − 1 ∼ x ln a eαx − 1 ∼ αx
loga(1 + x) ∼ xlogae ln(1 + x) ∼ x
sinx ∼ x tg x ∼ x
shx ∼ x chx− 1 ∼ 1

2
x2

arcsinx ∼ x arctg x ∼ x
1− cosx ∼ 1

2
x2 tg x− sinx ∼ 1

2
x3

x− sinx ∼ 1

6
x3 tg x− x ∼ 1

3
x3

n
√
1 + αx− m

√
1 + βx ∼

(
α

n
− β

m

)
x
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Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïðè x→ 0

(1 + x)n − 1 = nx+ o(x) n
√
1 + x− 1 =

1

n
x+ o(x)

ax − 1 = x ln a+ o(x) eαx − 1 = αx+ o(x)
loga(1 + x) = xlogae+ o(x) ln(1 + x) = x+ o(x)
sinx = x+ o(x) tg x = x+ o(x)

shx = x+ o(x) chx− 1 =
1

2
x2 + o

(
x2
)

arcsinx = x+ o(x) arctg x = x+ o(x)

1− cosx =
1

2
x2 + o

(
x2
)

tg x− sinx =
1

2
x3 + o(x)

x− sinx =
1

6
x3 + o

(
x4
)

tg x− x =
1

3
x3 + o

(
x4
)

n
√
1 + αx− m

√
1 + βx =

(
α

n
− β

m

)
x+ o

(
x2
)

Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îáðàòíûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

arcsinx+ arccosx =
π

2
arctg x+ arcctg x =

π

2
1− cos 2x = 2 sin2 x 1 + cos 2x = 2 cos2 x
| sinx| 6 1 | cosx| 6 1

|arcsinx| 6 π

2
|arctg x| < π

2
0 6 arccosx 6 π 0 < arcctg x < π

cosx cos y =
1

2
[cos(x− y) + cos(x+ y)]

sinx sin y =
1

2
[cos(x− y)− cos(x+ y)]

sinx cos y =
1

2
[sin(x− y) + sin(x+ y)]

Ïðè 0 < x <
π

2
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0 < sinx < x < tg x.
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n∑
k=0

sin(x+ kα) =
sin
(
n+1
2 α

)
sin
(
x+ n

2

)
α

sin α
2

, α 6= 2πk, k ∈ Z.

n∑
k=0

cos(x+ kα) =
sin
(
n+1
2 α

)
cos
(
x+ n

2

)
α

sin α
2

, α 6= 2πk, k ∈ Z.

Îöåíêè äëÿ ìîäóëÿ

Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|a+ b| 6 |a|+ |b|, |a− b| > |a| − |b|, 2|ab| 6 a2 + b2.

Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïðîèçâîä-
íóþ ïîðÿäêà n+1 (∀n ∈ N). Ïóñòü x åñòü ëþáîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà èç óêà-
çàííîé îêðåñòíîñòè, p � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ìåæäó
òî÷êàìè a è x íàéäåòñÿ òî÷êà ξ òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

f(x) = f(a)+
f ′(a)

1!
(x− a)+ f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n+Rn+1(x),

ãäå Rn+1(x) =

(
x− a
x− ξ

)p
· (x− ξ)

n+1

n!p
f (n+1)(ξ) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â îáùåé

ôîðìå.
Ñóùåñòâóþò äðóãèå ñïîñîáû çàïèñàòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn+1(x) â ôîð-

ìóëå Òåéëîðà:

• Rn+1(x) =
(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)[a + θ(x − a)], (0 < θ < 1) � â ôîðìå

Ëàãðàíæà;

• Rn+1(x) =
(x− a)n+1(1− θ)n

n!
f (n+1)[a+θ(x−a)] (0 < θ < 1) � â ôîðìå

Êîøè;

• Rn+1(x) = o ((x− a)n) (x→ a) � â ôîðìå Ïåàíî;

• Rn+1(x) =
1

n!

x∫
a

f (n+1)(t)(x− t)n dt � â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.
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Îñíîâíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

1. sinx =

∞∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
, |x| <∞

2. cosx =

∞∑
k=0

(−1)k x
2k

(2k)!
, |x| <∞

3. ex =

∞∑
k=0

xk

k!
, |x| <∞

4. shx =
ex − e−x

2
=

∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
, |x| <∞

5. chx =
ex + e−x

2
=

∞∑
k=0

x2k

(2k)!
, |x| <∞

6.
1

1− x
=

∞∑
k=0

xk, |x| < 1,
1

1 + x
=
∞∑
k=0

(−1)kxk, |x| < 1

7. ln(1 + x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
, −1 < x 6 1

8. arctg x =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1, |x| 6 1

9. arcsinx = x+

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
· x

2n+1

2n+ 1
, |x| < 1

10. (1+x)α =

∞∑
k=0

Cαk x
k, |x| < 1, Cα0 = 1, Cαk =

α(α− 1) · . . . · (α− k + 1)

k!
,

α ∈ R

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû äëÿ ìíîãèõ
ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, çàïèñàâ x2 âìåñòî x, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèé
√
1 + x2,

1
3
√
1 + x2

è äðóãèå.
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