
Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Óä�Ó 2015. Âûï. 2 (46)

ÓÄÊ 517.518.6

© Ë.È. Äàíèëîâ

�ÅÊÓ��ÅÍÒÍÛÅ È ÏÎ×ÒÈ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÍÛÅ ÑÅ×ÅÍÈß

ÌÍÎ�ÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉ

Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, (cl b U,dist) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ

îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà U ñ ìåòðèêîé Õàóñäîð�à dist. Íà ìíîæåñòâå M(R, U) ñèëüíî èçìåðè-
ìûõ �óíêöèé f : R → U ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòðèêà d(ρ), ñõîäèìîñòü â êîòîðîé ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ïî ìåðå

Ëåáåãà íà êàæäîì îòðåçêå [−l, l], l > 0. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà d(dist) íà ìíîæåñòâå M(R, cl b U) ñèëü-
íî èçìåðèìûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé f : R → cl b U (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â cl b U).
Ïðîñòðàíñòâà M(R, U) è M(R, cl b U) ÿâëÿþòñÿ �àçîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñäâèãîâ. Äëÿ

ìíîãîçíà÷íîãî ðåêóððåíòíîãî òèïà Ñòåïàíîâà îòîáðàæåíèÿ F ∈ R(R, cl b U) ⊆ M(R, cl b U) è äëÿ ëþáûõ x0 ∈ U

è íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, äîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå ãîìîìîð�èçìà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì F : orbF = {F (·+ t) : t ∈ R} → M(R, U), äëÿ êîòîðîãî (FF ′)(t) ∈ F ′(t)
è ρ((FF ′)(t), x0) 6 ρ(x0, F

′(t))+η
(

ρ(x0, F
′(t))

)

ïðè âñåõ F ′ ∈ orbF è ï.â. t ∈ R. Ïðè ýòîì FF ′
� ðåêóððåíòíûå

òèïà Ñòåïàíîâà �óíêöèè. Åñëè F � ïî÷òè àâòîìîð�íîå òèïà Ñòåïàíîâà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî FF �

ïî÷òè àâòîìîð�íàÿ òèïà Ñòåïàíîâà �óíêöèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåêóððåíòíàÿ �óíêöèÿ, ïî÷òè àâòîìîð�íàÿ �óíêöèÿ, ñå÷åíèå, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåêóððåíòíûõ òèïà Ñòåïàíîâà ñå÷åíèé ìíî-

ãîçíà÷íûõ ðåêóððåíòíûõ òèïà Ñòåïàíîâà îòîáðàæåíèé (îïðåäåëåííûõ íà R è ïðèíèìàþùèõ

çíà÷åíèÿ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå). �àññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñäâè-

ãîâ, �àçîâûå ïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ � ìíîæåñòâà ñèëüíî èçìåðèìûõ �óíêöèé è ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîð�èçìîâ ìèíèìàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

ñäâèãîâ, îïðåäåëÿåìûõ ðåêóððåíòíûìè òèïà Ñòåïàíîâà ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè, â äè-

íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâèãîâ (ñèëüíî) èçìåðèìûõ �óíêöèé, ïðè ýòîì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðà-

æåíèÿì ýòè ãîìîìîð�èçìû ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå èõ (ðåêóððåíòíûå òèïà Ñòåïàíîâà) ñå÷åíèÿ.

�àññìàòðèâàþòñÿ òàêæå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûì òàêèå ãîìîìîð�èçìû ìîãóò óäî-

âëåòâîðÿòü. Ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ ïî÷òè àâòîìîð�íûõ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé è èõ ñå÷åíèé.

Â § 1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè. Â § 2 ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè ìíîãîçíà÷íûõ ïî÷òè àâòîìîð�íûõ îòîáðàæåíèé.

� 1. Îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç X îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà X ⊆ U . Ìíîæåñòâî X ⊆ U ïðåäêîìïàêòíî, åñëè X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Ìíîæåñòâî T ⊆ R íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0 òàêîå,

÷òî T ∩ [t, t+ a] 6= ∅ äëÿ âñåõ t ∈ R. Ñîâîêóïíîñòü îòíîñèòåëüíî ïëîòíûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì

÷åðåç Srd.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ èç òåîðèè (òîïîëîãè÷åñêèõ) äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [1℄).

Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (Σ, gt), ãäå Σ = (Σ, ρΣ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî (ÿâëÿþùååñÿ �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû) è {gt : t ∈ R} �

îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Σ íà ñåáÿ (êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì íà Σ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) g0σ = σ äëÿ âñåõ σ ∈ Σ;

(2) �óíêöèÿ R× Σ ∋ (t, σ) 7→ gtσ ∈ Σ íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ;

(3) gt1gt2 = gt1+t2
(ãðóïïîâîå ñâîéñòâî).

Ïðè �èêñèðîâàííîì σ ∈ Σ �óíêöèÿ t 7→ gtσ íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì, orbσ = {gtσ : t ∈ R} �

òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ, orbσ � åå çàìûêàíèå â Σ. Äâèæåíèå t 7→ gtσ óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó,

åñëè orbσ � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî X ⊆ Σ èíâàðèàíòíî, åñëè orbx ⊆ X äëÿ
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âñåõ x ∈ X. Ìíîæåñòâî X ⊆ Σ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè îíî íåïóñòîå, çàìêíóòîå,

èíâàðèàíòíîå è íå èìååò èñòèííîãî ïîäìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Äâèæåíèå t 7→ gtσ ðåêóððåíòíî, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî a = a(ε) > 0 òà-

êîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t, t1 ∈ R íàéäåòñÿ ÷èñëî τ ∈ [t1, t1 + a], äëÿ êîòîðîãî ρΣ(g
tσ, gτσ) < ε. Ïðè

ýòîì äâèæåíèå t 7→ gtσ ðåêóððåíòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàí-

æó, è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî ÷èñåë t ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ρΣ(σ, g
tσ) < ε, îòíîñèòåëüíî

ïëîòíî. Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ìèíèìàëüíûìè êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè è ðåêóððåíòíû-

ìè äâèæåíèÿìè: åñëè X � ìèíèìàëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è x ∈ X, òî äâèæåíèå t 7→ gtx

ðåêóððåíòíî, è, íàîáîðîò, åñëè t 7→ gtσ � ðåêóððåíòíîå äâèæåíèå, òî orbσ � ìèíèìàëüíîå

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü RΣ(σ), σ ∈ Σ, � ìíîæåñòâî âîçâðàùàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {τj} ⊂ R, äëÿ êîòî-

ðûõ gτjσ → σ ïðè j → +∞, NΣ(σ) � ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {τj} ⊂ R,

äëÿ êîòîðûõ gτjσ → σ ′
ïðè j → +∞ äëÿ íåêîòîðîãî σ ′ ∈ Σ. Äëÿ âñåõ σ ∈ Σ è t ∈ R ñïðàâåä-

ëèâû ðàâåíñòâà RΣ(g
tσ) = RΣ(σ), NΣ(g

tσ) = NΣ(σ).
Ïóñòü (Σ, gt) è (Ω, g̃ t) � äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : Σ → Ω íà-

çûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, åñëè äëÿ âñåõ σ ∈ Σ è t ∈ R âûïîíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî F(gtσ) = g̃ tFσ . Åñëè îòîáðàæåíèå F ñþðúåêòèâíî, òî ãîìîìîð�èçì äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì íàçûâàåòñÿ ýïèìîð�èçìîì. �îìîìîð�èçì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îòîáðàæàåò ìèíèìàëü-

íûå ìíîæåñòâà â ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà. Åñëè Σ è Ω� êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâî Ω
ìèíèìàëüíî, òî ëþáîé ãîìîìîð�èçì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì F : Σ → Ω ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð�èçìîì.

Ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü (Σ, gt) è (Ω, g̃ t) � äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ïðè ýòîì Σ è Ω � ìè-

íèìàëüíûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ãîìîìîð�èçìà (è, ñëåäîâàòåëüíî,

ýïèìîð�èçìà) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì F : Σ → Ω è ëþáîãî σ ∈ Σ

RΣ(σ) ⊆ RΩ(Fσ), NΣ(σ) ⊆ NΩ(Fσ).

È íàîáîðîò, åñëè σ ∈ Σ, ω ∈ Ω è RΣ(σ) ⊆ RΩ(ω), NΣ(σ) ⊆ NΩ(ω), òî ñóùåñòâóåò ýïèìîð-

�èçì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì F : Σ → Ω òàêîé, ÷òî Fσ = ω.

Íà ìíîæåñòâå C(R, U) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f : R → U îïðåäåëèì ìåòðèêó

d
(ρ)
C (f, g) =

+∞∑

l=1

2−l
(

max
τ ∈ [−l,l]

ρ(f(τ), g(τ))
)(

1 + max
τ ∈ [−l,l]

ρ(f(τ), g(τ))
)−1

.

Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (C(R, U), d
(ρ)
C ) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñäâèãîâ: äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ C(R, U) çàäàåòñÿ äâèæåíèå R ∋ t 7→
7→ gtUf = f(·+ t). Ïóñòü CR(R, U) � ìíîæåñòâî ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé (òî åñòü òàêèõ �óíê-

öèé f , äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå t 7→ gtUf = f(·+ t) ∈ (C(R, U), d
(ρ)
C ) ðåêóððåíòíî).

Ôóíêöèÿ f : T → U , îïðåäåëåííàÿ ïî÷òè âñþäó (ï.â.) íà èçìåðèìîì ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâå

T ⊆ R, ñèëüíî èçìåðèìà, åñëè îíà ï.â. ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ï.â. ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïðîñòûõ �óíêöèé (ïðèíèìàþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé íà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó

ìíîæåñòâàõ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(R, U) ìíîæåñòâî ñèëüíî èçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U .

Ïîëîæèì

d(ρ)∞ (f, g) = ess sup
t∈R

ρ(f(t), g(t)), f, g ∈ M(R, U)

(äîïóñêàÿ çíà÷åíèå +∞). Ïóñòü

(
Lp([−l, l], U),D

(ρ)
p, l

)
, p > 1, l > 0, � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñèëüíî èçìåðèìûõ �óíêöèé f : [−l, l] → U , äëÿ êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ âñåõ) x0 ∈ U ∫ l

−l

ρ p(f(t), x0) dt < +∞, (1.1)

ñ ìåòðèêîé

D
(ρ)
p, l(f, g) =

(
1

2l

∫ l

−l

ρ p(f(τ), g(τ)) dτ

) 1
p

;
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L
p
loc(R, U), p > 1, � ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ M(R, U), äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (1.1) âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî l > 0. Íà ìíîæåñòâå L
p
loc(R, U) îïðåäåëèì ìåòðèêó

d(ρ)p (f, g) =
+∞∑

l=1

2−l D
(ρ)
p, l

(
f(·|[−l,l]), g(·|[−l,l])

)(
1 +D

(ρ)
p, l

(
f(·|[−l,l]), g(·|[−l,l])

))−1
.

Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

(
L
p
loc(R, U), d

(ρ)
p

)
òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê �àçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñäâèãîâ. Ïóñòü Rp(R, U) � ìíîæåñòâî ðåêóððåíòíûõ (òèïà

Ñòåïàíîâà ñòåïåíè p > 1) �óíêöèé f ∈ L
p
loc(R, U), äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå

R ∋ t 7→ gtUf = f(·+ t) ∈
(
L
p
loc(R, U),D(ρ)

p

)

ðåêóððåíòíî.

Íà ìíîæåñòâå U (êðîìå ìåòðèêè ρ) ââåäåì ìåòðèêó ρ ′(x, y) = min{1, ρ(x, y)}, x, y ∈ U .

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (U, ρ ′) ïîëíîå. Ïðè ýòîì M(R, U) = L1
loc(R, (U, ρ

′)) è íà ìíîæåñòâå

M(R, U) îïðåäåëåíà ìåòðèêà d(ρ)(f, g)
.
= d

(ρ ′)
1 (f, g). Ïóñòü R(R, U)

.
= R1(R, (U, ρ ′)) � ìíî-

æåñòâî ðåêóððåíòíûõ (òèïà Ñòåïàíîâà) �óíêöèé f ∈ M(R, U), äëÿ êîòîðûõ ðåêóððåíòíî

äâèæåíèå R ∋ t 7→ gtUf = f(· + t) ∈
(
M(R, U), d(ρ)) =

(
L1
loc(R, (U, ρ

′)), d
(ρ ′)
1

)
. Ñïðàâåäëèâû

âëîæåíèÿ CR(R, U) ⊆ Rp2(R, U) ⊆ Rp1(R, U) ⊆ R(R, U), 1 6 p1 6 p2 .

Äëÿ êàæäîãî l > 0 ïðåîáðàçîâàíèå Áîõíåðà �óíêöèÿì f ∈ M(R, U) ñòàâèò â ñîîòâåò-

ñòâèå �óíêöèè R ∋ t 7→ fB
l (t; ·) ∈ M([−l, l], U), äëÿ êîòîðûõ fB

l (t; τ) = f(t + τ), τ ∈ [−l, l],
t ∈ R. Ôóíêöèÿ f ∈ L

p
loc(R, U) ïðèíàäëåæèò Rp(R, U) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

fB
l (·; ·) ∈ CR

(
R,

(
Lp([−l, l], U),D

(ρ)
p, l

))
äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0. Ôóíê-

öèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò R(R, U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå fB
l (·; ·) ∈ CR

(
R,

(
L1([−l, l], (U, ρ ′)),D

(ρ ′)
1, l

))
.

Äëÿ �óíêöèé f ∈ M(R, U) îáîçíà÷èì Γ(f ; ε) = {t ∈ R : d(ρ)(f(·), f(· + τ)) < ε}, ε > 0.
Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé òèïà Ñòåïàíîâà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

Γ(f ; ε) ∈ Srd äëÿ âñåõ ε > 0 è äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 ìíîæåñòâî{
f(·|[−l,l] + τ) : τ ∈ R

}
ïðåäêîìïàêòíî â

(
L1([−l, l], (U, ρ ′)),D

(ρ ′)
1, l

)
.

Ôóíêöèÿ f ∈ R(R, U) ïðèíàäëåæèò Rp(R, U), p > 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêî-

òîðûõ (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 è x0 ∈ U

lim
δ→+0

sup
t∈R

sup
T ⊆ [t−l,t+l] :mesT 6 δ

∫

T

ρ p(f(τ), x0) dτ = 0, (1.2)

ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà íà R (è ðàññìàòðèâàþòñÿ èçìåðèìûå ìíîæåñòâà T ) [2℄. Ôóíêöèÿ f ∈
∈ R(R, U) ïðèíàäëåæèò CR(R, U) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Ïóñòü R(f) è N(f) � ìíîæåñòâà âîçâðàùàþùèõ è íîðìàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �óíê-

öèè f ∈ R(R, U) (äëÿ êîòîðûõ d(ρ)(f(·), f(·+ τj)) → 0 è d(ρ)(g(·), f(· + τj)) → 0 äëÿ êàêîé-ëèáî

�óíêöèè g ∈ R(R, U) ïðè j → +∞). Åñëè f ∈ CR(R, U) èëè f ∈ Rp(R, U), òî âîçâðàùàþùèå

è íîðìàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòðèê d
(ρ)
C è d

(ρ)
p ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè ýòîì �óíêöèè g òàêæå âûáèðàþòñÿ èç ïðîñòðàíñòâ CR(R, U) èëè Rp(R, U) (ýòî
ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç R(f) è N(f) ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè d(ρ)).

Åñëè f ∈ R(R, U), òî R(f) = R(fB
l ) è N(f) = N(fB

l ) äëÿ âñåõ l > 0.
Åñëè f ∈ R(R, U) è g ∈ R(R, V ), ãäå V = (V, ρV ) � íåêîòîðîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, òî R(f) ⊇ R(g) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

ε ′ > 0, ÷òî Γ(f ; ε) ⊇ Γ(g; ε ′).
Ôóíêöèè f ∈ R(R, U) è g ∈ R(R, V ) ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû, åñëè Γ(f ; ε)∩Γ(g; ε) ∈ Srd äëÿ

âñåõ ε > 0. Íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè M(R, U)×M(R, V ) ïðîñòðàíñòâ M(R, U) è M(R, V ) îïðå-
äåëèì ìåòðèêó d(ρ, ρV )

(
(f1, g1), (f2, g2)

)
= d(ρ)(f1, f2) + d(ρV )(g1, g2). Ïóñòü (M(R, U)×

×M(R, V ), g t
U, V ) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ, äëÿ êîòîðîé g t

U, V (f, g) = (f(·+ t), g(· + t)).
Ôóíêöèè f ∈ R(R, U) è g ∈ R(R, V ) ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâè-

æåíèå R ∋ t 7→ g t
U, V (f, g) = (f(·+t), g(·+t)) ∈ (M(R, U)×M(R, V ), d(ρ, ρV )) ðåêóððåíòíî (â ýòîì

ñëó÷àå orb (f, g) � ìèíèìàëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (M(R, U)×M(R, V ), d(ρ,ρV )) ).
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Ïóñòü cl b U � ìíîæåñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïîëíîãî ìåòðè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ). Äëÿ x ∈ U è Y ∈ cl b U îáîçíà÷èì ρ(x, Y ) = inf
y ∈Y

ρ(x, y). Íà cl b U

ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòðèêà Õàóñäîð�à dist, à òàêæå ìåòðèêà dist ′(X,Y ) = min{1,dist (X,Y )},
X, Y ∈ cl b U . Ïðîñòðàíñòâà CR(R, cl b U), Rp(R, cl b U) è R(R, cl b U)

.
= R1

(
R, (cl b U,dist

′)
)
ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé R → cl b U îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè

â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (cl b U, dist).
Ôóíêöèÿ f : R → U íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ M(R, cl b U), åñëè

f(t) ∈ F (t) ïðè ïî÷òè âñåõ (ï.â.) t ∈ R.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F ∈ R(R, cl b U) è �óíêöèÿ g ∈ R(R, U) ñîâìåñòíî ðåêóððåíò-

íû. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé η(0) = 0
è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ R(R, U) òàêàÿ, ÷òî R(f) ⊇ R(F ) ∩ R(g),
N(f) ⊇ N(F ) ∩N(g), f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η

(
ρ(g(t), F (t))

)
ïðè ï.â. t ∈ R.

Åñëè, êðîìå òîãî, F ∈ Rp(R, cl b U) ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî òàêæå f ∈ Rp(R, U).

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1 d(dist)(F ′(·), F (· + τj)) → 0, d(ρ)(g′(·), g(·+ τj)) → 0

è d(ρ)(f ′(·), f(· + τj)) → 0 ïðè j → +∞ äëÿ íåêîòîðûõ F ′ ∈ M(R, cl b U) è g′, f ′ ∈ M(R, U), òî

F ′ ∈ R(R, cl b U), g′, f ′ ∈ R(R, U) è f ′(t) ∈ F ′(t) ïðè ï.â. t ∈ R. Áîëåå òîãî, åñëè η � íåïðåðûâíàÿ

ñïðàâà �óíêöèÿ, òî òàêæå ρ(f ′(t), g′(t)) 6 ρ(g′(t), F ′(t)) + η
(
ρ(g′(t), F ′(t))

)
ïðè ï.â. t ∈ R.

Òå î ð å ì à 1.2. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F ∈ R(R, cl b U) è �óíêöèÿ g ∈ R(R, U) ñîâìåñòíî ðåêóððåíòíû.
Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0
ïðè ξ > 0, ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì F : orb (F, g) → M(R, U) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñäâèãîâ(
orb (F, g), g t

cl b U, V

)
è (M(R, U), gtU ) òàêîé, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ f ′ = F(F ′, g′) ∈ R(R, U), ãäå

(F ′, g′) ∈ orb (F, g) ⊆ M(R, cl b U) × M(R, U), ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-

íèÿ F ′
è ρ(f ′(t), g′(t)) 6 ρ(g′(t), F ′(t)) + η

(
ρ(g′(t), F ′(t))

)
ïðè ï.â. t ∈ R. Ïðè ýòîì ãîìîìîð-

�èçì F ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð�èçìîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

(
orb (F, g), g t

cl b U, V

)
è

(
orbF(F, g), gtU

)
.

Òåîðåìà 1.2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1, ëåììû 1.1 è çàìå÷àíèÿ 1. Òåîðåìû 1.1

è 1.2 óñèëèâàþò òåîðåìó 1 èç [3℄ è åå áîëåå ñëàáûé âàðèàíò â [2℄. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1

ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ïðèâîäèìóþ äàëåå òåîðåìó 1.4 è âî ìíîãîì ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 1 èç [3℄. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.2.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïóñòü (U, ρ)� ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ U è F ∈R(R, cl bU).
Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé η(0) = 0 è η(ξ) > 0
ïðè ξ > 0, ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì F : orbF → M(R, U) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñäâè-

ãîâ

(
orbF, g t

cl b U

)
è (M(R, U), gtU ) òàêîé, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ f ′ = FF ′ ∈ R(R, U), ãäå

F ′ ∈ orbF ⊆ M(R, cl b U), ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ′
è ρ(f ′(t), x0) 6

6 ρ(x0, F
′(t)) + η

(
ρ(x0, F

′(t))
)
ïðè ï.â. t ∈ R. Áîëåå òîãî, ãîìîìîð�èçì F ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð-

�èçìîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

(
orbF, g t

cl b U

)
è

(
orbFF , gtU

)
.

Ïóñòü Nrd � ìíîæåñòâî ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (0,+∞) ∋ ε → Γ(ε) ∈ Srd òàêèõ, ÷òî

0 ∈ Γ(ε1) ⊆ Γ(ε2) äëÿ âñåõ ε1 > 0 è ε2 > ε1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç RΓ , ãäå Γ ∈ Nrd , ñîâîêóïíîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {τj} ⊂ R òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî j0 ∈ N òàêîå, ÷òî

τj ∈ Γ(ε) ïðè âñåõ j > j0 . Åñëè f ∈ R(R, U), òî R(f) ⊇ RΓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî ε ′ > 0, äëÿ êîòîðîãî Γ(f ; ε) ⊇ Γ(ε ′).
Äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Γ ∈ Nrd è ïðîèçâîëüíîé (íåïóñòîé) ñîâîêóïíîñòèN ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé {τj} ⊂ R îáîçíà÷èì ÷åðåç CRΓ;N(R, U), Rp
Γ;N(R, U), p > 1, è RΓ;N(R, U) ìíî-

æåñòâà �óíêöèé f èç CR(R, U), Rp(R, U) è R(R, U) ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ R(f) ⊇ RΓ

è N(f) ⊇ N.

Äëÿ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ T ⊆ R îáîçíà÷èì

κ(T ) = sup
ξ ∈R

mes [ξ, ξ + 1]
⋂

T.
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Ïóñòü RΓ;N{R} � ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè χT êîòîðûõ

ïðèíàäëåæàò R1
Γ;N(R,R) 1

. Äëÿ ìíîæåñòâ T1, T2 ∈ RΓ;N{R} ìíîæåñòâà R \T1, T1 ∩ T2, T1 ∪ T2

è T1\T2 òàêæå ïðèíàäëåæàò RΓ;N{R}. Åñëè Tj ∈ RΓ;N{R}, j ∈ N, è
∑
j ∈N

κ(Tj) < +∞, òî

⋃
j ∈N

Tj ∈ RΓ;N{R}. ×åðåçMΓ;N îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Tj ∈ RΓ;N{R} òàêèõ, ÷òî κ

(
R \

⋃
j 6J

Tj

)
→ 0 ïðè J → +∞ (òîãäà

mes
(
R \

⋃
j ∈N

Tj

)
= 0). Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj} ∈ MΓ;N è òî÷åê xj ∈ U, j ∈ N, îïðåäåëèì

ýëåìåíòàðíûå ðåêóððåíòíûå (òèïà Ñòåïàíîâà) �óíêöèè R ∋ t 7→ f(e)({Tj}, {xj}; t) ∈ U, ïðèíè-

ìàþùèå çíà÷åíèÿ xj ïðè t ∈ Tj . Ïðè ýòîì f(e)({Tj}, {xj}; ·) ∈ RΓ;N(R, U). Ïóñòü ERΓ;N(R, U) �
ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ðåêóððåíòíûõ �óíêöèé f(e)({Tj}, {xj}; ·), äëÿ êîòîðûõ {Tj} ∈ MΓ;N.

×åðåç PRΓ;N(R, U) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ðåêóððåíòíûõ (òèïà Ñòåïàíîâà) �óíêöèé

f(e)({Tj}, {xj}; ·) ∈ ERΓ;N(R, U) òàêèõ, ÷òî κ(Tj) > 0 òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ Tj .

Ò å î ð å ì à 1.4. Ôóíêöèÿ f ∈M(R, U) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóRΓ;N(R, U) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ �óíêöèÿ fε ∈ ERΓ;N(R, U) òàêàÿ, ÷òî d
(ρ)
∞ (f, fε)< ε.

Èç òåîðåìû 1.4, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ R(R, U) è ëþáîãî ÷èñëà

ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ ðåêóððåíòíàÿ (òèïà Ñòåïàíîâà) �óíêöèÿ fε ∈ ERΓ(f ;·);N(f)(R, U)

(äëÿ êîòîðîé R(fε) ⊇ R(f) è N(fε) ⊇ N(f)) òàêàÿ, ÷òî d
(ρ)
∞ (f, fε) < ε.

Ôóíêöèÿ f ∈ M(R,R) îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì (ñì. [4℄), åñëè κ({t ∈ R : |f(t)| < δ}) → 0 ïðè

δ → +0. Ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ

Ë å ì ì à 1.2. Åñëè �óíêöèÿ f ∈ RΓ;N(R,R) îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì, òî

{t ∈ R : f(t) 6 0} ∈ RΓ;N{R}.

Òå î ð å ì à 1.5. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ RΓ;N(R,R) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæå-

ñòâî Tε ∈ RΓ;N{R} òàêîå, ÷òî f(t) < ε ïðè âñåõ t ∈ Tε è f(t) > −ε ïðè ï.â. t ∈ R \Tε . Åñëè

f ∈ CRΓ;N(R,R), òî ìíîæåñòâî Tε ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûì.

Òåîðåìà 1.5 âûòåêàåò èç ëåììû 1.2 è òåîðåì 20 è 21 èç [3℄, â êîòîðûõ äëÿ ëþáîé �óíê-

öèè f ∈ R(R,R) ðàññìàòðèâàëñÿ ãîìîìîð�èçì F äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(
orb f, gt

R

)
â íåêîòî-

ðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (R, gt) è äëÿ ëþáîãî ε > 0 îïðåäåëÿëàñü íåêî-

òîðàÿ íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ Fε íà (ìèíèìàëüíîì) êîìïàêòíîì ìíîæå-

ñòâå F
(
orb f

)
⊆ R òàêàÿ, ÷òî |Fε(r)| <

ε
2 ïðè âñåõ r ∈ F

(
orb f

)
è �óíêöèÿ R ∋ t 7→ gε(t)

.
=

.
= f(t) + Fε

(
F(f(·+ t))

)
(ïðèíàäëåæàùàÿ R(R,R)) îáëàäàåò σ-ñâîéñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî,

â ýòîì ñëó÷àå äëÿ �óíêöèè f ∈ RΓ;N(R,R) òàêæå gε ∈ RΓ;N(R,R), ε > 0, è äîñòàòî÷íî

ïîëîæèòü Tε = {t ∈ R : gε(t) 6 0}.
Òåîðåìà 1.4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.5 è ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê xj ∈ U , j ∈ N, òàêèõ,

÷òî κ{t ∈ R : ρ(f(t), xj) > ε äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N} → 0 ïðè N → +∞ äëÿ ëþáîãî ε > 0 (ñì.

òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 â [2℄).

Òåîðåìà 1.4 ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåêóð-

ðåíòíûõ òèïà Ñòåïàíîâà ñå÷åíèé f ∈ RΓ;N(R, U) ìíîãîçíà÷íûõ ðåêóððåíòíûõ òèïà Ñòåïàíîâà
îòîáðàæåíèé F ∈ RΓ;N(R, cl b U). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì òåîðåìû 1.4.

Ò å î ð å ì à 1.6. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó RΓ;N(R, U) è ïðèíèìàåò
ïðè ï.â. t ∈ R çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊆ U òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ �óíêöèÿ fε ∈ PRΓ;N(R, U) òàêàÿ, ÷òî d
(ρ)
∞ (f, fε) < ε.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.4 äîêàçûâàþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû. Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ

òåîðåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé â [3℄ è [5℄, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

èõ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè.

1

Íà R ðàññìàòðèâàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà ρ(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.
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Òå î ð å ì à 1.7. Ïóñòü T ∈ RΓ;N{R}, ïðè ýòîì κ(T ) > 0 è κ(R \T ) > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
δ > 0 íàéäóòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî K ∈ RΓ;N{R} è îòêðûòîå ìíîæåñòâî O ∈ RΓ;N{R}
òàêèå, ÷òî K ⊆ T ⊆ O è κ(O\K) < δ.

Â òåîðåìå 1.8 (è â òåîðåìå 2.3 èç § 2) â êà÷åñòâå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ)
ðàññìàòðèâàåòñÿ (âåùåñòâåííîå) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (B, ‖ · ‖), ρ(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ B.

Ò å î ð å ì à 1.8. Ïóñòü f ∈ RΓ;N(R,B). Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî

T ∈ RΓ;N{R} è �óíêöèÿ F ∈ CRΓ;N(R,B) òàêèå, ÷òî κ(R \T ) < δ è f(t) = F(t) ïðè âñåõ t ∈ T.

Åñëè �óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî ìíîæåñòâî T ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûì.

� 2. Ïî÷òè àâòîìîð�íûå ñå÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü AA(R, U) � ìíîæåñòâî ïî÷òè àâòîìîð�íûõ �óíêöèé f : R → U, òî åñòü òàêèõ íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé f , ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τ ′
j } ⊂ R íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {τj} òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R ñóùåñòâóåò ïðåäåë

g(t) = lim
j→+∞

f(t+ τj) (2.1)

è ïðè ýòîì f(t) = lim
j→+∞

g(t− τj). Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ AA(R, U) ìíîæåñòâî {f(t) : t ∈ R}

ïðåäêîìïàêòíî â (U, ρ). ×åðåç AAu(R, U) îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà AA(R, U), ñî-
ñòîÿùåå èç �óíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ (äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τ ′

j } ⊂ R ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τj} òàêàÿ, ÷òî) ïðåäåë â (2.1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé. Ïî-

ñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðåäåë (2.1) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì íà êàæäîì îòðåçêå [−l, l],
l > 0, à òàêæå ýêâèâàëåíòíî ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f (ñì., íàïðèìåð, [6℄).

Äëÿ ñ÷åòíîãî (èëè êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà Λ = {λs ∈ R : s ∈ N} îáîçíà÷èì ÷åðåç R(Λ) ñîâî-
êóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {τj} ⊂ R, äëÿ êîòîðûõ e iλsτj → 1 ïðè j → +∞ äëÿ âñåõ s ∈ N

(ãäå i2 = −1). Ôóíêöèÿ f ∈ C(R, U) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L(R, U) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî

Ëåâèòàíó �óíêöèé (ñì. [7℄), åñëè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Λ ⊂ R òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

l > 0 è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τj} ∈ R(Λ)

max
τ ∈ [−l,l]

ρ(f(t), f(t+ τj)) → 0

ïðè j → +∞. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (ñì. [8℄)

AAu(R, U) = CR(R, U)
⋂

L(R, U). (2.2)

Ôóíêöèÿ f ∈ L
p
loc(R, U), p > 1, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ASp(R, U) ïî÷òè àâòîìîð�íûõ

òèïà Ñòåïàíîâà �óíêöèé ñòåïåíè p, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0

èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå fB
l (·; ·) ∈ AA

(
R, (Lp([−l, l], U),D

(ρ)
p, l)

)
. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå âûïîë-

íÿþòñÿ òàêæå âêëþ÷åíèÿ

fB
l (·; ·) ∈ AAu

(
R, (Lp([−l, l], U),D

(ρ)
p, l)

)
(2.3)

(ñì. [9℄), ïîýòîìó ASp(R, U) ⊆ Rp(R, U). Îáîçíà÷èì ÷åðåç AS(R, U)
.
= AS1(R, (U, ρ ′)) ìíî-

æåñòâî ïî÷òè àâòîìîð�íûõ òèïà Ñòåïàíîâà �óíêöèé. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò
AA(R, U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) l > 0 âû-

ïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå fB
l (·; ·) ∈ AA

(
R,

(
L1([−l, l], (U, ρ ′)),D

(ρ ′)
1, l

))
, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì

fB
l (·; ·) ∈ AAu

(
R,

(
L1([−l, l], (U, ρ ′)),D

(ρ ′)
1, l

))
. (2.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, AS(R, U) ⊆ R(R, U). Ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ AAu(R, U) ⊆ AA(R, U) ⊆
⊆ ASp2(R, U) ⊆ ASp1(R, U) ⊆ AS(R, U), 1 6 p1 6 p2 (ñì. [9℄).

Ôóíêöèÿ f ∈ AS(R, U) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ASp(R, U), p > 1, â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.2). Ôóíêöèÿ f ∈ AS(R, U) ïðèíàäëåæèò AAu(R, U)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Èç (2.2), (2.3) è (2.4) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè èç AAu(R, U), ASp(R, U) è AS(R, U) � ýòî

òå è òîëüêî òå �óíêöèè f èç CR(R, U), Rp(R, U) è R(R, U) ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ

R(f) ⊇ R(Λ) äëÿ íåêîòîðûõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ Λ ⊂ R. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ
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Ë å ì ì à 2.1. Åñëè f ∈ R(R, U), g ∈ AS(R, U) è R(f) ⊇ R(g), òî f ∈ AS(R, U).

Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ ðåêóððåíò-

íûõ òèïà Ñòåïàíîâà �óíêöèé è ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, âûïîëíÿþòñÿ òàêæå äëÿ �óíêöèé

è ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè àâòîìîð�íûìè òèïà Ñòåïàíîâà.

Ïóñòü EAS(R, U) � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ïî÷òè àâòîìîð�íûõ (òèïà Ñòåïàíîâà)

�óíêöèé f(e)({Tj}, {xj}; ·), îïðåäåëåííûõ (êàê è âûøå) äëÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-

æåñòâ Tj ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χTj
∈ AS1(R,R), è òî÷åê xj ∈ U (ïðè óñëîâèè, ÷òî κ

(
R \

⋃
j >J

Tj

)
→ 0

ïðè J → +∞), j ∈ N. Èìååò ìåñòî âëîæåíèå EAS(R, U) ⊆ AS(R, U). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êî-

ãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà Tj ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χTj
∈ R1(R,R), ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè

f(e)({Tj}, {xj}; ·) ìîãóò íå áûòü ïî÷òè ðåêóððåíòíûìè (òèïà Ñòåïàíîâà), åñëè íå òðåáîâàòü

ñîâìåñòíîé ðåêóððåíòíîñòè �óíêöèé χTj
, j = 1, . . . , N , äëÿ âñåõ N ∈ N (ñîâìåñòíàÿ ðåêóð-

ðåíòíîñòü ýòèõ �óíêöèé èìååò ìåñòî â ñëó÷àå f(e)({Tj}, {xj}; ·) ∈ ERΓ;N(R, U) ).

Ò å î ð å ì à 2.1. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó AS(R, U) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ �óíêöèÿ fε ∈ EAS(R, U) òàêàÿ, ÷òî d
(ρ)
∞ (f, fε) < ε.

Ïðè ýòîì äëÿ çàäàííîé �óíêöèè f ∈ AS(R, U) �óíêöèè fε = f(e)({T
(ε)
j }, {x

(ε)
j }; ·) ∈ EAS(R, U)

ìîæíî âûáèðàòü òàê, ÷òî R(χ
T

(ε)
j

) ⊇ R(f) è N(χ
T

(ε)
j

) ⊇ N(f) ïðè âñåõ j ∈ N (è ε > 0).

Òå î ð å ì à 2.2. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ∈ AS(R, cl b U)
è g ∈ AS(R, U). Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé

η(0) = 0 è η(ξ) > 0 ïðè ξ > 0, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ AS(R, U) òàêàÿ, ÷òî R(f) ⊇ R(F )∩R(g),
N(f) ⊇ N(F ) ∩N(g), f(t) ∈ F (t) è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η

(
ρ(g(t), F (t))

)
ïðè ï.â. t ∈ R.

Åñëè, êðîìå òîãî, F ∈ ASp(R, cl b U) äëÿ íåêîòîðîãî p > 1, òî òàêæå f ∈ ASp(R, U).

Òåîðåìû 2.1 è 2.2 ñëåäóþò èç òåîðåì 1.4 è 1.1 (à òàêæå èç ëåììû 2.1). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.8.

Ò å î ð å ì à 2.3. Ïóñòü B = (B, ‖·‖) � (âåùåñòâåííîå) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, f ∈AS(R,B).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî T ⊆ R, äëÿ êîòîðîãî χT ∈ AS1(R,R), è �óíê-
öèÿ F ∈ AAu(R,B) òàêèå, ÷òî κ(R \T ) < δ, R(χT ) ∩ R(F) ⊇ R(f), N(χT ) ∩ N(F) ⊇ N(f)
è f(t) = F(t) ïðè âñåõ t ∈ T. Åñëè �óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî ìíîæåñòâî T

ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûì.

Äëÿ �óíêöèé f ∈ AA(R, U) ìíîæåñòâà R(f) è N(f) îïðåäåëÿþòñÿ êàê äëÿ �óíêöèé

èç AS(R, U) (èëè AS1(R, U)).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü f ∈ AA(R,B). Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî T ⊆ R, äëÿ êîòîðîãî χT ∈ AS1(R,R), è �óíêöèÿ F ∈ AAu(R,B) òàêèå, ÷òî

κ(R \T ) < δ, R(χT ) ∩R(F) ⊇ R(f), N(χT ) ∩N(F) ⊇ N(f) è f(t) = F(t) ïðè âñåõ t ∈ T.
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Let (U, ρ) be a complete metric space and (cl b U,dist) be the metric space of nonempty closed bounded subsets of the
space U with the Hausdorff metric dist. On the set M(R, U) of strongly measurable functions f : R → U we introduce
the metric d(ρ) such that the convergence in this metric is equivalent to the convergence in Lebesgue measure on
every closed interval [−l, l], l > 0. The metric d(dist) on the set M(R, cl b U) of strongly measurable multivalued
mappings f : R → cl b U (which are considered as functions with the range in cl b U) is defined by analogy with the
metric d(ρ). The spaces M(R, U) and M(R, cl b U) are the phase spaces of the dynamical systems of translations.
For a multivalued Stepanov-like recurrent mapping F ∈ R(R, cl b U) ⊆ M(R, cl b U) and for any x0 ∈ U and any
nondecreasing function η : [0,+∞) → [0,+∞) for which η(0) = 0 and η(ξ) > 0 for ξ > 0, it is proved that there exists
a homomorphism of dynamical systems F : orbF = {F (·+ t) : t ∈ R} → M(R, U) such that (FF ′)(t) ∈ F ′(t) and
ρ((FF ′)(t), x0) 6 ρ(x0, F

′(t)) + η
(

ρ(x0, F
′(t))

)

for all F ′ ∈ orbF and a.e. t ∈ R. Furthermore, the functions FF ′

are Stepanov-like recurrent. If the multivalued mapping F is Stepanov-like almost automorphic, then the function
FF is Stepanov-like almost automorphic as well.
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