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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ðåàêöèè�

êîíâåêöèè�äè��óçèè. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìå-

òîä. Â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùèõ äîáàâîê â �óíêöèîíàëå Òèõîíîâà èñïîëüçóþòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ íîðìà

è ïîëíàÿ âàðèàöèÿ óïðàâëåíèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü ðåàêöèè�êîíâåêöèè�äè��óçèè, ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ, íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à, âàðèà-

öèîííûé ìåòîä.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé äëÿ ñòàöèîíàð-

íîé ìîäåëè ðåàêöèè�êîíâåêöèè�äè��óçèè. Ìîäåëè ïîäîáíîãî ðîäà ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè

ðàçëè÷íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñåé â àòìîñ�åðå è âîäîåìàõ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàãðÿçíåíèÿ ãðóíòîâûõ

âîä, ïðè îïèñàíèè äè��óçèè ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ïðèìåñåé â òâåðäîì òåëå [1�3℄.

�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è

ïðè èçâåñòíûõ äàííûõ íà íåêîòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé (íà òîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå ïðÿìîå èçìåðåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíî)

è âçÿòèè ïîäõîäÿùåãî ñëåäà îò ýòîãî ðåøåíèÿ íà äðóãîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè èçìåíåíèÿ

íåçàâèñèìîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (íà òîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå ïðÿìîå èçìåðåíèå ýòî-

ãî ðåøåíèÿ ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì íåâîçìîæíî). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà òîé ÷àñòè

ãðàíèöû, ãäå çàäàíû èñõîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ (íà êîòîðîé ïðÿìûå èçìåðåíèÿ âîçìîæíû), çà-

äàíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ íà

ýòîé ÷àñòè ãðàíèöû ñîñòàâëÿåò èñõîäíûå äàííûå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ

äàííûõ (óïðàâëåíèé) íà äðóãîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå èçìåðåíèÿ íåâîçìîæíû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâîäèò ê îáîáùåííîé çàäà÷å Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê âîç-

ìóùåíèþ èñõîäíûõ äàííûõ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä Òèõîíîâà [4℄,

çàêëþ÷àþùèéñÿ â ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ïîäõîäÿùåãî �óíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå äîïóñòè-

ìûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òèõîíîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ äàåò âûñîêîå

êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ãëàäêèõ èñêîìûõ �óíêöèé, îäíàêî íå ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî âîññòà-

íîâèòü íåäè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè. ×òîáû îõâàòèòü ñëó÷àé íåãëàäêèõ èñêîìûõ óïðàâëå-

íèé, ïðåäëàãàåòñÿ â �óíêöèîíàëå Òèõîíîâà èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùåé äîáàâêè

ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ íîðìó è ïîëíóþ âàðèàöèþ óïðàâëåíèé.

�àíåå â ðàáîòå [5℄ àíàëîãè÷íûå ïðÿìûå è îáðàòíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è èçó÷àëèñü äëÿ ìîäå-

ëåé ñòàöèîíàðíîé òåïëîâîé êîíâåêöèè âûñîêîâÿçêîé æèäêîñòè.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îõàðàêòåðèçóåì ñíà÷àëà ñîäåðæàòåëüíóþ ñòîðîíó çàäà÷è. Â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé îá-

ëàñòè Ω = (0, l1) × (0, l2) ∈ R
2
, ñîäåðæàùåé íåîäíîðîäíóþ ñïëîøíóþ ñðåäó, íàõîäÿùóþñÿ

ïîä âîçäåéñòâèåì íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå ñðåäû �àêòîðîâ

(ðåæèìîâ), ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøååñÿ (ñòàöèîíàðíîå) ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (èëè

êîíöåíòðàöèè êàêîãî-ëèáî âåùåñòâà ñðåäû). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà Γ îáëàñòè Ω óñëîâíî

ðàçäåëåíà íà 4 ÷àñòè:

Γ1 = {(x1, 0) : x1 ∈ (0, l1)},

1

�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ïðîåêò �14�01�00155) è ïîääåðæàíà Êîìïëåêñíîé ïðîãðàììîé ÔÍÈ Óðàëü-

ñêîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ (ïðîåêò �15�16�1�10).
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Γ2 = {(0, x2) : x2 ∈ (0, l2)},

Γ3 = {(x1, l2) : x1 ∈ (0, l1)},

Γ4 = {(l1, x2) : x2 ∈ (0, l2)}.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà ÷àñòè Γ3 ãðàíèöû âîçìîæíî ïðÿìîå èçìåðåíèå íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ ñðå-

äû (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðû èëè êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, ïîòîêà òåïëà èëè ïîòîêà âåùåñòâà),

à ãðàíèöû Γ2 è Γ4 ÿâëÿþòñÿ òåïëîèçîëèðîâàííûìè (íåïðîíèöàåìûìè äëÿ ïåðåíîñà âåùåñòâà).

Íà ÷àñòè Γ1 ãðàíèöû ïðÿìîå èçìåðåíèå íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû íåâîçìîæíî, íî çíàíèå

ýòèõ ïàðàìåòðîâ êðàéíå íåîáõîäèìî.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ ñïëîøíîé ñðåäû íà ÷àñòè Γ1 ãðà-

íèöû Γ ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè ãðàíè÷íûõ äàííûõ, èìåþùèõñÿ íà ÷àñòÿõ Γ2, Γ3, Γ4 ãðàíèöû Γ,
ïðè ó÷åòå ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ñîñòîÿíèå ñðåäû â îáëàñòè Ω.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ÷àñòè Γ3 ãðàíèöû çàäàþòñÿ è èçâåñòíû òåìïåðà-

òóðà (êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà) T = v è òåïëîâîé ïîòîê (ïîòîê âåùåñòâà) k ∂ T/∂ n = ϕ. Ìîäåëü

ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû (êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà) â îáëàñòè Ω îïèñûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì

óðàâíåíèåì ðåàêöèè�êîíâåêöèè�äè��óçèè [1�3, 6�9℄:

div(k∇T ) = (u ,∇T )− q T − f, x ∈ Ω, (1.1)

k
∂T

∂x1
= 0, x ∈ Γ2 ∪ Γ4, (1.2)

T = v, x ∈ Γ3, (1.3)

k
∂T

∂x1
= ϕ, x ∈ Γ3, (1.4)

ãäå k = k(x ) � çàäàííûé êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè (äè��óçèè) ñðåäû; u = u(x ) �

çàäàííûé âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñðåäû, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ divu = 0 â îáëàñòè Ω
è óñëîâèþ u = 0 íà ãðàíèöå Γ; q = q(x ) � çàäàííûé êîý��èöèåíò ðåàêöèè ñðåäû; f = f(x ) �
çàäàííàÿ îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü îáðàçîâàíèÿ èëè ñòîêà òåïëà (âåùåñòâà); v = v(x ), ϕ = ϕ(x ) �
çàäàííûå òåìïåðàòóðà (êîíöåíòðàöèÿ) è ïîòîê òåïëà (âåùåñòâà); T = T (x ) � íåèçâåñòíîå

ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (êîíöåíòðàöèè) â îáëàñòè Ω.

Ïóñòü äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè

u ∈ H(Ω) = { u ∈W1
2(Ω) : u |Γ = 0,div u |Ω = 0 },

k ∈ C1(Ω), q ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω), v ∈ L2(Γ3), ξ ∈ L2(Γ1);

0 < µ1 6 k(x ) 6 µ2,x ∈ Ω, µ1 = onst 6 µ2 = onst;

‖u(x ) ‖R2 6 µ3, x ∈ Ω, µ3 = onst > 0;

0 6 q(x ) 6 µ4, x ∈ Ω, µ4 = onst > 0.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ÷èñëîâûå âåëè÷èíû è ïðîñòðàíñòâà ñ÷èòàþòñÿ âåùåñòâåí-

íûìè, èçìåðèìîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü ïîíèìàþòñÿ ïî Ëåáåãó, îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïðî-

ñòðàíñòâ èìåþòñÿ â [6�12℄.

Èñêîìûìè âåëè÷èíàìè ìîãóò áûòü òåìïåðàòóðà (êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà) T íà ÷àñòè Γ1

ãðàíèöû, èëè òåïëîâîé ïîòîê (ïîòîê âåùåñòâà) k ∂ T/∂ n íà Γ1, èëè îäíîâðåìåííî îäíî è äðó-

ãîå. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî èñêîìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà (êîí-

öåíòðàöèÿ âåùåñòâà) T = ξ íà ÷àñòè Γ1 ãðàíèöû Γ. Âàðèàíòû çàäà÷è ñ äðóãèìè èñêîìûìè

âåëè÷èíàìè ìîãóò èçó÷àòüñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Îòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1)�(1.4) ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ìîæåò

íå èìåòü êëàññè÷åñêîãî è îáîáùåííîãî (èç ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ω)) ðåøåíèÿ. Îäíàêî ýòà êðàåâàÿ

çàäà÷à ìîæåò èìåòü ñëàáîå ðåøåíèå. Ââåäåì ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�

(1.4), ñëåäóÿ [13, 14℄.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ñëàáûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.4) íàçîâåì âñÿêóþ �óíê-

öèþ T ∈ L2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó ðàâåíñòâó

∫

Ω
T
(

div ( k∇g ) + (u ,∇g ) + q g
)

dx =

∫

Γ3

g ϕdΓ−

∫

Γ3

v k
∂g

∂n
dΓ +

∫

Ω
f g dx

äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ G1(Ω), ãäå

G1(Ω) =
{

g ∈ W 2
2 (Ω) : g|Γ1

= 0,
∂g

∂n

∣

∣

∣

Γ1∪Γ2∪Γ4

= 0
}

.

Òîãäà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

ñëàáîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.4) è âçÿòèè îò íåãî ñëåäà íà Γ1.

� 2. Íåóñòîé÷èâîñòü çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå à��èííûé îïåðàòîð

A : L2(Γ1) ∋ ξ −→ k
∂ T

∂ n

∣

∣

∣

Γ3

,

ãäå T � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

div(k∇T ) = (u ,∇T )− q T − f, x ∈ Ω, (2.1)

k
∂T

∂x1
= 0, x ∈ Γ2 ∪ Γ4, (2.2)

T = v, x ∈ Γ3, (2.3)

T = ξ, x ∈ Γ1. (2.4)

Òîãäà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå îïå-

ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

A(ξ) = ϕ.

Îòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1)�(2.4) ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ìîæåò

íå èìåòü êëàññè÷åñêîãî è îáîáùåííîãî (èç ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ω)) ðåøåíèÿ. Ââåäåì ïîíÿòèå

ñëàáîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.4), ñëåäóÿ [13, 14℄.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ñëàáûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.4) íàçîâåì âñÿêóþ �óíê-

öèþ T ∈ L2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó ðàâåíñòâó

∫

Ω
T
(

div ( k∇g ) + (u ,∇g ) + q g
)

dx = −

∫

Γ1

ξ k
∂g

∂n
dΓ−

∫

Γ3

v k
∂g

∂n
dΓ +

∫

Ω
f g dx

äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ G2(Ω), ãäå

G2(Ω) =
{

g ∈ W 2
2 (Ω) : g|Γ1∪Γ3

= 0,
∂g

∂n

∣

∣

∣

Γ2∪Γ4

= 0
}

.

Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.4) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ v ∈ L2(Γ3), ξ ∈ L2(Γ1), f ∈ L2(Ω) êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1)�(2.4)
èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå T ∈ L2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

‖T ‖L2(Ω) 6 C1 ‖ v ‖L2(Γ3) + C2 ‖ ξ ‖L2(Γ1) + C3 ‖ f ‖L2(Ω),

ãäå Ci = onst > 0, i = 1, 3 � íåêîòîðûå ÷èñëà, íå çàâèñÿùèå îò v ∈ L2(Γ3), ξ ∈ L2(Γ1),
f ∈ L2(Ω).

Òå î ð å ì à 2.2. Åñëè vi ⇁ v0 ñëàáî â L2(Γ3), ξi ⇁ ξ0 ñëàáî â L2(Γ1), fi ⇁ f0 ñëàáî â L2(Ω),
òî Ti = T [vi, ξi, fi] → T0 = T [v0, ξ0, f0] ñèëüíî â L2(Ω) ïðè i → ∞, ãäå T = T [v, ξ, f ] � ñëàáîå

ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.4).

Èç òåîðåìû (2.2) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì, îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî òàêîé îïåðàòîð íå ìîæåò èìåòü íåïðåðûâíîãî (îãðàíè÷åííîãî) îáðàòíîãî îïåðàòîðà [15℄.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ íåóñòîé÷èâà ïî âõîäíûì äàí-

íûì.
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� 3. Âàðèàöèîííûé ìåòîä

Íàõîæäåíèå íåèçâåñòíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ξ íà ãðàíèöå Γ1 áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ

âàðèàöèîííûì ìåòîäîì Òèõîíîâà.

Ïóñòü íàáëþäàåìûé ïîòîê òåïëà ϕ = k ∂T / ∂x2 íà ãðàíèöå Γ3 â êðàåâîé çàäà÷å (1.1)�(1.4)

ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó çàðàíåå íåèçâåñòíîìó ãðàíè÷íîìó óïðàâëåíèþ ξ∗ íà ãðàíèöå Γ1.

Ïóñòü T ∗
� ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.4) ïðè ξ = ξ∗. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ

ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé íà ãðàíèöå Γ1 è èçâåñòíî, ÷òî ξ∗ ∈ V.
Äëÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé

ξ ∈ V

ðàññìîòðèì �óíêöèîíàë êà÷åñòâà

J0(ξ) = ‖A(ξ)− ϕ‖2,

ãäå Tξ � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.4). Èñêîìîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ξ∗ ÿâëÿåòñÿ ìè-

íèìèçèðóþùèì ýëåìåíòîì â âàðèàöèîííîé çàäà÷å

J0(ξ) −→ min : ξ ∈ V. (3.1)

Äëÿ ïðèäàíèÿ çàäà÷å (3.1) íåêîòîðîãî çàïàñà óñòîé÷èâîñòè â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùèõ äî-

áàâîê â �óíêöèîíàëå Òèõîíîâà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ íîðìà è ïîëíàÿ

âàðèàöèÿ óïðàâëåíèÿ ξ.
Òàêèì îáðàçîì, îò ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.4) ïåðåõîäèì ê ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñ-

òðåìàëüíîé çàäà÷å

J(ξ) = J0(ξ) + α‖ξ‖2 + β V [ξ] −→ min : ξ ∈ V, (3.2)

α > 0, β > 0.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (3.2) âîñïîëüçóåìñÿ ñóáãðàäèåíòíûì ìåòîäîì â ðåàëèçàöèè

íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà:

ξi+1 = ξi − γi νi, i = 0, 1, 2, . . . ,

νi ∈ ∂J(ξi),

γi = argmin
γ>0

J(ξi − γ νi),

è ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ñóáãðàäèåíòîâ â ðåàëèçàöèè Ôëåò÷åðà��èâñà:

ξi+1 = ξi + βi di, i = 0, 1, 2, . . . ,

di =

{

−νi, i = 0,
−νi + γi di−1, i = 1, 2, . . . ,

γi =
‖νi‖

2
L2(Γ2)

‖νi−1‖2L2(Γ2)

, i = 1, 2, . . . ,

νi ∈ ∂J(ξi).

� 4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñòàöèîíàðíîé ðåàêöèè�êîíâåêöèè�äè��óçèè áûë ïðîâåäåí

ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ ðàçðûâíûõ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé.

Ïðè ýòîì, ÷òîáû îöåíèòü âëèÿíèå ñòàáèëèçèðóþùèõ äîáàâîê â �óíêöèîíàëå Òèõîíîâà íà êà-

÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíûõ óïðàâëåíèé, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (3.2) ðåøàëàñü â òðåõ

âàðèàíòàõ:

J1(ξ) = J0(ξ) + α‖ξ‖2 −→ min : ξ ∈ V, (4.1)

J2(ξ) = J0(ξ) + β V [ξ] −→ min : ξ ∈ V, (4.2)

J3(ξ) = J0(ξ) + α‖ξ‖2 + β V [ξ] −→ min : ξ ∈ V. (4.3)
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�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â �óíêöè-

îíàëå Òèõîíîâà ñòàáèëèçèðóþùåé äîáàâêè â âèäå ïîëíîé âàðèàöèè êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ

ðàçðûâíûõ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé ïîâûøàåòñÿ â ñðàâíåíèè ñ ïðèìåíåíèåì êëàññè÷åñêîãî ìå-

òîäà Òèõîíîâà.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå 20 × 20 ïðè �èêñèðîâàííîì íàáîðå

ïàðàìåòðîâ:

l1 = l2 = 1, k = 1, q = 0.1, f = 0, v = 0, ~u = (u1, u2),

u1 = −2x1(1− x1)(1− 2x1)x
2
2(1− x2)

2,

u2 = 2x2(1− x2)(1 − 2x2)x
2
1(1− x1)

2.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü �óíêöèÿ ξ0 = 0.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî âîññòàíîâëåíèþ ðàçðûâíîãî ãðà-

íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ:

ξ∗ =

{

1, x1 ∈ [0, 0.25) ∪ [0.75, 1.0],
0.5, x1 ∈ [0.25, 0.75).

Íà ðèñóíêàõ 1�6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ ξ∗: ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ, øòðèõàìè îáîçíà÷åíû êîíå÷íûå èòåðà-

öèè (íîìåð èòåðàöèè óêàçàí ñïðàâà).

Íà ðèñóíêàõ 1�3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ ξ∗ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, íà ðèñóíêàõ 4�6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ξ∗ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ôëåò÷åðà��èâñà.

�èñ. 1. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4.1)

�èñ. 2. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4.2)
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�èñ. 3. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4.3)

�èñ. 4. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4.1)

�èñ. 5. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4.2)

�èñ. 6. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (4.3)
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Reconstruction of boundary controls in reaction–convection–diffusion model

Keywords: reaction–convection–diffusion model, boundary controls, ill-posed problem, variational method.

MSC: 35J57, 49M30

In this paper, the problem of reconstruction of boundary controls for the stationary reaction–convection–diffusion

model is considered. This problem is ill-posed. The root mean square norm and the total variation of control are used

as a stabilizer in the Tikhonov functional. Results of numerical experiments are present.
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