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�àññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ïîäâåðæåííûå èìïóëüñíîìó âîçäåéñòâèþ â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû

âðåìåíè. Ïîëó÷åíû îöåíêè òàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êàê âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû

ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû â çàðàíåå çàäàííîå ìíîæåñòâî. Òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî

ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûì èëè ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñè-

ñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, ñòàòèñòè-

÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì [1℄, â êîòîðîé èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ïîëîæèòåëü-

íîé èíâàðèàíòíîñòè, ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè çàäàííîãî ìíîæåñòâà M
.
=

{
(t, x) ∈ [t0,∞)×R

n : x ∈ M(t)
}
îòíîñèòåëüíî óïðàâ-

ëÿåìîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì. Çäåñü èññëåäóþòñÿ òàêèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê-

òåðèñòèêè, êàê âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû

â ìíîæåñòâî M. Ïóñòü x(t, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû, òîãäà freq(x) � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïî-

ïàäàíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ â ìíîæåñòâî M, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë ïðè ϑ → ∞ îòíîøåíèÿ ìåðû

Ëåáåãà òåõ òî÷åê îòðåçêà [0, ϑ], äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå x(t, x0) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå M(t),
ê äëèíå ýòîãî îòðåçêà. Åñëè òàêîãî ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðõíèé è íèæ-

íèé ïðåäåëû è, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû freq∗(x), freq
∗
(x).

Äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì èññëåäóþòñÿ õàðàêòåðèñòè-

êè κ
∗
è κ∗, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïðè ϑ → ∞

îòíîøåíèÿ ìåðû òåõ òî÷åê îòðåçêà [0, ϑ], äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ íåïîëîæè-

òåëüíî, ê äëèíå ýòîãî îòðåçêà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåí-

ñòâà freq
∗
(x) > κ∗ è freq∗(x) > κ

∗.

Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî è ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èí-

âàðèàíòíîãî ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì. Ïîëó-

÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäàííîå ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûì èëè

ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûì.

� 1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

�àññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì:

ẋ = f(t, x, u), t 6= τi,

∆x|t=τi = g(x,wi), (t, x, u,wi) ∈ [t0,+∞)×R
n × R

m × R
p.

(1)

Çäåñü R
n
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ =

√
〈x, x〉, óïðàâëåíèå u ñîäåðæèò-

ñÿ â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå U(t, x) ⊂ R
m
, âåêòîðû wi, i = 1, 2, . . . , ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè

âîçäåéñòâèÿìè, âëèÿþùèìè íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ìîìåíòû âðåìåíè t = τi, è ïðèíèìàþò

çíà÷åíèÿ â çàäàííîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå W ⊂ R
p
. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèè f(t, x, u)

è g(x,w) íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ (t, x, u) ∈ [t0,+∞)×R
n×R

m
è âñåõ (x,w) ∈ R

n×R
p
ñîîòâåòñòâåí-

íî, �óíêöèÿ U(t, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â ìåòðèêå Õàóñäîð�à ïðè âñåõ (t, x) ∈ [t0,+∞)×R
n
,

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíû ñïðàâà. Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi}
∞

i=0 ïîëàãàåì,

÷òî t0 = τ0 < τ1 < τ2 < . . . è lim
i→∞

τi = +∞.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Äîïóñòèìûì ïðîöåññîì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1) íàçîâåì �óíêöèþ

t → (u(t), w(t), x(t)) ∈ R
m × R

p × R
n,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) óïðàâëåíèå u(t) îïðåäåëåíî íà I = (0, τ1)∪(τ1, τ2)∪ . . ., îãðàíè÷åíî è èçìåðèìî ïî Ëåáåãó;

2) �óíêöèÿ w(t) = 0 ïðè t ∈ I è w(τi) = wi, wi ∈ W äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . .,

∆x|t=τi = x(τi)− x(τi − 0) = g(x,wi);

3) ðåøåíèå x(t) â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x, u(t))

îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, 2, . . ., è x(τi) = x(τi − 0) + g(x,wi);
4) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå u(t) ∈ U(t, x(t)).
Îòâå÷àþùèå äîïóñòèìîìó ïðîöåññó (u(t), w(t), x(t)) óïðàâëåíèÿ u(t) è w(t) íàçûâàþòñÿ äî-

ïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè ñèñòåìû (1).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî M
.
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}
, çàäàííîå

�óíêöèåé t 7→ M(t), íåïðåðûâíîé â ìåòðèêå Õàóñäîð�à. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî

t ∈ [t0,+∞) ìíîæåñòâîM(t) íåïóñòî è êîìïàêòíî. ÏóñòüM ε(t)� çàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü ìíî-

æåñòâà M(t), òî åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê x ∈ R
n, ÷òî ̺(x,M(t)) 6 ε, N ε(t) = M ε(t)\M(t) �

âíåøíÿÿ ε-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà M(t) (çäåñü ̺(x,M) = inf
y∈M

‖x− y‖ � ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè x ∈ R
n
äî ìíîæåñòâà M ⊂ R

n
). Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

M
ε .
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞)× R

n : x ∈ M ε(t)
}
, N

ε .
=

{
(t, x) ∈ [t0,+∞)×R

n : x ∈ N ε(t)
}
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2 (ñì. [2℄). Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ V (t, x) ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ [t0,+∞)×R
n

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëü-

íîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì (t, x) è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V (t, x) 6 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M;

2) V (t, x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r
.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå ẋ = f(t, x, u) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (t, x), (2)

ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (t, x) ∈ [t0,+∞)× R
n
ìíîæåñòâî F (t, x) ñîñòîèò èç âñåõ

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè f(ti, xi, U(ti, xi)) ïðè (ti, xi) → (t, x). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

F (t, x) íåïóñòî, îãðàíè÷åííî, çàìêíóòî è âûïóêëî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ U(t, x) ïîëóíåïðåðûâ-
íà ñâåðõó ïî (t, x), òî �óíêöèÿ F (t, x) òàêæå ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, ïîýòîìó äëÿ êàæäîé

íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ R
n
ëîêàëüíîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (2) ñóùåñòâóåò (ñì. [3, . 60℄).

Ó ñ ë î â è å 1. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈ M r(t0) êàæäîå ðåøåíèå ϕ(t, x0) âêëþ÷åíèÿ (2), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(t0, x0) = x0, îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > t0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3 (ñì. [4℄). Äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé �óíêöèè V (t, x) îáîáùåííîé ïðî-

èçâîäíîé â òî÷êå (t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà q = (1, p), p ∈ R

n
(ïðîèçâîä-

íîé Ô. Êëàðêà), íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé âåðõíèé ïðåäåë:

V o(t, x; q)
.
= lim sup

(ε,y)→(0+0,x)

V (t+ ε, y + εp)− V (t, y)

ε
,

à âûðàæåíèÿ V o
min(t, x)

.
= inf

p∈F (t,x)
V o(t, x; q), V o

max(t, x)
.
= sup

p∈F (t,x)
V o(t, x; q) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè V (t, x) â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷å-

íèÿ (2).
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�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ż = q(t, z), t 6= τi, ∆z|t=τi = l(z), (t, z) ∈ [t0,+∞)× R, (3)

ãäå �óíêöèÿ q(t, z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî z, à �óíêöèÿ l(z) íåïðåðûâíà. Ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå �óíêöèþ L(z) = l(z) + z â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî L(z) íåóáûâàþùàÿ äëÿ âñåõ z ∈ R.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4 (ñì. [5℄). Âåðõíåé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ x(t, x0)
ñèñòåìû (1) â ìíîæåñòâî M

.
=

{
(t, x) ∈ [t0,∞)×R

n : x ∈ M(t)
}
íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë:

freq∗(x)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : x(t, x0) ∈ M(t)}

ϑ
,

ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ

÷àñòîòà freq
∗
(x) (ñ çàìåíîé âåðõíåãî ïðåäåëà íà íèæíèé ïðåäåë). Åñëè freq∗(x) = freq

∗
(x), òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

freq(x)
.
= lim

ϑ→∞

mes {t ∈ [0, ϑ] : x(t, x0) ∈ M(t)}

ϑ
,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ x(t, x0) â ìíîæåñòâî M.

Òàêæå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòèêó

κ
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 0}

ϑ
,

ãäå �óíêöèÿ z(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3). Åñëè äàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû:

κ
∗ .
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 0}

ϑ
, κ∗

.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 0}

ϑ
.

� 2. Îá îöåíêàõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èì-

ïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ è îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, à òàêæå óñëîâèÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåì áåç èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ ïîëó÷åíû â ðà-

áîòàõ [5�7℄. Ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþò óòâåðæäåíèÿ ðàáîò [5�7℄ íà óïðàâ-

ëÿåìûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñàìè.

Ò å î ð å ì à 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x), q(t, z), l(z) òàêèå, ÷òî
V (t, x) � �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, è äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [t0,∞) × R

n

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V o
max(t, x) 6 q(t, V (t, x)), max

w∈W
V (τi, x+ g(x,w)) 6 L (V (τi, x)), i = 1, 2, . . . . (4)

Ïóñòü z(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(t0) = V (t0, x0).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (1) òàêîãî, ÷òî x(t0, x0) = x0, èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà

freq
∗
(x) > κ∗, freq∗(x) > κ

∗.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x(t, x0) � îäíî èç ðåøåíèé ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0 è ïðîäîëæàåìîå íà ïîëóèíòåðâàë [t0,+∞). �àññìîòðèì
�óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)), äëÿ êîòîðîé, â ñèëó ëåììû 5 ðàáîòû [2℄, â òî÷êàõ äè��åðåíöè-

ðóåìîñòè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

v̇(t) 6 V o
max (t, x(t, x0)),
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èç êîòîðîãî è (4) ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî v̇(t) 6 q(t, v(t)) âûïîëíåíî â ïðîìåæóòêàõ íåïðå-

ðûâíîñòè �óíêöèè v(t). Ïîñêîëüêó

v(t0) = V (t, x(t0, x0)) = V (t0, x0) = z0,

òî â ñèëó òåîðåìû ×àïëûãèíà î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ (ñì. [8, ñ. 15℄) íåðàâåíñòâî

v(t) 6 z(t) âåðíî ïðè âñåõ t ∈ [t0, τ1). Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî

v(τ1) = V (τ1, x(τ1, x)) = V (τ1, x(τ1 − 0, x0) + g(x(τ1 − 0, x0), w1)) 6

6 max
w∈W

V (τ1, x(τ1 − 0, x0) + g(x(τ1 − 0, x0), w)) 6 L (V (τ1, x(τ1 − 0, x0))) = L (v(τ1 − 0)).

Òîãäà v(τ1) 6 L (v(τ1 − 0)) 6 L(z(τ1 − 0)), òàê êàê �óíêöèÿ L(z) íå óáûâàåò. Èç ðàâåíñòâà

z(τ1) = L(z(τ1 − 0)) ñëåäóåò, ÷òî v(τ1) 6 z(τ1). �àññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, òî åñòü ïðè-

ìåíÿÿ äàëåå òåîðåìó ×àïëûãèíà íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [τi, τi+1), i = 1, 2, . . . , ïîëó÷àåì, ÷òî
íåðàâåíñòâî v(t) 6 z(t) âåðíî äëÿ âñåõ t ∈ [t0,+∞). Òîãäà

mes{t ∈ [0, ϑ] : v(t) 6 0} > mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 0}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

freq∗(x)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : x(t, x0) ∈ M(t)}

ϑ
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : v(t) 6 0}

ϑ
>

> lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 0}

ϑ
= κ

∗.

Òàêèì îáðàçîì, freq∗(x) > κ
∗
, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî freq

∗
(x) > κ∗. �

Òå î ð å ì à 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x), q(t, z), l(z) òàêèå, ÷òî
V (t, x) � �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, è äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [t0,∞) × R

n

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V o
min(t, x) 6 q(t, V (t, x)), min

w∈W
V (τi, x+ g(x,w)) 6 L (V (τi, x)), i = 1, 2, . . . . (5)

Ïóñòü z(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(t0) = V (t0, x0).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1) òàêîå, ÷òî x(t0, x0) = x0, è èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà

freq
∗
(x) > κ∗, freq∗(x) > κ

∗.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì íåïóñòûå ìíîæåñòâà

Ũ(t, x)
.
= {u ∈ U(t, x) : V o(t, x; f(t, x, u)) 6 q(t, V (t, x))},

W̃
.
= {w ∈ W : V (τi, x+ g(x,w)) 6 V (τi, x), i = 1, 2, . . .}.

Ìíîæåñòâî Ũ(t, x) îãðàíè÷åíî äëÿ êàæäîãî (t, x) ∈ [t0,+∞)× R
n
, ïîñêîëüêó Ũ(t, x) ⊆ U(t, x).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ũ(t, x) çàìêíóòî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui}
∞

i=1

òàêîâà, ÷òî ui ∈ Ũ(t, x) è ui → u, òî f(t, x, ui) → f(t, x, u), è â ñèëó ëèïøèöåâîñòè �óíêöèè

f → V o(t, x; f) [4, . 32℄ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V o(t, x; f(t, x, u)) = lim
i→∞

V o(t, x; f(t, x, ui)) 6 0.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâó Ũ äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F̃ (t, x), F̃ (t, x) = coH̃(t, x), (6)

ãäå H̃(t, x) ñîñòîèò èç âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè f(ti, xi, Ũ(ti, xi)) ïðè (ti, xi) → (t, x),
�óíêöèè (t, x) 7→ H̃(t, x) è (t, x) 7→ F̃ (t, x) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̃i(t, xi)
ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (6), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ϕ̃i(τi, xi) = xi, i = 0, 1, 2, . . . .
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Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [t0,∞) × R
n
èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Ũ(t, x) ⊆ U(t, x), òî

F̃ (t, x) ⊆ F (t, x). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̃i(t, xi)� ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (6), òàêæå

ÿâëÿþòñÿ è ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (2), è êàæäîå èç íèõ, â ñèëó

óñëîâèÿ 1 î íåëîêàëüíîé ïðîäîëæàåìîñòè âñåõ ðåøåíèé âïðàâî, îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > t0.

Îïðåäåëèì ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0,

êîòîðîå íà ïðîìåæóòêå [t0, τ1) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ϕ̃0(t, x0) è íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [τi, τi+1)
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ϕ̃i(t, xi), ãäå

xi = ϕ̃i−1(τi, xi−1) + g
(
ϕ̃i−1(τi, xi−1), wi

)
, wi ∈ W̃ , i = 1, 2, . . . .

Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîèì �óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)), äëÿ êîòîðîé, ó÷èòûâàÿ (5), íåðà-

âåíñòâî v̇(t) 6 q(t, v(t)) âûïîëíåíî â ïðîìåæóòêàõ åå íåïðåðûâíîñòè (ñì. ëåììó 9 ðàáîòû [7℄).

Äàëåå ðàññìîòðèì �óíêöèþ v(t) â òî÷êå τ1. Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî

v(τ1) = V (τ1, x(τ1, x0)) = V (τ1, x(τ1 − 0, x0) + g(x(τ1 − 0, x0), w)) 6

6 L (V (τ1, x(τ1 − 0, x0))) = L (v(τ1 − 0)).

Òîãäà v(τ1) 6 L (v(τ1 − 0)) 6 L(z(τ1 − 0)), òàê êàê �óíêöèÿ L(z) íå óáûâàåò. Èç ðàâåíñòâà

z(τ1) = L(z(τ1 − 0)) ñëåäóåò, ÷òî v(τ1) 6 z(τ1). �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âñåõ

òî÷åê τi è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî

v(t) 6 z(t) âåðíî äëÿ âñåõ t ∈ [t0,+∞). Òîãäà

mes{t ∈ [0, ϑ] : v(t) 6 0} > mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 0}.

Ñëåäîâàòåëüíî, freq
∗
(x) > κ∗ è freq∗(x) > κ

∗. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(t,X) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1) â ìîìåíò âðåìåíè t èç íà-

÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî X ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè D(t,X)
ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ t > t0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

x(t, x0) ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0 è ïðîäîëæàåìîå íà

ïîëóîñü R+ = [0,∞). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

α(ϑ,X)
.
=

{
t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5 (ñì. [6, 7℄). Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè D(t,X) ñèñòåìû (1) ìíîæåñòâîì M íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë:

freq(X)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(ϑ,X)

ϑ
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)}

ϑ
, (7)

ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Åñëè ïðåäåë (7) íå ñóùåñòâóåò, òî õàðàêòåðèñòèêè

freq∗(X)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(ϑ,X)

ϑ
, freq

∗
(X)

.
= lim

ϑ→∞

mesα(ϑ,X)

ϑ

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè ìíîæåñòâîì M.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6 (ñì. [6,7℄). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûì

îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1), åñëè ïðåäåë

freq
(
M(0)

) .
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : D

(
t,M(0)

)
⊆ M(t)

}

ϑ

ñóùåñòâóåò è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî freq
(
M(0)

)
= 1.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà M òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [t0,∞) × R
n
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (4) è κ

∗ = 1, òî
ìíîæåñòâî M ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1).
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Î ï ð å ä å ë å í è å 7 (ñì. [6, 7℄). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðè-

àíòíûì îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M(0) íàéäåòñÿ
õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1), îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0 è ðàâåíñòâó

freq∗(x)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : x(t, x0) ∈ M(t)}

ϑ
= 1.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà M òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [t0,∞) × R
n
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (5), è κ

∗ = 1,
òî ìíîæåñòâî M ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1).
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