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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Â öåíòðå âíèìàíèÿ íàõîäÿòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ,

âêëþ÷àÿ ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè. �àññìàòðèâàþòñÿ îáîá-

ùåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î ïåðåâîäå ñèñòåìû èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñî-

ñòîÿíèå. Ïðåäëàãàþòñÿ ïðèçíàêè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ óïðàâëåíèé, âêëþ÷àÿ

èìïóëüñíûå è ñìåøàííûå óïðàâëåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à îá èìïóëüñíîé êîððåêöèè êëàññè÷åñêèõ

óïðàâëåíèé è îáñóæäàåòñÿ ìîòèâàöèÿ ïðèìåíåíèÿ òàêîé êîððåêöèè. Âî âñåõ çàäà÷àõ ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ êîí-

ñòðóêòèâíûì ïðèçíàêàì, äîïóñêàþùèì èõ ïðîâåðêó ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî äîêàçàòåëüíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà. Öåíòðàëüíàÿ èäåÿ ïðèâîäèìûõ ðåçóëüòàòîâ � ïîä÷åðêíóòü òó èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü, êîòîðàÿ

ïðèíàäëåæèò â èçó÷àåìûõ âîïðîñàõ ìàòðèöå Êîøè ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûå ñèñòåìû, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, óïðàâëÿåìîñòü îòíîñèòåëü-

íî ñèñòåìû ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ, èìïóëüñíîå è ñìåøàííîå óïðàâëåíèå.

Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó

î ïåðåâîäå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñî-

ñòîÿíèå. Ïðè ýòîì îáùíîñòü êàñàåòñÿ êàê êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì, òàê è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è è êëàññîâ èñïîëüçóåìûõ óïðàâëåíèé. Â öåíòðå âíèìàíèÿ íàõîäèòñÿ òà èñêëþ÷èòåëü-

íàÿ ðîëü, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò â ýòèõ âîïðîñàõ îïåðàòîðó Êîøè (îïåðàòîðó �ðèíà çàäà÷è

Êîøè) ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ýòîé ðîëè â îáùåé ñèòóàöèè

ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàò îá óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäàí-

íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ äëÿ àáñòðàêòíîãî �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (ÀÔÄÓ), à çàòåì ïîäðîáíåå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà îäíîé áîëåå êîíêðåòíîé çàäà÷å,

ðåøåíèå êîòîðîé òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâ ìàòðèöû Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñëå-

äåéñòâèåì. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ çàäà÷

óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ãèáðèäíûìè ñèñòåìàìè, çàäà÷è óäåðæàíèÿ ñèñòåìû

â îêðåñòíîñòè ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè, ïðèêëàäíûå çàäà÷è ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè, ìîæíî

íàéòè â ðàáîòàõ [8�12,14,15℄, ãäå ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ïðèçíàêàì ðàçðåøè-

ìîñòè, äîïóñêàþùèì èõ ïðîâåðêó ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî äîêàçàòåëüíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà [7℄.

� 1. Àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ

�àññìîòðåíèå òàêîé çàäà÷è îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ ÀÔÄÓ, ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå êîòî-

ðîé äàåòñÿ â [2,3,13℄. Ïóñòü D è B � òàêèå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ÷òî D èçîìîð�íî ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ B ×Rn
(äàëåå ìû èñïîëüçóåì çàïèñü D ≃ B ×Rn

).

Óðàâíåíèå

Lx = f (1.1)

ñ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì L : D → B íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ÀÔÄÓ. Çà�èêñèðóåì èçîìîð�èçì

J = {Λ, Y } : B × Rn → D, J−1 = [δ, r] � îáðàòíûé îïåðàòîð. Çäåñü Λ : B → D, Y : Rn → D

è δ : D → B, r : D → Rn
� ñîîòâåòñòâóùèå êîìïîíåíòû îïåðàòîðîâ J è J−1

:

J{z, α} = Λz + Y α ∈ D, z ∈ B, α ∈ Rn,

1

Ñòàòüÿ ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè êîìïëåêñíîãî ïðîåêòà ïî ñîçäàíèþ âûñîêîòåõíîëîãè÷íîãî ïðîèç-

âîäñòâà, äîãîâîð �02.G25.31.0039 (Ïîñòàíîâëåíèå Ïðàâèòåëüñòâà �Ô � 218 îò 09.04.2010 ã. ¾Î ìåðàõ ãîñóäàð-

ñòâåííîé ïîääåðæêè ðàçâèòèÿ êîîïåðàöèè ðîññèéñêèõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé è îðãàíèçàöèé, ðåàëèçóþùèõ

êîìïëåêñíûå ïðîåêòû ïî ñîçäàíèþ âûñîêîòåõíîëîãè÷íîãî ïðîèçâîäñòâà¿), ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíè-

ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè.
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J−1x = {δx, rx} ∈ B ×Rn, x ∈ D.

Ñèñòåìà

δx = z, rx = α (1.2)

íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé êðàåâîé çàäà÷åé. Äëÿ ëþáîãî {z, α} ∈ B ×Rn
ýëåìåíò

x = Λz + Y α (1.3)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2). Ïðåäñòàâëåíèå (1.3) ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ îïåðàòîðà

L: Lx = L(Λz + Y α) = LΛz + LY α = Qz + Aα, ãäå òàê íàçûâàåìàÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü îïåðàòî-

ðà L � îïåðàòîð Q : B → B è êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð A : Rn → D îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

Q = LΛ è A = LY. Â îáùåé òåîðèè óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ

�ðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì (òî åñòü í¼òåðîâûì ñ íóëåâûì èíäåêñîì).

�àññìîòðèì îáùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

Lx = f, lx = β, (1.4)

ãäå l = [l1, . . . , lN ] : D → RN
� ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé âåêòîð-�óíêöèîíàë. Â ñëó÷àå êî-

ãäà N = n è çàäà÷à (1.4) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì {f, β} ∈ B × Rn
, èìååò ìåñòî

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

x = Gf + Xβ. (1.5)

Îïåðàòîð G : B → D íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì �ðèíà, îïåðàòîð X : Rn → D íàçûâàåòñÿ �óíäà-

ìåíòàëüíûì âåêòîðîì.

�àññìîòðèì àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ

Lx = Fu + f, rx = α, lx = β, (1.6)

ãäå óïðàâëåíèå u ïðèíàäëåæèò ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó H, F : H → B � ëèíåéíûé îãðàíè-

÷åííûé îïåðàòîð, l = [l1, . . . , lN ] � öåëåâîé âåêòîð-�óíêöèîíàë, îïðåäåëÿþùèé öåëü óïðàâëå-

íèÿ: lx = β. Ïðèâåäåì òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.6). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ëèíåéíûé

îãðàíè÷åííûé �óíêöèîíàë λi : H → R, i = 1, . . . , N , ðàâåíñòâîì λiu = liGrFu. Î÷åâèäíî,

ìîæíî çàïèñàòü λiu â âèäå λiu = 〈µi, u〉, ãäå ñêîáêè 〈 , 〉 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â H, µi îáîçíà÷àåò ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H, ïîðîæäàþùèé �óíêöèîíàë

λi : H → R.

Òå î ð å ì à 1.1 ( [16℄). Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ (1.6) ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ f ∈ B è α ∈ Rn
,

β ∈ RN
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà M

def
= {〈µi , µj〉}i,j=1,...,N îáðàòèìà. Óïðàâëåíèå

u0 =
∑N

i=1 µi γi, ãäå col(γ1, . . . , γN ) = M−1[β − lGrf − lXα] ðåøàåò çàäà÷ó (1.6).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ çàâèñèò òîëüêî

îò îïåðàòîðà Êîøè, ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëÿåò âèä è ñâîéñòâà ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ u0,

à �óíäàìåíòàëüíûé âåêòîð âõîäèò ëèøü â êîíñòðóêöèþ êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè,

îïðåäåëÿþùåé u0. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ íàõîäÿò äåòàëüíóþ ðåàëèçàöèþ ïðè ðàññìîòðåíèè êîí-

êðåòíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.

� 2. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì â êëàññå

ñìåøàííûõ óïðàâëåíèé

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîé çàäà÷è ìû âîñïîëüçóåìñÿ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé ïðîñòðàíñòâà D.

Çà�èêñèðóåì íàáîð òî÷åê tk ∈ (0, T ), 0 < t1 < . . . < tm < T. Ñëåäóÿ [4℄, ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

D = DS(m) �óíêöèé x : [0, T ] → Rn
, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

x(t) =

∫ t

0
z(s) ds + x(0) +

m
∑

k=1

χ[tk,T ](t)∆x(tk),

113



ãäå z ∈ L, ∆x(tk) = x(tk) − x(tk − 0), χ[tk ,T ](t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îòðåçêà [tk, T ].
Â òàêîì ñëó÷àå D ≃ L × Rn+mn, ãäå L � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó �óíêöèé

z : [0, T ] → Rn
ñ íîðìîé ‖ z ‖

L
=

∫ T

0
‖ z(s) ‖

Rn ds, ïðè ýòîì

(Λz)(t) =

∫ t

0
z(s) ds; (Y α)(t) = α0 +

m
∑

k=1

χ[tk,T ](t)α
k; α = col(α0, . . . , αm),

δx = ẋ, rx = {x(0),∆x(t1), . . . ,∆x(tm)}.

Âñþäó íèæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì ‖ α ‖Rn= max{|α1|, . . . , |αn|} äëÿ α = col{α1, . . . , αn}.
�àññìîòðèì �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

(Lx)(t) = f(t), t ∈ [0, T ], (2.1)

ãäå L : DS(m) → L � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ñ ãëàâíîé ÷àñòüþ âèäà

(Qz)(t) = z(t) −

∫ t

0
K(t, s)z(s) ds.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû kij(t, s) ÿäðà K(t, s) èçìåðèìû íà ìíîæåñòâå 0 6 s 6 t 6 T

è óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå |kij(t, s)| 6 κ(t), i, j = 1, . . . , n, ñ ñóììèðóåìîé íà îòðåçêå [0, T ] �óíê-
öèåé κ(·).

Ôóíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (2.1) îõâàòûâàåò äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûì è/èëè ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì è èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå

ñèñòåìû Âîëüòåððà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïåðàòîðà (Lx) (t) = ẋ(t) −

∫ t

0
dsR(t, s)x(s) ñ ðàñïðå-

äåëåííûì çàïàçäûâàíèåì, ãäå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü R(t, t) = 0, èìååì
K(t, s) = R(t, s), A(t) = R(t, 0) (ïîäðîáíåå ñì. â [1�3℄). Íèæå ìû ñëåäóåì îáîçíà÷åíèÿì è îñ-

íîâíûì ïîëîæåíèÿì òåîðèè �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòè ëèíåéíûõ

ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì [2, 3, 6, 13℄.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû Lx = 0 èìååò ðàçìåðíîñòü
n + nm. Ïóñòü {x1, . . . , xn+nm} � áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ìàòðèöà X = {x1, . . . , xn+nm}
íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî rX = E.

�ëàâíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Lx = f, rx = σ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáûõ f ∈ L, σ ∈ Rn+nm
,

è åå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

x(t) = X(t) · σ +

∫ t

0
C(t, s)f(s) ds, (2.2)

ãäå C(t, s) � ìàòðèöà Êîøè [2, 6℄. Ïóñòü l : DS(m) → RN
� ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé âåêòîð-

�óíêöèîíàë. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

lx =

∫ T

0
Φ(s)ẋ(s) ds + Ψ0x(0) +

m
∑

k=1

Ψk∆x(tk), (2.3)

ãäå ýëåìåíòû (N ×n)�ìàòðèöû Φ èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû â ñóùåñòâåííîì, Ψk, k = 0, . . . ,m, �

(N × n)-ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè.

Äëÿ ñèñòåìû (2.1) ïîñòàâèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

�óíêöèîíàëîâ l = {l1, . . . , lN}:

Lx = Fu + f, x(0) = α, lx = β. (2.4)

Çäåñü F : L2 → L � çàäàííûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, L2 � ïðîñòðàíñòâî ñóì-

ìèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì �óíêöèé u : [0, T ] → Rr
, îñíàùåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v) =
∫ T

0 u⊤(s)v(s) ds (·⊤ � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð F
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îáëàäàåò ñâîéñòâîì âîëüòåððîâîñòè: äëÿ ëþáîãî τ ∈ (0, T ) (Fu)(t) = 0 íà [0, τ ] äëÿ âñåõ òàêèõ

u ∈ Lr
2, ÷òî u(t) = 0 íà [0, τ ]. Â çàäà÷å (2.4) öåëü óïðàâëåíèÿ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîð-

�óíêöèîíàëà l : DS(m) → RN
, êîòîðûé íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû Lx = Fu + f ïîä äåéñòâèåì

óïðàâëåíèÿ äîëæåí äîñòèãàòü âåêòîðíîãî çíà÷åíèÿ β ∈ RN
. Çàäà÷à (2.4) îõâàòûâàåò, â ÷àñò-

íîñòè, çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ â êëàññå L2-óïðàâëåíèé (ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèÿ lx = β âêëþ÷àþò

ðàâåíñòâà ∆x(tk) = 0, k = 1, . . . ,m) è çàäà÷ó èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ (ñëó÷àé F = 0, ãäå
â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ñêà÷êè ∆xi(tk)). Çäåñü ìû ðàññìàò-

ðèâàåì îáùèé ñëó÷àé ñìåøàííîãî óïðàâëåíèÿ è ïðèâîäèì ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìó,

àíîíñèðîâàííóþ â [15℄.

Ïðåäâàðèòåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ñâîéñòâàõ ìàòðèöû Êîøè, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåìûõ ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû.

Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : L → L èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé

(Q−1f)(t) = f(t)+

∫ t

0
R(t, s)f(s)(s) ds, ãäå R(t, s) � ðåçîëüâåíòíîå ÿäðî, ñîîòâåòñòâóþùåå ÿäðó

K(t, s). Ìàòðèöà C(t, s) = E +

∫ t

s

R(ξ, s) dξ, ãäå E � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ

ìàòðèöåé Êîøè [2, 6℄. Ñâîéñòâà ìàòðèöû Êîøè, èñïîëüçóåìûå íèæå, ïîäðîáíî èññëåäîâàíû

â [5, 6℄. Îòìåòèì çäåñü äâà ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèõ ìàòðèöó Êîøè ñ ÿäðîì K(t, s):

C(t, s) =

∫ t

s

C(t, τ)K(τ, s) dτ + E, (2.5)

C ′

t(t, s) =

∫ t

s

C ′

t(t, τ)K(τ, s) dτ + K(t, s), (2.6)

à òàêæå �îðìóëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ

d

dt

∫ t

0
C(t, s)g(s) ds =

∫ t

0
C ′

t(t, s)g(s) ds + g(t), (2.7)

êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî g ∈ L. Â ðàáîòå [5℄ äàåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå êëàññà

�óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ ìàòðèöó Êîøè ñî ñâîéñòâîì (2.7).

Îáîçíà÷èì

Θ(s) = Φ(s) +

∫ T

s

Φ(τ)C
′

τ (τ, s) dτ, Ξ =

∫ T

0
Φ(τ)Ẋ(τ) dτ = (Ξ0 |Ξ1 ), (2.8)

ãäå Ξ0 � (N × n)-ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå n ñòîëáöîâ (N × (n + nm))-
ìàòðèöû Ξ;

M =

∫ T

0
[F

∗

Θ](s)[F
∗

Θ]⊤(s) ds,

ãäå F
∗

: L
∗

→ L
∗

2 � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê F .

Ò å î ð å ì à 2.1. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ (2.4) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

[Ξ1 + (Ψ1, . . . ,Ψm)] · ρ + M · γ = β −

∫ T

0
Θ(s)f(s) ds− (Ξ0 + Ψ0) · α (2.9)

ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî (N + nm)�âåêòîðà col(ρ, γ). Êàæäîå ðåøåíèå col(ρ0, γ0), ρ0 =
= col(ρ10, . . . , ρ

m
0 ), ñèñòåìû (2.9) îïðåäåëÿåò ñìåøàííîå óïðàâëåíèå, ðåøàþùåå çàäà÷ó (2.4):

∆x(tk) = ρk0 , k = 1, . . . ,m, u(t) = [F
∗

Θ]⊤(t) · γ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

x(t) = X(t)σ +

∫ t

0
C(t, s)f(s) ds +

∫ t

0
C(t, s)(Fu)(s) ds, t ∈ [0, T ]. (2.10)
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Âûäåëèì â �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöå X(t) ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ïåðâûõ n ñòîëáöîâ, âçÿòûõ

â òîì æå ïîðÿäêå, è îáîçíà÷èì åå X0(t). Óïîìÿíóòûå ñòîëáöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû Lx = 0. Àíàëîãè÷íî èç îñòàâøèõñÿ

ñòîëáöîâ îáðàçóåì ìàòðèöó X1(t). Ýòè ñòîëáöû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòå-

ìû Lx = 0, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó DS(m) è èìåþùèõ íóëåâûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ.

Âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé çàäàí: x(0) = α; âåêòîð âîçìîæíûõ ñêà÷êîâ òðàåêòîðèé îáîçíà-

÷èì ρ ∈ Rnm
. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäñòàâëåíèè (2.10) èìååì σ = col(α, ρ). Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ

îáîçíà÷åíèé ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïðèíèìàåò âèä

x(t) = X(t)0(t)α +X(t)1(t)ρ +

∫ t

0
C(t, s)(Fu)(s) ds +

∫ t

0
C(t, s)f(s) ds, t ∈ [0, T ]. (2.11)

Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà öåëåâîé âåêòîð-�óíêöèîíàë l. Â ïðàâîé ÷àñòè çíà-

÷åíèÿ âåêòîð-�óíêöèîíàëà áóäåì âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ, îáî-

çíà÷àÿ èõ Λ1, . . . ,Λ4. Ïðè òàêîì âû÷èñëåíèè ìû èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå (2.3). Îáðàòèì

âíèìàíèå íà òî, ÷òî âû÷èñëåíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè òðåáóåò äè��åðåí-

öèðîâàíèÿ ýëåìåíòà, ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ âåêòîð-�óíêöèîíàë. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå âåêòîð-

�óíêöèîíàëà íà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç çíà÷åíèé

âåêòîð-�óíêöèîíàëà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.3). Ïðèâåäåì

ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ Λ4:

Λ4 = l

{
∫ (·)

0
C(·, s)f(s) ds

}

=

∫ T

0
Φ(s)

(

d

ds

∫ s

0
C(s, τ)f(τ) dτ

)

ds + Ψ0 · 0 +

m
∑

k=1

Ψk · 0 =

=

∫ T

0
Φ(s)

∫ s

0
C ′

s(s, τ)f(τ) dτ ds+

∫ T

0
Φ(s)f(s) ds + Ψ0 · 0 +

m
∑

k=1

Ψk · 0.

Çäåñü ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî (2.7). Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èí-

òåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå (îáîñíîâàíèå ýòîé îïåðàöèè, èñïîëüçóþùåå ñâîéñòâà ìàò-

ðèöû Êîøè, ìîæíî íàéòè â [5, 6℄), ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ Θ

Λ4 =

∫ T

0
Θ(s)f(s) ds.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ:

Λ3 =

∫ T

0
Θ(s)(Fu)(s) ds,

Λ2 = [

∫ T

0
Φ(s)Ẋ1(s) ds + (Ψ1, . . . ,Ψm)]ρ = Ξ1ρ + (Ψ1, . . . ,Ψm)ρ,

Λ1 = [

∫ T

0
Φ(s)Ẋ0(s) ds + Ψ0]α = Ξ0α + Ψ0α.

Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð F ∗
, çàïèøåì Λ3 â âèäå

Λ3 =

∫ T

0
[F ∗Θ](s)u(s) ds

è âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L2 â ïðÿìóþ ñóììó ëèíåéíîé îáîëî÷êè

ñòîëáöîâ ìàòðèöû F ∗Θ è åå îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ: u(t) = [F ∗Θ]γ + v(t). Ïîäñòàíîâêà
òàêîãî ðàçëîæåíèÿ â Λ3 äàåò äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ âûðàæåíèå

Λ3 =

∫ T

0
[F ∗Θ](s) [F ∗Θ]⊤(s)γ ds = Mγ.
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Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ýòèõ âû÷èñëåíèé ñ ó÷åòîì öåëåâûõ óñëîâèé lx = β ïðèâîäèò ê ñè-

ñòåìå (2.9) îòíîñèòåëüíî γ è ρ.

Òåîðåìà 2.1 äàåò âîçìîæíîñòü ðåøàòü çàäà÷ó îá èìïóëüñíîé êîððåêöèè [9℄ êëàññè÷åñêîãî

L2-óïðàâëåíèÿ ïðè óñëîâèè îáðàòèìîñòè ìàòðèöû M . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à

óïðàâëåíèÿ ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì íàáîðå ñêà÷êîâ òðàåêòîðèè (òî åñòü ïðè

ëþáîì âåêòîðå ρ). Îñòàþùóþñÿ ñòåïåíü ñâîáîäû âûáîðà èìïóëüñíîé ñîñòàâëÿþùåé ìîæíî

èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, äëÿ ìèíèìèçàöèè îáùèõ ðàñõîäîâ íà óïðàâëåíèå. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî

îïèñàíèÿ òàêîé âîçìîæíîñòè ïîëó÷èì ñíà÷àëà ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âñåõ óïðàâëåíèé, ðåøàþùèõ

çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì ρ. �åøàÿ ñèñòåìó (2.9) îòíîñèòåëüíî γ, ïîëó-

÷àåì

γρ = M−1{β −

∫ T

0
Θ(s)f(s) ds − (Ξ0 + Ψ0) · α− [Ξ1 + (Ψ1, . . . ,Ψm)] · ρ }

è

uρ(t) = [F ∗Θ]⊤(t)γρ. (2.12)

Ïóñòü ðàñõîäû íà óïðàâëåíèå èçìåðÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèîíàëà

Ω(ρ) = ||ρ||2Rnm + ||uρ||
2
L2
.

Åñëè argminΩ(ρ) = ρ0 6= 0, òî óïðàâëåíèå uρ0 ñ ìèíèìàëüíûìè îáùèìè çàòðàòàìè ÿâëÿåòñÿ

ñìåøàííûì, òî åñòü ñîäåðæèò îáå êîìïîíåíòû � êëàññè÷åñêóþ è èìïóëüñíóþ.

Ñâîéñòâà ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ (2.12) êàê �óíêöèè âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè

ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà F ∗
è ìàòðèöû Θ. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïðèìåðàìè ÿâíîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ìàòðèöû [F ∗Θ](t). Â ñëó÷àå (Fu)(t) = F (t)u(t) èìååì [F ∗Θ](t) = Θ(t)F (t). Åñëè

(Fu)(t) =

∫ t

0
F (t, s)u(s) ds,

òî ïðè åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ÿäðà F (t, s) ïîëó÷àåì

[F ∗Θ](t) =

∫ T

t

Θ(s)F (s, t) ds.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êîíñòðóêöèè ìàòðèöû Θ (2.8). Ïåðâîå ñëàãàåìîå Φ(s) çàäàíî, ïîýòîìó
îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âòîðîì ñëàãàåìîì

V (s) =

∫ T

s

Φ(τ)C
′

τ (τ, s) dτ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìàòðèöå Êîøè. Òàê êàê ìàòðèöà V (s) ñîäåðæèò âñþ íåîáõîäèìóþ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ èí�îðìàöèþ, òî öåëåñîîáðàçíî ïîëó÷èòü äëÿ ýòîé

ìàòðèöû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â òåðìèíàõ èñõîäíîãî îáúåêòà.

Ò å î ð å ì à 2.2. Ìàòðèöà V (s) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

V (s) =

∫ T

s

V (τ)K(τ, s) dτ +

∫ T

s

Φ(τ)K(τ, s) dτ , s ∈ [0, T ], (2.13)

åå ν-å ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå Vν(s) ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî �îðìóëå

Vν(s) =

∫ T

s

Vν−1(τ)K(τ, s) dτ +

∫ T

s

Φ(τ)K(τ, s) dτ , ν = 1, 2, . . . , V0(s) = 0, s ∈ [0, T ],

ïðè ýòîì

vraisup{‖ V (s)− Vν(s) ‖: s ∈ [0, T ]} 6 d(ed −

ν−1
∑

i=1

di

(i− 1)!
) · n

∫ T

0
‖ Φ(τ) ‖ κ(τ) dτ,

ãäå d = n

∫ T

0
κ(τ) dτ.

117



Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå (2.13) äëÿ ìàòðèöû V ïîëó÷àåì ïîñëå óìíîæåíèÿ îáå-

èõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (2.6) íà Φ(t), èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t îò s äî T è ïðåîáðàçîâàíèé, îáîñ-

íîâàíèå êîòîðûì äàíî â [5, 6℄. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ êàæäîé èç

ñòðîê ìàòðèöû V â ïðîñòðàíñòâå L∞ èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ â ñóùåñòâåííîì �óíêöèé

z : [0, T ] → (Rn)∗, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâå

îöåíêè íîðìû ν-é ñòåïåíè ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (K∗)ν : L∞ → L∞: ‖ (K∗)ν ‖ 6
dν

(ν−1)! ,

ïîëó÷àþùåéñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðèðîâàííûõ ÿäåð è óñëîâèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ÿäðà

îïåðàòîðà K.
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In this paper, some control problems for linear functional differential systems are considered. We are concerned with

the problems that arise in various applications including applied problems of mathematical economics and economic

dynamics. We pay attention mainly to generalizations of the classic control problem about the transfer of the system

from a given initial state to a prescribed terminal state. One of those is the problem of control with respect to a given

family of linear functionals. There are proposed conditions of the solvability to the control problem in certain classes

of controls including impulse and mixed controls. The problem of impulse correction of classic control is motivated

and considered. The key idea of all proposed results is to underline an exclusive role which is played in the discussed

questions by the Cauchy matrix of the system under control.
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