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1

�àññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïàðàëëåëüíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé íà ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóðàõ, ñâÿ-

çàííûå ñ çàäàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà (Äèðèõëå). Ñðàâíèâàþòñÿ âàðèàíòû çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé Äèðèõëå ïðè �îðìèðîâàíèè è ðåøåíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþùèå ñî-

õðàíåíèå ñèììåòðèè ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, ãèáðèä-

íûå âû÷èñëèòåëüíûå àðõèòåêòóðû.

Ââåäåíèå

Ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ìîäåëèðîâàíèè íà êëàñòåðàõ ãèáðèäíîé (CPU+GPU) àðõèòåêòó-

ðû âû÷èñëåíèÿ òåì èëè èíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó öåíòðàëüíûìè è ãðà�è÷åñêèìè

ïðîöåññîðàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå äàííûå, â òîì ÷èñëå ìàòðèöû è âåêòîðà,

ðàñïîëàãàþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ïîäñèñòåìû ïàìÿòè êëàñòåðà: êýø-ïàìÿòü, îïåðàòèâ-

íàÿ ïàìÿòü, ïàìÿòü óñêîðèòåëÿ, ïîäñèñòåìû ïàìÿòè äðóãèõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Ïîäîáíîå

ðàçìåùåíèå äàííûõ âíîñèò îñîáåííîñòè â àëãîðèòìû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñëè-

òåëüíûõ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) íà ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóðàõ.

Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíÿåòñÿ ðÿä àëãîðèòìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîõðàíåíèå

ñèììåòðèè ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ïðè çàäàíèè ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà èëè Äèðèõëå. Òàêèå àëãîðèòìû ïðèìåíÿþòñÿ êàê ïðè �îðìèðîâàíèè

êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñèñòåì [1�3℄, òàê è ïðè èõ ðåøåíèè [4℄.

Îòìåòèì, ÷òî èçìåíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, âîçìîæíî âíåñòè

íà íåñêîëüêèõ óðîâíÿõ: â ñîáðàííîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [1℄; â ëî-

êàëüíûõ (ýëåìåíòíûõ) ìàòðèöàõ æåñòêîñòè è âåêòîðàõ [2℄, à òàêæå áåç èçìåíåíèÿ ìàòðèöû

êîý��èöèåíòîâ è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè [3℄.

Çàäàíèå óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà â ïàðàëëåëüíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèÿõ íà ãè-

áðèäíîé àðõèòåêòóðå òðåáóåò ìîäè�èêàöèè ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå íà ýòàïàõ �îðìèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ

êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñèñòåì ïðè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ íà ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðå.

� 1. Óñëîâèÿ Äèðèõëå íà ýòàïå �îðìèðîâàíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ÑËÀÓ

�àññìîòðèì, êàêèì îáðàçîì íà ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóðàõ çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåð-

âîãî ðîäà â ñëó÷àå ÿâíîé ñáîðêè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äî çàäàíèÿ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé Äèðèõëå èìååì ñèñòåìó (1.1) ñ âûðîæäåííîé ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ K̃:

K̃ũ = f̃ ; K̃ = K̃T ; (K̃x, x) = 0∀x 6= 0; K̃ ∈ R
Ñ×Ñ , ũ ∈ R

Ñ , f̃ ∈ R
Ñ . (1.1)

Ïðîöåññ ñáîðêè ñèñòåìû (1.1) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

K̃ =
m∑

e=1

C̃T
e K̃eC̃e, f̃ =

m∑

e=1

C̃T
e f̃e, (1.2)

çäåñü C̃e ∈ Z
Ne×Ñ

� ìàòðèöà ñâÿçíîñòè, K̃e ∈ R
Ñe×Ne

� ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè,

f̃e ∈ R
Ne

� ëîêàëüíûé âåêòîð, Ñe � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â êîíå÷íîì ýëåìåíòå e; m �

÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, Ñ � ÷èñëî âñåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû äî çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

ïåðâîãî ðîäà.
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Íà ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðå ïðîöåññ ñáîðêè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1) âîçìîæíî îñóùåñòâèòü,

èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû: öåíòðàëüíûå (CPU), ãðà�è÷åñêèå (GPU) èëè

îäíîâðåìåííî öåíòðàëüíûå è ãðà�è÷åñêèå ïðîöåññîðû (CPU+GPU). Ïðè âûïîëíåíèè ñáîð-

êè (1.2) íà öåíòðàëüíîì ïðîöåññîðå ìàòðèöû K̃e, ðàíåå âû÷èñëåííûå íà GPU, íåîáõîäèìî

ïåðåñëàòü â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü. Ïîñëå çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà ïîëó÷àåì

Ku = f ; K = KT ; (Kx, x) > 0∀x 6= 0; K ∈ R
N×N , u ∈ R

N , f ∈ R
N , (1.3)

ãäå N � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (1.3) åå íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà áëîêè è ðàçîñëàòü ïî âû÷èñëèòåëüíûì

ðåñóðñàì êëàñòåðà.

Â ñëó÷àå ñáîðêè (1.2), âûïîëíÿåìîé íà íåñêîëüêèõ GPU èëè íà CPU+GPU, ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé (1.1) ñðàçó �îðìèðóåòñÿ â ðàñïðåäåëåííîì âèäå. Ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ

ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû �îðìèðóþòñÿ áëîêè ñòðîê ìàòðèöû K è áëîêè ýëåìåíòîâ

âåêòîðà f . Òîãäà íå òðåáóåòñÿ ðàçäåëåíèå è ïîñëåäóþùàÿ ðàññûëêà ñèñòåìû (1.3), íî äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî èçìåíèòü ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû çàäàíèÿ óñëîâèé Äèðèõëå.

Â êà÷åñòâå áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû [1℄ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà íà ïðèìåðå çàäàíèÿ íåîäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå ui = ůi 6= 0, ãäå
i ∈ [1, Ñ ] � íîìåð íåèçâåñòíîãî (ñòåïåíè ñâîáîäû) â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû (1.1).

Â ïåðâîì àëãîðèòìå, èñïîëüçóþùåì óìíîæåíèå íà áîëüøîå ÷èñëî α, ïîëàãàåòñÿ kii ← αkii
è fi = αkiiůi, êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàåòñÿ α > 108. Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû (1.1)

àëãîðèòì çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ íà òîì âû÷èñëèòåëüíîì ðåñóðñå, â îáëàñòè

ïàìÿòè êîòîðîãî îêàçàëñÿ ýëåìåíò k̃ii. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ (1.3) ïðè

èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî àëãîðèòìà ïîëó÷àåì ui ≈ ůi, òàê êàê â ñòðîêå i ìàòðèöû K îñòàþòñÿ

íåäèàãîíàëüíûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû. Êðîìå òîãî, âûáîð α îãðàíè÷åí ñâåðõó îáóñëîâëåííîñòüþ

ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3).

�àññìîòðèì âòîðîé àëãîðèòì, â êîòîðîì íàä ýëåìåíòàìè ìàòðèöû K̃ è âåêòîðà f̃ âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè: k̃ii = 1, f̃i = ůi, f̃j ← f̃j − k̃jiůi, k̃ij = 0, k̃ji = 0, j = 1, N ,

çäåñü N = Ñ . Êîãäà ñòðîêà i è ñòðîêè j ðàñïðåäåëåííîé ìàòðèöû K̃, à òàêæå ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýëåìåíòû f̃ îêàçûâàþòñÿ íà ðàçíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ, íåîáõîäèìî èëè ïåðåñëàòü

çíà÷åíèÿ ůi è íîìåðà ñòîëáöà i, èëè ïðåäâàðèòåëüíî óïîðÿäî÷èòü ñòðîêè âíóòðè áëîêà, èñõîäÿ

èç ñâÿçåé ñòåïåíåé ñâîáîäû, òàê, ÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü âîçíèêíîâåíèå òàêîãî ñëó÷àÿ. Âûáîð

áîëåå ý��åêòèâíîãî ñïîñîáà ðåàëèçàöèè çàâèñèò îò ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, â êîòîðûõ çàäàíû

óñëîâèÿ Äèðèõëå è àðõèòåêòóðû âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû.

�àçâèòèåì ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèå óðàâíåíèé ui = ůi èç ñèñòåìû (1.1).

Óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè (N < Ñ) ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) òðåáóåò ïåðåóïîðÿäî÷èòü êàê

óðàâíåíèÿ, òàê è íåèçâåñòíûå, ðàñïðåäåëåííûå ïî îáëàñòÿì ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû.

Äëÿ ñíèæåíèÿ çàòðàò íà ïåðåóïîðÿäî÷åíèå ñòåïåíè ñâîáîäû íóìåðóþòñÿ òàê, ÷òîáû çàäàííûå

îêàçàëèñü â êîíöå âåêòîðà ũ èëè åãî ðàñïðåäåëåííûõ áëîêîâ. Çàïèøåì ýòîò (òðåòèé) àëãîðèòì

â ìàòðè÷íîì âèäå [3℄:

K̂û = f̂ , K̂ = ĈT K̃Ĉ, f̂ = ĈT (f̃ − K̃ů), (1.4)

çäåñü K̂ ∈ R
N̂×N̂

; û ∈ R
N̂

� âåêòîð èñêîìûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû; f̂ ∈ R
N̂

� íîâûé âåêòîð

ïðàâîé ÷àñòè; ů ∈ R
Ñ
� âåêòîð çàäàííûõ çíà÷åíèé ñòåïåíåé ñâîáîäû; Ĉ ∈ Z

N̂×Ñ
� ìàòðèöà

ïåðåñòàíîâîê, èçâëåêàþùàÿ èñêîìûå ñòåïåíè ñâîáîäû; N̂ = Ñ −Nů, ãäå Nů � ÷èñëî ñòåïåíåé

ñâîáîäû ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ĉ = [ĉij ] ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ĉij = 1, åñëè ûi = uj , çäåñü ûi ∈ û,

uj ∈ u; ĉij = 0 � â äðóãîì ñëó÷àå. Êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû Ĉ ñîäåðæèò îäèí ýëåìåíò ĉij = 1.

Âñëåäñòâèå ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö Ĉ è ĈT
òåîðåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ K̂ â (1.4)

ñîñòàâëÿåò O(N̂ ·N+N̂2). Âåêòîðû ðåøåíèÿ ñèñòåì (1.3) è (1.4) ñâÿçàíû âûðàæåíèåì u = Ĉû+ů.

Îñòàíîâèìñÿ íà îñîáåííîñòÿõ õðàíåíèÿ ìàòðèö â ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìàõ. Âòîðîé è òðåòèé

àëãîðèòìû íå ïðåäïîëàãàþò õðàíåíèÿ ìàòðèöû K̃ áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ïîòîìó ÷òî â ýòèõ

ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ óäàëèòü ÷àñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Òàê, âî âòîðîì àëãîðèòìå

óäàëÿþòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû â ñòðîêàõ K̃, ÷òî òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â ñòðóêòóðå
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äàííûõ õðàíåíèÿ ìàòðèöû, à â òðåòüåì àëãîðèòìå, êðîìå òîãî, óäàëÿþòñÿ ñòðîêè. Ïîýòîìó

â ýòèõ àëãîðèòìàõ â êîìïàêòíûõ �îðìàòàõ õðàíÿòñÿ ìàòðèöû K, K̂, Ĉ è ĈT
. Ñîîòâåòñòâåííî,

àëãîðèòì ñ óìíîæåíèåì íà áîëüøîå ÷èñëî òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ íå èìååò.

Ïðèìåíÿÿ ïåðâûé è âòîðîé èç ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ ê ëîêàëüíûì ìàòðèöàì K̃e ∈
∈ R

Ne×Ne
è âåêòîðàì f̃e ∈ R

Ne
îòäåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ e = 1,m, ïîëó÷èì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïîýëåìåíòíûå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ. Çäåñü m � ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, à Ne �

÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â êîíå÷íîì ýëåìåíòå e. Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå íà óðîâíå

ëîêàëüíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü òàê íàçûâàåìûå matrix-free ñõåìû ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû (1.3), â êîòîðûõ ìàòðèöà K íå �îðìèðóåòñÿ. Íàïðèìåð, ïîýëåìåíòíûå ñõåìû [6℄,

â êîòîðûõ ñáîðêà (1.2) çàìåíÿåòñÿ ñáîðêîé âåêòîðîâ íà ýòàïå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

� 2. Ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå â õîäå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

Êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóþùèå âàðèàíòû çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå â ïðîöåññå

ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñâÿçàíû

ñ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè â ÿâíûõ ìåòîäàõ ïîäïðîñòðàíñòâ À.Í. Êðûëîâà [4℄.

Â ñëó÷àå íåÿâíûõ ìåòîäîâ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå äîëæíû áûòü çàäàíû ê ìîìåíòó ïî-

ñòðîåíèÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ, à çíà÷èò äî íà÷àëà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

�àññìîòðèì âàðèàíò íà îñíîâå òðåòüåãî àëãîðèòìà èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à. Ïðàâóþ

÷àñòü (1.4) ïðåîáðàçóåì äî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äàëåå ïðîèçâåäåíèå K̂p̂, âû÷èñëÿåìîå

íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, çàïèøåì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðè÷íî-

âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé: p̃ = Ĉp̂, q̃ = K̃p̃, q̂ = ĈT q̃. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

èç (1.4) çàìåíÿþòñÿ íà ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå, êîòîðûå áëàãîäàðÿ ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö Ĉ è ĈT

èìåþò ñëîæíîñòü O(N) è O(N̂) ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ïðèìåðå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (ÌÑ�) ðàññìîòðèì áîëåå èçâåñòíûé âàðèàíò

çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå [4℄. Åñëè çàäàíî çíà÷åíèå ui = ůi = 0 ñòåïåíè ñâîáîäû i,

òî ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû i âåêòîðîâ p è q ðàâíû íóëþ íà êàæäîé èòåðàöèè ÌÑ�, çäåñü

q = K̃p, p = {pi}, q = {qi}, p, q ∈ R
N
. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå

ñòîëáåö i ìàòðèöû K̃ óìíîæàåòñÿ íà ůi è âû÷èòàåòñÿ èç âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè f̃ . Òàê ïîñòóïàåì

ñ êàæäûì çàäàííûì çíà÷åíèåì ñòåïåíè ñâîáîäû. Äàëåå, íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà ñîïðÿæåí-

íûõ ãðàäèåíòîâ ïîëàãàåì pi = 0 è qi = 0. Ýòîò ïîäõîä òàêæå ïðèìåíèì ê ïîýëåìåíòíûì ñõåìàì

ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñèñòåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàæå äëÿ äèàãîíàëüíîãî ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ òðåáóåòñÿ ñáîðêà äèà-

ãîíàëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû K ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïîýòîìó âî âòîðîì

àëãîðèòìå íå áóäåì çàìåíÿòü çíà÷åíèÿ k̃ii íà 1, à â ïðàâîé ÷àñòè çàäàäèì f̃i = ůik̃ii. Â òàêîì

âàðèàíòå diag (K) = diag (K̃), ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü è äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíî ïðèìåíèòü

íà ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðå äèàãîíàëüíûé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü.

� 3. Îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè

Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû îòîáðàæåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ âû-

÷èñëåíèé ïî ïðîöåññîðàì â òîì èëè èíîì âèäå íàñëåäóåò ðàçäåëåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè [2℄. Äëÿ

ïîýëåìåíòíûõ ñõåì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà èçmi, i = 1, . . . , np, êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòîâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî îáùèì óçëàì ñåòêè, çäåñü np � ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåñ-

ñîâ, ðàâíîå ÷èñëó öåíòðàëüíûõ ïðîöåññîðîâ. Ýòî ðàçäåëåíèå íàñëåäóþò ïîäìíîæåñòâà ìàòðèö

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ {K̃e}
mi

e=1
, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó CPU è GPU. Åñ-

ëè ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ëîêàëüíûõ ìàòðèö îñóùåñòâëÿåòñÿ íà GPU, â òîì ÷èñëå íà CPU

è GPU [5℄, òî ìàòðèöû K̃e ðàçìåùàþòñÿ â ïàìÿòè óñêîðèòåëåé (âñå èëè ÷àñòü ìàòðèö) â ìàññèâå

äëÿ õðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîæåñòâà ìàòðèö.

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèé ïî ïàðàëëåëüíûì ïðîöåññàì ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëü-

íîé ñèñòåìû. Íà êëàñòåðàõ ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû ðåàëèçóåòñÿ ãèáðèäíàÿ ìîäåëü ïàðàëëåëèç-

ìà (îáìåí ñîîáùåíèÿìè + îáùàÿ ïàìÿòü + ïàðàëëåëèçì äàííûõ), êîòîðàÿ, êàê ïðàâèëî, ðåàëè-

çóåòñÿ ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: MPI, OpenMP,

CUDA. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå îäèí èç np ïðîöåññîâ MPI, â êîòîðîì ñîçäàåòñÿ íåñêîëüêî íèòåé OpenMP (ðàâíîå ÷èñëó
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ÿäåð CPU). Ìàñòåð-íèòü OpenMP îáåñïå÷èâàåò MPI-êîììóíèêàöèè ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè

óçëàìè êëàñòåðà. Äðóãèå íèòè îáåñïå÷èâàþò ïàðàëëåëèçì ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ ìåæäó ÿäðàìè

CPU è íåñêîëüêèìè GPU âíóòðè óçëà, çàïóñê kernel-�óíêöèé CUDA è âû÷èñëåíèÿ íà ÿäðàõ

öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà.

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ðåàëèçàöèè ïîýëåìåíòíîãî âàðèàíòà âòîðîãî àëãîðèòìà. Íà GPU

óñëîâèÿ Äèðèõëå çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè kernel-�óíêöèè CUDA, ñîäåðæàùåé ïðîãðàììíûé êîä

âû÷èñëåíèé äëÿ îòäåëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Ïðè çàïóñêå kernel-�óíêöèè êàæäîé íèòè

CUDA ñ íîìåðîì e ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöà K̃e è âåêòîð f̃ e
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e, íà-

õîäÿùåãîñÿ â ïàìÿòè óñêîðèòåëÿ. �åçóëüòàòîì âûïîëíåíèå kernel-�óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

ìàòðèö {Ke}
mi

e=1
è âåêòîð f , ñîñòàâëåííûé èç âåêòîðîâ fe ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

Îòíîñèòåëüíî ñõåì ñ áëî÷íûì ðàçäåëåíèåì âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ìàòðè-

öû K̂ è âåêòîðà f̂ â (1.4) ñîñòîÿò èç äâóõ ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö, äâóõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ

ïðîèçâåäåíèé è ðàçíîñòè âåêòîðîâ, âñå ïåðå÷èñëåííûå îïåðàöèè âîçìîæíî ý��åêòèâíî âû-

ïîëíèòü íà GPU. Âìåñòå ñ òåì ïðè ðåàëèçàöèè òðåòüåãî àëãîðèòìà íà ýòàïå �îðìèðîâàíèÿ

ñèñòåìû â ïàìÿòè ãðà�è÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ íåîáõîäèìî êðîìå áëîêîâ ìàòðèöû K̃ õðàíèòü

òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè ìàòðèö K̂, Ĉ è ĈT
, à ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ âîçìîæ-

íû ñëó÷àè, êîãäà Nů ≪ Ñ è, ñîîòâåòñòâåííî, N̂ ≈ Ñ . Ýòîò âàðèàíò çàäàíèÿ óñëîâèé ïåðâîãî

ðîäà áîëåå ïåðñïåêòèâåí íà ýòàïå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ãäå äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåòñÿ

õðàíèòü òîëüêî áëîêè ìàòðèö Ĉ è ĈT
, ÷òî áëàãîäàðÿ ðàçðÿæåííîñòè Ĉ è ĈT

íå ñóùåñòâåííî

îòëè÷àåòñÿ îò õðàíåíèÿ òîëüêî áëîêîâ K̃ è ïîýòîìó òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Êàê ïîêàçàë îïûò èññëåäîâàíèé, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà ïðåäïî÷òèòåëüíåå çàäà-

âàòü íà ýòàïå �îðìèðîâàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûå âàðè-

àíòû àëãîðèòìîâ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå è èõ ðåàëèçàöèè íà GPU èñêëþ÷àþò

ïåðåñûëêè ïîäìíîæåñòâ ìàòðèöKe è áëîêîâ ìàòðèöûK ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè, îïå-

ðàòèâíîé ïàìÿòüþ è ïàìÿòüþ óñêîðèòåëÿ, ñáîðêó ñèñòåìû óðàâíåíèé è åå ðàçäåëåíèå íà áëîêè,

óâåëè÷èâàÿ óñêîðåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé íà ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóðàõ â äåñÿòêè

ðàç, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Íîððè Ä., äå Ôðèç Æ. Ââåäåíèå â ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ìèð. 1981. 304 ñ.

2. Êîïûñîâ Ñ.Ï., Íîâèêîâ À.Ê. Ìåòîä äåêîìïîçèöèè äëÿ ïàðàëëåëüíîãî àäàïòèâíîãî êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîãî àëãîðèòìà // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþ-

òåðíûå íàóêè. 2010. � 3. Ñ. 141�154.

3. Äàóòîâ P.Ç. Ïðîãðàììèðîâàíèå ÌÊÝ â MATLAB. Êàçàíü: Ê�Ó, 2010. 71 ñ.

4. Øàáðîâ Í.Í. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàñ÷åòàõ äåòàëåé òåïëîâûõ äâèãàòåëåé. Ë.: Ìàøèíî-

ñòðîåíèå, 1983. 212 ñ.

5. Íîâèêîâ À.Ê., Êîïûñîâ Ñ.Ï., Êóçüìèí È.Ì., Íåäîæîãèí Í.Ñ. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèö êîíå÷íî-

ýëåìåíòíûõ ñèñòåì â GPGPU // Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.

2014. � 3 (1). Ñ. 120�125.

6. Êîïûñîâ Ñ.Ï., Êóçüìèí È.Ì., Íåäîæîãèí Í.Ñ., Íîâèêîâ À.Ê., �û÷êîâ Â.Í., Ñàãäååâà Þ.À., Òîí-

êîâ Ë.Å. Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àëãîðèòìîâ íà ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ

â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå FEStudio // Êîìïüþòåðíûå èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 6.

� 1. Ñ. 79�97.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 01.10.2015

Íîâèêîâ Àëåêñàíäð Êîíñòàíòèíîâè÷, ê.�.-ì. í., ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓðÎ

�ÀÍ, 426067, �îññèÿ, ã. Èæåâñê, óë. Ò. Áàðàìçèíîé, 34.

E-mail: s_work�mail.ru

Êóçüìèí Èãîðü Ìèõàéëîâè÷, ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ, 426067,

�îññèÿ, ã. Èæåâñê, óë. Ò. Áàðàìçèíîé, 34.

E-mail: imkuzmin�gmail.om

Íåäîæîãèí Íèêèòà Ñåðãååâè÷, ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ, 426067,

�îññèÿ, ã. Èæåâñê, óë. Ò. Áàðàìçèíîé, 34.

E-mail: nedozhogin�inbox.ru

130



A.K. Novikov, I.M. Kuz’min, N. S. Nedozhogin

Several features of the finite element technologies for hybrid computational architecture

Keywords: parallel computation, finite elements method, Dirichlet boundary conditions, hybrid computational archi-
tecture.

MSC: 65M60, 65Y05

We consider the features of parallel finite element computation using hybrid architectures related to the boundary
conditions of the first kind (the Dirichlet conditions). Variants of the Dirichlet conditions setting in finite element
system of equations forming and solving are compared to ensure the preservation of the symmetry of the coefficient
matrix.
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