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Èññëåäóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî óëüòðà�èëüòðîâ ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â åñòåñòâåííîì îñíà-

ùåíèè, ïîäîáíîì èñïîëüçóåìîìó ïðè ïîñòðîåíèè êîìïàêòà Ñòîóíà. Ïîêàçàíî, ÷òî óïîìÿíóòîå ïðîñòðàíñòâî

óëüòðà�èëüòðîâ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûì êîìïàêòîì. �àññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ â ïðî-

ñòðàíñòâå óëüòðà�èëüòðîâ, ìàæîðèðóþùèõ (âñÿêèé ðàç) �èëüòð îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé �èêñèðîâàííîé òî÷-

êè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ïîïàðíóþ äèçúþíêòíîñòü è ðàçëè÷èìîñòü

ìíîæåñòâ äàííîãî ñåìåéñòâà; â ÷àñòíîñòè, ââåäåíà ñïåöèàëüíàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè, ñâÿçàííàÿ ñ îáåñïå÷åíèåì

óïîìÿíóòîé ðàçëè÷èìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îêðåñòíîñòü, òîïîëîãèÿ, óëüòðà�èëüòð, öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà.

Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1,2℄ è ñîäåðæèò îáîáùåíèå íåêîòîðûõ ïîëîæå-

íèé [3℄, êàñàþùèõñÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà ¾îòêðûòûõ¿ óëüòðà�èëüòðîâ (ó/�).

Ìàòåðèàë ñòàòüè ñîãëàñóåòñÿ ñ äîêëàäîì àâòîðîâ [4℄ íà êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè çà-

ìå÷àòåëüíûõ ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ Í.Â. Àçáåëåâà è Å.Ë. Òîíêîâà. Èõ óñèëèÿìè áûëè ñîçäàíû

íàó÷íûå øêîëû, ïîëó÷èâøèå çàñëóæåííîå ïðèçíàíèå â �îññèè è çà åå ïðåäåëàìè. Îñîáî ñëåäó-

åò îòìåòèòü äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè äè��åðåíöèàëüíûõ è �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Áîëüøîé âêëàä áûë âíåñåí Í.Â. Àçáåëåâûì

è Å.Ë. Òîíêîâûì â ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Èõ ó÷åíèêè óñïåøíî ðàáîòàþò

âî ìíîãèõ óíèâåðñèòåòàõ �îññèè è äðóãèõ ñòðàí.

Ïðè ýòîì è Í.Â. Àçáåëåâ, è Å.Ë. Òîíêîâ ïîíèìàëè çíà÷åíèå è äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñ-

öèïëèí, íå ñâÿçàííûõ óæå íåïîñðåäñòâåííî ñ èõ ðàáîòàìè. Òàê, íàïðèìåð, Å.Ë. Òîíêîâ ãîâîðèë

îäíîìó èç àâòîðîâ î òîì, ÷òî âàæíî âîçðîæäåíèå îáùåé òîïîëîãèè; ñåé÷àñ â Èæåâñêå àêòèâíî

ðàáîòàåò ãðóïïà èññëåäîâàòåëåé, ðóêîâîäèìàÿ À.À. �ðûçëîâûì. Äàííîå êëàññè÷åñêîå íàïðàâ-

ëåíèå óñïåøíî ðàçâèâàåòñÿ, ÷òî îêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíîå âëèÿíèå è íà ðàáîòû â îáëàñòè

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå íà èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèìûå â Åêàòåðèíáóðãå.

� 1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ ñèìâîëèêó. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíî-

æåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà. Êàæäîìó îáúåêòó x
ñîïîñòàâëÿåì ñèíãëåòîí {x}, ñîäåðæàùèé x â êà÷åñòâå ýëåìåíòà. ×åðåç P(X) îáîçíà÷àåì ñå-

ìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) ìíîæåñòâà X, P ′(X)
△
= P(X)\{∅}. Åñëè X � ñåìåéñòâî, à Y �

ìíîæåñòâî, òî X|Y
△
= {X

⋂

Y : X ∈ X} ∈ P(P(Y )). Åñëè æå S � ìíîæåñòâî è S ∈ P ′(P(S)),

òî CS[S]
△
= {S \ S : S ∈ S} ∈ P ′(P(S)) åñòü ñåìåéñòâî, äâîéñòâåííîå ïî îòíîøåíèþ ê S.

Äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ñåìåéñòâà T ïîíèìàåì {
⋃

}(T ) è {
⋂

}(T ) â ñìûñëå [5, (1.2)℄ è [5, (1.3)℄

ñîîòâåòñòâåííî.

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà: π-ñèñòåìû, ðåøåòêè, òîïîëîãèè. Ôèêñèðóåì
äî êîíöà ñòàòüè íåïóñòîå ìíîæåñòâî E. Òîãäà

π[E]
△
= { E ∈ P ′(P(E))| (∅ ∈ E)&(E ∈ E)&( A

⋂

B ∈ E ∀A ∈ E ∀B ∈ E)}

åñòü ñåìåéñòâî âñåõ π-ñèñòåì ï/ì E  ¾íóëåì¿ è ¾åäèíèöåé¿;

(top)[E]
△
=

{

τ ∈ π[E]
∣

∣

⋃

G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)
}

1

�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíòû ��13�01�00304, 13�04�00847).
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åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òîïîëîãèé íà E;

(LAT)0[E]
△
= {L ∈ π[E]| A

⋃

B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈ L}

åñòü ñåìåéñòâî âñåõ ðåøåòîê ï/ì E  ¾íóëåì¿ è ¾åäèíèöåé¿; (top)[E] ⊂ (LAT)0[E] ⊂ π[E]. Ïðè
τ ∈ (top)[E] è A ∈ P(E) ÷åðåç cl(A, τ) îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå A â ÒÏ (E, τ).

Ôèëüòðû π-ñèñòåì. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà �èëüòðîâ è ó/� ïðîèçâîëüíîé

π-ñèñòåìû ï/ì E. Èòàê, �èêñèðóåì äî êîíöà ðàçäåëà π-ñèñòåìó E ∈ π[E] è ïîëàãàåì, ÷òî

F
∗(E)

△
= {F ∈ P ′(E\

{

∅})|(A
⋂

B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&
(

∀F ∈ F ∀Σ ∈ E (F ⊂ Σ) =⇒ (Σ ∈ F)
)}

,

(1.1)

F
∗
0(E)

△
= {U ∈ F

∗(E)| ∀F ∈ F
∗(E) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} (1.2)

((1.1) è (1.2) � íåïóñòûå ñåìåéñòâà; çàìåòèì òàêæå, ÷òî â (1.1), (1.2) äîïóñòèìî ïîëàãàòü E ∈

(top)[E]). Ïîëàãàåì ΦE(Σ)
△
= {U ∈ F

∗
0(E)|Σ ∈ U} ∀Σ ∈ E . Â âèäå (UF)[E; E ]

△
= {ΦE (Σ): Σ ∈ E}

ïîëó÷àåì íåïóñòîå ñåìåéñòâî ï/ì F
∗
0(E). Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì [5, § 1℄, â âèäå

(clos)[F∗
0(E)] =

{

F ∈ P ′
(

P(F∗
0

(

E)
)

)

| (∅ ∈ F)&
(

F
∗
0(E) ∈ F

)

&(A
⋃

B ∈ F

∀A ∈ F ∀B ∈ F)&
(
⋂

H∈H

H ∈ F ∀H ∈ P ′(F)
)}

ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ çàìêíóòûõ òîïîëîãèé [6℄ íà ìíîæåñòâå F
∗
0(E); äàëåå (op−BAS)[F∗

0(E)]
è (cl − BAS)[F∗

0(E)] ïîíèìàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ñìûñëå [5, (1.16)℄ è [5, (1.17)℄ (ñåìåéñòâà

îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ áàç íà F
∗
0(E)). ßñíî, ÷òî

({

⋃

}

(B) ∈ (top)[F∗
0(E)] ∀B ∈ (op− BAS)[F∗

0(E)]
)

&
({

⋂

}

(B̃) ∈ (clos)[F∗
0(E)] ∀B̃ ∈ (cl− BAS)[F∗

0(E)]
)

(ââåäåíû òîïîëîãèè (îòêðûòûå è çàìêíóòûå [6℄), ïîðîæäåííûå ñîîòâåòñòâóþùèìè áàçàìè);

(UF)[E; E ] ∈ (op− BAS)[F∗
0(E)], à òîïîëîãèÿ

T∗
E [E]

△
=

{

⋃

}(

(UF)[E; E ]
)

= {G ∈ P
(

F
∗
0(E)

)

| ∀U ∈ G ∃U ∈ U : ΦE(U) ⊂ G} ∈ (top)[F∗
0(E)] (1.3)

ïðåâðàùàåò F
∗
0(E) â T2-ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà E ∈ (LAT)0[E]. Òîãäà

[5, § 6℄ (UF)[E; E ] ∈ (cl − BAS)[F∗
0(E)] è {

⋂

}
(

(UF)[E; E ]
)

∈ (clos)[F∗
0(E)], à (îòêðûòàÿ) òîïîëîãèÿ

T0
E [E]

△
= CF∗

0
(E)[{

⋂

}
(

(UF)[E; E ]
)

] ∈ (top)[F∗
0(E)]

ïðåâðàùàåò F
∗
0(E) â êîìïàêòíîå T1-ïðîñòðàíñòâî (ñì. [5, ïðåäëîæåíèå 6.1℄); èòàê, íà F

∗
0(E)

îïðåäåëåíû (ïðè E ∈ (LAT)0[E]) äâå õàðàêòåðíûå òîïîëîãèè: T∗
E [E] è T0

E [E]. Ñîãëàñíî

[2, ïðåäëîæåíèå 4.1℄ T0
E [E] ⊂ T∗

E [E].

� 2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòêðûòûõ óëüòðà�èëüòðîâ

Ôèêñèðóåì äî êîíöà ñòàòüè ïðîèçâîëüíóþ òîïîëîãèþ τ ∈ (top)[E], ïîëó÷àÿ òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (ÒÏ) (E, τ), ãäå E � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ýòîì ñëó÷àå

τ ∈ (LAT)0[E], à ïîòîìó èìååì òîïîëîãèè T∗
τ [E] è T0

τ [E] íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå F
∗
0(τ). Òîãäà

[2, (8.12)℄

T0
τ [E] = T∗

τ [E]; (2.1)

ïîëó÷àþùååñÿ ïðè îñíàùåíèè ìíîæåñòâà F
∗
0(τ) òîïîëîãèåé (2.1) ïðîñòðàíñòâî

(F∗
0(τ),T

∗
τ [E]) = (F∗

0(τ),T
0
τ [E]) (2.2)

åñòü íåïóñòîé íóëüìåðíûé êîìïàêò (ñì. [2, (8.14)℄). Ìû ïðèâåäåì íèæå íåêîòîðûå äîïîëíè-

òåëüíûå ñâîéñòâà óïîìÿíóòîãî ÒÏ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè G ∈ P ′(τ) îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî
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Φτ (
⋃

G∈G

G) ∈ T∗
τ [E]

⋂

CF∗

0
(τ)[T

∗
τ [E]] (2.3)

è, áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φτ (
⋃

G∈G

G) = cl(
⋃

G∈G

Φτ (G),T∗
τ [E]). (2.4)

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Ïðîâåðèì (2.4). Èç îïðåäåëåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ∀G1 ∈ τ ∀G2 ∈ τ

(G1 ⊂ G2) =⇒
(

Φτ (G1) ⊂ Φτ (G2)
)

.

Ïîýòîìó èç (2.3) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

cl
(

⋃

G∈G

Φτ (G),T∗
τ [E]

)

⊂ Φτ

(

⋃

G∈G

G
)

.

Ïóñòü U ∈ Φτ

(
⋃

G∈G

G
)

. Òîãäà èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî

(
⋃

G∈G

G
)
⋂

U 6= ∅ ∀U ∈ U. Ñåìåéñòâî U
△
=

△
= {Φτ (U) : U ∈ U} åñòü ëîêàëüíàÿ áàçà ÒÏ (2.2) â òî÷êå U. Ïóñòü V ∈ U. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî Γ ∈ G
èìååì Γ

⋂

V ∈ τ \ {∅} è (ñì. (1.1))

Φτ (Γ
⋂

V ) = Φτ (Γ)
⋂

Φτ (V ) 6= ∅.

Òåì áîëåå

(
⋃

G∈G

Φτ (G)
)
⋂

Φτ (V ) 6= ∅. Ïîñêîëüêó âûáîð V áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

(

⋃

G∈G

Φτ (G)
)

⋂

H 6= ∅ ∀H ∈ U.

Â ýòîì ñëó÷àå U ∈ cl
(
⋃

G∈G

Φτ (G),T∗
τ [E]

)

, ÷åì çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà âëîæåíèÿ

Φτ

(

⋃

G∈G

G
)

⊂ cl
(

⋃

G∈G

Φτ (G),T∗
τ [E]

)

,

à ñëåäîâàòåëüíî è ðàâåíñòâà (2.4). �

Ïîñêîëüêó áàçà (UF)[E; τ ] ∈ (op − BAS)[F0(E)] ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ (2.1), èç (2.4) âûòåêàåò

ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè [7, . 540℄ ÒÏ (2.2).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Òîïîëîãèÿ (2.1) ïðåâðàùàåò F
∗
0(τ) â ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîå ÒÏ.

Òàêèì îáðàçîì, (2.2) åñòü (íåïóñòîé) ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò.

Åñëè G ∈ P(τ), òî ïîëàãàåì, ÷òî F
∗
0(τ | G)

△
= {U ∈ F

∗
0(τ)|G ⊂ U}. Â êà÷åñòâå G ìîæíî

èñïîëüçîâàòü òðèâèàëüíûé îòêðûòûé �èëüòð

N0
τ (x)

△
= {G ∈ τ |x ∈ G} ∈ F

∗(τ),

ãäå x ∈ E. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x)

)

∈ CF∗

0
(τ)

[

T∗
τ [E]

]

\{∅} ∀x ∈ E. (2.5)

Ñåìåéñòâà (2.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ïðèâÿçêå ê ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ìíîæåñòâà E.Ìîæ-

íî ïðèíÿòü, ÷òî ñåìåéñòâî (2.5) � ýòî (âñÿêèé ðàç) íåêàÿ óêðóïíåííàÿ òî÷êà. Ñëåäóÿ èäåéíî [3℄,

ââåäåì òàêæå îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâ (2.5), ïîëó÷àÿ, ÷òî

(τ −Abs)[E]
△
=

⋃

x∈E

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x)

)

∈ P ′
(

F
∗
0(τ)

)

. (2.6)

Ìíîæåñòâî (2.6) � àíàëîã àáñîëþòà [3℄. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ìíîæåñòâî (2.6) âñþäó ïëîòíî â ÒÏ (2.2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü U ∈ F
∗
0(τ) è V ∈ U. Òîãäà V ∈ τ \{∅}. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì

ïðîèçâîëüíî v ∈ V è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F
∗
0

(

τ |N0
τ (v)

)

, äëÿ êîòîðîãî (ñì. (2.6))

F
∗
0

(

τ |N0
τ (v)

)

⊂ (τ −Abs)[E].

Ïðè ýòîì V ∈ N0
τ (v). Ñ ó÷åòîì (2.5) âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ó/� W ∈ F

∗
0

(

τ |N0
τ (v)

)

, ïîëó÷àÿ,
â ÷àñòíîñòè, ÷òî W ∈ (τ −Abs)[E]. Âìåñòå ñ òåì N0

τ (v) ⊂ W, à ïîòîìó V ∈ W è, êàê ñëåäñòâèå,

W ∈ Φτ (V ). Ïîñêîëüêó âûáîð V áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

Φτ (U)
⋂

(τ −Abs)[E] 6= ∅ ∀U ∈ U.

Ýòî îçíà÷àåò (ñì. (1.3)), ÷òî U ∈ cl
(

(τ −Abs)[E],T∗
τ [E]

)

. Èòàê, F∗
0(τ) ⊂ cl

(

(τ −Abs)[E],T∗
τ [E]

)

.
�

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïðîñòðàíñòâî

(

(τ −Abs)[E],T∗
τ [E]

∣

∣

(τ−Abs)[E]

)

ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëàãàåì äëÿ êðàòêîñòè, ÷òî

θ
△
= T∗

τ [E]
∣

∣

(τ−Abs)[E]
,

ïîëó÷àÿ â âèäå

(

(τ −Abs)[E]), θ
)

ïîäïðîñòðàíñòâî ÒÏ (2.2). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé [7, 6.2.26℄:

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ∀G1 ∈ T∗
τ [E] ∀G2 ∈ T∗

τ [E]

(G1

⋂

G2 = ∅) =⇒
(

cl(G1,T
∗
τ [E])

⋂

cl(G2,T
∗
τ [E]) = ∅

)

. (2.7)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî Γ1 ∈ θ è Γ2 ∈ θ ñî ñâîéñòâîì Γ1
⋂

Γ2 = ∅. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ

G
(1) ∈ T∗

τ [E] è G
(2) ∈ T∗

τ [E] ðåàëèçóþòñÿ ðàâåíñòâà

(

Γ1 = (τ −Abs)[E]
⋂

G
(1)

)

&
(

Γ2 = (τ −Abs)[E]
⋂

G
(2)

)

. (2.8)

Òîãäà G
(1)

⋂

G
(2) = ∅. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ïðîòèâíîå: G

(1)
⋂

G
(2) 6= ∅. Òîãäà W

△
=

△
= G

(1)
⋂

G
(2) ∈ T∗

τ [E]. Ïóñòü W ∈ W. Òîãäà W ∈ N0
T∗

τ
[E](W), à ïîòîìó (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.2)

W

⋂

(τ −Abs)[E] 6= ∅. (2.9)

Ïðè ýòîì W
⋂

(τ −Abs)[E] = Γ1
⋂

Γ2 â ñèëó (2.8), à ïîòîìó (2.9) íåâîçìîæíî ïî âûáîðó Γ1,Γ2.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî G1

⋂

G2 = ∅, à òîãäà èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

cl(G(1),T∗
τ [E])

⋂

cl(G(2),T∗
τ [E]) = ∅.

Íî cl(Γ1,T
∗
τ [E]) ⊂ cl(G(1),T∗

τ [E]) è cl(Γ2,T
∗
τ [E]) ⊂ cl(G(2),T∗

τ [E]), à ïîòîìó

cl(Γ1,T
∗
τ [E])

⋂

cl(Γ2,T
∗
τ [E]) = ∅,

îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî cl(Γ1, θ)
⋂

cl(Γ2, θ) = ∅. Èòàê,

(Γ1

⋂

Γ2 = ∅) =⇒
(

cl(Γ1, θ)
⋂

cl(Γ2, θ) = ∅
)

.

Ñíîâà èñïîëüçóÿ [7, 6.2.26℄, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2. Îòìåòèì îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî îòêðûòûõ óëüòðà�èëüòðîâ:

(τ −Dens)[E]
△
= {G ∈ τ | cl(G, τ) = E} ⊂ U ∀U ∈ F

∗
0(τ).
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� 3. Ïðîáëåìà ðàçëè÷èìîñòè ìíîæåñòâ (2.5)

�àññìîòðèì âîïðîñû î òîì, êîãäà ïðè x1 ∈ E è x2 ∈ E \ {x1} èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x1)

)

6= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x2)

)

è F
∗
0

(

τ |N0
τ (x1)

)
⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x2)

)

= ∅.Íà÷íåì ñî âòîðîãî, èìåÿ â âè-

äó àíàëîãèè ñ [3℄.

Èòàê, ïóñòü x̄1 ∈ E, x̄2 ∈ E è x̄1 6= x̄2. Ïóñòü ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ G1 ∈ N0
τ (x̄1)

è G2 ∈ N0
τ (x̄2) èìååò ìåñòî G1

⋂

G2 = ∅. Òîãäà

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

= ∅. (3.1)

Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü Ū ∈ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)
⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

. Òîãäà N0
τ (x̄1) ⊂ Ū

èN0
τ (x̄2) ⊂ Ū.Ïîýòîìó G1

⋂

G2 6= ∅, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, (3.1) óñòàíîâëåíî. Ïîñêîëüêó âûáîð
G1 è G2 áûë ïðîèçâîëüíûì, èìååì èìïëèêàöèþ

(

∃G1 ∈ N0
τ (x̄1) ∃G2 ∈ N0

τ (x̄2) : G1

⋂

G2 = ∅
)

=⇒
(

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

= ∅
)

. (3.2)

Ïóñòü, íàïðîòèâ, F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)
⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

= ∅. Äîïóñòèì, îäíàêî, ÷òî

G1

⋂

G2 6= ∅ ∀G1 ∈ N0
τ (x̄1) ∀G2 ∈ N0

τ (x̄2).

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî N0
τ (x̄1)

⋃

N0
τ (x̄2) ∈ P ′(τ), êîòîðîå (ïðè íàøåì ïðåäïîëîæåíèè) öåíòðè-

ðîâàíî, ïîñëå ÷åãî ââåäåì ñåìåéñòâî T âñåõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ èçN0
τ (x̄1)

⋃

N0
τ (x̄2).

ßñíî, ÷òî T ⊂ τ. Êðîìå òîãî, T åñòü áàçà �èëüòðà, à ïîòîìó

F
△
= {G ∈ τ | ∃T ∈ T : T ⊂ G} ∈ F

∗(τ),

è äëÿ íåêîòîðîãî ó/� U ∈ F
∗
0(τ) èìååò ìåñòî F ⊂ U . Â èòîãå

N0
τ (x̄1)

⋃

N0
τ (x̄2) ⊂ T ⊂ F ⊂ U ,

÷òî äîñòàâëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî U ∈ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)
⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæ-
íî, à ñòàëî áûòü, ∃G1 ∈ N0

τ (x̄1) ∃G2 ∈ N0
τ (x̄2) : G1

⋂

G2 = ∅. Ïîëó÷èëè èìïëèêàöèþ, ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ (3.2), è, ïîñêîëüêó âûáîð x̄1 è x̄2 áûë ïðîèçâîëüíûì, èìååì ∀x1 ∈ E ∀x2 ∈ E \ {x1}

(

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x1)

)

⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x2)

)

= ∅
)

⇐⇒
(

∃G1 ∈ N0
τ (x1) ∃G2 ∈ N0

τ (x2) : G1

⋂

G2 = ∅
)

. (3.3)

Èç (3.3) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) (E, τ) åñòü T2-ïðîñòðàíñòâî;

2) F∗
0

(

τ |N0
τ (x1)

)
⋂

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x2)

)

= ∅ ∀x1 ∈ E ∀x2 ∈ E \ {x1}.

Âåðíåìñÿ ê ïåðâîìó âîïðîñó (ñì. íà÷àëî íàñòîÿùåãî ðàçäåëà).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êè x1 ∈ E è x2 ∈ E T[0]-îòäåëèìû â (E, τ),
åñëè

(

∃G1 ∈ τ :
(

x1 ∈ cl(G1, τ)
)

&
(

x2 /∈ cl(G1, τ)
)

)

∨
(

∃G2 ∈ τ :
(

x1 /∈ cl(G2, τ)
)

&
(

x2 ∈ cl(G2, τ)
)

)

.

(3.4)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2. Ïóñòü òî÷êè x̄1 ∈ E è x̄2 ∈ E \{x̄1} T[0]-îòäåëèìû â (E, τ). Òîãäà

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

6= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïåðâàÿ âîçìîæ-

íîñòü â (3.4): äëÿ íåêîòîðîãî V ∈ τ èìååì x̄1 ∈ cl(V, τ) è x̄2 /∈ cl(V, τ) Òîãäà V
⋂

G 6= ∅

∀G ∈ N0
τ (x̄1). Â ýòîì ñëó÷àå A

△
= N0

τ (x̄1)
⋃

{V } åñòü öåíòðèðîâàííîå ïîäñåìåéñòâî τ, à ñå-

ìåéñòâî B âñåõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ èç A ÿâëÿåòñÿ áàçîé �èëüòðà; ïîýòîìó

G
△
= {G ∈ τ | ∃B ∈ B : B ⊂ G} ∈ F

∗(τ), ïðè÷åì G ⊂ U äëÿ íåêîòîðîãî ó/� U ∈ F
∗
0(τ). Òî-

ãäà A ⊂ B ⊂ G ⊂ U (íàïîìíèì, ÷òî B ⊂ τ). Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, N0
τ (x̄1) ⊂ U , à ïîòîìó

U ∈ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

. Âìåñòå ñ òåì U /∈ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

. Äåéñòâèòåëüíî, W
△
= E \ cl(V, τ) ∈ τ, ïðè-

÷åì x̄2 ∈ W. Ñòàëî áûòü, W ∈ N0
τ (x̄2), ïðè÷åì V

⋂

W = ∅ (â ñàìîì äåëå, V ⊂ cl(V, τ)), ãäå
V ∈ U . Ïî àêñèîìàì �èëüòðà W /∈ U , à ïîòîìó W ∈ N0

τ (x̄2) \ U è, ñòàëî áûòü, N0
τ (x̄2) \ U 6= ∅;

èòàê, U /∈ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

, òî åñòü

U ∈ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

\F∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

.

Â èòîãå F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

6= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

. Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü â (3.4) ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó

ðåçóëüòàòó, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. �

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.3. Ïóñòü x̄1 ∈ E, x̄2 ∈ E\{x̄1} è ïðè ýòîì F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

6= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

.
Òîãäà òî÷êè x̄1 è x̄2 T[0]-îòäåëèìû â (E, τ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (3.4) íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

(

∀G1 ∈ τ :
(

x̄1 /∈ cl(G1, τ)
)

∨
(

x̄2 ∈ cl(G1, τ)
)

)

&
(

∀G2 ∈ τ :
(

x̄1 ∈ cl(G2, τ)
)

∨
(

x̄2 /∈ cl(G2, τ)
)

)

.

Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî G ∈ τ, ïîëó÷àÿ, êàê ñëåäñòâèå, ÷òî

(

(

x̄1 /∈ cl(G, τ)
)

∨
(

x̄2 ∈ cl(G, τ)
)

)

&
(

(

x̄1 ∈ cl(G, τ)
)

∨
(

x̄2 /∈ cl(G, τ)
)

)

. (3.5)

Åñëè x̄1 ∈ cl(G, τ), òî ⌉
(

x̄1 /∈ cl(G, τ)
)

è (ñì. (3.5)) x̄2 ∈ cl(G, τ). Èòàê,

(

x̄1 ∈ cl(G, τ)
)

=⇒
(

x̄2 ∈ cl(G, τ)
)

. (3.6)

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

(

x̄2 ∈ cl(G, τ)
)

=⇒
(

x̄1 ∈ cl(G, τ)
)

; ñ ó÷åòîì (3.6) ýòî îçíà÷àåò,

êîëü ñêîðî âûáîð G áûë ïðîèçâîëüíûì, ÷òî ∀G ∈ τ

(

x̄1 ∈ cl(G, τ)
)

⇐⇒
(

x̄2 ∈ cl(G, τ)
)

. (3.7)

Òîãäà F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü V ∈ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

; ïóñòü, êðîìå òîãî,
V ∈ V. Ïðè ýòîì N0

τ (x̄1) ⊂ V. Òîãäà x̄1 ∈ cl(V, τ) (äåéñòâèòåëüíî, ïðè x̄1 /∈ cl(V, τ) èìååì

E\cl(V, τ) ∈ N0
τ (x̄1) è, â ÷àñòíîñòè, E\cl(V, τ) ∈ V, ïðè÷åì V

⋂
(

E\cl(V, τ)
)

= ∅, ÷òî íåâîçìîæíî
ïî àêñèîìàì �èëüòðà, òàê êàê V ∈ V). Ïðè ýòîì, îäíàêî, â ñèëó (3.7)

(

x̄1 ∈ cl(V, τ)
)

⇐⇒
(

x̄2 ∈ cl(V, τ)
)

è, êàê ñëåäñòâèå, x̄2 ∈ cl(V, τ). Òîãäà G
⋂

V 6= ∅ ∀G ∈ N0
τ (x̄2). Ïîñêîëüêó âûáîð V áûë ïðîèç-

âîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî G
⋂

U 6= ∅ ∀U ∈ V ∀G ∈ N0
τ (x̄2). Òîãäà â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè V

èìååì, ÷òî N0
τ (x̄2) ⊂ V, òî åñòü V ∈ F

∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

. Óñòàíîâèëè âëîæåíèå

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

⊂ F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

. (3.8)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

⊂F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.8)),
íóæíîå ðàâåíñòâî

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

(3.9)

óñòàíîâëåíî. Èòàê, åñëè (3.4) íå âûïîëíåíî, òî ñïðàâåäëèâî (3.9). Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî

ïðè F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄1)

)

6= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x̄2)

)

íåïðåìåííî èìååò ìåñòî (3.4), òî åñòü x̄1 è x̄2 T[0]-îòäåëèìû

â (E, τ). �

Èç ïðåäëîæåíèé 3.2 è 3.3 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
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Òå î ð å ì à 3.1. Åñëè x1 ∈ E è x2 ∈ E \ {x1}, òî ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) F∗
0

(

τ |N0
τ (x1)

)

6= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x2)

)

;
2) òî÷êè x1 è x2 T[0]-îòäåëèìû â (E, τ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Áóäåì íàçûâàòü (E, τ) T[0]-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ïðè âñÿêîì âûáîðå

x1 ∈ E è x2 ∈ E \ {x1} òî÷êè x1, x2 T[0]-îòäåëèìû â (E, τ).

Èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 ñëåäóåò òåïåðü

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû

F
∗
0

(

τ |N0
τ (x1)

)

6= F
∗
0

(

τ |N0
τ (x2)

)

∀x1 ∈ E ∀x2 ∈ E \ {x1},

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (E, τ) áûëî T[0]-ïðîñòðàíñòâîì.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.4. Èç òîãî, ÷òî (E, τ) åñòü T2-ïðîñòðàíñòâî, ñëåäóåò, ÷òî (E, τ)
ÿâëÿåòñÿ T[0]-ïðîñòðàíñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (E, τ) åñòü T2-ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü, äàëåå, x1 ∈E, x2 ∈E \ {x1}.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ G1 ∈ N0

τ (x1) è G2 ∈ N0
τ (x2) èìååì G1

⋂

G2 = ∅. Ïðè ýòîì E \ G2 åñòü

çàìêíóòîå â (E, τ) ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî G1 ⊂ E \ G2. Òîãäà cl(G1, τ) ⊂ E \ G2, à ïîòî-

ìó x2 /∈ cl(G1, τ), ãäå x1 ∈ cl(G1, τ). Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ 3.1 ïîëó÷àåì (ïîñêîëüêó x1 è x2
âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî), ÷òî (E, τ) åñòü T[0]-ïðîñòðàíñòâî.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.5. Èç òîãî, ÷òî (E, τ) åñòü T[0]-ïðîñòðàíñòâî, ñëåäóåò, ÷òî (E, τ)
ÿâëÿåòñÿ T0-ïðîñòðàíñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (E, τ) åñòü T[0]-ïðîñòðàíñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî x̄1 ∈ E
è x̄2 ∈ E \ {x̄1}. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1 èìååì ñâîéñòâî (3.4). Ïóñòü V ∈ τ òàêîâî, ÷òî

(

x̄1 ∈ cl(V, τ)
)

&
(

x̄2 /∈ cl(V, τ)
)

. (3.10)

Òîãäà W
△
= E \ cl(V, τ) ∈ τ è ïðè ýòîì x̄1 /∈ W. Âìåñòå ñ òåì x̄2 ∈ W ñîãëàñíî (3.10), à òîãäà

W ∈ N0
τ (x̄2). Èòàê,
(

∃G1 ∈ τ :
(

x̄1 ∈ cl(G1, τ)
)

&
(

x̄2 /∈ cl(G1, τ)
)

)

=⇒
(

∃G ∈ N0
τ (x̄2) : x̄1 /∈ G

)

. (3.11)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ èñòèííîñòü èìïëèêàöèè

(

∃G2 ∈ τ :
(

x̄1 /∈ cl(G2, τ)
)

&
(

x̄2 ∈ cl(G2, τ)
)

)

=⇒
(

∃G ∈ N0
τ (x̄1) : x̄2 /∈ G

)

.

Ñ ó÷åòîì (3.11) ïîëó÷àåì òåïåðü (íàïîìíèì îá èñòèííîñòè (3.4)), ÷òî

(

∃G′ ∈ N0
τ (x̄1) : x̄2 /∈ G′

)

∨
(

∃G′′ ∈ N0
τ (x̄2) : x̄1 /∈ G′′

)

.

Ïîñêîëüêó x̄1 è x̄2 âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, óñòàíîâëåíî, ÷òî (E, τ) åñòü T0-ïðîñòðàíñòâî. �

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Èç òîãî, ÷òî (E, τ) åñòü T1-ïðîñòðàíñòâî, íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî (E, τ)

ÿâëÿåòñÿ T[0]-ïðîñòðàíñòâîì. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü E = {1; 2; . . .} (íàòóðàëüíûé ðÿä), à K åñòü def ñå-

ìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ï/ì E. �àññìîòðèì ñëó÷àé τ
△
= {E \ K : K ∈ K}

⋃

{∅}. Òîãäà (E, τ) åñòü

T1-ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî (E, τ) íå ÿâëÿåòñÿ T[0]-ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ñåìåéñòâî âñåõ

çàìêíóòûõ â (E, τ) ï/ì E åñòü K
⋃

{E}. Åñëè ïðåäïîëîæèòü âûïîëíåíèå (3.4) äëÿ íåêîòîðûõ x1 ∈ E

è x2 ∈ E \ {x1}, òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü îòêðûòîå â (E, τ) ìíîæåñòâî G, çàìûêàíèå êîòîðîãî, òî åñòü

ìíîæåñòâî cl(G, τ), ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó èç {x1;x2}. Òîãäà G 6= ∅, à ïîòîìó îíî áåñêîíå÷íî, è,

ñòàëî áûòü, cl(G, τ) = E, òàê êàê G ⊂ cl(G, τ). Íî òîãäà ïðè x1 ∈ E è x2 ∈ E \ {x1} (3.4) íåâîçìîæíî.

Èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 èìååì, ÷òî (E, τ) íå ÿâëÿåòñÿ T[0]-ïðîñòðàíñòâîì.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Åñëè (E, τ) ÿâëÿåòñÿ T0-ïðîñòðàíñòâîì, íî íå T1-ïðîñòðàíñòâîì, òî òàêæå âîç-

ìîæåí ñëó÷àé, êîãäà (E, τ) íå åñòü T[0]-ïðîñòðàíñòâî. Â ñàìîì äåëå, ñíîâà ïîëàãàåì E = {1; 2; . . .}, à τ

îïðåäåëÿåì óñëîâèåì τ = {−−→n,∞ : n ∈ E}
⋃

{∅}, ãäå −−−→m,∞
△
= {k ∈ E|m 6 k} ∀m ∈ E. Çäåñü ñåìåéñòâî

ï/ì E, çàìêíóòûõ â (E, τ), èìååò âèä {1, n : n ∈ E}
⋃

{∅;E}, ãäå 1,m
△
= {k ∈ E| k 6 m} ∀m ∈ E. Ïðè

ýòîì êàæäîå ìíîæåñòâî G ∈ τ \ {∅} åñòü

−−→n,∞ ïðè íåêîòîðîì n ∈ E, à ïîòîìó cl(G, τ) = E. Â äàííîì

ñëó÷àå (3.4) íåâîçìîæíî, à ñòàëî áûòü, (E, τ) íå åñòü T[0]-ïðîñòðàíñòâî (ó÷èòûâàåì, ÷òî cl(∅, τ) = ∅).

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, (E, τ) åñòü T0-, íî íå T1-ïðîñòðàíñòâî. �
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Some properties of open ultrafilters
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We study the space of ultrafilters for an arbitrary topological space under natural equipment similar to that used in
construction of Stone compactum. It is showed that above ultrafilters space is extremely disconnected compactum.
We consider the families of sets in the space of ultrafilters majorizing (any time) the filter of open neighborhoods
of a fixed point of initial space. Conditions guaranteeing mutually disjointness and distinguishability of sets for the
given family are investigated; in particular, a special axiom of separability connected with support of mentioned
distinguishability is introduced.
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