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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñè-

ñòåì, ìîäåëè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ïðåäëàãàþòñÿ íî-

âûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé âñïîìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ îáðûâàìè

è âåòâëåíèÿìè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ îáðûâîâ è âåòâëåíèé ïðèìåíÿåòñÿ

òîëüêî îïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé ýòèõ ïîòîêîâ. Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ

ðàáîòàõ è áàçèðóþùèõñÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà ¾ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ¿, íîâûé âàðèàíò íå òðåáóåò �îðìè-

ðîâàíèÿ îòäåëüíîé ñåòêè äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìîäåëü îáúåêòà íàáëþäåíèÿ. Ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû ïðîùå, îíè ïðåäïî÷òèòåëüíåå

äëÿ îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ, îïòèìàëüíàÿ �èëüòðàöèÿ, ïðîãíîçèðîâàíèå, ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðî-

âàíèå, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü îáúåêòà íàáëþäåíèÿ, îïèñûâàåìóþ ñòîõàñòè÷åñêèì äè��å-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Èòî [4℄:

dX(t) = f
(

t,X(t)
)

dt+ σ
(

t,X(t)
)

dW (t), X(t0) = X0, (1.1)

ãäå X ∈ Rn
� âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, t ∈ [t0, T +∆(T )] � âðåìÿ; f(t, x) : [t0, T +∆(T )]×Rn → R

n
�

âåêòîð-�óíêöèÿ ðàçìåðîâ n× 1; σ(t, x) : [t0, T +∆(T )]×Rn → R
n×s

� ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ

ðàçìåðîâ n× s; ∆(t) : [t0, T ] → [0,+∞) � âåëè÷èíà îïåðåæåíèÿ ïî âðåìåíè:

max
t∈[t0,T ]

(

t+∆(t)
)

= T +∆(T );

W (t)� s-ìåðíûé ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, íå çàâèñÿùèé îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ X0.

Ìîäåëü èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â �îðìå

Z(t) = c
(

t,X(t)
)

+ ζ(t)N(t), (1.2)

ãäå Z ∈ Rm
� âåêòîð èçìåðåíèé, t ∈ [t0, T ]; c(t, x) : [t0, T ]×Rn → R

m
� âåêòîð-�óíêöèÿ ðàç-

ìåðîâ m× 1; ζ(t) : [t0, T ] → R
m×d

� ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ ðàçìåðîâ m× d, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ

det ζ(t)ζT(t) 6= 0;

N(t) � d-ìåðíûé ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé áåëûé øóì [4, 8℄.

Çàäà÷è �èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿò â íàõîæäåíèè îöåíêè X̂(t + ∆(t)) ïî ðå-

çóëüòàòàì èçìåðåíèé Zt
0 = {Z(τ), τ ∈ [t0, t)}, äëÿ ñëó÷àÿ ∆(t) = 0 � ýòî çàäà÷à �èëüòðàöèè,

à äëÿ ∆(t) > 0 � çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Ïðè �îðìèðîâàíèè íîâûõ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, êàê

è ðàíåå [6℄, áóäåì èñõîäèòü èç íåñìåùåííîñòè îöåíêè è ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îò-

êëîíåíèÿ. Òîãäà

X̂
(

t+∆(t)
)

= M
[

X
(

t+∆(t)
)
∣

∣Zt
0

]

,

ãäå M � çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
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� 2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîé íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè

è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ëåæèò ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ Äóíêàíà�Ìîðòåíñåíà�Çàêàè, êîòîðîå îïè-

ñûâàåò ýâîëþöèþ íåíîðìèðîâàííîé àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, õàðàêòåðèçóþùåé

ðàñïðåäåëåíèå îöåíèâàåìîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðå-

íèé íà �îíå ïîìåõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì äëÿ àïðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, òî

åñòü óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà, èñïîëüçóåìûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîãíîçà âåê-

òîðà ñîñòîÿíèÿ, óðàâíåíèå Äóíêàíà�Ìîðòåíñåíà�Çàêàè ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå,

à èìåííî íåíîðìèðîâàííóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñ êîý��èöèåíòîì, çàâèñÿùèì â îáùåì ñëó-

÷àå îò âðåìåíè, âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ è òåêóùèõ èçìåðåíèé [4,7℄. Åñëè â äàí-

íîì êîý��èöèåíòå âûäåëèòü äâå ñîñòàâëÿþùèå, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ èñõîäíîãî êîý��èöèåíòà, à âòîðàÿ � ïîëîæèòåëüíûå, òî ïîëó÷åííûå êîìïîíåíòû

áóäóò èìåòü âïîëíå îïðåäåëåííûé �èçè÷åñêèé ñìûñë � ñòîê è èñòî÷íèê òåïëà èëè âåùåñòâà,

ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Äóíêàíà�Ìîðòåíñåíà�Çàêàè � ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêî-

ãî òèïà, îíî ìîæåò îïèñûâàòü ïðîöåññû òåïëîïðîâîäíîñòè è äè��óçèè. Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë

ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ � èíòåíñèâíîñòè ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ ïîãëîùåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ òðà-

åêòîðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà [1℄ ñ òåìè æå êîý��èöèåíòàìè ñíîñà è äè��óçèè, ÷òî çàäàþò

èñõîäíûé îáúåêò íàáëþäåíèÿ (1.1).

Â ðàáîòàõ [5, 6℄ ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ îöåíêà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü íàéäå-

íà ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé âñïîìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

ñ îáðûâàìè è âåòâëåíèÿìè, òî åñòü ñ ó÷åòîì ïîãëîùåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé. Êàæäàÿ

èç âåòâåé, ðàññìàòðèâàåìàÿ îòäåëüíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü òðàåêòîðèè ïðîöåññà, îïèñû-

âàåìîãî óðàâíåíèåì (1.1), ðåçóëüòàò èçìåðåíèé (1.2) îöåíèâàåìîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âëèÿåò

íà ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòîâ âðåìåíè îáðûâîâ è ïîÿâëåíèÿ íîâûõ âåòâåé. Îáðûâû è âåòâëåíèÿ

òðàåêòîðèé îáðàçóþò ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè ñîáûòèé. Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå ïðè èñïîëü-

çîâàíèè êðèòåðèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè îöåíêà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà

íàáëþäåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà óñðåäíåíèåì ïî ïîñòðîåííîìó â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ

àíñàìáëþ òðàåêòîðèé. Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå ïî ýòîìó æå àíñàìáëþ ìîæíî îöåíèòü àïî-

ñòåðèîðíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èëè àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, à äàëåå íà

îñíîâå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëó÷èòü èñêîìóþ îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Áåç îáðûâîâ è âåòâ-

ëåíèé ìîæíî îöåíèòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, à ñ îáðûâàìè è âåòâëåíèÿìè � àïîñòåðèîðíîå,

÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ �èëüòðàöèè ïðè ïåðåðûâàõ â ðàáîòå èç-

ìåðèòåëüíîé ñèñòåìû èëè äëÿ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïîòîêîâ ïîãëîùåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé âñïîìîãà-

òåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà çàäàåòñÿ �óíêöèåé

λ(t, x, z) =

m
∑

k=1

m
∑

r=1

ck(t, x)qkr(t)

(

zr −
cr(t, x)

2

)

,

ãäå qkr(t) � ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû, îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâåäåíèþ ζ(t)ζT(t).
Ôóíêöèÿ λ(t, x, z) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû ñíîñà è äè��óçèè èçìåðèòåëüíîé ñè-

ñòåìû (1.2) è çàâèñèò îò âðåìåíè, âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû

ñ îáðûâàìè è âåòâëåíèÿìè òðàåêòîðèé, à òàêæå òåêóùèõ èçìåðåíèé îöåíèâàåìîãî âåêòîðà ñî-

ñòîÿíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îáðûâû òðàåêòîðèé îáðàçóþò íåîäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñîáûòèé

ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ−(t) = λ−(t,X(t), Z(t)), îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé

λ−(t, x, z) =

{

−λ(t, x, z), λ(t, x, z) < 0,

0, λ(t, x, z) > 0,

à âåòâëåíèÿ òðàåêòîðèé îáðàçóþò äðóãîé íåîäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñîáûòèé, èíòåí-

ñèâíîñòü êîòîðîãî λ+(t) = λ+(t,X(t), Z(t)) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ+(t, x, z) =

{

λ(t, x, z), λ(t, x, z) > 0,

0, λ(t, x, z) 6 0,
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ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü P
−(t,∆t) îáðûâà òðàåêòîðèè è âåðîÿòíîñòü P

+(t,∆t) âåòâëåíèÿ

òðàåêòîðèè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t, t+∆t] ïðè X(t) = x è Z(t) = z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå

P
−(t,∆t) = λ−(t, x, z)∆t+ o(∆t), P

+(t,∆t) = λ+(t, x, z)∆t+ o(∆t). (2.1)

Êàê è â [6℄, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ â òåêóùèé

ìîìåíò âðåìåíè èëè åãî ïðîãíîç â áóäóùèé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü òðà-

åêòîðèè âñïîìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ êîý��èöèåíòàìè ñíîñà f(t, x) è äè��óçèè

σ(t, x), îïðåäåëÿþùèìè èñõîäíûé îáúåêò íàáëþäåíèÿ (1.1). Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ýòîãî âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(t0) = X0. Íà

ýòàïå �èëüòðàöèè òðàåêòîðèè ìîãóò îáðûâàòüñÿ èëè ðàçâåòâëÿòüñÿ, âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáû-

òèé çàäàíû âûøå; íà ýòàïå ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðè îòñóòñòâèè èçìåðåíèé îáðûâû è âåòâëåíèÿ

íåâîçìîæíû.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàëåå ïðèâåäåí àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ñòîõàñòè÷åñêèé ìå-

òîä Ýéëåðà, ñîãëàñíî êîòîðîìó

Xk+1 = Xk + hf(tk,Xk) +
√
hσ(tk,Xk)∆Wk, (2.2)

Zk = c(tk,Xk) +
ζ(tk)√

h
∆Vk, (2.3)

tk = t0 + hk, k = 0, 1, . . . ,

ãäå ∆Wk è ∆Vk � ñëó÷àéíûå âåêòîðû ðàçìåðîâ s× 1 è d× 1 ñîîòâåòñòâåííî, èõ êîîðäèíà-

òû íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, h � øàã ÷èñëåííîãî èíòåã-

ðèðîâàíèÿ, {tk} � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè. Äëÿ äðóãèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé àëãîðèòìû �îðìèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ïðè-

âåäåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ íèæíèé èíäåêñ k óêàçûâàåò íà ñîîòâåòñòâèå âåêòîðîâ Xk, Zk, ∆Wk

è ∆Vk ìîìåíòó âðåìåíè tk è íå ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì êîîðäèíàòû âåêòîðà.

Âåëè÷èíó øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ h ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü óñëîâèå |λ(t, x, z)|h ≪ 1. Ïðîâåðêó óñëîâèé îáðûâîâ èëè âåòâëåíèé ïðåäëàãàåòñÿ

îñóùåñòâëÿòü òîëüêî â óçëàõ ñåòêè {tk}. Óñëîâèå îáðûâà òðàåêòîðèè íà ïðîìåæóòêå [tk, tk + h]
ñîãëàñíî (2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå α 6 λ−(tk,Xk, Zk)h, à óñëîâèå âåòâëåíèÿ òðàåêòîðèè íà

òîì æå ïðîìåæóòêå [tk, tk + h] � â âèäå α 6 λ+(tk,Xk, Zk)h, ãäå α � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

èìåþùàÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1).
Ìîìåíò âðåìåíè îáðûâà èëè âåòâëåíèÿ òðàåêòîðèè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

α 6 |λ(tk,Xk, Zk)|h

ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì tk+1 = tk + h, òî åñòü âçÿòü ñëåäóþùèé ïî îòíîøåíèþ ê tk óçåë ñåò-

êè {tk}, ïîñêîëüêó äàëüíåéøåå óñðåäíåíèå ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå âåëè÷èí Xk äëÿ ïîëó÷åíèÿ

îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ èìåííî â óçëàõ. Îòìå-

òèì, ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè âñïîìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà íåçàâèñèìî ïðè îäíîì è òîì æå âåêòîðå èçìåðåíèé Zk îöåíèâàåìîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè

îáðûâå âåòâü òðàåêòîðèè íå ó÷èòûâàåòñÿ ïðè äàëüíåéøåì ìîäåëèðîâàíèè è óñðåäíåíèè, ïðè

âåòâëåíèè â âûáîðêó âåëè÷èí Xk äîáàâëÿåòñÿ ¾êîïèÿ¿, äëÿ êîòîðîé α 6 λ+(tk,Xk, Zk)h.
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò [5,6℄ çäåñü îáðûâû è âåòâëåíèÿ òðàåêòîðèé âñïîìîãàòåëü-

íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðîèñõîäÿò òîëüêî â óçëàõ ñåòêè {tk}, ïîñòðîåííîé äëÿ ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ýòî ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîäõîäó, ïðèíÿòîìó ïðè ðåàëèçàöèè �èëüòðîâ ÷à-

ñòèö [9, 10℄. �àíåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ

ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ îáðûâîâ è âåòâëåíèé òðàåêòîðèé âñïîìîãàòåëüíîãî

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ¾ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ¿, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìîäåëè-

ðîâàëèñü ìîìåíòû âðåìåíè âîçìîæíûõ îáðûâîâ è âåòâëåíèé ñ èõ ïîñëåäóþùèì ïðîðåæèâà-

íèåì [2,3℄. Ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó òàêèìè ñîñåäíèìè ìîìåíòàìè âðåìåíè äîëæíû èìåòü
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ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì λ∗
, îãðàíè÷èâàþùèì ñâåðõó çíà÷åíèÿ

�óíêöèè |λ(t, x, z)|, à ïðîðåæèâàíèå ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ

1− |λ(t,X(t), Z(t))|
λ∗

.

Ýòè ìîìåíòû âðåìåíè äîïîëíÿëè ðàâíîìåðíóþ ñåòêó äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), â ðåçóëüòàòå ÷åãî äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè âñïîìî-

ãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ îáðûâàìè è âåòâëåíèÿìè �îðìèðîâàëàñü óíèêàëüíàÿ ñåòêà.

Â ïðåäëîæåííûõ íèæå àëãîðèòìàõ ñ ïðîâåðêîé óñëîâèé îáðûâîâ è âåòâëåíèé íà îñíîâå îïðå-

äåëåíèÿ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé ìåíüøå øàãîâ, òàêèå àëãîðèòìû ïðîùå ðåàëèçóþòñÿ,

îíè ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Îïèøåì ìåòîäèêó ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé âñïîìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ îá-

ðûâàìè è âåòâëåíèÿìè è ìåòîäèêó îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ â òåêó-

ùèé è áóäóùèé ìîìåíòû âðåìåíè ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé.

Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî ñìîäåëèðîâàòü íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ X0 äëÿ òðàåêòîðèé âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ îáðûâàìè è âåòâëåíèÿìè. Ïî ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå

ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðêå âåëè÷èí X0 çàäàííîãî îáúåìà M íàõîäèì ñðåäíåå � îöåíêó X̂(t0)
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0. Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå

ñîñòîÿíèÿ X0 è ïðèâåäåííóþ âûøå ðàçíîñòíóþ ñõåìó (2.2), ñîîòâåòñòâóþùóþ îáúåêòó íàáëþ-

äåíèÿ, ñ âûáðàííûì øàãîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ h, ìîäåëèðóåì àíñàìáëü òðàåêòîðèé

âïëîòü äî ìîìåíòà âðåìåíè t0 +∆(t0) è, óñðåäíÿÿ, ïîëó÷àåì ïðîãíîç X̂(t0 +∆(t0)).

Èñïîëüçóÿ âûáîðêó âåëè÷èí X0 è èçìåðåíèå Z0, ìîäè�èöèðóåì âûáîðêó âåëè÷èí X1, ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ìîìåíòó âðåìåíè t1 = t0 + h, à èìåííî ýëåìåíòû X1, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

óñëîâèå îáðûâà α 6 |λ(t0,X0, Z0)|h è λ(t0,X0, Z0) < 0, óäàëÿåì èç âûáîðêè, à ýëåìåíòû, óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ âåòâëåíèÿ α 6 |λ(t0,X0, Z0)|h è λ(t0,X0, Z0) > 0, äóáëèðóåì. Çäåñü
ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû X0 è X1 ñâÿçàíû ðàçíîñòíîé ñõåìîé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòîõà-

ñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, α � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1). Âûáîðêà âåëè÷èí X1 ìîæåò áûòü âçÿòà èç ïðåäûäóùåãî

ýòàïà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðè ∆(t0) > h èëè ñìîäåëèðîâàíà ñîãëàñíî ðàçíîñòíîé ñõåìå (2.2). Ïî

ìîäè�èöèðîâàííîé âûáîðêå âåëè÷èí X1 íàõîäèì ñðåäíåå � îöåíêó X̂(t1) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

îáúåêòà íàáëþäåíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t1. Çàòåì, ïðèìåíÿÿ ïðèâåäåííóþ âûøå ðàç-

íîñòíóþ ñõåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îáúåêòó íàáëþäåíèÿ, è èñïîëüçóÿ âûáîðêó âåëè÷èí X1 êàê

íà÷àëüíóþ, ìîäåëèðóåì àíñàìáëü òðàåêòîðèé âïëîòü äî áóäóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t1 +∆(t1)
è, óñðåäíÿÿ, ïîëó÷àåì ïðîãíîç X̂(t1 +∆(t1)).

Äàëåå ïîâòîðÿåì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó äëÿ ñëåäóþùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t2, t3, . . . äî êî-

íå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T , ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì îöåíêè X̂(tk) è X̂(tk +∆(tk)).

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåêóùåé îöåíêè

è êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè tk +∆(tk) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîãíîçà ñîãëàñîâàíû ñ øàãîì èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, òî åñòü íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëàK1 èKk
2 , ÷òî t0 +K1h = T è t0 +Kk

2h = tk +∆(tk),
èíà÷å ïðè íàõîæäåíèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ êîððåêòèðîâàòü

øàã ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ýòà ìåòîäèêà áóäåò ïðåäñòàâëåíà â âèäå äåòàëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîëè÷åñòâî îáðûâîâ ñóùåñòâåííî

áîëüøå êîëè÷åñòâà âåòâëåíèé òðàåêòîðèé, òî îáúåì âûáîðêè âåëè÷èí Xk ñîêðàùàåòñÿ, â òà-

êîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü åå îáúåì èñêóññòâåííî. Ýòî ìîæíî äåëàòü, íàïðèìåð, ïî

îöåíêå àïîñòåðèîðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà îñíîâå èìåþùåéñÿ âûáîðêè, ãåíåðèðóÿ íî-

âûå âåêòîðû, èëè èñïîëüçîâàòü ¾ðàçìíîæåíèå¿ âûáîðêè. Åñëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîëè÷åñòâî

âåòâëåíèé ñóùåñòâåííî áîëüøå êîëè÷åñòâà îáðûâîâ òðàåêòîðèé, òî îáúåì âûáîðêè âåëè÷èí Xk

ìîæåò çíà÷èòåëüíî âûðàñòè, è òîãäà åå ñëåäóåò ¾ïðîðåæèâàòü¿, íàïðèìåð, ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Íà ýòàïå �èëüòðàöèè îáúåì âûáîðêè âåëè÷èí Xk ìåíÿåòñÿ, è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà k,

ñîîòâåòñòâóþùåãî âðåìåíè tk, ýòîò îáúåì ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò íà÷àëüíîãî îáúåìà M , âûáðàí-

íîãî ïðè ìîäåëèðîâàíèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ X0 äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ òðàåêòîðèé. Íà ýòàïå
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ïðîãíîçèðîâàíèÿ îáúåì âûáîðêè �èêñèðîâàí, îí ðàâåí îáúåìó âûáîðêè íà ïîñëåäíåì øàãå

�èëüòðàöèè.

� 3. Àëãîðèòìû ñîâìåñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ,

�èëüòðàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Ïðèâåäåì äâà ñòàòèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè è ïðî-

ãíîçèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé âñïîìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

ñ îáðûâàìè è âåòâëåíèÿìè, êîòîðûìè êîñâåííî óïðàâëÿþò èçìåðåíèÿ Zk îöåíèâàåìîãî âåêòî-

ðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íàáëþäåíèÿ. Â ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìàõ îòñóòñòâóþò øàãè, ñâÿçàííûå

ñ ¾ðàçìíîæåíèåì¿ èëè ¾ïðîðåæèâàíèåì¿ âûáîðêè âåëè÷èí Xk, òî åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáúåì

âûáîðêè ìåíÿåòñÿ â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ, íå ñîêðàùàÿñü äî íóëÿ è íå óâåëè÷èâàÿñü íà íåñêîëüêî

ïîðÿäêîâ.

� 3.1. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ è �èëüòðàöèè

Øà ã 1. Çàäàòü M � ÷èñëî ìîäåëèðóåìûõ âñïîìîãàòåëüíûõ òðàåêòîðèé; h � øàã ÷èñëåí-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé X0 è Xi
0, ãäå X0 � íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå äëÿ îñíîâíîé òðàåêòîðèè (äëÿ êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèå è îöåíèâàíèå), Xi
0 �

äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ òðàåêòîðèé, ïî êîòîðûì ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåòñÿ îïòèìàëüíàÿ îöåíêà.

Ïîëîæèòü k = 0, F i
0 = 1 (â ñëó÷àå îáðûâà òðàåêòîðèè ñ íîìåðîì i ïðè ïîñëåäóþùåì ìîäå-

ëèðîâàíèè F i
k = 0, k > 0), i = 1, 2, . . . ,M .

Øàã 2. Ïîëîæèòü

Mk =
M
∑

i=1

F i
k (M0 = M)

è íàéòè îïòèìàëüíóþ îöåíêó X̂k òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ êàê âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ðåàëèçàöèé

Xk = {Xi
k}i=1,...,M ;F i

k
=1:

X̂k =
1

Mk

∑

i=1,...,M ; F i

k
=1

Xi
k.

Ïðîâåðèòü óñëîâèå T − tk = 0. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî çàâåðøèòü ïðîöåññ, èíà÷å � ïîëî-

æèòü i = 1, j = 0 (j � êîëè÷åñòâî íîâûõ âåòâåé íà øàãå k).

Äàëåå ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèþ îöåíèâàåìîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåì óçëå ñåòêè {tk}:

Xk+1 = Xk + hf(tk,Xk) +
√
hσ(tk,Xk)∆W,

ïîëó÷èòü âåêòîð èçìåðåíèé:

Zk = c(tk,Xk) +
ζ(tk)√

h
∆V.

Â ýòèõ �îðìóëàõ è äàëåå∆W è∆V � ðàçëè÷íûå äëÿ âñåõ k è i ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

ðàçìåðîâ s× 1 è d× 1 ñîîòâåòñòâåííî, êîîðäèíàòû êîòîðûõ íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Øàã 3. Ïðîâåðèòü óñëîâèå F i
k = 1. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó,

èíà÷å � ê ïîñëåäíåìó øàãó.

Øàã 4. Ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèþ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåì óçëå ñåòêè {tk}:

Xi
k+1 = Xi

k + hf(tk,X
i
k) +

√
hσ(tk,X

i
k)∆W,

ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèþ α ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåð-

âàëå (0, 1). Ïðîâåðèòü óñëîâèå

α 6 |λ(tk)|h,

ãäå λ(tk) = λ(tk,X
i
k, Zk), è åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó, èíà÷å � ê ïî-

ñëåäíåìó øàãó.

Øàã 5. Ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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à) åñëè λ(tk) < 0 (λ−(tk,X
i
k, Zk) > 0, îáðûâ òðàåêòîðèè), òî ïîëîæèòü F i

k+1 = 0 (òðàåêòîðèÿ
äàëåå íå ìîäåëèðóåòñÿ: F i

r = 0, r > k) è ïåðåéòè ê ïîñëåäíåìó øàãó;

á) åñëè λ(tk) > 0 (λ+(tk,X
i
k, Zk) > 0, âåòâëåíèå òðàåêòîðèè), òî ïîëîæèòü F i

k+1 = 1 è j =
= j + 1, ïðîäóáëèðîâàòü ðåàëèçàöèþ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåì óçëå ñåòêè {tk} äëÿ íî-

âîé òðàåêòîðèè (íîâîé âåòâè òðàåêòîðèè ñ íîìåðîì i, êîòîðàÿ äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äðó-

ãàÿ òðàåêòîðèÿ ñ íîìåðîì M + j):

X
M+j
k+1 = Xi

k+1.

Ïîëîæèòü F
M+j
k+1 = 1 (F

M+j
r = 0, r 6 k).

Øàã 6. Ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) åñëè i = M , òî ïîëîæèòü M = M + j, tk+1 = tk + h, k = k + 1 è ïåðåéòè ê øàãó 2;

á) åñëè i < M , òî ïîëîæèòü i = i+ 1 è ïåðåéòè ê øàãó 3.

� 3.2. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Øà ã 1. Çàäàòü M � ÷èñëî ìîäåëèðóåìûõ âñïîìîãàòåëüíûõ òðàåêòîðèé; h � øàã ÷èñëåí-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé X0 è Xi
0, ãäå X0 � íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå äëÿ îñíîâíîé òðàåêòîðèè (äëÿ êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèå è îöåíèâàíèå), Xi
0 �

äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ òðàåêòîðèé, ïî êîòîðûì ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåòñÿ îïòèìàëüíàÿ îöåíêà.

Ïîëîæèòü k = 0, F i
0 = 1 (â ñëó÷àå îáðûâà òðàåêòîðèè ñ íîìåðîì i ïðè ïîñëåäóþùåì ìîäå-

ëèðîâàíèè F i
k = 0, k > 0), i = 1, 2, . . . ,M .

Øàã 2. Ïîëîæèòü κ = k (çàïîìíèòü òåêóùåå âðåìÿ), i = 1, j = 0 (j � êîëè÷åñòâî íîâûõ

âåòâåé íà øàãå k), Ξ = 1 (ïðîãíîçèðîâàíèå).

Øàã 3. Ïðîâåðèòü óñëîâèå tκ +∆(tκ)− tk > 0. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïåðåéòè ê øàãó 4.

Èíà÷å ïîëîæèòü

Mκ =

M
∑

i=1

F i
κ (M0 = M)

è íàéòè ïðîãíîç X̂k êàê âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ðåàëèçàöèé Xk = {Xi
k}i=1,...,M ;F i

κ=1:

X̂κ =
1

Mκ

∑

i=1,...,M ; F i
κ=1

Xi
k.

Ïðîâåðèòü óñëîâèå T − tκ = 0. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî çàâåðøèòü ïðîöåññ, èíà÷å � ïîëî-

æèòü k = κ, i = 1, Ξ = 0 (�èëüòðàöèÿ).

Äàëåå, ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèþ îöåíèâàåìîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåì óçëå ñåòêè {tk}:

Xk+1 = Xk + hf(tk,Xk) +
√
hσ(tk,Xk)∆W,

ïîëó÷èòü âåêòîð èçìåðåíèé:

Zk = c(tk,Xk) +
ζ(tk)√

h
∆V.

Â ýòèõ �îðìóëàõ è äàëåå∆W è∆V � ðàçëè÷íûå äëÿ âñåõ k è i ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

ðàçìåðîâ s× 1 è d× 1 ñîîòâåòñòâåííî, êîîðäèíàòû êîòîðûõ íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Øàã 4. Ïðîâåðèòü óñëîâèå F i
κ = 1. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó,

èíà÷å � ê ïîñëåäíåìó øàãó.

Øàã 5. Ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèþ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåì óçëå ñåòêè {tk}:

Xi
k+1 = Xi

k + hf(tk,X
i
k) +

√
hσ(tk,X

i
k)∆W.

Åñëè Ξ = 1, òî ïåðåéòè ê ïîñëåäíåìó øàãó, èíà÷å � ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèþ α ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1). Ïðîâåðèòü óñëîâèå

α 6 |λ(tk)|h,
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ãäå λ(tk) = λ(tk,X
i
k, Zk), è åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó, èíà÷å � ê ïî-

ñëåäíåìó øàãó.

Øàã 6. Ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) åñëè λ(tk) < 0 (λ−(tk,X
i
k, Zk) > 0, îáðûâ òðàåêòîðèè), òî ïîëîæèòü F i

k+1 = 0 (òðàåêòîðèÿ
äàëåå íå ìîäåëèðóåòñÿ: F i

r = 0, r > k) è ïåðåéòè ê ïîñëåäíåìó øàãó;

á) åñëè λ(tk) > 0 (λ+(tk,X
i
k, Zk) > 0, âåòâëåíèå òðàåêòîðèè), òî ïîëîæèòü F i

k+1 = 1 è j =
= j + 1, ïðîäóáëèðîâàòü ðåàëèçàöèþ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåì óçëå ñåòêè {tk} äëÿ íîâîé
òðàåêòîðèè (íîâîé âåòâè òðàåêòîðèè ñ íîìåðîì i, êîòîðàÿ äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äðóãàÿ

òðàåêòîðèÿ ñ íîìåðîì M + j):

X
M+j
k+1 = Xi

k+1.

Ïîëîæèòü F
M+j
k+1 = 1 (FM+j

r = 0, r 6 k).

Øàã 7. Ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) åñëè i = M , òî ïîëîæèòü M = M + j, tk+1 = tk + h, k = k + 1 è ïåðåéòè ê øàãó 3 ïðè

Ξ = 1 èëè ê øàãó 2 ïðè Ξ = 0;

á) åñëè i < M , òî ïîëîæèòü i = i+ 1 è ïåðåéòè ê øàãó 4.
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To solve the optimal filtering and extrapolation problems for continuous-time stochastic systems, which are described

by stochastic differential equations, we propose new algorithms based on modeling the paths of the special random

process with terminating and branching. In previous papers the “maximal section algorithm” has been used, but in

this paper we use the definition only for inhomogeneous Poisson flows modeling. Therefore, it is not necessary to

build a separate grid for each path of the random process with terminating and branching in the numerical solution of

stochastic differential equations. The proposed algorithms are easier, they are preferred for real-time optimal filtering

and extrapolation.
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