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ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â ñòàòüå äëÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì íà ïîëóïðÿìîé îïðåäåëåí öåëûé ðÿä ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçà-

òåëåé, ïðèçâàííûõ îòâå÷àòü çà èõ êîëåáëåìîñòü, âðàùàåìîñòü è áëóæäàåìîñòü. Ýòè ïîêàçàòåëè ïîëó÷àþòñÿ èç

íåêîòîðûõ �óíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé íà êîíå÷íûõ îòðåçêàõ êàê ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè è ìèíèìèçà-

öèè ïî âñåì áàçèñàì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäåí íàáîð ñîîòíîøåíèé (ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ) ìåæäó

ââåäåííûìè ïîêàçàòåëÿìè. Äîêàçàíî, ÷òî ýòîò íàáîð ïîëîí, òî åñòü åãî íåëüçÿ äîïîëíèòü èëè óñèëèòü íè îäíèì

ñîäåðæàòåëüíûì ñîîòíîøåíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ëèíåéíûå ñèñòåìû, êîëåáëåìîñòü, âðàùàåìîñòü, áëóæäàå-

ìîñòü, ïîêàçàòåëè ðåøåíèé, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà.

Ââåäåíèå

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃n
ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ∈ R

+,

çàäàâàåìûõ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè A : R+ → EndRn
(îòîæäåñòâëÿåìûìè ñ ñàìèìè ñèñòå-

ìàìè), à ÷åðåçMn
� åãî ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì. Ïóñòü Sn(A) è Sn

�

ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ M̃n
è, ñîîòâåòñòâåííî, âñåõ òàêèõ ñèñòåì.

Íèæå äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé îïðåäåëåíû äâà äåñÿòêà ïîêàçàòåëåé ëÿïóíîâñêîãî

òèïà, ïðèçâàííûõ îòâå÷àòü íå çà ðîñò íîðìû ðåøåíèé, íî çà èõ êîëåáëåìîñòü, áëóæäàåìîñòü

è âðàùàåìîñòü. Äàëåå, â ïåðâûõ äâóõ òåîðåìàõ ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ââåäåííûìè

ïîêàçàòåëÿìè, à â ñëåäóþùèõ òðåõ ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå ðåàëèçóåìûå íà ðåøåíèÿõ öåïî÷êè

ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïðèâåäåííûé íàáîð ñîîòíîøåíèé ïîëîí. Íàêîíåö,

äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ñ�îðìóëèðîâàííûõ òåîðåì äàíû îòäåëüíî, â çàêëþ÷èòåëüíûõ ïàðàãðà�àõ

ñòàòüè.

�åçóëüòàòû ðàáîòû îò÷àñòè àíîíñèðîâàíû â äîêëàäå [1℄.

� 1. Ïîêàçàòåëè ëÿïóíîâñêîãî òèïà

Â îïðåäåëåíèÿõ 1 è 2 ââåäåíû ïîêàçàòåëè ðåøåíèé (ñì. ðàáîòû [2�7℄, ãäå èñïîëüçîâàíû

íåñêîëüêî èíûå îáîçíà÷åíèÿ è íàçâàíèÿ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ïóñòü çàäàíû èíäåêñ k ∈ {1, . . . , n} è �óíêöèîíàë K : Sk × R
+ → R

+
.

Òîãäà:

(1) îïðåäåëèì ñëàáûé è ñèëüíûé íèæíèå ïîêàçàòåëè ðåøåíèÿ x ∈ S(A) ñîîòâåòñòâåííî
�îðìóëàìè

κ̌
◦(x) = inf

L∈Endk Rn

lim
t→∞

1

t
K(Lx, t), κ̌

•(x) = lim
t→∞

inf
L∈Endk Rn

1

t
K(Lx, t), (1.1)

ãäå Endk R
n
� ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L ∈ EndRn

ðàíãà k;
(2) òåìè æå �îðìóëàìè, íî ñ çàìåíîé â íèõ íèæíèõ ïðåäåëîâ âåðõíèìè îïðåäåëèì îäíî-

èìåííûå âåðõíèå ïîêàçàòåëè κ̂
◦(x) è κ̂

•(x), ïðè÷åì â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ âåðõíèõ ïîêàçàòåëåé

ñ íèæíèìè áóäåì íàçûâàòü èõ òî÷íûìè, îïóñêàÿ â èõ îáîçíà÷åíèÿõ ãàëî÷êè è êðûøå÷êè,

à â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ñèëüíûõ ñî ñëàáûìè � íàçûâàòü èõ àáñîëþòíûìè, îïóñêàÿ ïóñòûå è ïîë-

íûå êðóæî÷êè;

(3) åñëè â êàêîì-ëèáî êîíòåêñòå êîíêðåòíûå çíàêè ãàëî÷åê è êðûøå÷åê íå èìåþò çíà÷åíèÿ,

òî ïîçâîëèì ñåáå çàìåíÿòü èõ òèëüäàìè è, àíàëîãè÷íî, ïóñòûå è ïîëíûå êðóæî÷êè � çâåç-

äî÷êàìè, ïîíèìàÿ ïîä íèìè ëþáîé èç çàìåíåííûõ çíàêîâ, íî òîëüêî îäèí è òîò æå â êàæäîì

ñîîòíîøåíèè.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ 1, ïðè k = 1, n è K = N,P ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî

ïîñòðîèòü ïîêàçàòåëè κ = ν, ρ êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè, à ïðè k = 2 è K = Γ,Θ,Ω �

ïîêàçàòåëè κ = γ, θ, ω ÷àñòîòíîé, îðèåíòèðîâàííîé è íåîðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè, èñ-

ïîëüçîâàâ ñëåäóþùèå �óíêöèîíàëû îò íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè u : R+ → R
k

è ÷èñëà t > 0:
(a) N(u, t) � óìíîæåííîå íà π ÷èñëî íóëåé �óíêöèè u íà ïðîìåæóòêå (0; t], ïðè÷åì åñëè

õîòÿ áû îäèí íóëü �óíêöèè u íà îòðåçêå [0; t] êðàòåí, òî ñ÷èòàåì N(u, t) = ∞;

(b) P(u, t) ≡
∫ t

0 |∂e(u, τ)/∂τ | dτ � âàðèàöèÿ ñëåäà e(u, τ) ≡ u(τ)/|u(τ) �óíêöèè u çà âðåìÿ îò
0 äî t, ïðè÷åì åñëè �óíêöèÿ u èìååò íà îòðåçêå [0; t] õîòÿ áû îäèí íóëü, òî ñ÷èòàåì P(x, t) = ∞;

() Γ(u, t) ≡
∫ t

0 |∂e(u, τ)/dτ | dτ + N(u, t) � ÷àñòîòíàÿ âàðèàöèÿ ñëåäà �óíêöèè u çà âðåìÿ

îò 0 äî t;
(d) Θ(u, t) ≡ |ϕ(u, t)| � ìîäóëü íåïðåðûâíîãî îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ϕ(u, t) ìåæäó ïîäâèæ-

íûì âåêòîðîì u(t) è íà÷àëüíûì âåêòîðîì u(0) ïðè óñëîâèè ϕ(u, 0) = 0, ïðè÷åì åñëè �óíêöèÿ u
èìååò íà îòðåçêå [0; t] õîòÿ áû îäèí íóëü, òî ñ÷èòàåì Θ(u, t) = ∞ = ϕ(u, t);

(e) Ω(u, t) ≡
∫ t

0 |∂ϕ(u, τ)/∂τ | dτ � âàðèàöèÿ óãëà �óíêöèè u çà âðåìÿ îò 0 äî t, ïðè÷åì åñëè

�óíêöèÿ u èìååò íà îòðåçêå [0; t] õîòÿ áû îäèí íóëü, òî ñ÷èòàåì Ω(u, t) = ∞.

� 2. Èñ÷åðïûâàþùèé íàáîð ñîîòíîøåíèé

Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïîêàçàòåëåé è ïðè-

âåäåí öåëûé íàáîð ñîîòíîøåíèé ìåæäó íèìè.

Ò å î ð å ì à 1. Êàæäûé èç ïîêàçàòåëåé κ = ν, ρ, γ, θ, ω ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S(A) ëþáîé

ñèñòåìû A ∈ M̃n
íåîòðèöàòåëåí, íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â R

n
è óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâàì

κ̌
∗(x) 6 κ̂

∗(x), κ̃
◦(x) 6 κ̃

•(x), (2.1)

à ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè � åùå è îöåíêå

ρ̂•(x) 6 ‖A‖I ≡ lim
t→∞

1

t

∫ t

0
‖A(τ)‖ dτ, ‖A(τ)‖ ≡ sup

|u|=1
|A(τ)u|. (2.2)

Âåëè÷èíà ‖A‖I â òåîðåìå 1 ìîæåò ïðèíèìàòü è áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, íî â ñëó÷àå A ∈ Mn

îíà ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîé.

Ò å î ð å ì à 2. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè x ∈ Sn
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

θ̃◦(x) 6 ν̃◦(x) = γ̃◦(x) = ω̃◦(x) = ρ̃◦(x), (2.3)

θ̌•(x) 6 ν̌•(x) 6 γ̌•(x) 6 ω̌•(x) 6 ρ̌•(x), (2.4)

θ̂•(x) 6 ν̂•(x), θ̂•(x) 6 ω̂•(x), γ̂•(x) 6 ω̂•(x), (2.5)

à ïðè n = 2 � åùå è ñîîòíîøåíèÿ

θ̃(x) 6 γ̃•(x) = ω̃•(x) = ρ̃•(x). (2.6)

� 3. Ñëó÷àè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

Íè îäíî èç íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ (2.1)�(2.6), ñîäåðæàùèõñÿ â �îðìóëèðîâêàõ òåîðåì 1 è 2,

íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàâåíñòâîì, ïîñêîëüêó èíîãäà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. Îáîñíîâàíèþ

ýòîãî òåçèñà ïîñâÿùåíà

Ò å î ð å ì à 3. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ öåïî÷åê ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè íàé-

äåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà A ∈ Mn
, ÷òî õîòÿ áû îäíî åå ðåøåíèå x ∈ S(A) èìååò ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîêàçàòåëè:

(1) ïðè n = 2 � äëÿ öåïî÷åê

0 = θ̌(x) = ν̌(x) = γ̌(x) = ω̌(x) = ρ̌(x) < θ̂(x) = ν̂(x) = γ̂(x) = ω̂(x) = ρ̂(x) = 1, (3.1)
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0 = θ(x) < ν(x) = γ(x) = ω(x) = ρ(x) = 1, (3.2)

0 = θ(x) = ν(x) < γ•(x) = ω•(x) = ρ•(x) = 1; (3.3)

(2) ïðè n = 3 � äëÿ öåïî÷åê

0 = θ(x) = ν(x) = γ(x) < ω•(x) = ρ•(x) = 1, (3.4)

0 = θ(x) = ν(x) = γ(x) = ω(x) < ρ•(x) = 1; (3.5)

(3) ïðè ëþáîì n > 1 � äëÿ öåïî÷êè

0 = ρ(x) < ‖A‖I = 1. (3.6)

Ñòðîêà (3.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè γ, ω, ρ, ν, θ íåêîòîðîãî îäíîãî ðåøåíèÿ ìîãóò

îêàçàòüñÿ íå òî÷íûìè, òî åñòü îáðàòèòü ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (2.1) â ñòðîãîå. Ñòðîãèì äëÿ íèõ

âñåõ áûâàåò òàêæå è âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (2.1), ïîñêîëüêó â ñèëó ñòðîêè (3.3) ïîêàçàòåëè γ, ω, ρ
ìîãóò îäíîâðåìåííî îêàçàòüñÿ íå àáñîëþòíûìè (÷òî îáóñëîâëåíî ðàâåíñòâàìè öåïî÷êè (2.3)),

à ïîñëå äîáàâëåíèÿ òåîðåìû 5 (íèæå) òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ïîêàçàòåëÿõ ν (ñòðîêà

(4.1), n = 2) è θ (ñòðîêà (4.2), n = 3, ñ ó÷åòîì ñòðîêè (2.6)).

Â ñèëó îöåíêè (2.2) åäèíèöó, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîé èç öåïî÷åê (3.2)�(3.6), â ñëó-

÷àå îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû íåëüçÿ çàìåíèòü áåñêîíå÷íîñòüþ. Îäíàêî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3

ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííûõ ñèñòåì, ÷òî è äåëàåò

Ò å î ð å ì à 4. Åñëè â öåïî÷êàõ (3.1)�(3.6) ÷èñëî 1 â ïðàâîé ÷àñòè çàìåíèòü ñèìâîëîì ∞,

òî äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ öåïî÷åê ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè n íàéäåòñÿ òàêàÿ

ñèñòåìà A ∈ M̃n
, ÷òî õîòÿ áû îäíî åå ðåøåíèå x ∈ S(A) èìååò ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçà-

òåëè.

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3, 4 è äàæå 5 (íèæå) � â ñëó÷àå (1), à óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 � åùå

è â ñëó÷àå (3) ìîæíî óñèëèòü, ïîä÷èíèâ òðåáîâàíèÿì (3.1)�(3.3), (3.6) è (4.1) íå òîëüêî îäíî,

à ñðàçó âñå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ â ýòèõ òåîðåìàõ ñèñòåì.

� 4. Íåóïîðÿäî÷åííîñòü íåêîòîðûõ ïîêàçàòåëåé

Ñòðîêà (2.5) â òåîðåìå 2, äàæå âìåñòå ñ äîáàâêîé (2.6) â äâóìåðíîì ñëó÷àå, âûãëÿäèò çà-

ìåòíî áåäíåå ñòðîêè (2.4), à òåì áîëåå � ñòðîêè (2.3). È íå ñëó÷àéíî: ýòîò ñïèñîê ñîîòíîøåíèé

íåâîçìîæíî ïîïîëíèòü íè îäíèì íîâûì (ëîãè÷åñêè íå âûòåêàþùèì èç óæå èìåþùèõñÿ) íåðà-

âåíñòâîì ìåæäó ñèëüíûìè âåðõíèìè ïîêàçàòåëÿìè èç îïðåäåëåíèé 1 è 2.

Ëþáîå ìûñëèìîå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñèëüíûìè âåðõíèìè ïîêàçàòåëÿìè, íå ïðîòè-

âîðå÷àùåå òåîðåìå 2, ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîì ðåøåíèè íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû,

ïðè÷åì óæå äëÿ íàèìåíüøåãî äîïóñòèìîãî ýòèìè òåîðåìàìè çíà÷åíèÿ n è òàê, ÷òî ìåíüøåå

çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ â íåðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì àáñîëþòíûì è ðàâíî 0, à áîëüøåå çíà÷åíèå

âåðõíåãî ñèëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ðàâíî ∞, êàê ïîêàçûâàåò

Ò å î ð å ì à 5. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ öåïî÷åê ñîîòíîøåíèé íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà

A ∈ Mn
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ‖A‖I = 0, ÷òî õîòÿ áû îäíî åå ðåøåíèå x ∈ S(A) èìååò

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëè:

(1) ïðè n = 2 � äëÿ öåïî÷êè

0 = θ(x) = γ(x) = ω(x) = ρ(x) < ν̂•(x) = ∞; (4.1)

(2) ïðè n = 3 � äëÿ öåïî÷åê

0 = ρ(x) < θ̂•(x) = ν̂•(x) = γ̂•(x) = ω̂•(x) = ∞, (4.2)

0 = θ(x) = ρ(x) < ν̂•(x) = γ̂•(x) = ω̂•(x) = ∞, (4.3)

0 = γ(x) = ρ(x) < θ̂•(x) = ν̂•(x) = ω̂•(x) = ∞, (4.4)

0 = θ(x) = ν(x) = ρ(x) < γ̂•(x) = ω̂•(x) = ∞, (4.5)

0 = θ(x) = γ(x) = ρ(x) < ν̂•(x) = ω̂•(x) = ∞, (4.6)

0 = θ(x) = ν(x) = γ(x) = ρ(x) < ω̂•(x) = ∞. (4.7)
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Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû îñòàíåòñÿ âåðíûì, äàæå åñëè â íåì òðåáîâàíèå ‖A‖I = 0 çàìå-

íèòü ñëåäóþùèì áîëåå ñèëüíûì: ‖A(t)‖ → 0 ïðè t→ ∞.

� 5. Óñòàíîâëåíèå ñîîòíîøåíèé

Âñþäó íèæå ÷åðåç PG îáîçíà÷åí îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî G ⊂ R
n
,

à ÷åðåç G⊥
� îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 1. Íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé κ̃
∗
èç

îïðåäåëåíèÿ 1 äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S(A) ëþáîé ñèñòåìû A ∈ M̃n
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ çíà÷åíèé �óíêöèîíàëîâ K èç îïðåäåëåíèÿ 2.

Äàëåå, èíâàðèàíòíîñòü âñåõ ïîêàçàòåëåé îòíîñèòåëüíî âûáîðà áàçèñà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

äëÿ ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî îïåðàòîðà C ïîêàçàòåëè îò èçìåíåííîé �óíêöèè Cx è îò èñõîäíîé
�óíêöèè x ñîâïàäàþò, òàê êàê ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà �óíêöèé LCx è Lx, êîãäà îïåðàòîð L
ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî Endk R

n
.

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (2.1) îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî íèæíèé ïðåäåë íå ïðåâîñõîäèò âåðõíåãî,

à âòîðîå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè äëÿ íèæíèõ (è àíàëîãè÷íîé äëÿ âåðõíèõ) ïîêàçàòåëåé

κ̌
◦(x) = inf

L∈Endk Rn

lim
t→∞

inf
L∈Endk Rn

1

t
K(Lx, t) 6 κ̌

•(x).

Íàêîíåö, îöåíêà (2.2) ñëåäóåò èç öåïî÷êè

ρ̂•(x) 6 lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣
∂e(x, τ)

∂τ

∣∣∣∣ dτ 6 lim
t→∞

1

t

∫ t

0
|A(τ)e(x, τ)| dτ 6 lim

t→∞

1

t

∫ t

0
‖A(τ)‖ dτ 6 ‖A‖I .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 2. Âîçüìåì ëþáóþ �óíêöèþ x ∈ Sn
.

A. Íåðàâåíñòâà âèäà θ̃∗(x) 6 ν̃∗(x) äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé:

(a) äëÿ ëþáîé ïðÿìîé g íàéäåòñÿ äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü G ⊃ g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îöåíêå

Θ(PGx, t) ≡ |ϕ(PGx, t)| 6 N(Pgx, t) + π, t ∈ R
+. (5.1)

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èâ T ≡ inf{t ∈ R
+ | N(Pgx, t) = ∞} 6 ∞, èìååì:

(a.1) åñëè t < T , òî N(Pgx, t) 6= ∞ è íàéäåòñÿ ïëîñêîñòü G ⊃ g, íå ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

íè ê îäíîìó èç âåêòîðîâ x(t), äëÿ êîòîðûõ Pgx(t) = 0 (ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíî, òàê êàê íà ëþáîì îòðåçêå [0, t] ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ Pgx èìååò ëèøü êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî íóëåé, èíà÷å â îäíîì èç íèõ îáíóëèëàñü áû åå ïðîèçâîäíàÿ è âûïîëíèëîñü áû

ðàâåíñòâî N(Pgx, t) = ∞), äëÿ ýòîé ïëîñêîñòè èìååì ϕ(PGx, t) < ∞, ïðè÷åì ñ âîçðàñòàíèåì t
êàæäîå èçìåíåíèå óãëà ϕ(PGx, t) íà π â êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó ñîïðîâîæäàåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå

îäíîêðàòíûì îáíóëåíèåì êîîðäèíàòû Pgx(t);
(a.2) ïðè t > T îöåíêà (5.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïëîñêîñòè G;
(b) åñëè â îöåíêå (5.1) âçÿòü òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ñíà÷àëà ïî G ∈ G2

n â ëåâîé ÷àñòè,

à çàòåì ïî g ∈ G1
n â ïðàâîé ÷àñòè, ïîñëå ÷åãî ïåðåéòè ê íèæíåìó ñðåäíåìó ïî t, òî ïîëó÷èòñÿ

íåðàâåíñòâî

θ̌◦(x) = lim
t→∞

1

t
inf

G∈G2
n

Θ(PGx, t) 6 lim
t→∞

1

t

(
inf
g∈G1

n

N(Pgx, t) + π

)
= ν̌◦(x),

à åñëè â ïåðåéòè íå ê íèæíåìó, à ê âåðõíåìó ñðåäíåìó, òî ïîëó÷èòñÿ àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî

θ̂◦(x) 6 ν̂◦(x) äëÿ âåðõíèõ ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé;

() åñëè â îöåíêå (5.1) ñíà÷àëà ïåðåéòè ê íèæíåìó èëè âåðõíåìó ñðåäíåìó ïî t, çàòåì âçÿòü

òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî G ∈ G2
n â ëåâîé ÷àñòè è ïî g ∈ G1

n â ïðàâîé ÷àñòè, òî ïîëó÷àòñÿ äâà

íåðàâåíñòâà âèäà θ̃•(x) 6 ν̃•(x) äëÿ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé.

B. Âñå íåðàâåíñòâà âèäà θ̃∗(x) 6 ω̃∗(x) è γ̃∗(x) 6 ω̃∗(x) ïîëó÷àþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ 1 èç

íåðàâåíñòâ Θ(u, t) 6 Ω(u, t) è Γ(u, t) 6 Ω(u, t) (äëÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè

u : R+ → R
2
è ÷èñëà t > 0), âûòåêàþùèõ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 2: ïåðâîå íåðàâåíñòâî
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ñòàíîâèòñÿ ñòðîãèì ñ ìîìåíòà ñìåíû çíàêà óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ̇(u, t), à âòîðîå � â ìîìåíò

îáíóëåíèÿ �óíêöèè u(t) áåç îáíóëåíèÿ åå ïðîèçâîäíîé u̇(t).

C. Íåðàâåíñòâà ν̃◦(x) 6 γ̃◦(x) è ν̌•(x) 6 γ̌•(x) äîêàçàíû â ðàáîòå [7℄.

D. Íåðàâåíñòâà ω̃◦(x) 6 ρ̃◦(x) è ω̌•(x) 6 ρ̌•(x) ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç ðàáîòû [7℄: â íåé �îð-

ìàëüíî äîêàçàíû ëèøü áîëåå ñëàáûå íåðàâåíñòâà γ̃◦(x) 6 ρ̃◦(x) è γ̌•(x) 6 ρ̌•(x) (òåîðåìû 6 è 7),

íî àáñîëþòíî òîò æå ìåòîä (÷åðåç èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåëè÷èíû Ω(x, t), àíàëî-
ãè÷íîå îáúÿâëåííîìó â òåîðåìå 3) ïðîõîäèò è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåìûõ íåðàâåíñòâ.

E. Çàìå÷àòåëüíûå ðàâåíñòâà ν̃◦(x) = ρ̃◦(x) äîêàçàíû â ðàáîòå [5℄.

F. Ïðèìåíÿÿ ê ðàâíûì âåëè÷èíàì Γ(Lx, t) = Ω(Lx, t) = P(Lx, t) (ãäå L ∈ End2 R
2
, x ∈ S̃2

è t > 0) îäèíàêîâûå îïåðàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1, ïîëó÷èì âñå ðàâåíñòâà (2.6).

G. ×òî êàñàåòñÿ ïîêàçàòåëåé θ̌ è θ̂, òî:

(à) àáñîëþòíîñòü èõ çíà÷åíèé äëÿ ëþáîé �óíêöèè x ∈ S̃2
âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî

âçÿòèå òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé ïî L ∈ End2 R
2
ïðè âû÷èñëåíèè ýòèõ ïîêàçàòåëåé ïî �îðìó-

ëàì (1.1) íå ìåíÿåò íèêàêèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé âîîáùå â ñèëó îöåíêè |Θ(Lx, t) − Θ(x, t)| 6 π
(òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå L ∈ AutR2

ñîõðàíÿåò âñå ïîëóîáîðîòû âåêòîðà x(τ) ∈ G â òó èëè

èíóþ ñòîðîíó çà âðåìÿ îò 0 äî t, à ïðè âçÿòèè óñðåäíåíèÿ ïî t → ∞ îò âåëè÷èí Θ(Lx, t) è
Θ(x, t) ðàçíèöà ìåæäó íèìè â ïðåäåëå îáðàùàåòñÿ â 0);

(b) îöåíêè ñâåðõó â ñòðîêå (2.6) âûòåêàþò èç ñðåäíåãî íåðàâåíñòâà öåïî÷êè (2.5).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

� 6. Ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 3. Äëÿ êàæäîé èç ñòðîê (3.1)�(3.6) ïîñòðîèì ñâîþ ñèñòåìó.

I. Ïóñòü ñíà÷àëà n = 2 è â R
2
�èêñèðîâàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2.

A. Ñòðîêà (3.1) ðåàëèçóåìà äëÿ ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈ M2
, îòâå÷àþùåé óðàâíåíèþ âòîðîãî

ïîðÿäêà:

(a) âåðíû ðàâåíñòâà θ̃(x) = ν̃(x), ïîñêîëüêó êàæäîå ñëåäóþùåå (ïîñëå ïåðâîãî) îáíóëåíèå

êîîðäèíàòû x1(τ) çà âðåìÿ îò 0 äî t ðàâíîñèëüíî óìåíüøåíèþ óãëà Θ(x, t) (ñòàíäàðòíî îðèåí-
òèðîâàííîãî) ðîâíî íà π;

(b) ðàâåíñòâî äðóã äðóãó âñåõ îñòàëüíûõ íèæíèõ ïîêàçàòåëåé â ñòðîêå (3.1) äîêàçàíî

â [3, òåîðåìà 1℄, à ðàâåíñòâî âåðõíèõ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî;

() ïðèìåð âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà ñòðîêè (3.1) ïðèâåäåí â [4, òåîðåìà 5℄: òàì äëÿ íåêî-

òîðîãî ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíû îöåíêè ν̌(x) 6 1/3 < 1/2 6 ν̂(x), îäíàêî ïðè åãî ïîñòðîåíèè

ìîæíî çàìåíèòü íà î÷åðåäíûõ øàãàõ ÷èñëà 1/3 è 1/2 (äëÿ ðåøåíèÿ sin(t+ ϕ)) ñîîòâåòñòâåííî
ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè εm → 0 è 1− εm → 1 ïðè m → ∞, ïîëó÷èâ òðåáóåìîå.

B. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû A ∈ M2
, ïîäòâåðæäàþùåé ñòðîêó (3.2), ââåäåì ñëåäóþùåå

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà A ∈ M2
îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò íà óãîë ϕ ñî

ñðåäíåé ñêîðîñòüþ |v| íà îòðåçêå [t0, t1] ⊂ R
+
, åñëè îíà íà íåì çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

A2
t0,v,ϕ

(t) = a(t)

(
0 −1
1 0

)
, a(t) =

{
0, t = t0, t1,
2v, t = t∗ ≡ (t0 + t1)/2,

ãäå t1 ≡ t0 + ϕ/v è �óíêöèÿ a ∈ C([t0, t1]) ëèíåéíà íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [t0, t
∗] è [t∗, t1].

Òåïåðü âîçüìåì ñèñòåìó, îñóùåñòâëÿþùóþ íà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó

îòðåçêàõ äëèíû π, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà 0, ïîâîðîòû íà çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ óãëû π,−π, π,−π, . . .
ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ |v| = 1. Ëþáîå ðåøåíèå x ýòîé ñèñòåìû ñîâåðøàåò 2π-ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äî ïðîòèâîïîëîæíîãî è îáðàòíî ïîñëåäîâàòåëüíî

â ìîìåíòû t1 = 0, t2 = π, t3 = 2π, . . . . Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ðåøåíèé íå ìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì

ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ End2 R
2
, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì:

(a) 0 6 Θ(Lx, t) 6 π ïðè âñåõ t > 0, à çíà÷èò, θ(x) = 0;

(b) ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âåêòîð-�óíêöèè Lx çà âðåìÿ m-ãî (m ∈ N) ïîëóîáîðîòà ðàâíà(
P(Lx, tm+1)− P(Lx, tm)

)
/(tm+1 − tm) = 1.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà L ≡ PG ∈ End1R
2
èìååì:
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() åñëè ïðÿìàÿ G íå îðòîãîíàëüíà ê âåêòîðó x(0), òî ïðîåêöèÿ PGx(t) çà âðåìÿ m-ãî

ïîëóîáîðîòà îáíóëÿåòñÿ ðîâíî 1 ðàç, ïîýòîìó

(
N(PGx, tm+1)−N(PGx, tm)

)
/(tm+1 − tm) = 1;

(d) åñëè æå G ⊥ x(0), òî èç ðàâåíñòâ PGx(0) = 0 = ẋ(0) ïðè âñåõ t > 0 èìååì N(PGx, t) = ∞.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ñòðîêè (2.6) (è óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî ëåììå 6 èç [2℄) ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâà

ν(x) ≡ inf
L∈End2 R2

lim
t→∞

1

t
N(Lx, t) = 1 = inf

L∈End2 R2

lim
t→∞

1

t
P(Lx, t) ≡ ρ(x) = γ(x) = ω(x).

C. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû A ∈ M2
, ðåàëèçóþùåé ñòðîêó (3.3), âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü

ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë εm ∈ (0, 1) (m ∈ N) è âîçüìåì ñèñòåìó, îñó-

ùåñòâëÿþùóþ íà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó îòðåçêàõ, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà 0,

ïîâîðîòû íà çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ (è ñõîäÿùèåñÿ ïî ìîäóëþ ê π) óãëû π−ε1−ε2, −(π−ε2−ε3),
π − ε3 − ε4, −(π − ε4 − ε5), . . . ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ |v| = 1.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð e ∈ R
2
. Òîãäà ðåøåíèå x ïîñòðîåííîé ñèñòåìû,

îáðàçóþùåå â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñ âåêòîðîì e óãîë ε1, ñîâåðøàåò ñëåäóþùèå ïîâîðîòû òî

â îäíó, òî â äðóãóþ ñòîðîíó (îïðåäåëåíèå 3): ñíà÷àëà âïåðåä äî òåõ ïîð, ïîêà íå îáðàçóåò

ñ âåêòîðîì −e óãîë ε2, çàòåì íàçàä äî òåõ ïîð, ïîêà íå îáðàçóåò ñ âåêòîðîì e óãîë ε3, çàòåì
ñíîâà âïåðåä, ïîêà íå îáðàçóåò ñ âåêòîðîì −e óãîë ε4, è ò. ä.

Èòàê, ðåøåíèå x, íàõîäÿñü ñòðîãî â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, íàòÿíóòîé

íà âåêòîð e, ñîñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî â ìîìåíòû 0 ≡ t1 < t2 < t3 < t4 < . . . (íà÷àëà
î÷åðåäíûõ ïîâîðîòîâ) ñõîäÿùèåñÿ ê íóëþ óãëû ε1, ε2, ε3, ε4, . . . ñ âåêòîðàìè e,−e, e,−e, . . . .

Ïðè ýòîì ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ End2 R
2
óêàçàííûå óãëû

ïðåâðàòÿòñÿ â óãëû ìåæäó âåêòîðàìè ±Le è Lx(t1), Lx(t2), Lx(t3), Lx(t4), . . . , íî ñõîäèìîñòü

èõ ê íóëþ íå íàðóøèòñÿ, è ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü �óíêöèè Lx çà âðåìÿ m-ãî ïîâîðîòà

áóäåò ðàâíà

P(Lx, tm+1)− P(Lx, tm)

tm+1 − tm
=

|∠ (Lx(tm), Lx(tm+1)) |

tm+1 − tm
→

π

π
= 1, m→ ∞,

îòêóäà, ñ ó÷åòîì ñòðîêè (2.6), èìååì

1 = inf
L∈End2 R2

lim
t→∞

1

t
P(Lx, t) ≡ ρ(x) = γ(x) = ω(x).

Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ν(x) = 0 = θ(x):

(a) åñëè â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ End1R
2
âçÿòü îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïðÿ-

ìóþ, îðòîãîíàëüíóþ ê e, òî âåêòîð-�óíêöèÿ Lx íèãäå íå îáíóëèòñÿ, ÷òî îáåñïå÷èò ðàâåíñòâî

N(Lx, t) = 0 ïðè ëþáîì t > 0;

(b) âòîðîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïåðâîãî â ñèëó òåîðåìû 2.

II. Ïóñòü òåïåðü n = 3 è â R
3
�èêñèðîâàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3.

D. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòðîêè (3.5), âûáðàâ ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

εm ∈ (0, 1) (m ∈ N), âîçüìåì ñèñòåìó A ∈ M3
, îñóùåñòâëÿþùóþ íà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìû-

êàþùèõ äðóã ê äðóãó îòðåçêàõ, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà 0, ïîâîðîòû â ïëîñêîñòè G, íàòÿíóòîé
íà âåêòîðû e1, e2 (ïðè �èêñèðîâàííîì îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê G), íà çíàêî÷åðåäóþùè-

åñÿ óãëû, óêàçàííûå â ï. Ñ äîêàçàòåëüñòâà íàñòîÿùåé òåîðåìû, ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ |v| = 1
(îïðåäåëåíèå 3).

Òîãäà ðåøåíèå x ∈ S(A) ïîñòðîåííîé ñèñòåìû, îáðàçóþùåå â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ïëîñêî-

ñòè G ñ âåêòîðîì e1, íàïðèìåð, óãîë ε1, ñîâåðøàåò ïîâîðîòû òî â îäíó, òî â äðóãóþ ñòîðîíó

ñòðîãî â òîé æå ïëîñêîñòè G, ïðè÷åì â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, íàòÿíóòîé

íà âåêòîð e1, ñîñòàâëÿÿ â ìîìåíòû 0 ≡ t1 < t2 < t3 < t4 < . . . (â êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ î÷åðåäíûå
ïîâîðîòû) ñõîäÿùèåñÿ ê íóëþ óãëû ε1, ε2, ε3, ε4, . . . ñ âåêòîðàìè e1,−e1, e1,−e1, . . . Ïðè ýòîì:

(a) ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ End3 R
3
èëè L ∈ End2 R

3
ïðè KerL /∈ G

óêàçàííûå óãëû ìîãóò èçìåíèòüñÿ, íî ñõîäèìîñòü èõ ê íóëþ íå íàðóøèòñÿ, è ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ
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ñêîðîñòü �óíêöèè Lx çà âðåìÿ m-ãî ïîâîðîòà áóäåò ðàâíà

K(Lx, tm+1)−K(Lx, tm)

tm+1 − tm
=

|∠ (Lx(tm), Lx(tm+1)) |

tm+1 − tm
→

π

π
= 1, m→ ∞,

ãäå K = P,Ω, îòêóäà èìååì

ρ•(x) ≡ inf
L∈End2 R

2

lim
t→∞

1

t
P(Lx, t) = 1;

(b) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ ν(x) = 0 = θ(x) â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ End1 R
3

âîçüìåì îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïðÿìóþ, íàòÿíóòóþ íà âåêòîð e2, è òîãäà �óíêöèÿ Lx
íèãäå íå îáíóëèòñÿ, ÷òî îáåñïå÷èò ðàâåíñòâî N(Lx, t) = 0 ïðè ëþáîì t > 0, à ñ íèì è ïåðâîå èç

äîêàçûâàåìûõ ðàâåíñòâ, èç êîòîðîãî, â ñèëó òåîðåìû 2, âûòå÷åò è âòîðîå ðàâåíñòâî;

() äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ γ(x) = 0 = ω(x) â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ End2 R
3

âîçüìåì îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà âåêòîðû e2, e3, è òîãäà âåêòîð Lx
áóäåò ïîñòîÿííî ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì e2, ÷òî îáåñïå÷èò ðàâåíñòâà Γ(Lx, t) = 0 = Ω(Lx, t)
ïðè ëþáîì t > 0.

E. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòðîêè (3.4) äîñòàòî÷íî â ïðåäûäóùåì ïîñòðîåíèè èç ï. D íàñòîÿùåãî

äîêàçàòåëüñòâà ïðîèçâåñòè ðîâíî îäíî èçìåíåíèå, à èìåííî, ïîëîæèòü ε1 ≡ −1 (âìåñòî ïðåæ-

íåãî ε1 ∈ (0, 1)).
Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå x óæå çà âðåìÿ ïåðâîãî ïîâîðîòà (òî åñòü ïðè t ∈ [t1, t2])

ïðîéäåò ïî âñåì ïðÿìûì ïëîñêîñòè G è òåì ñàìûì ñäåëàåò ëþáóþ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç âåêòîð e3, êðèòè÷åñêîé äëÿ ðåøåíèÿ x è �óíêöèîíàëà Ω, òî åñòü òàêîé, ÷òî ïðîåêöèÿ íà
íåå ýòîãî ðåøåíèÿ äàñò áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî �óíêöèîíàëà. Ïîýòîìó ïðîâåäåííîå â ï. ()

âûøå ðàññóæäåíèå äëÿ ïîêàçàòåëÿ ω(x) ñòàíåò íåïðàâîìåðíûì, è ñîãëàñíî ï. (a) áóäåì èìåòü

ω•(x) = 1.
Êðîìå òîãî, íåáîëüøîå èçìåíåíèå ïðåòåðïÿò è ðàññóæäåíèÿ èç ïï. (b), (): òåïåðü âåëè÷èíû

N(Lx, t) è Γ(Lx, t) ïðè âñåõ t > t2 áóäóò ðàâíû 1 (à íå 0, êàê ïðåæäå), ÷òî, îäíàêî, íå èçìåíèò

èõ íóëåâûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé.

III. Ïðè êàæäîì n > 1 âñå ñîîòíîøåíèÿ ñòðîêè (3.6) áóäóò âûïîëíåíû äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû

A ∈ Mn
, îòâå÷àþùåé àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ y(n) = 0: ìàòðèöà òàêîé ñèñòåìû èìååò åäèíè÷-

íóþ îïåðàòîðíóþ íîðìó, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà äåéñòâèòåëüíû, ïîýòîìó âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

èìåþò íóëåâûå òî÷íûå àáñîëþòíûå ïîêàçàòåëè áëóæäàåìîñòè [4, òåîðåìà 10℄.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 4 ïîëó÷àåòñÿ âíåñåíèåì ñëåäóþùèõ èçìåíåíèé â ïîñòðîå-

íèå ñèñòåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3: äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ m ∈ N â ï.A ÷èñëî 1 − εm
íóæíî çàìåíèòü ÷èñëîìm−εm (äëÿ ðåøåíèÿ sin(mt+ϕ) âìåñòî ðåøåíèÿ sin(t+ϕ)), à â ïï.B, C,
D, E î÷åðåäíîé ïîâîðîò íà m-ì øàãó íóæíî äåëàòü ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ m (âìåñòî ïðåæíåé

ñêîðîñòè 1 � òîãäà âñå ïðåäåëû, ïðåæäå ðàâíûå 1, áóäóò ðàâíû ∞). �

� 7. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðîâ ê óïîðÿäî÷åííîñòè

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 5. Âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

εk ∈ (0, 1) è äëÿ êàæäîé èç ñòðîê (4.1)�(4.7) ïîñòðîèì ñâîþ ñèñòåìó.

I. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòðîêè (4.1) ïðè n = 2, âûáðàâ â R2
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2 è çà-

ìêíóòóþ åäèíè÷íóþ ïîëóîêðóæíîñòü S+
ñ ìåòðèêîé, ðàâíîé óãëó ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè,

ïîñòðîèì ñèñòåìó A ∈ M2
èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó k ∈ N: ïîñëåäîâàòåëüíî íà ó÷àñòêàõ âèäà

[0, Tk], ãäå Tk → ∞ ïðè k → ∞, ïîñòîÿííî ñëåäÿ çà êàêèì-òî îäíèì ðåøåíèåì x ∈ S(A).
Ïðè k = 1, îáîçíà÷èâ T1 = 0, ïîëîæèì A(t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T1 è �èêñèðóåì êàêîé-

íèáóäü åäèíè÷íûé âåêòîð x(T1) ∈ S+
. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k > 1 �óíêöèÿ A(t)

è ðåøåíèå x(t) óæå ïîñòðîåíû ïðè 0 6 t 6 Tk−1, òî äîñòðîèì èõ ïðè Tk−1 < t 6 Tk ñ ïîìîùüþ
ñåðèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ, ïðîâîäèìûõ ïî îïðåäåëåíèþ 3 ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ εk
êàæäûé, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) âûáåðåì íà ïîëóîêðóæíîñòè S+
(ÿâëÿþùåéñÿ êîìïàêòîì) êîíå÷íóþ ε2k-ñåòü N , òî åñòü

òàêîå ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ si ∈ S+
(i = 1, . . . , I), ÷òî äëÿ êàæäîé ïðÿìîé l ∈ R

2

íàéäåòñÿ âåêòîð si ∈ N , óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêå ∠(si, l) < ε2k;
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(b) ïîëîæèâ τ0 ≡ Tk−1, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè êàæäîì i = 1, . . . , I îñóùåñòâèì íà ó÷àñòêå

[τi−1, τi] ñëåäóþùèå ïîâîðîòû:

(b.1) ïîâîðîò âåêòîðà x(τi−1) íà òàêîé óãîë, íå ïðåâûøàþùèé π, çà âðåìÿ, íå ïðåâûøàþùåå
π/εk, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð x(τ ′i−1) ñîñòàâèë ñ âåêòîðîì si óãîë âåëè÷èíîé â ε2k;

(b.2) íåñêîëüêî ïîâîðîòîâ íà óãîë 2ε2k çà âðåìÿ 2εk êàæäûé � íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà τ ′i−1,

ïîî÷åðåäíî òî â îäíîì, òî â äðóãîì íàïðàâëåíèè òàê, ÷òîáû ïðè êàæäîì ïîâîðîòå ðåøåíèå x
îäíàæäû (â òî÷íîñòè â ñåðåäèíå ïîâîðîòà) ñîâïàëî ñ âåêòîðîì si è ÷òîáû ìîìåíò τi çàâåðøåíèÿ
ïîñëåäíåãî ïîâîðîòà óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó τi > 2τ ′i−1;

() ïîëíîñòüþ çàâåðøèâ âñå äåéñòâèÿ èç ï. (b) íàñòîÿùåãî ïîñòðîåíèÿ, ïîëîæèì Tk ≡ τI ,
÷åì è çàêîí÷èì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç tm (m ∈ N) óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ êîíå÷íûå ìîìåíòû âñåõ ïîâî-

ðîòîâ, êîòîðûå äåëàëèñü â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû A ∈ M2
. Òîãäà ïðè êàæäûõ m,k ∈ N

èìååì: åñëè tm ∈ (Tk−1, Tk], òî íîðìà îïåðàòîð-�óíêöèè A(t) íà îòðåçêå t ∈ [tm−1, tm] (t0 ≡ 0),
ïî ïîñòðîåíèþ, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2εk → 0 ïðè k → ∞ (m→ ∞), ïîýòîìó A(t) → 0 ïðè
t → ∞ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ‖A‖I = 0, à ñ íèì, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, è ðàâåíñòâî ρ(x) = 0,
à òàêæå âñå îñòàëüíûå ðàâåíñòâà ñòðîêè (4.1), êðîìå ïîñëåäíåãî.

Äîêàæåì îñòàâøååñÿ ðàâåíñòâî ν̂•(x) = ∞ ñòðîêè (4.1). Äëÿ ëþáîé íåêðèòè÷åñêîé ïðÿìîé

G ⊂ R
2
îðòîãîíàëüíàÿ ê íåé ïðÿìàÿ l = G⊥

ïðè êàæäîì çíà÷åíèè k ∈ N íà k-ì øàãó èíäóêöèè

ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû A ïîïàäàåò â ε2k-îêðåñòíîñòü íåêîòîðîãî âåêòîðà si ∈ N . Áëàãîäàðÿ

êîëåáàíèÿì ðåøåíèÿ x îêîëî âåêòîðà si, ïðîåêöèÿ PGx çà âðåìÿ îò τ
′
i−1 äî τi îáíóëÿåòñÿ ðîâíî

(τi − τ ′i−1)/(2εk) ðàç, ïîýòîìó

N(PGx, τi)

τi
>

N(PGx, τi)−N(PGx, τ
′
i−1)

τi
=

(τi − τ ′i−1)/(2εk)

τi
>

τi/2

τi · 2εk
=

1

4εk
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

ν̂•(x) = inf
PG∈End1 R2

lim
t→∞

1

t
N(PGx, t) > lim

k→∞

1

4εk
= ∞.

II. Â ïðîñòðàíñòâå R
3
�èêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3 è ââåäåì ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ:

(a) S+ ⊂ R
3
� �èêñèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ åäèíè÷íàÿ ïîëóñ�åðà ñ ìåòðèêîé, ðàâíîé óãëó

ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè;

(b) Q ≡ ∂S+
� ãðàíè÷íàÿ (áîëüøàÿ) îêðóæíîñòü ïîëóñ�åðû S+

;

() q ∈ Q � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè Q;

(d) p ≡ Q⊥
� ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè Q (èëè, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà,

åãî ñëåä íà ïîëóñ�åðå S+
);

(e) Sε
� ìíîæåñòâî òî÷åê ïîëóñ�åðû S+

, óäàëåííûõ îò Q áîëüøå ÷åì íà ε;

(f) Qε
� ìíîæåñòâî òî÷åê îêðóæíîñòè Q, óäàëåííûõ îò òî÷êè q áîëüøå ÷åì íà ε.

Ñòàíäàðòíîå ïîñòðîåíèå êàæäîãî èç âàðèàíòîâ A�F íèæå áóäåì âåñòè â ïï. 1�5 èíäóêöèåé

ïî ïàðàìåòðó k ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíî íà ó÷àñòêàõ âèäà [0, Tk], ãäå Tk → ∞ ïðè k → ∞, ñ ïîìî-

ùüþ ñåðèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ, ïðîâîäèìûõ ïî îïðåäåëåíèþ 3 êàæäûé: ñî ñðåäíåé

ñêîðîñòüþ ε2k, â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû e1, e2, e3, ïðè �èêñèðîâàííîì îðòîãîíàëüíîì

äîïîëíåíèè ê íåé.

Ïîñëå ýòîãî â ïï. θ, ν, γ, ω, ρ (â íåêîòîðîì ïîðÿäêå) áóäåì äîêàçûâàòü òðåáóåìûå ðàâåíñòâà

íóëþ è áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëåé ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ x, à òàêæå ðàâåí-
ñòâî íóëþ âåëè÷èíû ‖A‖I , êîòîðîå áóäåò âûòåêàòü èç óñëîâèÿ A(t) → 0 ïðè t→ ∞.

A. Óêàæåì ñèñòåìó A ∈ M3
 ðåøåíèåì x ∈ S(A), óäîâëåòâîðÿþùèì ñòðîêå (4.2).

1. Ïðè k = 1, îáîçíà÷èâ T1 = 0, ïîëîæèì A(t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T1 è �èêñèðóåì íà÷àëüíûé

âåêòîð x(T1) ≡ p ∈ S+
.

2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k > 1 �óíêöèÿ A(t) è ðåøåíèå x(t) óæå ïîñòðîåíû ïðè

0 6 t 6 Tk−1, òî äîñòðîèì èõ ïðè Tk−1 < t 6 Tk.
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3. Âûáåðåì íà ïîëóñ�åðå S+
(êîìïàêòíîé) êîíå÷íóþ ε3k-ñåòü N ≡ {si ∈ S+ | i = 1, . . . , I},

òîãäà äëÿ êàæäîé ïðÿìîé l ∈ R
3
íàéäåòñÿ âåêòîð si ∈ N , óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêå ∠(si, l) < ε3k.

4. Ïîëîæèâ τ0 ≡ Tk−1, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè êàæäîì i = 1, . . . , I îñóùåñòâèì íà ó÷àñòêå

[τi−1, τi] ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

(4.1) âûáåðåì âåêòîð ei ∈ S+
, ñîñòàâëÿþùèé óãîë ε3k ñ âåêòîðîì si;

(4.2) ïîâåðíåì íà÷àëüíûé âåêòîð x(τi−1) ïî áîëüøîé ïîëóîêðóæíîñòè íà ïîëóñ�åðå S+
íà

óãîë, íå ïðåâûøàþùèé π, äî ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà x(τ ′i−1) ñ âåêòîðîì ei;

(4.3) ñîâåðøèì íà ñ�åðå ïîäðÿä íåñêîëüêî ïîëíûõ îáîðîòîâ ïî îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåí-

òðîì si è ðàäèóñîì ε3k, êàæäûé çà âðåìÿ 2π sin ε3k/ε
2
k, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà τ

′
i−1, â îäíîì è òîì æå

íàïðàâëåíèè òàê, ÷òîáû ìîìåíò τi çàâåðøåíèÿ ïîñëåäíåãî ïîâîðîòà óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó

τi > 2τ ′i−1.

5. Ïîëíîñòüþ çàâåðøèâ âñå äåéñòâèÿ èç ï. 4 íàñòîÿùåãî ïîñòðîåíèÿ, ïîëîæèì Tk ≡ τI , ÷åì
è çàêîí÷èì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

ρ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tm (m ∈ N) óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ êîíå÷íûå ìîìåíòû âñåõ

ïîâîðîòîâ, êîòîðûå äåëàëèñü â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû A. Ïðè êàæäûõ m,k ∈ N èìååì:

åñëè tm ∈ (Tk−1, Tk], òî íîðìà îïåðàòîð-�óíêöèè A(t) íà îòðåçêå t ∈ [tm−1, tm] (t0 ≡ 0), ïî
ïîñòðîåíèþ, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2ε2k → 0 ïðè k → ∞ (m → ∞), ïîýòîìó A(t) → 0 ïðè

t → ∞ è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ïîëó÷àåì äëÿ ðåøåíèÿ x ∈ S(A) ðàâåíñòâî ρ(x) = 0.

γ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà γ̂•(x) = ∞ ïîëîæèì K = Γ, κ = γ, k(l) = 1 è ïðîâåäåì

ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ:

(i) ïðÿìàÿ l = G⊥
, îðòîãîíàëüíàÿ ê ïðîèçâîëüíîé íåêðèòè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèî-

íàëàì K ïëîñêîñòè G ⊂ R
3
, ïðè êàæäîì çíà÷åíèè k ∈ N íà k-ì øàãó èíäóêöèè ïðè ïîñòðîåíèè

ñèñòåìû A ïîïàäàåò â ε3k-îêðåñòíîñòü íåêîòîðîãî âåêòîðà si ∈ N ;

(ii) ñëåäóþùèå èòîãîâûå îöåíêè íå íàðóøàòñÿ ïîñëå çàìåíû �óíêöèè PGx �óíêöèåé Lx
ïðè ëþáîì ïðåîáðàçîâàíèè L ∈ End2R

3
, ãäå l ∈ KerL:

(ii.a) ïðè êàæäîì k > k(l) áëàãîäàðÿ ïîâîðîòàì ðåøåíèÿ x âîêðóã âåêòîðà si ïðîåêöèÿ PGx
çà âðåìÿ îò τ ′i−1 äî τi ñäåëàåò öåëîå ÷èñëî îáîðîòîâ, ðàâíîå (τi − τ ′i−1)/(2π sin ε3k/ε

2
k), îòêóäà

ïîëó÷àåì îöåíêè

K(PGx, τi)

τi
>

2π(τi − τ ′i−1)

τi2π sin ε3k/ε
2
k

>
εkτi/2

τi · sin ε3k
=

ε2k
2 sin ε3k

→ ∞, k → ∞; (7.1)

(iii) òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî:

κ̂
•(x) = inf

L∈End2 R
3

lim
t→∞

K(Lx, t)

t
> lim

k→∞

ε2k
2 sin ε3k

= ∞. (7.2)

θ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà θ̂•(x) = ∞ ïîëîæèì K = Θ, κ = θ, k(l) = 1 è ïîâòîðèì

ðàññóæäåíèÿ (i), (ii), (ii.a), (iii) èç ï. γ âûøå.

ν. �àâåíñòâî ν̂•(x) = ∞ âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà, äîêàçàííîãî â ï. θ âûøå, â ñèëó òåîðåìû 2.

ω. �àâåíñòâî ω̂•(x) = ∞ âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà, äîêàçàííîãî â ï. θ âûøå, â ñèëó òåîðåìû 2.

B. Óêàæåì ñèñòåìó A ∈ M3
 ðåøåíèåì x ∈ S(A), óäîâëåòâîðÿþùèì ñòðîêå (4.3).

1, 2. Ñì. âàðèàíò A.

3. Âûáåðåì íà ïîëóñ�åðå S+
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî N , ñîñòîÿùåå èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ

si ∈ S+
(i = 1, . . . , I) ñëåäóþùèõ òèïîâ:

(3.a) si ∈ Sεk
, ïðè÷åì ïîäìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ si îáðàçóåò êîíå÷íóþ ε3k-ñåòü íà

ìíîæåñòâå Sεk
;

(3.b) si ∈ Q, ïðè÷åì ïîäìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ si îáðàçóåò êîíå÷íóþ ε4k-ñåòü íà

ìíîæåñòâå Q.

4. Ñì. âàðèàíò A:

(4.1) âûáåðåì âåêòîð ei ∈ S+
, ñîñòàâëÿþùèé óãîë ε3k ñ âåêòîðîì si, ïðè÷åì â ñëó÷àå si ∈ Q

äîáàâèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ei ∈ Q;

(4.2) ñì. âàðèàíò A;
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(4.3) íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà τ ′i−1, ñîâåðøèì íà ïîëóñ�åðå S+
ïîäðÿä íåñêîëüêî ïîâîðîòîâ ïî

îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì si è ðàäèóñîì ε3k òàê, ÷òîáû ìîìåíò τi çàâåðøåíèÿ ïîñëåäíåãî

ïîâîðîòà óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó τi > 2τ ′i−1:

(4.3.a) åñëè si ∈ Sεk
, òî ñäåëàåì íåñêîëüêî ïîëíûõ îáîðîòîâ â îäíîì íàïðàâëåíèè çà âðåìÿ

2π sin ε3k/ε
2
k êàæäûé (îêðóæíîñòè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò äâèæåíèå, öåëèêîì ëåæàò âíóòðè

ïîëóñ�åðû S+
è íå èìåþò îáùèõ òî÷åê ñ áîëüøîé îêðóæíîñòüþ Q);

(4.3.b) åñëè si ∈ Q, òî ñäåëàåì íåñêîëüêî ïîëóîáîðîòîâ ïîî÷åðåäíî òî â îäíîì, òî â äðóãîì

íàïðàâëåíèè çà âðåìÿ π sin ε3k/ε
2
k êàæäûé (âñå òî÷êè ïîëóîêðóæíîñòè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò

äâèæåíèå, ëåæàò âíóòðè ïîëóñ�åðû S+
, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êðàéíèõ òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ áîëüøîé îêðóæíîñòè Q);

5, ρ. Ñì. âàðèàíò A.

θ. Åñëè PG � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïðîèçâîëüíóþ íåêðèòè÷åñêóþ ïî îòíîøåíèþ

ê �óíêöèîíàëó Θ ïëîñêîñòü G, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿð p ≡ Q⊥
, òî êðèâàÿ PGx

ëåæèò öåëèêîì â îäíîé (íåñòðîãî) ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé PGQ è âåðíà îöåíêà

Θ(PGx, t) 6 π, èç êîòîðîé âûòåêàåò ðàâåíñòâî θ(x) = 0 (îïðåäåëåíèÿ 1 è 2).

γ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà γ̂•(x) = ∞ ïîëîæèì K = Γ, κ = γ è ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

ðàññóæäåíèÿ:

(i) ïðÿìàÿ l = G⊥
, îðòîãîíàëüíàÿ ê ïðîèçâîëüíîé íåêðèòè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöè-

îíàëó K ïëîñêîñòè G ⊂ R
3
, ïðè êàæäîì çíà÷åíèè k ∈ N, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k(l) ∈ N,

íà k-ì øàãó èíäóêöèè ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû A ïîïàäàåò â ìàëóþ îêðåñòíîñòü íåêîòîðîãî

âåêòîðà si ∈ N :

(i.a) åñëè α ≡ ∠(l, Q) > 0, òî íîìåð k(l) îïðåäåëÿåòñÿ èç îöåíêè εk(l) < α, ïðè÷åì si ∈ Sεk

è ∠(l, si) < ε3k ïðè êàæäîì k > k(l);

(i.b) åñëè α = 0, òî l ∈ Q, k(l) = 1, ïðè÷åì si ∈ Q è ∠(l, si) < ε4k ïðè êàæäîì k > k(l);

(ii): (ii.a) ïðè α > 0 ñì. âàðèàíò A;

(ii.b) ïðè α = 0 è k > k(l) áëàãîäàðÿ ïîëóîáîðîòàì ðåøåíèÿ x âîêðóã âåêòîðà si ïðîåêöèÿ
PGx çà âðåìÿ îò τ ′i−1 äî τi ñäåëàåò öåëîå ÷èñëî ïîëóîáîðîòîâ, ðàâíîå (τi − τ ′i−1)/(π sin ε

3
k/ε

2
k),

îòêóäà ïîëó÷àåì â èòîãå òå æå îöåíêè

K(PGx, τi)

τi
>
π(τi − τ ′i−1)

τiπ sin ε3k/ε
2
k

>
ε2kτi/2

τi · sin ε3k
=

ε2k
2 sin ε3k

→ ∞, k → ∞;

(iii) ñì. âàðèàíò A.

ν. Ïðÿìàÿ p � êðèòè÷åñêàÿ äëÿ �óíêöèîíàëà N (ïîñêîëüêó êðèâàÿ x â íåêîòîðûå ìîìåí-

òû äîñòèãàåò îðòîãîíàëüíîé ê p îêðóæíîñòè Q, èìåÿ â ýòè ìîìåíòû íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ),

à ÷åðåç ëþáóþ íåêðèòè÷åñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèîíàëó N ïðÿìóþ ìîæíî ïðîâåñòè íåêðè-

òè÷åñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèîíàëó Γ ïëîñêîñòü � äëÿ íåå, â ñèëó îöåíîê (7.1) ïðè K = Γ,
âûïîëíåíà îöåíêà

N(PGx, τi)

τi
>

Γ(PGx, τi)

τi
>

ε2k
2 sin ε3k

→ ∞, τi ∈ [Tk−1, Tk], k → ∞,

èç êîòîðîé âûòåêàåò ðàâåíñòâî ν̂•(x) = ∞ (ñì. öåïî÷êó (7.2) ïðè κ = ν, K = N).

ω. �àâåíñòâî ω̂•(x) = ∞ âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà, äîêàçàííîãî â ï. γ âûøå, â ñèëó òåîðåìû 2.

C. Óêàæåì ñèñòåìó A ∈ M3
 ðåøåíèåì x ∈ S(A), óäîâëåòâîðÿþùèì ñòðîêå (4.4).

1. Ïðè k = 1 �èêñèðóåì íà÷àëüíûé âåêòîð x(0) ≡ q ∈ Q è ñîâåðøèì îäèí åãî ïîëíûé îáîðîò

ïî îêðóæíîñòè Q ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ε21 çà âðåìÿ îò 0 äî T1 = 2π/ε21, ïîëó÷èâ ñèñòåìó A íà

îòðåçêå [0, T1] è êîíå÷íûé âåêòîð x(T1) = q ∈ Q.

2. Ñì. âàðèàíò A.

3: (3.a) ñì. âàðèàíò B.

4: (4.1), (4.2), (4.3); 5, ρ. Ñì. âàðèàíò A.

γ. Åñëè PG � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà íåêðèòè÷åñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèîíàëó Γ
ïëîñêîñòü G, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿð p ≡ Q⊥

, òî ïðîåêöèÿ PGx îáíóëÿåòñÿ çà âñå
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âðåìÿ âñåãî 2 ðàçà (ñì. ï. 1 âûøå), à åå óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïî ìîäóëþ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó:

∣∣∣∣
∂

∂t
e(PGx, t)

∣∣∣∣ 6
2ε2k

εk − ε2k
→ 0, t ∈ [Tk−1, Tk], k → ∞ (7.3)

(ïîñêîëüêó ∠(x(t), G⊥) > εk − ε2k), îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî γ(x) = 0 (îïðåäåëåíèÿ 1 è 2).

θ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà θ̂•(x) = ∞ ïîëîæèì K = Θ, κ = θ è ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

ðàññóæäåíèÿ:

(i): (i.a) ñì. âàðèàíò B;

(i.b) åñëè α = 0, òî ïëîñêîñòü Q êðèòè÷åñêàÿ (ñì. ï. 1 âûøå);

(ii): (ii.a); (iii) ñì. âàðèàíò A.

ν, ω. Ñì. âàðèàíò A.

D. Óêàæåì ñèñòåìó A ∈ M3
 ðåøåíèåì x ∈ S(A), óäîâëåòâîðÿþùèì ñòðîêå (4.5).

1, 2. Ñì. âàðèàíò A.

3: (3.a), (3.b) Ñì. âàðèàíò B.

4. Ñì. âàðèàíò A:

(4.1) âûáåðåì âåêòîð ei ∈ S+
, ñîñòàâëÿþùèé óãîë ε3k ñ âåêòîðîì si, ïðè÷åì â ñëó÷àå si ∈ Q

äîáàâèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ∠(ei, Q) = ε4k;

(4.2) ñì. âàðèàíò A;

(4.3): (4.3.a) ñì. âàðèàíò B;

(4.3.b) åñëè si ∈ Q, òî ñäåëàåì íåñêîëüêî ïîâîðîòîâ îò òî÷êè ei äî ñèììåòðè÷íîé åé òî÷êè e
′
i

(óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ∠(e′i, Q) = ε4k) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç si è ïåð-

ïåíäèêóëÿð p ≡ Q⊥
, ïîî÷åðåäíî òóäà è îáðàòíî, êàæäûé ïîâîðîò çà âðåìÿ (π − ϕk) sin ε

3
k/ε

2
k,

ãäå ϕk ≡ 2 arcsin(sin ε3k/sin ε
2
k) → 0, k → ∞.

5, ρ. Ñì. âàðèàíò A.

ν. Åñëè Pp � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïåðïåíäèêóëÿð p ≡ Q⊥
, òî, ïî ïîñòðîåíèþ, êðèâàÿ

Ppx ëåæèò öåëèêîì ñòðîãî íà îäíîé ïîëóïðÿìîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè PpQ, ïîýòîìó ïðè t > 0
âåðíî ðàâåíñòâî N(Ppx, t) = 0, èç êîòîðîãî âûòåêàåò ðàâåíñòâî ν(x) = 0 (îïðåäåëåíèÿ 1 è 2).

θ. �àâåíñòâî θ(x) = 0 âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà, äîêàçàííîãî â ï. ν âûøå, â ñèëó òåîðåìû 2.

γ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà γ̂•(x) = ∞ ïîëîæèì K = Γ, κ = γ è ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

ðàññóæäåíèÿ:

(i): (i.a), (i.b) ñì. âàðèàíò B;

(ii): (ii.a) ïðè α > 0 ñì. âàðèàíò A;

(ii.b) ïðè α = 0 è k > k(l) áëàãîäàðÿ ïîâîðîòàì ðåøåíèÿ x âîêðóã âåêòîðà si ïî äóãå îò ei
ê e′i è îáðàòíî ïðîåêöèÿ PGx çà âðåìÿ îò τ ′i−1 äî τi ñäåëàåò öåëîå ÷èñëî ïîëóîáîðîòîâ, ðàâíîå

(τi − τ ′i−1)/((π − ϕk) sin ε
3
k/ε

2
k), îòêóäà ïðè k → ∞ ïîëó÷àåì îöåíêè

K(PGx, τi)

τi
>

(π − ϕk − ψk)(τi − τ ′i−1)

τi(π − ϕk) sin ε
3
k/ε

2
k

>
(π − ϕk − ψk)ε

2
k

2(π − ϕk) sin ε
3
k

→ ∞,

ãäå ϕk, ψk → 0 (ïîïðàâêà ψk ñâÿçàíà ñî ñìåùåíèåì öåíòðà ïîâîðîòà èç òî÷êè si â òî÷êó l, ãäå
∠(l, si) 6 ε4k = o(ε3k));

(iii) ñì. âàðèàíò A.

ω. Ñì. âàðèàíò B.

E. Óêàæåì ñèñòåìó A ∈ M3
 ðåøåíèåì x ∈ S(A), óäîâëåòâîðÿþùèì ñòðîêå (4.6).

1. Ïðè k = 1 �èêñèðóåì íà÷àëüíûé âåêòîð x(0) ≡ p ∈ S+
è ñäåëàåì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïîâîðîòà ïî îäíîé áîëüøîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó q ∈ Q: îò òî÷êè p äî ñèì-

ìåòðè÷íîé åé òî÷êè −p îòíîñèòåëüíî q ∈ Q è îáðàòíî, ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ε21 çà âðåìÿ îò 0

äî T1 ≡ 2π/ε21, ïîëó÷èâ ñèñòåìó A íà îòðåçêå [0, T1] è êîíå÷íûé âåêòîð x(T1) = p ∈ S+
.

2. Ñì. âàðèàíò A.

3: (3.a) ñì. âàðèàíò B;

(3.b) si ∈ Qεk
, ïðè÷åì ïîäìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ si îáðàçóåò êîíå÷íóþ ε4k-ñåòü íà

ìíîæåñòâå Qεk
.
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4. Ñì. âàðèàíò A:

(4.1) ñì. âàðèàíò B;

(4.2) ñì. âàðèàíò A;

(4.3): (4.3.a), (4.3.b) ñì. âàðèàíò B.

5, ρ. Ñì. âàðèàíò A.
θ. Ñì. âàðèàíò B.
γ. Åñëè PG � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà íåêðèòè÷åñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèîíàëó Γ

ïëîñêîñòü G ≡ q⊥, òî ïðîåêöèÿ PGx îáíóëÿåòñÿ çà âñå âðåìÿ âñåãî 2 ðàçà (ñì. ï. 1 âûøå), à åå

óãëîâàÿ ñêîðîñòü óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (7.3) (ïîñêîëüêó ∠(x(t), q) > εk − ε2k), îòêóäà âûòåêàåò
ðàâåíñòâî γ(x) = 0 (îïðåäåëåíèÿ 1 è 2).

ω. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà ω̂•(x) = ∞ ïîëîæèì K = Ω, κ = ω è ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

ðàññóæäåíèÿ:

(i): (i.a) ñì. âàðèàíò B;

(i.b) åñëè α = 0, òî β ≡ ∠(l, q) > 0 (èíà÷å ïëîñêîñòü G êðèòè÷åñêàÿ, ñì. ï. 1 âûøå), l ∈ Q
è íîìåð k(l) îïðåäåëÿåòñÿ èç îöåíêè εk(l) < β, ïðè÷åì si ∈ Q è ∠(l, si) < ε4k ïðè êàæäîì

k > k(l);
(ii): (ii.a) ïðè α > 0 ñì. âàðèàíò A;

(ii.b) ñì. âàðèàíò B;

(iii) ñì. âàðèàíò A.

ν. Ïðÿìàÿ p � êðèòè÷åñêàÿ äëÿ �óíêöèîíàëà N (ïîñêîëüêó êðèâàÿ x â íåêîòîðûå ìîìåí-

òû äîñòèãàåò îðòîãîíàëüíîé ê p îêðóæíîñòè Q, èìåÿ â ýòè ìîìåíòû íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ),

à ÷åðåç ëþáóþ íåêðèòè÷åñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèîíàëó N ïðÿìóþ ìîæíî ïðîâåñòè íåêðè-

òè÷åñêóþ ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèîíàëó Ω ïëîñêîñòü � äëÿ íåå, â ñèëó îöåíîê (7.1) ïðè K = Ω,
âûïîëíåíà îöåíêà

N(PGx, τi)

τi
>

Ω(PGx, τi)

τi
>

ε2k
2 sin ε3k

→ ∞, τi ∈ [Tk−1, Tk], k → ∞,

èç êîòîðîé âûòåêàåò ðàâåíñòâî ν̂•(x) = ∞ (ñì. öåïî÷êó (7.2) ïðè κ = ν, K = N).

F. Óêàæåì ñèñòåìó A ∈ M3
 ðåøåíèåì x ∈ S(A), óäîâëåòâîðÿþùèì ñòðîêå (4.7).

1. Ñì. âàðèàíò E.

2. Ñì. âàðèàíò A.

3: (3.a) ñì. âàðèàíò B;

(3.b) ñì. âàðèàíò E.

4. Ñì. âàðèàíò A:

(4.1) ñì. âàðèàíò D;

(4.2) ñì. âàðèàíò A;

(4.3): (4.3.a) ñì. âàðèàíò B;

(4.3.b) ñì. âàðèàíò D.

5, ρ. Ñì. âàðèàíò A.
ν. Åñëè Pp � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïåðïåíäèêóëÿð p ≡ Q⊥

, òî, ïî ïîñòðîåíèþ, êðè-

âàÿ Ppx, äî ìîìåíòà T1 îáíóëÿåòñÿ 2 ðàçà (ñì. ï. 1 âûøå), à ïîñëå ëåæèò öåëèêîì ñòðîãî íà

îäíîé ïîëóïðÿìîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè PpQ, ïîýòîìó ïðè t > T1 âåðíî ðàâåíñòâî N(Ppx, t) = 2,
èç êîòîðîãî âûòåêàåò ðàâåíñòâî ν(x) = 0 (îïðåäåëåíèÿ 1 è 2).

θ. Ñì. âàðèàíò D.
γ. Ñì. âàðèàíò E.
ω. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà ω̂•(x) = ∞ ïîëîæèì K = Ω, κ = ω è ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

ðàññóæäåíèÿ:

(i): (i.a) ñì. âàðèàíò B;

(i.b) ñì. âàðèàíò E;

(ii): (ii.a) ïðè α > 0 ñì. âàðèàíò A;

(ii.b) ñì. âàðèàíò D;

(iii) ñì. âàðèàíò A.

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà. �
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In this paper a number of Lyapunov indicators is defined for non-trivial solutions of linear systems on semiaxis to
be responsible for their oscillation, rotation and wandering. The indicators are obtained from some functionals of
solutions on finite intervals as a result of averaging over time and minimizing for all bases in the phase space. We
give a set of relations (equalities or inequalities) between introduced indicators. The set is proved to be full, that is,
it cannot be supplemented or strengthened by any meaningful relation.
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