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�àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñáëè-

æåíèè ñèñòåìû ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà ýòîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ïðåäëàãàåòñÿ

ñõåìà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñáëèæåíèè, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè

ïîïÿòíûõ ïîøàãîâûõ ïðîöåäóð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, äâèæåíèå, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà, óïðàâëå-

íèå, çàäà÷à î ñáëèæåíèè, ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè.

Ââåäåíèå

�àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå è íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñèñòåìû ñ öåëåâûì

ìíîæåñòâîì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü ïðèâåäåíèå äâèæåíèÿ

ñèñòåìû íà öåëåâîå ìíîæåñòâî íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîé

èç àêòóàëüíûõ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îíà ñâÿçàíà ñ òàêèìè èçâåñòíûìè çàäà÷àìè, êàê çàäà÷à

î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè

è çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè [1�5℄. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñêàòü íà ïóòè

âûäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé ñèñòåìû òàê íàçûâàåìîãî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè [4,5℄ �

ìíîæåñòâà âñåõ òåõ ïîçèöèé, èç êîòîðûõ ðàçðåøèìà çàäà÷à î ñáëèæåíèè. Ýòîò ïóòü ÿâëÿåòñÿ

âåñüìà òðóäíûì, íî òåì íå ìåíåå â ñëó÷àå åãî ðåàëèçàöèè â êîíêðåòíîé çàäà÷å î ñáëèæåíèè îí

äàåò â ðàñïîðÿæåíèå ëèö�à, óïðàâëÿþùåãî ñèñòåìîé, áîãàòóþ è ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ î âîç-

ìîæíîñòÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê äîñòèæåíèþ öåëåâîãî ìíîæåñòâà. Âûäåëåíèå

ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñáëèæåíèè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âûäåëåíèå â ïðîñòðàí-

ñòâå ïîçèöèé ñèñòåìû èíòåãðàëüíîé âîðîíêè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, äóàëüíîé â îïðåäåëåííîì

ñìûñëå ê èñõîäíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå [4,11,12℄. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè â òåõ êîíêðåòíûõ

çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè, â êîòîðûõ óäàåòñÿ åãî âû÷èñëèòü, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé, ðåøàþùèõ çàäà÷ó î ñáëèæåíèè [4,5,11,15℄. Îäíàêî õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî ýòî ìíîæåñòâî óäàåòñÿ âû÷èñëèòü òî÷íî èëè äàòü åãî ý��åêòèâíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå

ëèøü â îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè � â òåõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ óïðàâëÿåìàÿ ñè-

ñòåìà è öåëåâîå ìíîæåñòâî ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè. Ïîýòîìó àêòóàëüíà ïðîáëåìàòèêà,

îòíîñÿùàÿñÿ ê ïðèáëèæåííîìó êîíñòðóèðîâàíèþ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè, êîòîðàÿ òåñíî ñâÿ-

çàíà ñ ïðèáëèæåííûì êîíñòðóèðîâàíèåì èëè îöåíêîé òðóáîê òðàåêòîðèé èëè èíòåãðàëüíûõ

âîðîíîê óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ýòîé âàæíîé ïðîáëåìàòèêå ïðèáëèæåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ

è îöåíèâàíèÿ òðóáîê òðàåêòîðèé, èíòåãðàëüíûõ âîðîíîê è ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû óñèëèÿ è ðàáîòû ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ [2, 4, 6, 8�10℄.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðàçðàáîòêîé ñõåì è àëãîðèòìîâ

ïðèáëèæåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è î ñáëèæå-

íèè. Â îñíîâíîì îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðèáëèæåííûì êîíñòðóèðîâàíèåì ìíî-

æåñòâà ðàçðåøèìîñòè. Îáîñíîâûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ñõåìû, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðèáëèæåííîå

êîíñòðóèðîâàíèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðèáëèæåííîìó êîíñòðóèðîâàíèþ ìíî-

æåñòâ ðàçðåøèìîñòè â ðÿäå çàäà÷ î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì

â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà.

Ïî ñâîåé òåìàòèêå ñòàòüÿ áëèçêà ê [1�15℄.
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 14�01�00486) è Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ

¾Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿.

202



� 1. Çàäà÷à î ñáëèæåíèè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè

Íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, ϑ], t0 < ϑ <∞ çàäàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

dx

dt
= f(t, x, u); (1.1)

çäåñü t � âðåìÿ, x ∈ R
n
� �àçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, u � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé,

ãäå

u ∈ P, (1.2)

P � êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå R
r
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Ó ñ ë î â è å 1.1. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t, x, u) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà [t0, ϑ] × R
n × P,

è äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè D ⊂ [t0, ϑ] × R
n
íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà

L = L(D) ∈ [0,∞), ÷òî

‖f(t, x(1), u)− f(t, x(2), u)‖ 6 L‖x(1) − x(2)‖, (t, x(i), u) ∈ D × P, i = 1, 2. (1.3)

Ó ñ ë î â è å 1.2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà γ ∈ (0,∞), ÷òî

‖f(t, x, u)‖ 6 γ (1 + ‖x‖), (t, x, u) ∈ [t0, ϑ]× R
n × P. (1.4)

Ó ñ ë î â è å 1.3. Ìíîæåñòâî F (t, x) = f(t, x, P ) = {f(t, x, u) : u ∈ P} âûïóêëî ïðè ëþáûõ

(t, x) ∈ [t0, ϑ]×R
n.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 1.1, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè D ⊂
⊂ [t0, ϑ]×R

n
�óíêöèÿ

ω∗(δ) = max
{

‖f(t∗, x, u)− f(t∗, x, u)‖ : (t∗, x, u) è (t∗, x, u) èç D × P, |t∗ − t∗| 6 δ
}

, δ ∈ (0,∞),

òàêîâà, ÷òî ω∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0, à òàêæå

d
(

F (t∗, x∗), F (t∗, x∗)
)

6 ω∗(δ) + L‖x∗ − x∗‖, (1.5)

(t∗, x∗) è (t∗, x∗) èç D, |t∗ − t∗| 6 δ.

Çäåñü d(F∗, F
∗) � õàóñäîð�îâî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïàêòàìè F∗ è F ∗.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ òåõ ïîíÿòèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â íàñòî-

ÿùåé ðàáîòå.

Ïîä äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì u(t), t ∈ [t0, ϑ] ïîíèìàåì èçìåðèìóþ ïî Ëåáåãó âåêòîð-

�óíêöèþ u(t) ∈ P , t ∈ [t0, ϑ].
Îáîçíà÷èì X(t∗, t∗, x∗) ⊂ R

n
(x∗ ∈ R

n, t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìî-

ñòè ñèñòåìû (1.1), îòâå÷àþùåå ìîìåíòó t∗ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t∗) = x∗; X(t∗, x∗) =
=

⋃

t∗∈[t0,ϑ]

(

t∗,X(t∗, t∗, x∗)
)

� èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà ñèñòåìû (1.1)  íà÷àëüíîé ïîçèöèåé (t∗, x∗) ∈

∈ [t0, ϑ]× R
n; çäåñü (t∗,X∗) =

{

(t∗, x∗) : x∗ ∈ X∗
}

, X∗ ⊂ R
n
.

Ïðè óñëîâèÿõ, êîòîðûìè ñòåñíåíà ñèñòåìà (1.1), ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X(t∗, t∗, x∗) ñè-
ñòåìû (1.1) ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ è ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷å-

íèÿ

dx

dt
∈ F (t, x), x(t∗) = x∗, (1.6)

è çíà÷èò X(t∗, t∗, x∗) çàìêíóòî â R
n.

Íèæå ìû èñïîëüçóåì òîò �àêò, ÷òî X(t∗, t∗, x∗) åñòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ä.â. (1.6).

Ó÷èòûâàÿ çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà X(t∗, t∗, x∗), ïîëó÷àåì, ÷òî îíî åñòü

êîìïàêò â R
n, ê òîìó æå ïðè òåõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå íàëîæåíû íà ñèñòåìó (1.1) (óñëîâèå 1.1),

èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà X(t∗, x∗) � êîìïàêò â [t0, ϑ]× R
n.

Ïîëàãàåì, ÷òî íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1.1) çàäàí êîìïàêò M ⊂ R
n, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàåì

êàê öåëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ ñèñòåìû (1.1).

203



Ç à ä à ÷ à 1.1. (çàäà÷à î ñáëèæåíèè íà ïðîìåæóòêå [t0, ϑ])). Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü â [t0, ϑ]×R
n

ìíîæåñòâî W âñåõ èñõîäíûõ ïîçèöèé (t∗, x∗) ñèñòåìû (1.1), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå íà [t0, ϑ], ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x(t), x(t∗) = x∗, óäîâëåòâîðÿþùåå

ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ [t0, ϑ] âêëþ÷åíèþ x(t∗) ∈M.

Ìíîæåñòâî W, ñëåäóÿ ðàáîòàì [4, 11, 12℄, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè â çà-

äà÷å 1.1.

Çàäà÷à 1.1, íà íàø âçãëÿä, ñëîæíåå â îáùåì ñëó÷àå, ÷åì çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1)

ñ M â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, à òàêæå áîëåå àêòóàëüíà â ïðèëîæåíèÿõ.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è 1.1 çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè åå ê ñåðèè

áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷ î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ M â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýòîò

ïîäõîä ïðåäñòàâëåí â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

À èìåííî, äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t0, ϑ] îïðåäåëÿåì (âûäåëÿåì) ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè

W t∗ ⊂ [t0, ϑ]× R
n
â çàäà÷å î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ M â ìîìåíò t∗ (ñì., íàïðèìåð, [11℄,

ñ. 277). Ñîãëàñíî [11℄ W t∗
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïîçèöèé (t∗, x∗) ⊂ [t0, t

∗]× R
n, äëÿ êàæäîé

èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå íà [t0, t
∗], ïåðåâîäÿùåå äâèæåíèå x(t), x(t∗) = x∗

ñèñòåìû (1.1) â ìîìåíò t∗ â ìíîæåñòâî M : x(t∗) ∈M.

Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî

W =
⋃

t∗∈[t0,ϑ]

W t∗ . (1.7)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.7) âû÷èñëåíèå (âûäåëåíèå) ìíîæåñòâà W â [t0, ϑ] × R
n
ìîæíî ñâåñòè

ê âûäåëåíèþ â [t0, ϑ]×R
n
ìíîæåñòâ W t∗ , t∗ ∈ [t0, ϑ] è ïîñëåäóþùåé çà ýòèì îïåðàöèè îáúåäè-

íåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ.

Èìåÿ â âèäó òàêóþ ñõåìó âûäåëåíèÿ ìíîæåñòâà W, íàïðàâèì íàøè ðàññóæäåíèÿ íà ðàçðà-

áîòêó ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W .

Ïðåäëàãàåìûå íèæå êîíñòðóêöèè ñâÿçàíû ñ äèñêðåòèçàöèåé ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] è ìíîæåñòâ

äîñòèæèìîñòè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè êîíñòðóêöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì èìåþò îòïðàâ-

íîé òî÷êîé è â òî æå âðåìÿ îðèåíòèðîì ïðåäñòàâëåíèå (1.7) ìíîæåñòâà W.

Èòàê, ââåäåì ðàçáèåíèå Γ = {t0, t1, . . . , tj, . . . , tN−1, tN = ϑ} ïðîìåæóòêà [t0, ϑ], óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ tj+1 − tj = ∆ = 1

N (ϑ− t0), j = 0, N − 1.
�àññìîòðèì íàáîð èç (N+1)-ãî ìíîæåñòâà W tj , j = 0, N, îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ Γ, à òàêæå

ìíîæåñòâî

W̌Γ =
⋃

j=0,N

W tj ⊂ [t0, ϑ]× R
n. (1.8)

Ïîñêîëüêó W tj , tj ∈ Γ íåïóñòû, òî è W̌Γ 6= ∅.

Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàåò W̌Γ.

Âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå W̌Γ ⊂W.

Äàëåå, ïóñòü (t∗, x∗) ∈W. Ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], ïîðîæäàþùåå
äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗ íà [t∗, ϑ], äëÿ êîòîðîãî x∗(t∗) ∈ M â íåêîòîðûé ìîìåíò t∗ ∈ [t∗, ϑ]
(ñì. ðèñ. 1).

Èìååì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j = 0, N − 1 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå t∗ ∈ [tj , tj+1].
Ñ ýòîãî ìîìåíòà ñ÷èòàåì, ÷òî îáëàñòü D (ñì. óñëîâèå 1.1) âûáðàíà íàìè öèëèíäðè÷åñêîé

�îðìû, òî åñòü D = [t0, ϑ]×D∗, è íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî â íåé ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû ðàç-

ðåøàþùèõ êîíñòðóêöèé çàäà÷è 1.1, âîçíèêàþùèå â õîäå íàøèõ ïîñòðîåíèé (òî åñòü ðàçëè÷íûå

äâèæåíèÿ, ëîìàíûå Ýéëåðà, èíòåãðàëüíûå âîðîíêè, ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è âñåâîçìîæíûå

èõ àïïðîêñèìàöèè). Çäåñü D∗
� êîìïàêò â R

n.

Îòìåòèì, ÷òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå 1.2 è êîìïàêòíîñòü öåëåâîãî ìíîæåñòâà M ,

ìû ìîæåì îöåíèòü, íàñêîëüêî âåëèê äîëæåí áûòü êîìïàêò D∗.

Ââåäåì K = max(‖f(t, x, u)‖ : (t, x, u) ∈ D × P ).
Âîçíèêøåå âûøå äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗ ñèñòåìû (1.1) íà [t∗, ϑ], ïîðîæäåííîå óïðàâëå-

íèåì u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

x∗(t) = x∗(tj) +

∫ t

tj

f
(

ξ, x∗(ξ), u∗(ξ)
)

dξ, t ∈ [tj , t
∗].

204



PSfrag replaements

R
n

(t∗, x∗)
(

t, x∗(t)
)
(

t∗, x∗(t∗)
)

(

ϑ, x∗(ϑ)
)

ϑtj+1tjt∗ t∗t00
t

M∗ = (ϑ,M)

�èñ. 1

Ïîñêîëüêó (ξ, x∗(ξ)) ∈ D, ξ ∈ [t0, ϑ], òî

‖f(ξ, x∗(ξ), u∗(ξ))‖ 6 K, ξ ∈ [t∗, t
∗], (1.9)

è çíà÷èò èìååò ìåñòî

‖x∗(t)− x∗(tj)‖ 6 K(t− tj) 6 K∆, t ∈ [tj, t
∗].

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗(t∗)− x∗(tj)‖ 6 K∆. (1.10)

Èç âêëþ÷åíèÿ

(

t∗, x∗(t∗)
)

∈ (t∗,M) è îöåíêè (1.10) ñëåäóåò

(

tj , x
∗(tj)

)

∈ (tj ,M
∆), ãäå M∆ = MK∆. (1.11)

Çäåñü MK∆ � K∆-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ïîçèöèè (t∗, x∗) ∈ W íàéäåòñÿ

äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗, t ∈ [t∗, ϑ]
ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå âêëþ÷åíèþ

(

tj, x
∗(tj)

)

∈ (tj ,M
∆) ïðè íåêîòîðîì tj ∈ Γ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî ŴΓ ∈ [t0, ϑ]× R
n
âñåõ òåõ ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ]× R

n,

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], ïîðîæäàþùåå äâè-
æåíèå x∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], äëÿ êîòîðîãî

(

tj, x
∗(tj)

)

∈ (tj ,M
∆) ïðè íåêîòîðîì tj ∈ Γ. Ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

ŴΓ =
⋃

tj∈Γ

W tj ,∆; (1.12)

çäåñü W tj ,∆ ⊂ [t0, ϑ] × R
n
� ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ] × R

n, äëÿ êàæäîé èç

êîòîðûõ ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t∗, tj ], ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗,

t ∈ [t∗, tj ], ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå âêëþ÷åíèþ

(

tj, x
∗(tj)

)

∈ (tj ,M
∆).

Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

W̌Γ ⊂W ⊂ ŴΓ. (1.13)

Ïðè êàæäîì tj ∈ Γ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó:

d(W̌Γ, ŴΓ) 6 max
tj∈Γ

d(W tj ,W tj ,∆) 6 eL(tj−t0)d(M,M∆) 6 eL(ϑ−t0)K∆. (1.14)
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Çàìåòèì, ÷òî â (1.14) äëÿ õàóñäîð�îâûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó W̌Γ
è ŴΓ

â R
n+1

è ìåæ-

äó M è M∆
â R

n
èñïîëüçóåì îäèí è òîò æå ñèìâîë d(·, ·).

Ó÷èòûâàÿ âêëþ÷åíèå (1.13) è îöåíêó (1.14), ïîëó÷àåì

d(W̌Γ,W ) 6 eL(ϑ−t0)K∆. (1.15)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.15), çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî W ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåí-

íî êàê ìíîæåñòâî W̌Γ
ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû eL(ϑ−t0)K∆, ãäå ∆ = 1

N (ϑ − t0).

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îöåíêó (1.15) ìîæíî óëó÷øèòü çà ñ÷åò äðîáëåíèÿ ðàçáèåíèÿ Γ,
òî åñòü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà N.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ îöåíêó (1.15) ìîæíî óëó÷øèòü çà ñ÷åò ïîäìåíû êîý��èöèåíòà K â åå

ïðàâîé ÷àñòè. Äåéñòâèòåëüíî, óïîìÿíóòîå âûøå äâèæåíèå x∗(t), t ∈ [t0, ϑ] óäîâëåòâîðÿ-

åò âêëþ÷åíèþ

(

t, x∗(t)
)

∈ (t,M∆) ïðè t ∈ [tj , tj+1]. Ìîæåò âïîëíå îêàçàòüñÿ, ÷òî ÷èñëî

K∗ = max
{

‖f(t, x, u)‖ : (t, x, u) ∈ (t,M∆, P )
}

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷èñëà K â îöåíêå (1.9), ìà-

æîðèðóþùåãî âåëè÷èíó ‖f(t, x, u)‖ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ìíîæåñòâå D×P ⊂ [t0, ϑ]×R
n×P.

Íàïðèìåð, òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî M áëèçêî

ê íà÷àëó êîîðäèíàò 0 ∈ R
n, à âåêòîð-�óíêöèÿ f(t, x, u) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó f(t,0, u) = 0,

t ∈ [t0, ϑ], u ∈ P. Ýòî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì âèäà

f(t, x, u) = ϕ(t, x) +B(t, x)u, (1.16)

ãäå ϕ(t,0) = 0, B(t,0) = 0 ïðè t ∈ [t0, ϑ] èëè ϕ(t,0) = 0, d
(

P, {0}
)

íåâåëèêî ïðè t ∈ [t0, ϑ].

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî K â îöåíêå (1.15) ìîæíî è äàæå öåëåñîîáðàçíî çàìåíèòü ìåíüøèì

÷èñëîì K∗:

d(W̌Γ,W ) 6 eL(ϑ−t0)K∗∆. (1.17)

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà W ìîæåò áûòü

ñâåäåíà ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ N + 1 ìíîæåñòâ W tj , j = 0, N , è ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ

îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ â åäèíîå ìíîæåñòâî W̌Γ. Âû÷èñëåíèå îáúåäèíåíèÿ èìååò ñìûñë

ïðîâîäèòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû õîòèì ïðåäñòàâèòü ñåáå ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìíîæå-

ñòâà W̌Γ
è òåì ñàìûì � ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà W̌Γ
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìíîæåñòâ W tj , tj ∈ Γ,

ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà îïèñàíèè êîíñòðóêöèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ.

Èòàê, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò tj ∈ Γ è ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðèáëèæåííîì âû÷èñ-

ëåíèè ìíîæåñòâà W tj ⊂ [t0, ϑ]× R
n, èáî òî÷íî âû÷èñëèòü W tj

ìû íå â ñîñòîÿíèè.

Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1.1) íà ïðîìåæóòêå [t0, tj ]. Ââåäåì
íàðÿäó ñ ¾ïðÿìûì¿ âðåìåíåì t ∈ [t0, tj ] òàê íàçûâàåìîå îáðàòíîå âðåìÿ τ = t0 + tj − t ∈ [t0, tj ]
(ñì. ðèñ. 2).

PSfrag replaements

t0

t0

tj

tj

τ

t

�èñ. 2

Ñîïîñòàâèì ñèñòåìå (1.1), ðàññìàòðèâàåìîé íà [t0, tj], óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, îòâå÷àþùóþ

îáðàòíîìó âðåìåíè τ :
dz

dτ
= f (j)(τ, z, v), τ ∈ [t0, tj ]; (1.18)

çäåñü f (j)(τ, z, v) = −f(t0 + tj − τ, z, v), (τ, z, v) ∈ [t0, tj ]× R
n × P.

Ñèìâîëîì Ztj (t0, z
(0)) ⊂ [t0, tj ]× R

n
îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíóþ âîðîíêó ñèñòåìû (1.18) ñ èñ-

õîäíîé ïîçèöèåé (t0, z
(0)), à ñèìâîëîì Ztj = Ztj (t0,M) � èíòåãðàëüíóþ âîðîíêó ñèñòåìû (1.18)

ñ èñõîäíûì ìíîæåñòâîì (t0,M) =
{

(t0, z
(0)) : z(0) ∈M

}

, òî åñòü Ztj =
⋃

z(0)∈M

Ztj(t0, z
(0)).
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Ïîëàãàåì W tj (t) =
{

x ∈ R
n : (t, x) ∈ W tj

}

, t ∈ [t0, tj ] è Ztj(τ) =
{

z ∈ R
n : (τ, z) ∈ Ztj

}

,

τ ∈ [t0, tj ]. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W tj (t) = Ztj (τ) ⊂ R
n, t = t0 + tj − τ, τ ∈ [t0, tj ]. (1.19)

Êàê èçâåñòíî, ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó (1.1), èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà Ztj , à ñëå-

äîâàòåëüíî, W tj
åñòü êîìïàêò â [t0, ϑ]× R

n.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D è ðàçðåøàþùèõ êîíñòðóêöèé çàäà÷è î ñáëè-

æåíèè (ñì. ñ. 204) ìíîæåñòâà Ztj
è W tj

ñîäåðæàòñÿ â D = [t0, ϑ]×D∗.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.19), ìîæåì òðàêòîâàòü W tj
â òåðìèíàõ îáðàòíîãî âðåìåíè

τ ∈ [t0, tj ] êàê èíòåãðàëüíóþ âîðîíêó Ztj = Ztj (t0,M) =
⋃

τ∈[t0,tj ]

(

τ, Ztj (τ)
)

ñèñòåìû (1.18).

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ W tj
ìîæåì è áóäåì ðåøàòü êàê çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ Ztj .

Ìû ñìîãëè áû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, åñëè áû óìåëè âû÷èñëÿòü âñå ìíîæåñòâà Ztj (τ), τ ∈ [t0, tj ].
Îäíàêî â íåòðèâèàëüíûõ çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè òàêîå âû÷èñëåíèå íåâîçìîæíî õîòÿ áû ïîòî-

ìó, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Ztj(τ), τ ∈ [t0, tj ] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî â comp(Rn)
è ê òîìó æå ýòè ìíîæåñòâà èìåþò â ïðåäñòàâëåííûõ çàäà÷àõ ãåîìåòðèþ, íå ïîçâîëÿþùóþ

îñóùåñòâèòü âû÷èñëåíèå.

Íåñìîòðÿ íà ýòè íåóäîáíûå êà÷åñòâà ìíîæåñòâà Ztj , ìû âñå æå ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà

íåêîòîðîì êîíå÷íîì íàáîðå ìíîæåñòâ èç ñîâîêóïíîñòè Ztj (τ), τ ∈ [t0, tj ] è èõ ïðèáëèæåííîì

(íî íå òî÷íîì) âû÷èñëåíèè.

Èòàê, íà îñè îáðàòíîãî âðåìåíè τ ââîäèì êîíå÷íîå ðàçáèåíèå Γtj = {τ
(j)
0 = t0, τ

(j)
1 , . . . ,

τ
(j)
i , . . . , τ

(j)
j = tj} ïðîìåæóòêà [t0, tj ] ñ îäèíàêîâûìè øàãàìè ∆(j) = τ

(j)
i+1− τ

(j)
i = ∆, i = 0, j − 1,

ãäå äèàìåòð ∆ = ∆(Γtj ) òîò æå ñàìûé, ÷òî è äèàìåòð ∆ = ∆(Γ) ðàçáèåíèÿ Γ.

Ââåäåì êîíå÷íûé íàáîð Ztj(τ
(j)
i ) ⊂ R

n, i = 0, j, ñå÷åíèé èíòåãðàëüíîé âîðîíêè Ztj =
= Ztj (t0,M) ñèñòåìû (1.18), îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ Γtj .

Ñå÷åíèÿ Ztj (τ
(j)
i ), i = 0, j, çàäàäèì ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

Ztj (τ
(j)
i ) = Z(j)

(

τ
(j)
i , τ

(j)
i−1, Z

tj (τ
(j)
i−1)

)

, i = 1, j, (1.20)

Ztj (τ
(j)
0 ) = M ;

çäåñü îáîçíà÷åíî Z(j)(τ∗, τ∗, Z∗)� ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò τ∗ ∈ [t0, tj ] ñèñòåìû (1.18)

 èñõîäíûì ìíîæåñòâîì (τ∗, Z∗), ãäå τ∗ ∈ [t0, τ
∗], Z∗ ⊂ R

n.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Z(j)(τ∗, τ∗, Z∗) è èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà Z(j)(τ∗, Z∗) ñèñòåìû (1.18)

ìîãóò (è áóäóò) ðàññìàòðèâàòüñÿ íàìè ñîîòâåòñòâåííî êàê ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè è èíòå-

ãðàëüíàÿ âîðîíêà ä.â.

dz

dτ
∈ F (j)(τ, z), τ ∈ [τ∗, τ

∗]; (1.21)

çäåñü F (j)(τ, z) =
{

f (j)(τ, z, v) : v ∈ P
}

� âûïóêëûé êîìïàêò â R
n.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû ìîãëè áû ïðè ìàëûõ ∆ > 0 âû÷èñëÿòü òî÷íî ïðàâûå ÷àñòè â (1.20),

ìû ñìîãëè áû, ïðîäâèãàÿñü âïåðåä ïî ìîìåíòàì τ
(j)
i ∈ Γtj , âû÷èñëèòü ïîñëåäîâàòåëüíî âñå

Ztj (τ
(j)
i ), i = 1, j.

Îäíàêî, íå èìåÿ âîçìîæíîñòè òî÷íî âû÷èñëèòü ìíîæåñòâà Z(j)
(

τ
(j)
i , τ

(j)
i−1, Z

tj (τ
(j)
i−1)

)

, áóäåì

âìåñòî ìíîæåñòâ Ztj (τ
(j)
i ), i = 0, j, êîíñòðóèðîâàòü èõ àïïðîêñèìàöèè Ztj ,a(τ

(j)
i ) êàê êîíå÷íûå

ìíîæåñòâà â R
n.

Îïèøåì êðàòêî ñõåìó êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ Ztj ,a(τ
(j)
i ), îïèñàâ ïðåäâàðèòåëüíî ñõåìó

êîíñòðóèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ìíîæåñòâ Ztj ,a(τ
(j)
i ), i = 0, j.

Ìíîæåñòâà Ztj ,a(τ
(j)
i ), i = 0, j, ïðåäøåñòâóþùèå ìíîæåñòâàì Ztj ,a(τ

(j)
i ), i = 0, j, ÿâëÿþòñÿ

êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè, íî ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïðèãîäíûìè äëÿ ý��åêòèâíûõ âû÷èñëåíèé

èç-çà ñëèøêîì áîëüøîé ìîùíîñòè.

Èòàê, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî îïèñàíî â [12℄, çàäàäèì îòîáðàæåíèå

(τ∗, τ∗, Z∗) 7→ Z(δ)(τ∗, τ∗, Z∗) ⊂ R
n,
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ãäå t0 6 τ∗ < τ∗ 6 tj, δ = τ∗ − τ∗ > 0, Z∗ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â R
n
:

Z(δ)(τ∗, τ∗, Z∗) =
⋃

z∗∈Z∗

Z(δ)(τ∗, τ∗, z∗). (1.22)

Â (1.22) Z(δ)(τ∗, τ∗, z∗) = z∗ + δF (δ)(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D, è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå (τ∗, z∗) 7→
7→ F (δ)(τ∗, z∗) îïðåäåëÿåì êàê íåêîòîðóþ êîíå÷íîçíà÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-

ðàæåíèÿ (τ∗, z∗) 7→ F (j)(τ∗, z∗), (τ∗, z∗) ∈ D, ñòåñíåííóþ îãðàíè÷åíèåì

sup
(τ∗,z∗)∈D

d
(

F (δ)(τ∗, z∗), F
(j)(τ∗, z∗)

)

6 ξ∗(δ), δ ∈ (0,∞), (1.23)

ãäå �óíêöèÿ ξ∗(δ), δ ∈ (0,∞) âûáðàíà óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ ξ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.
Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå (τ∗, z∗) 7→ F (δ)(τ∗, z∗) ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Òàê, íàïðèìåð, åãî ìîæíî çàäàòü ðàâåíñòâîì F (δ)(τ∗, z∗) = f (j)(τ∗, z∗, P
(δ)), ãäå P (δ) ⊂ R

r
�

íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå âìåñòå ñ F (j)(τ∗, z∗) = f (j)(τ∗, z∗, P ) îãðàíè-
÷åíèÿì (1.23).

Ïåðåä îïðåäåëåíèåì íàáîðà Ztj ,a(τ
(j)
i ), i = 1, j, çàäàäèì ñòàðòîâîå ìíîæåñòâî Ztj ,a(τ

(j)
0 ) äëÿ

íàáîðà êàê íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê â R
n, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

d(Ztj ,a
(

τ
(j)
0 ), Ztj (τ

(j)
0 )

)

= d
(

Ztj ,a(τ
(j)
0 ),M

)

6 σ∗(δ),

ãäå �óíêöèÿ σ∗(δ) âûáðàíà óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ σ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.

Ìíîæåñòâà Ztj ,a(τ
(j)
i ), i = 1, j, çàäàåì ðåêóððåíòíî:

Ztj ,a(τ
(j)
i ) = Z(∆)

(

τ
(j)
i , τ

(j)
i−1, Z

tj ,a(τ
(j)
i−1)

)

. (1.24)

Ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó (1.1), è óñëîâèÿõ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ìíîæå-

ñòâà Ztj ,a(τi) ⊂ D∗, i = 0, j, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

d
(

Ztj ,a(τ
(j)
i ), Ztj (τ

(j)
i )

)

6 eL(τ
(j)
i −t0)

{

σ∗(∆) + (τ
(j)
i − t0)(ξ

∗(∆) + ω∗(∆) + LK∆)
}

, (1.25)

àíàëîãè÷íàÿ îöåíêå èç [12℄.

Èç (1.25) è îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé σ∗(δ), ξ∗(δ), ω∗(δ) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî

óêàçàòü òàêîå ìàëîå ∆0 = ∆0(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Γ ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] ñ äèàìåò-

ðîì ∆ = ∆(Γ) 6 ∆0
è ëþáûõ tj ∈ Γ, τ

(j)
i ∈ Γtj

èìååò ìåñòî d
(

Ztj ,a(τ
(j)
i ), Ztj (τ

(j)
i )

)

6 ε.

Îòñþäà ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

max
tj∈Γ,τ

(j)
i ∈Γtj

d
(

Ztj ,a(τ
(j)
i ), Ztj (τ

(j)
i )

)

→ 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0.

Â ýòîì ñìûñëå ìíîæåñòâà Ztj ,a(τ
(j)
i ), i = 0, j, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àïïðîêñèìàöèè ìíî-

æåñòâ Ztj (τ
(j)
i ), i = 0, j, � ñå÷åíèé èíòåãðàëüíîé âîðîíêè Ztj

ñèñòåìû (1.18), îòâå÷àþùèõ

ìîìåíòàì τ
(j)
i ∈ Γtj .

Äëÿ ÿñíîñòè îòìåòèì, ÷òî ìîìåíòû tj ∈ Γ, τ
(j)
i ∈ Γtj

â (1.25) â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåäåëüíîì

ñîîòíîøåíèè ÿâëÿþòñÿ ¾ïëàâàþùèìè¿, òî åñòü ìåíÿþùèìèñÿ âìåñòå ñ ðàçáèåíèåì Γ, êîãäà
∆(Γ) ↓ 0.

Òàêàÿ ñõåìà êîíñòðóèðîâàíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ Ztj ,a(τ
(j)
i ), i = 0, j, ìîæåò ïðè-

âåñòè ê ïîÿâëåíèþ â õîäå âû÷èñëåíèé ìíîæåñòâ, ìîùíîñòü m
(

Ztj ,a(τ
(j)
i )

)

êîòîðûõ íàñòîëüêî

âåëèêà, ÷òî ñòàíîâÿòñÿ íåâîçìîæíûìè äàëüíåéøèå ý��åêòèâíûå âû÷èñëåíèÿ â ðåêóððåíò-

íîé ïîøàãîâîé ñõåìå (1.24). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â óìåíüøåíèè ìîùíîñòè

m
(

Ztj ,a(τ
(j)
i )

)

, òî åñòü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîðåæèâàíèè ìíîæåñòâ Ztj ,a(τ
(j)
i ).

Â ðàáîòå [12℄ â àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè îïèñàíà ïðîöåäóðà ïðîðåæèâàíèÿ ñå÷åíèé èíòåãðàëü-

íûõ âîðîíîê äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.
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Ýòà ïðîöåäóðà Φ 7→ H(∆)(Φ), çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà ∆ = ∆(Γ), îïðåäåëåíà äëÿ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ Φ ⊂ R

n
è ïåðåâîäèò èõ â ìíîæåñòâà H(∆)(Φ) ⊂ R

n
ìîùíîñòè m

(

H(∆)(Φ)
)

, ìåíüøåé,

÷åì m(Φ), ïðè ýòîì

d
(

Φ,H(∆)(Φ)
)

6 χ(∆); (1.26)

çäåñü �óíêöèÿ χ(∆), δ ∈ (0,∞) âûáðàíà óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ χ(δ) = δχ∗(δ), ãäå
χ∗(δ) ↓ 0, ïðè δ ↓ 0.

Ìíîæåñòâà Ztj ,a(τ
(j)
i ), i = 0, j, â R

n
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Ztj ,a(τ
(j)
0 ) = H(∆)

(

Ztj ,a(τ
(j)
0 )

)

, (1.27)

Ztj ,a(τ
(j)
i ) = H(∆)

(

Z(∆)
(

τ
(j)
i , τ

(j)
i−1,Z

tj ,a(τ
(j)
i−1)

)

)

, i = 1, j,

è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆ (0 < ∆ < 1
L ln 2) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

d
(

Ztj ,a(τ
(j)
i ), Ztj ,a(τ

(j)
i )

)

6
2

L
eL(τ

(j)
i −t0)χ∗(∆), i = 1, j. (1.28)

Ââåäåì ìíîæåñòâà W tj ,a(tm) = Ztj ,a(τ
(j)
i ) è Wtj ,a(tm) = Ztj ,a(τ

(j)
i ), tm + τ

(j)
i = t0 + tj,

i = 0, j. Ìíîæåñòâà W tj ,a(tm) è Wtj ,a(tm) ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè ñå÷åíèé W tj (tm) ìíîæå-

ñòâàW tj ⊂ [t0, tj ]×R
n, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Ztj ,a(τ

(j)
i ) è Ztj ,a(τ

(j)
i ) ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè

ñå÷åíèé Ztj (τ
(j)
i ) èíòåãðàëüíîé âîðîíêè Ztj ⊂ [t0, tj]× R

n.

Îöåíêè (1.25) è (1.28) çàïèøåì â âèäå

d
(

W tj ,a(tm),W tj (tm)
)

6 eL(tj−tm)
{

σ∗(∆) + (tj − tm)
(

ξ∗(∆) + ω∗(∆) + LK∆
)}

, (1.29)

d
(

Wtj ,a(tm),W tj ,a(tm)
)

6
2

L
eL(tj−tm)χ∗(∆), m = 0, j. (1.30)

Èç îöåíîê (1.29) è (1.30) ïîëó÷àåì

d
(

Wtj ,a(tm),W tj (tm)
)

6 eL(tj−tm)
{ 2

L
χ∗(∆)+σ∗(∆)+(tj−tm)

(

ξ∗(∆)+ω∗(∆)+LK∆
)}

, (1.31)

m = 0, j.

Îöåíêó (1.31) îãðóáèì, çàìåíèâ ýêñïîíåíòó eL(tj−tm)
íà ýêñïîíåíòó eL(ϑ−t0), è ïîëó÷èì

d
(

Wtj ,a(tm),W tj (tm)
)

6 eL(ϑ−t0)
{ 2

L
χ∗(∆) + σ∗(∆) + (ϑ− t0)

(

ξ∗(∆) + ω∗(∆) + LK∆
)}

, (1.32)

tj ∈ Γ, tm ∈ Γtj .

Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ S(∆) = eL(ϑ−t0)
{

2
Lχ

∗(∆)+σ∗(∆)+ (ϑ− t0)
(

ξ∗(∆)+ω∗(∆)+LK∆
)}

,

∆ ∈ (0,∞), ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ ïðè ∆ ↓ 0.
Îòñþäà ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

max
tj∈Γ,tm∈Γtj

d
(

(

tm,Wtj ,a(tm)
)

,
(

tm,W tj (tm)
)

)

→ 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0. (1.33)

Èç (1.33) ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

max
tj∈Γ

d

(

⋃

tm∈Γtj

(

tm,Wtj ,a(tm)
)

,
⋃

tm∈Γtj

(

tm,W tj (tm)
)

)

→ 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0. (1.34)

Ýòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå çàïèøåì â âèäå

max
tj∈Γ

d

(

⋃

tm∈Γtj

(

tm,Wtj ,a(tm)
)

,W tj

)

→ 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0. (1.35)
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Ïîëàãàåì Wtj ,a =
⋃

tm∈Γtj

(

tm,Wtj ,a(tm)
)

è WΓ,a =
⋃

tj∈Γ
Wtj ,a.

Çàìåòèì, ÷òî Wtj ,a, tj ∈ Γ è WΓ,a
� ýòî òå ìíîæåñòâà â [t0, ϑ] × R

n, êîòîðûå ðåàëüíî ìû

ìîæåì âû÷èñëÿòü. Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (1.35) çàïèøåì â âèäå

max
tj∈Γ

d
(

Wtj ,a,W tj
)

→ 0,∆ = ∆(Γ) ↓ 0 ïðè tj ∈ Γ.

Èç ýòîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò

d
(

WΓ,a, W̌Γ
)

→ 0,∆ = ∆(Γ) ↓ 0. (1.36)

Ó÷èòûâàÿ (1.36) è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå d(W̌Γ,W )→ 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0, ïîëó÷àåì

d
(

WΓ,a,W
)

→ 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0. (1.37)

Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (1.37) îçíà÷àåò, ÷òî ðåàëüíî âû÷èñëèìûå ìíîæåñòâà WΓ,a
ÿâëÿ-

þòñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W çàäà÷è 1.1 î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1)

ñ M .

Èòàê, ìû ïðèâåëè ñõåìó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W çàäà-

÷è 1.1 î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ M. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ñõåìîé ìû äîëæíû ñíà÷àëà

îñóùåñòâèòü ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå (N + 1)-ãî ìíîæåñòâà W tj , j = 0, N , â âèäå (N + 1)-ãî
ìíîæåñòâà Wtj ,a j = 0, N, à çàòåì äîëæíû âû÷èñëèòü èõ îáúåäèíåíèå � ìíîæåñòâî WΓ,a.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ WΓ,a
:

WΓ,a =
⋃

tm∈Γ

⋃

tj∈Γ,tj>tm

(

tm,Wtj ,a(tm)
)

, (1.38)

ãäå

⋃

tj∈Γ,tj>tm

(

tm,Wtj ,a(tm)
)

=
(

tm,
⋃

tj∈Γ,tj>tm

Wtj ,a(tm)
)

.

Ñîãëàñíî (1.38) ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòèW ìîæåò áûòü ñâåäåíî

ê âû÷èñëåíèþ àïïðîêñèìàöèé WΓ,a(tm) =
⋃

tj∈Γ,tj>tm

Wtj ,a(tm), m = 0, N , ñå÷åíèé W (tm) ⊂ R
n

ìíîæåñòâà W.

Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé ìîìåíò tm ∈ Γ è íàìåòèì ñõåìó âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà WΓ,a(tm).
Êàê âèäèì, âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà WΓ,a(tm) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìíîæåñòâ Wtj ,a(tm),
tj ∈ Γ, tj > tm.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ìíîæåñòâ Wtj ,a(tm), tj ∈ Γ, tj > tm. Â ñâÿçè

ñ ýòèì çà�èêñèðóåì òàêæå íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò tj ∈ Γ è îáñóäèì âîïðîñ, îòíîñÿ-

ùèéñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìíîæåñòâ Wtj ,a(tρ), tρ ∈ Γtj , â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäèò è Wtj ,a(tm).
Ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Wtj ,a(tρ), tρ ∈ Γtj

, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ W tj (tρ), tρ ∈ Γtj
, � ñå÷åíèé ìíîæåñòâà W tj .

Ìíîæåñòâà W tj (tρ) è Wtj ,a(tρ), tρ ∈ Γtj
, ñâÿçàíû ñ ìíîæåñòâàìè Ztj (τ

(j)
j−ρ) è Ztj ,a(τ

(j)
j−ρ)

ðàâåíñòâàìè

W tj(tρ) = Ztj (τ
(j)
j−ρ) è W

tj ,a(tρ) = Z
tj ,a(τ

(j)
j−ρ). (1.39)

Ìíîæåñòâà Ztj (τ
(j)
j−ρ), ñîãëàñíî èõ îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè èíòåãðàëüíîé âîðîíêè

Ztj = Ztj (t0,M) ⊂ [t0, tj ]× R
n
è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Ztj(τ
(j)
0 ) = M, Ztj(τ

(j)
j−ρ) = Z

(

τ
(j)
j−ρ, τ

(j)
j−ρ−1, Z

tj (τ
(j)
j−ρ−1)

)

, ρ = j − 1, j − 2, . . . , 0. (1.40)

�åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (1.40) ïðåäñòàâèì â âèäå ñõåìû

Ztj(τ
(j)
0 )→ Ztj (τ

(j)
1 )→ . . .→ Ztj(τ

(j)
j−ρ)→ . . .→ Ztj (τ

(j)
j ), (1.41)

äàþùåé íåêîòîðîå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ìíî-

æåñòâà Ztj (τ
(j)
j−ρ).
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Ýòîé ïîøàãîâîé ñõåìå (â òåðìèíàõ âðåìåíè τ) îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ ñõåìà (â òåðìèíàõ âðå-

ìåíè t) ïîøàãîâûõ ïîïÿòíûõ âû÷èñëåíèé ìíîæåñòâ W tj (tρ), ρ = j − 1, j − 2, . . . , 0:

W tj (tj) = M →W tj(tj−1)→ . . .→ W tj(tρ)→ . . .→W tj (t0). (1.42)

Èìåÿ â âèäó ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñõåìàìè (1.41) è (1.42), ìû ñìîãëè áû âû÷èñëèòü ìíî-

æåñòâî W tj (tm), ïðèìåíÿÿ (1.40), åñëè áû ìîãëè ïðîâîäèòü òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíî (1.40).

Îäíàêî, íå èìåÿ âîçìîæíîñòè îñóùåñòâèòü ýòè âû÷èñëåíèÿ, ìû âû÷èñëÿåì àïïðîêñèìàöèèè

ìíîæåñòâ W tj (tρ) � ìíîæåñòâà Wtj ,a(tρ) = Ztj ,a(τ
(j)
j−ρ), ρ = j − 1, j − 2, . . . , 0, ñîñòîÿùèå èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê â R
n.

Óòî÷íèì, ÷òî ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ìíîæåñòâî W tj(tm), òî íàì äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü

óêîðî÷åííóþ öåïî÷êó âû÷èñëåíèé:

Wtj ,a(tj) = Z
tj ,a(τ

(j)
0 )→Wtj ,a(tj−1) = Z

tj ,a(τ
(j)
1 )→Wtj ,a(tj−2) = Z

tj ,a(τ
(j)
2 )→ . . . (1.43)

→Wtj ,a(tm) = Ztj ,a(τ
(j)
j−m).

Èòàê, ïðîâåäÿ äëÿ êàæäîãî tj ∈ Γ, tj > tm, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîøàãîâîå âû÷èñëåíèå

(j −m+ 1) ìíîæåñòâ Wtj ,a(tρ), ρ = j, j−1, . . ., m, ìû ïîëó÷àåì â èòîãå ìíîæåñòâî Wtj ,a(tm) =

= Ztj ,a(τ
(j)
j−m) (ñì. ðèñ. 3).

PSfrag replaements

R
n

M∗ = (ϑ,M)

0

t

Wtj ,a(tm)
Wtj ,a(tm+1)

Wtj ,a(tρ)

Wtj ,a(tρ+1)

Wtj ,a(tj−1)

Wtj ,a(tj)

t0t0 tm tm+1 tρ tρ+1 tj−1 tj tN−2 tN−1 tN = ϑ

Γtj

�èñ. 3

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà ëèøü ãðóáàÿ ñõåìà, îòðàæàþùàÿ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ìíî-

æåñòâ Wtj ,a(tρ), ρ = j, j − 1, . . . ,m. Íà ýòîì ðèñóíêå ìíîæåñòâà Wtj ,a(tρ) ïðåäñòàâëåíû â âèäå

âåðòèêàëüíûõ, ìåíÿþùèõñÿ îò ìîìåíòà tρ ê ìîìåíòó tρ+1 îòðåçêîâ, õîòÿ íà ñàìîì äåëå ìíî-

æåñòâà Wtj ,a(tρ) � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà â R
n. Â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà ïðåäñòàâëåíî öèëèí-

äðè÷åñêîå ìíîæåñòâî [t0, ϑ] ×M ⊂ [t0, ϑ] × R
n, ãäå âåðòèêàëüíûå îòðåçêè â ïðÿìîóãîëüíèêå

ïðåäñòàâëÿþò ìíîæåñòâà (tρ,M), îòâå÷àþùèå ìîìåíòàì tρ ∈ Γ.

Ïåðåáèðàÿ ìîìåíòû tj ∈ Γ, tj > tm, ìû âû÷èñëèì Wtm,a(tm), Wtm+1,a(tm), . . . , WtN ,a(tm).
Âìåñòå ñ òåì ñ÷èòàåì, ÷òî âû÷èñëåíî è ìíîæåñòâî WΓ,a(tm).
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Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèå âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ WΓ,a(tm), m = N,N − 1, . . . , 0, ìû ñ÷èòà-

åì, ÷òî âìåñòå ñ òåì âû÷èñëåíî ìíîæåñòâî WΓ,a ⊂ [t0, ϑ] × R
n
� àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà

ðàçðåøèìîñòè W.

Èíîãäà ñ öåëüþ ïðîÿñíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà WΓ,a ⊂ [t0, ϑ]×R
n
ïîëåç-

íî ãðà�è÷åñêè ïðåäñòàâëÿòü åãî ñå÷åíèÿWΓ,a(tj), tj ∈ Γ, â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïðè ðàçìåðíîñòÿõ

n = 2, 3 ýòî îñóùåñòâèìî, îäíàêî ïðè ðàçìåðíîñòÿõ n > 3 ìîæíî ïðèáåãíóòü ê èçó÷åíèþ ãåîìåò-

ðèè ìíîæåñòâ WΓ,a(tj), tj ∈ Γ, ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèðîâàíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ íà ïîäïðîñòðàíñòâà

ïðîñòðàíñòâà R
n
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà WΓ,a(tj) â �àçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå R
6
ìû ìîæåì èçó÷èòü, ïðîåêòèðóÿ èõ íà âñåâîçìîæíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè

3.

Èòàê, ìû ïðåäñòàâèëè ñõåìó âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà WΓ,a, àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâî

ðàçðåøèìîñòè W â çàäà÷å 1.1. Âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà WΓ,a
ñâåëîñü ê âû÷èñëåíèþ åãî ñå÷åíèé

WΓ,a(tm) =
⋃

tj∈Γ,tj>tm

Wtj ,a(tm), tm ∈ Γ, òî åñòü ê âû÷èñëåíèþ ìíîæåñòâ Wtj ,a(tm), tj ∈ Γ,

tj > tm.

Ïîêàæåì, êàê ðàöèîíàëüíî ðåàëèçîâàòü âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâ Wtj ,a(tm), tj ∈ Γ. Ýòè ðàöè-

îíàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ìû áóäåì ïðîâîäèòü â ðàìêàõ ñëåäóþùåé ïîïÿòíîé ïîøàãîâîé ñõåìû:

WΓ,a(t0)←W
Γ,a(t1)← . . .←WΓ,a(tm)← . . .←WΓ,a(tN ). (1.44)

Îïèøåì ïîäðîáíåå îäíî çâåíî ýòîé ñõåìû, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåõîäó îò ìîìåíòà tm ê ìî-

ìåíòó tm−1, òî åñòü çâåíî

WΓ,a(tm−1)←W
Γ,a(tm).

Ñ÷èòàåì, ÷òî â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ñõåìû (1.44) ìíîæåñòâî WΓ,a(tm) óæå âû÷èñëåíî, òî
åñòü âû÷èñëåíû ìíîæåñòâà

Wtm,a(tm),Wtm+1,a(tm), . . . ,WtN−1,a(tm),WtN ,a(tm), (1.45)

èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíî WΓ,a(tm).

Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå WΓ,a(tm−1) =
⋃

tj∈Γ,tj>tm−1

Wtj ,a(tm−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà WΓ,a(tm−1) íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïðè êàæäîì

tj ∈ Γ, tj > tm, âû÷èñëèòü ïî ìíîæåñòâó W
tj ,a(tm) ìíîæåñòâî Wtj ,a(tm−1), è òîãäà ìû ïîëó÷èì

ìíîæåñòâà Wtj ,a(tm−1), tj ∈ Γ, tj > tm. Äàëåå, â äîïîëíåíèå ê ýòèì ìíîæåñòâàì ñëåäóåò âû÷èñ-

ëèòü ìíîæåñòâîWtm−1,a(tm−1). Âìåñòå ñ òåì ìû ïîëó÷àåì ïîëíûé íàáîð ìíîæåñòâWtj ,a(tm−1),
tj ∈ Γ, tj > tm−1, ñîñòàâëÿþùèõ W

Γ,a(tm−1).

Ïðèâåäåííàÿ çäåñü ïîïÿòíàÿ ïîøàãîâàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâWΓ,a(tm),m = N ,

N−1, . . . , 0, � ñå÷åíèé ìíîæåñòâà WΓ,a
� ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, â îáùåì ñëó÷àå, íå ó÷èòû-

âàþùåì ñïåöè�èêè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1) è öåëåâîãî ìíîæåñòâà M , âåñüìà ðàöèîíàëüíîé.

Îäíàêî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè ýòà ñõåìà áóäåò ïðèâîäèòü ê èçëèøíèì âû÷èñ-

ëåíèÿì. Ýòó ñèòóàöèþ óäîáíåå âñåãî ïîÿñíèòü, ïåðåéäÿ îò ìíîæåñòâ WΓ,a(tm) è Wtj ,a(tm),
tj ∈ Γ, tj > tm, ê ìíîæåñòâàì W̌Γ

è W tj (tm). Òàê, íàïðèìåð, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè íåêî-

òîðûõ tm ∈ Γ è tj1 ∈ Γ, tj2 ∈ Γ (tj1 > tm, tj2 > tm) ìíîæåñòâà W tj1 (tm) è W tj2 (tm) èìåþò

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå W tj1 (tm)
⋂

W tj2 (tm), ìàëî îòëè÷àþùååñÿ îò îäíîãî èç íèõ, äîïóñòèì, îò

ìíîæåñòâà W tj1 (tm).

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ìíîæåñòâ

W tj1 (tm−1) = Ztj1 (τ
(j1)
j1−m+1) = Z

(

τ
(j1)
j1−m+1, τ

(j1)
j1−m, Ztj1 (τ

(j1)
j1−m)

)

= Z
(

τ
(j1)
j1−m+1, τ

(j1)
j1−m,W tj1 (tm)

)

,

W tj2 (tm−1) = Ztj2 (τ
(j2)
j2−m+1) = Z

(

τ
(j2)
j2−m+1, τ

(j2)
j2−m, Ztj2 (τ

(j2)
j2−m)

)

= Z
(

τ
(j2)
j2−m+1, τ

(j2)
j2−m,W tj2 (tm)

)

(ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû äåéñòâèòåëüíî ìîæåì êîíñòðóèðîâàòü (òî åñòü âû÷èñëÿòü) ýòè ìíîæå-

ñòâà) ìû ïðîäåëûâàåì ëèøíþþ ðàáîòó, ó÷èòûâàÿ òî÷êè x(tm) ∈ W tj1 (tm)
⋂

W tj2 (tm) äâàæäû
(ñì. ðèñ. 4).
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PSfrag replaements

R
n

W tj2 (tm−1)
W tj2 (tm)

W tj1 (tm)W tj1 (tm−1)

W tj1 (tm)
⋂

W tj2 (tm)

W tj1 (tm−1)
⋂

W tj2 (tm−1)

�èñ. 4

Åñëè áû ìû äåéñòâèòåëüíî ìîãëè âûäåëèòü òàêèå ñèòóàöèè (ñì. ðèñ. 4), òî ìîãëè áû ñóùå-

ñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ê ÷èñëó ðàññìàòðèâàåìûõ ñèòóàöèé îòíîñèòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: ïðè ëþáûõ t∗ è t∗ èç

[t0, ϑ] (t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ) è ëþáûõ t ∈ [t0, t∗] èìååò ìåñòî W t∗(t) ⊂ W t∗(t). Â ýòîì ñëó÷àå èìååò

ìåñòî W t∗ ⊂W t∗
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

W =
⋃

t∈[t0,ϑ]

W t = W ϑ, W̌Γ =
⋃

tj∈Γ

W tj = W tN . (1.46)

Ôàêòè÷åñêè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W â çàäà÷å 1.1 åñòü ìíî-

æåñòâî ðàçðåøèìîñòè â çàäà÷å î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1)  M â êîíå÷íûé ìî-

ìåíò ϑ èç ïðîìåæóòêà [t0, ϑ].

�àâåíñòâà (1.46) îçíà÷àþò, ÷òî ìíîæåñòâà W è W̌Γ
ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü êàê

W ϑ = W tN .

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ, íàïðèìåð, â òåõ çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè, â êîòîðûõ ñèñòå-

ìà (1.1) èìååò âèä

dx

dt
= f(t, x, u) = ϕ(t, x) +B(t, x)u, (1.47)

ãäå ϕ(t, x) � n-ìåðíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, à B(t, x) � (n× r)-ìàòðèöà-�óíêöèÿ, òàêèå, ÷òî

0 ∈ F (t, x) = ϕ(t, x) +B(t, x)P, (t, x) ∈ D. (1.48)

Óñëîâèå (1.48) âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî P � n-ìåðíûé øàð â R
n

ðàäèóñà µ ∈ (0,∞) ñ öåíòðîì â 0, à (n × n)-ìàòðèöà-�óíêöèÿ B(t, x) � íåîñîáåííàÿ ïðè

(t, x) ∈ D è ‖B(t, x)−1ϕ(t, x)‖ 6 µ.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû (1.1) âèäà (1.47), (1.48) ñðåäè äâèæåíèé x(t), x(t♮) = x♮, t ∈ [t♮, ϑ] ñè-
ñòåìû (1.1), ïîðîæäåííûõ äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè, ïðè ëþáûõ (t♮, x♮) ∈ D ñîäåðæèòñÿ è

ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå x(t) = x♮, t ∈ [t♮, ϑ]. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè êàêàÿ-ëèáî ïîçèöèÿ

(t♮, x♮) (t0 6 t♮ 6 t∗) ïðè ëþáûõ t∗, t
∗ (t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ (t♮, x♮) ∈W t∗ ,

òî (t♮, x♮) ∈ W t∗ . Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñèñòåìû (1.1) âèäà (1.47), (1.48) èìååò ìåñòî âêëþ-

÷åíèå W t∗ ⊂W t∗
ïðè ëþáûõ t∗, t

∗, t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ.

Äëÿ ñèñòåì (1.47), (1.48) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà

ðàçðåøèìîñòè W. Îíî ñâîäèòñÿ, êàê óæå óïîìèíàëîñü, ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ ìíîæå-

ñòâà W ϑ, òî åñòü ê âû÷èñëåíèþ ìíîæåñòâ W tN ,a(tρ) = ZtN ,a(τ
(N)
N−ρ), ρ = N,N − 1, . . . , 0.
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëîæåíà ñõåìà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìî-

ñòè â çàäà÷å î ñáëèæåíèè íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì íà êîíå÷-

íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ïðîâåäåí àíàëèç òîãî, â êàêèõ çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè ìîæåò áûòü

ñîêðàùåí îáúåì âû÷èñëåíèé, ïðîâîäèìûõ â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ñõåìû. Ñõåìà ñîñòàâëÿåò

îñíîâó äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàçðåøàþùèõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé èç òåõ èñõîäíûõ ïîçè-

öèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå, àïïðîêñèìèðóþùåì ìíîæåñòâî

ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñáëèæåíèè.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåäàêöèþ æóðíàëà çà ïðåäñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü îïóáëèêîâàòü ñòà-

òüþ â âûïóñêå æóðíàëà, ïîñâÿùåííîì ïàìÿòè çàìå÷àòåëüíûõ ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ � ïðî-

�åññîðîâ Í.Â. Àçáåëåâà è Å.Ë. Òîíêîâà. Äëÿ íàñ Í.Â. Àçáåëåâ è Å.Ë. Òîíêîâ � äîñòîéíûé

ïðèìåð ñëóæåíèÿ íàóêå. Îäèí èç àâòîðîâ ñòàòüè, Â.Í. Óøàêîâ, áûë ñâÿçàí ñ Å.Ë. Òîíêî-

âûì ìíîãîëåòíèìè ïðî�åññèîíàëüíûìè îòíîøåíèÿìè è îòíîñèëñÿ ê Åâãåíèþ Ëåîíèäîâè÷ó

êàê ê ñòàðøåìó òîâàðèùó, ó êîòîðîãî ìîæíî áûëî ìíîãîìó íàó÷èòüñÿ. Â.Í. Óøàêîâ ãëóáîêî

áëàãîäàðåí Åâãåíèþ Ëåîíèäîâè÷ó è åãî ñåìüå çà íåèçìåííûå òåïëûå äðóæåñêèå îòíîøåíèÿ.
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A nonlinear controlled system on a finite time interval is under consideration. The problem of rapprochement to a

target set in the phase space in this period of time is studied. The scheme of approximate calculation of solvability

sets based on the use of retrograde step by step procedures is proposed.
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