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Äëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå, ñâÿçàííîé ñ óïðàâëÿåìûì ïîëóëèíåéíûì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèåì â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè�ðåàêöèè, óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîã

êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Óèíòíåðà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìîå ïîëóëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, òîòàëüíîå ñîõðàíåíèå ðàçðåøèìîñòè.

Ââåäåíèå

Âñïîìíèì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Óèíòíåðà, ñì. [1, � III.5, òåîð. 5.1, ñ. 43℄.

Ò å î ð å ì à 0.1. Ïóñòü �óíêöèÿ F (t, ξ) íåïðåðûâíà â îáëàñòè t ∈ [t0, T ], ξ > 0 è ìàêñè-

ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

{

x ′(t) = F (t, x), t ∈ [t0, T ],
x(t0) = x0 > x0,

ñóùåñòâóåò (∗). Òîãäà åñëè f(t, ξ) íåïðåðûâíà ïðè t0 6 t 6 T , ξ ∈ R, è
∣

∣f(t, ξ)
∣

∣ 6 F (t, |ξ|), òî
ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

{

y ′(t) = f(t, y), t ∈ [t0, T ],
y(t0) = y0, |y0| 6 x0,

ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [t0;T ].
Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (∗) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F (t, ξ) = ψ(ξ), ãäå �óíêöèÿ ψ(ξ) ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà ïðè ξ > 0, ïðè÷åì

∫ +∞

0

dξ

ψ(ξ)
= ∞, x0 > 0.

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé âàðèàíò òåîðåìû Óèíòíåðà.

Ò å î ð å ì à 0.2. Ïóñòü �óíêöèÿ ψ(ξ) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà ïðè ξ > 0, ïðè-

÷åì

∫ +∞

0

dξ

ψ(ξ)
= ∞, x0 > 0. Òîãäà çàäà÷à Êîøè

{

x ′(t) = ψ(x), t ∈ [t0, T ],
x(t0) = x0

èìååò ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå íà [t0, T ] (T > t0). Áîëåå òîãî, åñëè �óíêöèÿ f(t, y) íåïðåðûâíà
ïðè t0 6 t 6 T , y ∈ R, è

∣

∣f(t, y)
∣

∣ 6 ψ(|y|), òî ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è

{

y ′(t) = f(t, y), t ∈ [t0, T ],
y(t0) = y0, |y0| 6 x0

ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [t0, T ].

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Êàê èçâåñòíî, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ +∞

1

dτ

τ
ðàñõîäèòñÿ. Ñîãëàñíî ïðåäåëü-

íîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ψ(τ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
τ→+∞

ψ(τ)

τ
= K ∈ [0,+∞) ⇐⇒ lim

τ→+∞

τ

ψ(τ)
=

1

K
∈ (0,+∞],

1

�àáîòà ïîääåðæàíà ÌÎÍ �Ô â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ â 2014�2016 ãã. (ïðîåêò �1727) è ãðàíòîì (ñîãëàøåíèå

îò 27.08.13 �02.Â.49.21.0003 ìåæäó ÌÎÍ �Ô è ÍÍ�Ó).
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òî ïîëó÷àåì ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

∫ +∞

1

dτ

ψ(τ)
.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ òåîðåìû 0.2, ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî çàìå÷àíèÿ, íà

ñëó÷àé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå, ñâÿçàííîé ñ óïðàâëÿåìûì ïîëóëèíåéíûì ýëëèïòè÷å-

ñêèì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

äè��óçèè�ðåàêöèè. Â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñàìîñòîÿòåëü-

íûé èíòåðåñ, �îðìóëèðóåòñÿ àíàëîã òåîðåìû 0.2 äëÿ óïðàâëÿåìîãî �óíêöèîíàëüíî-îïåðàòîð-

íîãî óðàâíåíèÿ òèïà �àììåðøòåéíà. Óêàçàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé �îðìîé îïèñàíèÿ

øèðîêîãî êëàññà óïðàâëÿåìûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

� 1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü n > 2, îáëàñòü Π ⊂ R
n
îãðàíè÷åíà è âûïóêëà. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàíî

÷èñëî 2 < q <
2n

n− 2
(ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå W 1

2 (Π) ⊂ Lq(Π)); D �

çàäàííîå ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé u ∈ Ls
r(Π); s ∈ N, r > 2; γ > 0; G(γ) �

êëàññ âñåõ âåêòîð-�óíêöèé G = G(·) = {gij(·)}ni,j=1 ∈ Ln×n
∞ (Π) òàêèõ, ÷òî G(t)ξ · ξ > γ |ξ|2 äëÿ

âñåõ ξ ∈ R
n
, ï.â. t ∈ Π. Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì êëàññ F âñåõ �óíêöèé

f(t, ξ, υ) : Π× R× R
s → R,

èçìåðèìûõ ïî t ∈ Π, íåïðåðûâíûõ ïî {ξ, υ} ∈ R × R
s
è òàêèõ, ÷òî f(·, x, u) ∈ L2(Π) äëÿ âñåõ

x ∈ Lq(Π), u ∈ D.
Äëÿ G ∈ G(γ), b ∈ L+

∞(Π), f ∈ F, ~Q ∈ Ln
2 (Π), L[x] ≡ −div

(

G∇x
)

+ bx ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Äèðèõëå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè�ðåàêöèè:

L[x](t) = f
(

t, x(t), u(t)
)

− div ~Q(t), t ∈ Π, u ∈ D; x
∣

∣

∣

∂Π
= 0. (d)

�åøåíèå çàäà÷è (d) ïîíèìàåì êàê �óíêöèþ x ∈ H1
0 (Π), óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó

B[x, ω] = Fu[x, ω] äëÿ âñåõ ω ∈ H1
0 (Π), ãäå

B[x, ω] ≡
∫

Π

[

G∇x · ∇ω + bxω
]

dt, Fu[x, ω] ≡
∫

Π

{

f
(

t, x(t), u(t)
)

ω(t) + ~Q(t) · ∇ω(t)
}

dt.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèÿ g :
◦

R+→
◦

R+, g(τ) > g > 0 äëÿ âñåõ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ (ä.á.) τ > 0, è ñåìåéñòâî �óíêöèé ψτ ∈ F, τ > 0, òàêèå, ÷òî

F0) äëÿ âñåõ ξ, η ∈ R+, ξ 6 η, è äëÿ ï.â. t ∈ Π è âñåõ u ∈ D èìååì

f
(

t, ξ, u(t)
)

6 f
(

t, η, u(t)
)

, f
(

t, 0, u(t)
)

> 0;

F1) äëÿ ï.â. t ∈ Π, ξ ∈ R+, u ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f
(

t, τξ, u(t)
)

6 g(τ)ψτ (t, ξ, u(t)
)

;

F2) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî ‖ψτ (·, x, u)‖L2
6 M äëÿ âñåõ u ∈ D, x ∈ L+

q ,

‖x‖Lq = 1, è äëÿ âñåõ ä.á. τ > 0;

F3) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
τ→+∞

τ

g(τ)
= +∞.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ. Òîãäà çàäà÷à (d)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå x = x[u] äëÿ âñåõ óïðàâëåíèé u ∈ D. Ýòî ðåøåíèå

ìîæíî íàéòè êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, îïðåäåëÿåìîé ðåêóððåíòíîé �îðìóëîé:

xk = θ +A
[

f(·, xk−1, u)
]

, k ∈ N; x0 = 0.

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ÷èñëî N > 0 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ‖x[u]‖ 6 N
äëÿ âñåõ u ∈ D.

229



Çäåñü θ � ðåøåíèå (d) ïðè f ≡ 0; A[z] � ðåøåíèå (d) ïðè ~Q ≡ 0 è çàìåíå f íà z = z(t).

Ï ð è ì å ð 1.1. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ïåðå÷èñëåí-

íûì óñëîâèÿì F0�F3 (ïðè r = 2), óêàæåì

f(t, ξ, υ) =
√

ξβ + υ2, 1 6 β < 2.

Çäåñü

g(τ) = τβ/2, ψτ (t, ξ, υ) =

√

ξβ +
υ2

τβ
6

√

ξβ + υ2 äëÿ âñåõ τ > 1.

Òàêèì îáðàçîì,

∥

∥ψτ (·, x, u)
∥

∥

2

L2

6 ‖x‖βLβ
+ ‖u‖2L2

,

îòêóäà ÿñíî, ÷òî óñëîâèå F2 âûïîëíÿåòñÿ. Âûïîëíåíèå óñëîâèé F0, F1, F3 î÷åâèäíî.

� 2. Òîòàëüíîå ñîõðàíåíèå ðàçðåøèìîñòè

Òåîðåìà 1.1 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿòîòàëüíîãî ñîõðàíåíèÿ ðàçðåøèìîñòè (ÒÑ�) óïðàâ-

ëÿåìîé ñèñòåìû (d).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Òîòàëüíîå ñîõðàíåíèå ðàçðåøèìîñòè � ýòî ñâîéñòâî óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû ñîõðàíÿòü ðàçðåøèìîñòü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Ïîíÿòèå ÒÑ� áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [4℄. Íàðóøåíèå ðàçðåøèìîñòè ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû

(â ýâîëþöèîííîì ñëó÷àå � ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè) âåñüìà âåðîÿòíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäîê

ðîñòà ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî �àçîâîé ïåðåìåííîé

ïðåâûøàåò ëèíåéíûé. Â [5, ïðèìåð ê òåîðåìå 2.2, ñ. 87�88, � 4, ñ. 95�100; 6, � 1; 7, ââåäåíèå, ï. 2℄

ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòåëüíûå ïðèìåðû íà ýòîò ñ÷åò.

Ìåæäó òåì âîïðîñ î ñîõðàíåíèè ðàçðåøèìîñòè (òîòàëüíî èëè ëîêàëüíî) íåèçáåæíî âîç-

íèêàåò â òåîðèè îïòèìèçàöèè (â ÷àñòíîñòè, ïðè âûâîäå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè,

îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, â äè��åðåíöèàëüíûõ èãðàõ è ò. ä.), íî ðàç-

ëè÷íûìè èññëåäîâàòåëÿìè ðåøàåòñÿ (ñíèìàåòñÿ) ïî-ðàçíîìó. ×òî êàñàåòñÿ ÒÑ�, òî (ïîìèìî

ïðîñòîãî ïîñòóëèðîâàíèÿ) äðóãèìè àâòîðàìè ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäõîäû.

1. Òðåáóþò ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è ëèïøèöåâîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (ëèáî äå-

ëàþò êàêèå-òî ðîäñòâåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ). Äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèñòåì ýòî ïîçâîëÿåò

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè Êàðàòåîäîðè (ñì., íàïðè-

ìåð, [8, ñ. 236℄).

2. Èñïîëüçóþò òåîðèþ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [9, 10℄).

Äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ýâîëþöèîííîãî òèïà â [4℄ áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå òîòàëüíîãî

ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè (ÒÑ��) è äîêàçàí ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê ÒÑ��. Â [11℄

äîêàçàí åùå îäèí ïðèçíàê ÒÑ�� ìàæîðàòíî-ìèíîðàíòíîãî òèïà (òîæå äëÿ ýâîëþöèîííûõ ñè-

ñòåì). Îòëè÷èå ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî ìàæîðàíòíàÿ ñèñòåìà (òàê æå êàê è ìèíîðàíòíàÿ) èìåëà

òî÷íî òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê èñõîäíàÿ. Ìåíÿëàñü �àêòè÷åñêè òîëüêî ïðàâàÿ ÷àñòü, â ÷àñò-

íîñòè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò óïðàâëåíèÿ óäàëÿëàñü. Ïðèçíàê ÒÑ� äëÿ íå îáÿçà-

òåëüíî ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà îäíîì îáîáùåíèè ìåòîäà ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ,

áûë äîêàçàí â [12℄. Ïîìèìî ñîáñòâåííî ÒÑ��/ÒÑ� â [4,11℄ äîêàçûâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ (ïî ìíî-

æåñòâó äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé) ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ðåøåíèé, à â [12℄ � ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

ïî íîðìå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâî ÒÑ� óïðàâëÿåìûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì

èñïîëüçîâàëîñü àâòîðîì ïðè èññëåäîâàíèè ñëåäóþùèõ âîïðîñîâ:

1) ïðè îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [13�15℄;

2) ïðè äîêàçàòåëüñòâå óïðàâëÿåìîñòè [16℄;

3) ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â äè��åðåíöèàëüíûõ èãðàõ [17�19℄.
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Ç à ì å ÷ à í è å 2. Ñèñòåìà ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé äè��óçèè�ðåàêöèè èìååò âàæíîå ïðèêëàäíîå

çíà÷åíèå è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ïðèñòàëüíîãî èçó÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [9, 10, 20�22℄; òàì æå

ñì. äàëüíåéøóþ áèáëèîãðà�èþ).

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Â ðàìêàõ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âîïðîñû ÒÑ� äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ

ñ ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òèïà äè��óçèè�ðåàêöèè, ðàññìàòðèâàëèñü è ðàíüøå. Êàê ïðàâèëî,

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

f(t, ξ, υ) = z(t, υ)− d(t, ξ),

ãäå d(t, ξ) âîçðàñòàåò (íå óáûâàåò) ïî ξ ∈ R, ñëåäîâàòåëüíî, f(t, ξ, υ) óáûâàåò (íå âîçðàñòàåò) ïî ξ ∈ R.

Ýòî áûëî íóæíî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [9, 10℄).

� 3. Àáñòðàêòíûé àíàëîã òåîðåìû Óèíòíåðà

Ïóñòü n,m, s, ℓ ∈ N; ïîäìíîæåñòâî Π ⊂ R
n
èçìåðèìî ïî Ëåáåãó è îãðàíè÷åíî; X = X (Π),

Z = Z(Π), U = U(Π) � ëåáåãîâû ïðîñòðàíñòâà ñ èíäåêñàìè ñóììèðóåìîñòè èç [1,+∞);
D ⊂ Us

� îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé; F � êëàññ �óíêöèé

f(t, ξ, υ) : Π×R
ℓ × R

s → R
m,

èçìåðèìûõ ïî t ∈ Π, íåïðåðûâíûõ ïî {ξ, υ} ∈ R
ℓ × R

s
è òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X ℓ

, u ∈ D
ñóïåðïîçèöèÿ f

(

·, x(·), u(·)
)

∈ Zm
.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, A : Zm → X ℓ
� èçîòîííûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð (ËÎÎ).

�àññìîòðèì óðàâíåíèå òèïà �àììåðøòåéíà

x(t) = θ(t) +A
[

f(·, x(·), u(·))
]

(t), t ∈ Π, x ∈ X ℓ, (Γ)

óïðàâëÿåìîå ñ ïîìîùüþ âûáîðà �óíêöèè u ∈ D. Çäåñü θ ∈ X ℓ
+, f ∈ F .

Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

H) Ñóùåñòâóåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî H, êîìïàêòíî âëîæåííîå â X , è ïðè ýòîì θ ∈ Hℓ
,

à îïåðàòîð A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ËÎÎ Zm → Hℓ
.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèÿ g :
◦

R+→
◦

R+, g(τ) > g > 0 äëÿ âñåõ ä.á. τ > 0,
è ñåìåéñòâî �óíêöèé ψτ ∈ F , τ > 0, òàêèå, ÷òî

G0) äëÿ âñåõ ξ, η ∈ R
ℓ
+, ξ 6 η, è äëÿ ï.â. t ∈ Π è âñåõ u ∈ D èìååì

f
(

t, ξ, u(t)
)

6 f
(

t, η, u(t)
)

, f
(

t, 0, u(t)
)

> 0;

G1) äëÿ ï.â. t ∈ Π, ξ ∈ R
ℓ
+, u ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f
(

t, τξ, u(t)
)

6 g(τ)ψτ (t, ξ, u(t)
)

;

G2) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖ψτ (·, x, u)‖Zm 6M

äëÿ âñåõ u ∈ D, x ∈ X ℓ
+, ‖x‖X ℓ = 1, è äëÿ âñåõ ä.á. τ > 0;

G3) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim
τ→+∞

τ

g(τ)
= K, ãäå

K > L = ‖θ‖X ℓ/g +M ‖A‖.

Òå î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî óðàâ-

íåíèÿ (Γ). Òîãäà óðàâíåíèå (Γ) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå x = x[u] äëÿ âñåõ u ∈ D.
Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, îïðåäåëÿåìîé ðåêóððåíòíîé
�îðìóëîé:

xk = θ +A
[

f(·, xk−1, u)
]

, k ∈ N; x0 = 0.

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ÷èñëî N > 0 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ‖x[u]‖ 6 N
äëÿ âñåõ u ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèì, ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.
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� 4. Ñâåäåíèå çàäà÷è (d) ê óðàâíåíèþ òèïà �àììåðøòåéíà

Âñïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâîå � ýòî òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà�

Êîíäðàøîâà (ñì., íàïðèìåð, [2, ãëàâà II, òåîðåìà 2.2℄).

Ë å ì ì à 4.1. Äëÿ âñåõ îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé Π ⊂ R
n (è êîíå÷íûõ ñóìì òàêèõ

îáëàñòåé) îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà �óíêöèé x ∈ W 1
p (Π) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû â Lq(Π)

äëÿ âñåõ q <
pn

n− p
ïðè p 6 n è îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû â C

α(Π) äëÿ âñåõ α < 1 − n

p
ïðè

p > n.

Ñëåäóþùåå � ýòî òåîðåìà Ëàêñà�Ìèëüãðàìà (ñì., íàïðèìåð, [3, � 5.8, òåîðåìà 5.8, ñ. 84℄).

Ë å ì ì à 4.2. Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî; B : H × H → R �

áèëèíåéíàÿ �îðìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è êîýðöèòèâíîé, òî åñòü ñóùåñòâóþò

êîíñòàíòû γ1, γ2 > 0 òàêèå, ÷òî

∣

∣B[x, y]
∣

∣ 6 γ2‖x‖ ‖y‖, B(x, x) > γ1‖x‖2 äëÿ âñåõ x, y ∈ H.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî Ψ ∈ H∗
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x ∈ H òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî B[x, ·] = Ψ.

È íàêîíåö � ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [3, òåîðå-

ìà 8.1℄).

Ë å ì ì à 4.3. Äëÿ ëþáûõ G ∈ G(γ) è b ∈ L+
∞(Π), ïðè óñëîâèè, ÷òî

B[x, ω] ≡
∫

Π

[

G∇x · ∇ω + bxω
]

dt > 0 äëÿ âñåõ ω ∈ C1
0(Π), ω > 0,

èìååì inf
Π
x > inf

∂Π
x−, ãäå x− = min{x, 0}.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 4.3 ñëåäóåò

Ë å ì ì à 4.4. Äëÿ ëþáûõ G ∈ G(γ), b ∈ L+
∞(Π), z ∈ L+

2 (Π) è, ñîîòâåòñòâåííî,

L[x] ≡ −div
(

G∇x
)

+ bx

âñÿêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

L[x](t) = z(t), t ∈ Π, x
∣

∣

∣

∂Π
= 0 (4.1)

íåîòðèöàòåëüíî: x > 0.

�àçðåøèìîñòü çàäà÷è (4.1), ðàâíî êàê è çàäà÷è áîëåå îáùåãî âèäà

L[x](t) = z(t)− div ~Q(t), t ∈ Π, x
∣

∣

∣

∂Π
= 0, (4.2)

äëÿ ëþáûõ z ∈ L2(Π), ~Q ∈ Ln
2 (Π), äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì íà îñíîâå ëåììû 4.2.

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå�Ôðèäðèõñà: ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

RΠ = R(mesΠ)1/n,

ãäå R > 0 çàâèñèò ëèøü îò n, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè x ∈ H1
0 (Π) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖x‖L2(Π) 6 RΠ‖∇x‖Ln
2
(Π).

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî íåðàâåíñòâà íåòðóäíî ñêîíñòðóèðîâàòü ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó µ òàêóþ,

÷òî

‖∇x‖Ln
2
(Π) >

√
µ ‖x‖W 1

2
(Π) äëÿ âñåõ x ∈ H1

0 (Π). (4.3)

232



Îäíàêî ñäåëàòü ýòî ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè êîíñòàíòó µ áóäåì

ñ÷èòàòü çàäàííîé. Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíî �èêñèðîâàííûõ z ∈ L2(Π), ~Q ∈ Ln
2 (Π) ðàññìîòðèì

çàäà÷ó (4.2). Òàê æå, êàê è ðàíüøå, ýëåìåíò x ∈ H1
0 (Π) íàçûâàåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì òàêîé

çàäà÷è, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî ω ∈ H1
0 (Π) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî B[x, ω] = ψ[ω], ãäå

ψ[ω] ≡
∫

Π

{

z(t)ω(t) + ~Q(t) · ∇ω(t)
}

dt.

ßñíî, ÷òî ψ[ω] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì �óíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàíñòâå H = H1
0 (Π),

òî åñòü ψ ∈ H∗
. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè �åëüäåðà è Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,

ìîæåì îöåíèòü

∣

∣ψ[ω]
∣

∣ 6 ‖z‖L2(Π)‖ω‖L2(Π) + ‖~Q‖Ln
2
(Π)‖∇ω‖Ln

2
(Π) 6 2max

{

‖z‖L2(Π), ‖~Q‖Ln
2
(Π)

}

‖ω‖W 1

2
(Π)

äëÿ âñåõ ω ∈W 1
2 (Π) è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ ω ∈ H.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì êëàññà G(γ), à òàêæå íåðàâåíñòâàìè Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è �åëü-

äåðà, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà B[x, y] ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííîé. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì êëàññà G(γ), íåîòðèöàòåëüíîñòüþ �óíêöèè b ∈ L+

∞(Π) è íåðà-
âåíñòâîì (4.3), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H ìîæåì îöåíèòü

B[x, x] =

∫

Π

[

G∇x · ∇x+ bx2
]

dt > γ‖∇x‖2Ln
2

> γ1‖x‖2W 1

2

, γ1 = γµ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà B[x, y] êîýðöèòèâíà. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðå-

ìå Ëàêñà�Ìèëüãðàìà (ëåììå 4.2), ïðè äàííûõ (ïðîèçâîëüíî �èêñèðîâàííûõ) z ∈ L2(Π),
~Q ∈ Ln

2 (Π), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ H1
0 (Π) çàäà÷è (4.2).

Äëÿ âñÿêîãî z ∈ L2(Π) îáîçíà÷èì: A[z] � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.1); θ � îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è

L[x](t) = −div ~Q(t), t ∈ Π, x
∣

∣

∣

∂Π
= 0. (4.4)

Òîãäà ñóììà x = θ + A[z] áóäåò îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.2). Ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è (d) ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òèïà �àììåðøòåéíà (Γ) ïðè

X = Lq(Π) (ñì. ëåììó 4.1 è óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f ), Z = L2(Π), ℓ = m = 1.
Èç ëåììû 4.4 ñëåäóåò èçîòîííîñòü îïåðàòîðà A, à èç ëåììû 4.1 � âûïîëíåíèå óñëîâèÿ H

ïðè H = H1
0 (Π).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 3.1, îòêóäà ïîëó÷àåì òåîðåìó 1.1.
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On the analogue of Wintner’s theorem for a controlled elliptic equation
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For a homogeneous Dirichlet problem associated with a controlled semilinear partial differential elliptic equation of

the second order, referred as a stationary diffusion–reaction equation, we state analogue of the classical Wintner’s

theorem concerning the solvability of the Cauchy problem for an ordinary differential equation.
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