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Оценка размерности хаотических аттракторов
с использованием времен возврата Пуанкаре

Я.И.Боев, Г.И.Стрелкова, В.С.Анищенко

На основе локальной теории возвратов Пуанкаре рассчитывается поточечная и инфор-
мационная размерности хаотических аттракторов в двумерных негиперболических и гипер-
болических отображениях. Показано, что расчет средних времен возврата в зависимости
от величины окрестности возврата определяет локальную поточечную размерность. Про-
водится сравнение поточечной, информационной, емкостной и ляпуновской размерностей.
Оценивается влияние структуры аттракторов на результаты расчета размерностей.
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Введение

Одним из фундаментальных свойств динамических систем с заданной мерой является
возвращаемость фазовой траектории в любую окрестность выбранного состояния динами-
ческой системы (возвращаемость Пуанкаре) [1]. К настоящему времени создана строгая
теория возвратов Пуанкаре, устанавливающая количественные характеристики случайного

Получено 06 апреля 2015 года
После доработки 29 июля 2015 года

Статья частично поддержана РФФИ (грант №15-02-02288) и Министерством образования и науки
Российской Федерации.

Боев Ярослав Игоревич
boev.yaroslav@gmail.com
Стрелкова Галина Ивановна
strelkovagi@info.sgu.ru
Анищенко Вадим Семёнович
wadim@info.sgu.ru
Международный НИИ нелинейной динамики Саратовского Государственного университета
410026, Россия, г. Саратов, ул. Астраханская, д. 83

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2015. T. 11. №3. С. 475–485



476 Я.И.Боев, Г.И.Стрелкова, В. С.Анищенко

процесса возвратов как в локальную окрестность начального состояния [2–5], так и в рас-
сматриваемое множество в целом [6]. В развитии теории возвратов Пуанкаре разработан
инструмент рекурсивных диаграмм [7, 8]. Теория возвратов активно применяется к ис-
следованию экономических процессов [9], в плазменной физике [10], а также при анализе
ДНК [11], электрокардиограмм [12], электроэнцефалограмм [13], для исследования «черных
дыр» [14, 15] и в ряде других областей знаний.

Статистика времен возврата Пуанкаре активно используется при исследовании дина-
мики нелинейных систем. В частности, в работе [16] рассматривается применение времен
возврата к исследованию взаимной синхронизации, в статье [17] показано, как с помощью
времен возврата можно диагностировать стохастический резонанс, также с помощью вре-
мен возврата можно исследовать фазочастотную синхронизацию [18]. В работах [19–21]
описана возможность применения времен возврата для определения фрактальной размер-
ности аттрактора. Однако по-прежнему есть ряд вопросов, связанных с тем, к какой из из-
вестных оценок фрактальной размерности ближе всего находится размерность, получаемая
из последовательности времен возврата Пуанкаре. Интересным является вопрос о характере
зависимости среднего минимального времени возврата от размера области возврата, а так-
же влияние гиперболичности на эту зависимость. Настоящая работа посвящена изучению
связи статистики времен возврата Пуанкаре с фрактальной размерностью аттрактора.

1. Связь времен возврата с поточечной и информационной
размерностями

Пуанкаре доказал, что почти любая траектория спустя некоторое время вернется
в сколь угодно малую окрестность своего начального состояния [1]. Такие траектории были
названы устойчивыми по Пуассону. Время возврата Пуанкаре — это время, за которое фазо-
вая траектория возвращается в окрестность своего начального состояния. Определим время
возврата Пуанкаре для случая дискретной динамической системы следующим образом:

τr(�x0) = min{n ∈ N : T n(�x0) ∈ Br(�x0)}, (1.1)

где τr(�x0) — это время возврата в окрестность начального состояния �x0, Br(�x0) — N-мерный
шар радиуса r = ε/2, T n(�x0) — отображение метрического пространства T : X → X, приме-
ненное n раз к точке �x0. В дальнейшем индекс r опустим и будем везде обозначать время
возврата τ .

Ряд закономерностей в теории возвратов Пуанкаре получен в асимптотическом прибли-
жении ε → 0 [4, 6]. Нас будет интересовать взаимосвязь среднего времени возврата с раз-
мерностью рассматриваемого множества. Эта взаимосвязь следует из леммы Каца [23, 24],

〈τ(�x0, ε)〉 = 1
μ(�x0, ε)

, (1.2)

связывающей вероятность μ(Br(�x0)) со средним временем возврата 〈τ(�x0, ε)〉. Отметим,
что (1.2) справедливо при любом ε, если ε-окрестность включена в рассматриваемое мно-
жество. Как показано, например, в [22], при стремлении ε→ 0 из (1.2) следует

ln〈τ(�x0, ε)〉 ≈ a− dF ln ε, ε� 1, (1.3)

где dF — фрактальная размерность множества, a = ln[1/μ(�x0)] — константа для заданно-
го �x0. Задача состоит в том, чтобы определить, какой из величин размерностей (поточечной,
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информационной, емкостной или ляпуновской) отвечает величина dF , задающая наклон ли-
нейной зависимости (1.3).

При проведении реальных численных экспериментов используются малые, но конечные
величины ε [23]. В работе [24] была исследована статистика времен возврата при условии
конечного размера окрестности возврата. При вычислении времени возврата следует учи-
тывать ряд нюансов. Так, в работе [19] дано определение времен возвратов двух типов.
Если придерживаться приведенной в работе [19] классификации, то в нашей статье рас-
сматриваются только времена возврата второго типа, которые вычисляются как разность
между временем входа фазовой траектории в рассматриваемую окрестность и временем
предыдущего выхода траектории из этой окрестности. Сама окрестность точки �x0 берется
для простоты вычислений в форме N-мерного куба с длиной грани, равной ε.

Нас будет интересовать среднее время возврата Пуанкаре, которое вычисляется следу-
ющим образом:

〈τ(�x0, ε)〉 = lim
N→∞

1
N

N∑
i=1

τi(�x0, ε), (1.4)

где N — количество возвратов фазовой траектории в ε-окрестность точки �x0.
Как уже отмечалось, времена возврата связаны с фрактальной размерностью аттрак-

тора [5]. Существует не так много работ, где проводится численный анализ размерности
аттрактора с помощью времен возврата и ее сопоставление с другими оценками фракталь-
ной размерности. Так, в работе [19] на примере отображения Эно и системы Лоренца была
показана связь времен возврата с поточечной dP и информационной dI размерностями.
В работе [20] проводилось вычисление локальной размерности с помощью времен возврата
и времен ожидания. Однако ряд вопросов требует дополнительных исследований.

Рассмотрим взаимосвязь времени возврата с фрактальной размерностью аттрактора.
В работе [5] доказано, что фрактальная размерность определяется следующим соотноше-
нием:

dτ (�x0) = lim
ε→0

ln〈τ(�x0, ε)〉
− ln ε

, (1.5)

где dτ — это фрактальная размерность, определяемая из последовательности времен воз-
врата, вычисленных в окрестности точки �x0. Поточечная размерность задается следующим
выражением:

dP (�x0) = lim
ε→0

lnμ(Br(�x0))
ln ε

, (1.6)

где μ(Br(�x0)) — вероятность. Если учесть лемму Каца (1.2), то получаем, что размерность,
определяемая с помощью времен возврата, равна поточечной размерности dτ = dP . Рас-
смотрим это на примере отображения Эно

xn+1 = 1 − ax2
n + yn,

yn+1 = bxn.
(1.7)

Выберем на аттракторе точку �x0 и будем считать времена возврата в ее ε-окрестность.
Из рисунка 1a видно, что величина, обратная вероятностной мере, действительно совпа-
дает со средним временем возврата. Размерности dτ и dP будут определяться по наклону
аппроксимирующей прямой на рисунке 1a, которая является одной и той же как для зави-
симости среднего времени возврата ln〈τr〉, так и для вероятностной меры − lnμ от размера
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Рис. 1. (a) Зависимость среднего времени возврата ln〈τ(�x0, ε)〉 и величины обратно пропорциональ-
ной вероятности− lnμ(�x0, ε) от ε в окрестности точки с координатами x0 = −0.581544, y0 = 0.334912
в отображении Эно (1.7) при значениях параметров a = 1.4, b = 0.3. (b) Зависимость среднего
времени возврата ln〈τ(�x0, ε)〉 и величины обратно пропорциональной вероятности ln(1/μ(�x0, ε)) =
= − lnμ(�x0, ε) от размера окрестности возврата точки с координатами x0 = −1.28232, y0 = 0.380794
в отображении Лози (1.8) при значениях параметров a = 1.4, b = 0.3.

окрестности возврата − ln ε. Таким образом, размерности, определенные по формулам (1.5)
и (1.6), равны между собой.

Вычисления для различных одномерных и двумерных хаотических отображений по-
казали, что получаемые результаты существенно зависят от того, является ли аттрактор
гиперболическим или негиперболическим. Проиллюстрируем этот факт на конкретных при-
мерах. Рассмотрим квазигиперболический аттрактор в системе Лози

xn+1 = 1 − a|xn| + yn,

yn+1 = bxn,
(1.8)

задав значения параметров a = 1.4, b = 0.3. Результаты расчетов представлены на ри-
сунке 1b. Как видно из графиков, в локальной окрестности выбранной точки аттрактора
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− lnμ(�x0, ε) = ln〈τ(�x0, ε)〉, что следует из леммы Каца. Отклонение экспериментальных
точек от аппроксимирующей прямой с наклоном |k| = 1.12 не превышает ±1%. Наклон
соответствует величине поточечной размерности dP (1.6). В силу того, что аттрактор Лози
является квазигиперболическим, его структура достаточно однородна, то есть вероятность
относительно слабо меняется по аттрактору.

Для различных точек на негиперболическом аттракторе размерность dτ (а следова-
тельно, и dP ) будет довольно сильно меняться. Возьмем на аттракторе отображения Эно
три точки и рассчитаем в них размерность с помощью времен возврата. Из графиков, пред-
ставленных на рисунке 2, видно, что зависимости среднего времени возврата 〈τ〉 для разных
точек отличаются, а следовательно, размерность dτ будет также различной.

Рис. 2. Зависимость среднего времени возврата ln〈τ(�x0, ε)〉 от размера окрестности возврата − ln ε
в трех точках с координатами x0 = −1.28232, y0 = 0.380794 (квадраты), x0 = 0.648659, y0 = 0.18504
(черные круги), x0 = 0.683452, y0 = 0.0524166 (треугольники) для отображения Эно (1.7) при
значениях параметров a = 1.4, b = 0.3.

Для того чтобы более наглядно проиллюстрировать это, рассчитаем поточечную раз-
мерность dP (�xi) в 500 случайно выбранных точках аттрактора �xi. Из графиков, представ-
ленных на рисунке 3, видно, что величина вычисленной размерности довольно сильно ме-
няется от точки к точке. Так, поточечная размерность dP может принимать значения в диа-
пазоне 0.7 < dP < 2.

Можно утверждать, что размерность, определяемая с помощью времен возврата Пуан-
каре, является локальной величиной и не может характеризовать размерность всего аттрак-
тора. Можно провести усреднение этой размерности по достаточному количеству точек N
на аттракторе. Так, в работе [25] показано, что средняя поточечная размерность

dp =
∫
A

dP (�x)dμ(�x) (1.9)

равна информационной размерности

dI = lim
ε→0

N∑
i=0

μ(�xi, ε) ln μ(�xi, ε)
ln ε

. (1.10)
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Рис. 3. Поточечная размерность dP (�xi) в зависимости от номера точки �xi, в окрестности которой
она была рассчитана для отображения Эно (1.7).

В работе [19] показана связь времен возврата с поточечной размерностью dP . Автор
полагает равную информационной поточечную размерность и заменяет dP на dI , не прово-
дя никаких усреднений. Как было показано выше, с помощью времен возврата Пуанкаре
действительно можно оценить информационную размерность, однако для этого необходимо
проводить усреднение по достаточному большому количеству точек:

〈dP 〉 = 1
N

N∑
i=1

dP (�xi). (1.11)

Отметим работу [20], где проводилось вычисление локальной размерности с помощью
времен возврата и времен ожидания для различных отображений. Полученные значения
размерности сопоставлялись только с емкостной размерностью. Сопоставим размерность dτ
с другими оценками фрактальной размерности. Для этого вычислим поточечную размер-
ность dP (которая равна dτ ) и проведем усреднение по достаточному количеству точек
(500 точек) на аттракторе. Затем сравним полученное значение средней поточечной размер-
ности с ляпуновской dL, информационной dI и емкостной dC размерностями. В таблице 1
представлены результаты расчета размерностей для отображения Эно (1.7) и модифициро-
ванного отображения Арнольда (1.12), которое является гиперболическим:

xn+1 = xn + yn + δ cos 2πyn, mod 1,

yn+1 = xn + 2yn, mod 1.
(1.12)

Из таблицы 1 следует, что средняя поточечная размерность 〈dP 〉 ближе всего к инфор-
мационной dI и ляпуновской dL. Средняя поточечная размерность 〈dP 〉 получилась немного
меньше, чем информационная dI , это скорее всего вызвано тем, что при вычислении 〈dP 〉
проводилось усреднение по случайно взятым точкам на аттракторе, окрестности которых
не полностью покрывают аттрактор.
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Таблица 1. Сравнение размерностей в отображении Эно (1.7) и модифицированном отображении
Арнольда (1.12)

Отображение Эно

a, b 〈dP 〉 dI dL dC

1.4, 0.3 1.23 1.25 1.25 1.25

1.07, 0.5 1.25 1.27 1.28 1.31

Модифицированное отображение Арнольда

δ 〈dP 〉 dI dL dC

0.05 1.94 1.97 1.97 2.00

0.10 1.85 1.89 1.89 2.00

2. Геометрическая структура аттрактора и времена возврата

Рассмотрим связь геометрии аттрактора с временами возврата Пуанкаре. Исследу-
ем более детально поведение зависимости среднего времени возврата 〈τ(�x0, ε)〉 от разме-
ра окрестности возврата ε на примере отображения Эно (1.7). На рисунке 4 представлен
график зависимости 〈τ(�x0, ε)〉 от ε и построены аппроксимирующие прямые характерных
повторяющихся наклонов. Зависимость на графике представляет собой череду наклонов,
приблизительно равных |ki| ≈ 1, и переходов между ними. Построим области фазового
портрета для различных размеров окрестностей возврата, соответствующих единичным
наклонам и переходам между ними. Областям размером ε2 = 0.0122590, ε4 = 0.0005262
соответствуют наклоны |k2| = 1.00, |k3| = 0.98 и фрагменты (2), (4), на которых геометри-
ческая структура аттрактора, попавшего в окрестность возврата, близка по форме к прямой
линии. Размерность линии равна 1, что как раз соответствует величине наклонов |k2| = 1.00
и |k3| = 0.98. Размеры окрестностей ε1 и ε3 соответствуют переходным участкам, где наклон
отличается от единичного, а на соответствующих фрагментах фазового портрета (1) и (3)
структура аттрактора представляет собой две прямые линии, то есть размерность будет
отличаться от 1. Таким образом, на примере отображения Эно (1.7) можно показать, что
характер зависимости 〈τ(�x0, ε)〉 от ε обусловлен локальной геометрической структурой ат-
трактора в исследуемой окрестности. Аналогичные результаты получены для отображения
Лози [26].

Влияние геометрической структуры аттрактора удобно наблюдать при наличии шумо-
вого воздействия на систему. Рассмотрим отображение Эно при аддитивном воздействии
шума:

xn+1 = 1 − ax2
n + yn +

√
2Dξ(n),

yn+1 = bxn,
(2.1)

где ξ(n) — белый гауссов шум, а D — интенсивность шумового воздействия. Представлен-
ная на рисунке 5 зависимость среднего времени возврата 〈τ〉 от размера области возврата ε
имеет два характерных наклона. Наклон, соответствующий большим ε, примерно равен 1,
тогда как наклон в диапазоне при достаточно малых ε равен 2. Это можно объяснить тем,
что при наличии шумового воздействия аттрактор отображения «расплывается». Таким
образом, при наблюдении времен возврата в большую окрестность мы будем видеть линию,
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Рис. 4. Зависимость среднего времени возврата Пуанкаре ln〈τ(�x0, ε)〉 от диаметра окрестности воз-
врата ln ε точки с координатами x0 = 0.61787, y0 = −0.707575. Ниже показаны фрагменты фазового
портрета аттрактора, попавшие в окрестность возврата, для разного размера окрестности возвра-
та: (1) ε1 = 0.0207176, (2) ε2 = 0.0122590, (3) ε3 = 0.0008892, (4) ε4 = 0.0005262. Использованы
следующие значения параметров: a = 1.4, b = 0.3. Модули наклона аппроксимирующих прямых:
|k1| = 0.99, |k2| = 1.00, |k3| = 0.98, |k4| = 1.00.

размерность которой равна 1, а для достаточно малых областей возврата ε изображаю-
щие точки будут полностью заполнять фазовое пространство, то есть мы будем видеть
заполненную поверхность, размерность которой равна 2, что вполне согласуется с видом
зависимости 〈τ〉 от ε.
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Рис. 5. Зависимость среднего времени возврата Пуанкаре ln〈τ(�x0, ε)〉 от размера окрестности воз-
врата ln ε точки с координатами x0 = −0.22051107203702, y0 = −0.77749266778 для отображе-
ния Эно под шумовым воздействием (2.1). На фрагментах 1–2 показаны части фазового порт-
рета аттрактора, попавшие в окрестность возврата, для разного размера окрестности возврата:
(1) ε1 = 0.076923027, (2) ε2 = 0.0008892412. Использованы следующие значения параметров: a = 1.4,
b = 0.3; интенсивность шума D = 10−6. Модули наклона аппроксимирующих прямых: |k1| = 0.99,
|k2| = 2.08.

3. Заключение

Численными экспериментами установлено, что в общем случае размерность df в (1.3)
определяется по наклону усредненной линейной зависимости и соответствует локальной по-
точечной размерности аттрактора dP системы в окрестности области возврата ε. Точность
определения dP зависит от структуры аттрактора и является наиболее высокой, если ат-
трактор гиперболический. Величина информационной размерности в общем случае должна
вычисляться как среднее значение поточечной размерности по аттрактору системы. Иногда
может иметь место приближенное равенство поточечной и информационной размерностей,
однако в общем случае это не верно.

Можно сделать следующий вывод. Использование теории времен возвратов Пуанкаре
с помощью соотношения (1.3) дает возможность численной оценки размерности аттрактора.
При этом наиболее точные результаты получаются для гиперболических аттракторов, когда
локальная структура аттрактора близка к глобальной. В случае негиперболических аттрак-
торов, структура которых существенно неоднородна, статистика времен возврата Пуанкаре
в окрестность заданной точки аттрактора дает возможность определения поточечной раз-
мерности, которая отличается от размерности аттрактора в целом.
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Estimating dimensions of chaotic attractors using Poincaré recurrences
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The local theory of Poincaré recurrences is applied to estimate pointwise and information
dimensions of chaotic attractors in two-dimensional nonhyperbolic and hyperbolic maps. It is
shown that the local pointwise dimension can be defined by calculating the mean recurrence
times depending on the return vicinity size. The values of pointwise, information, capacity, and
Lyapunov dimensions are compared. It is also analyzed how the structure of attractors can affect
the calculation of the dimensions.
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