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В данной работе мы экспериментально исследуем динамику тела с плоским основанием
(цилиндра), скользящего по горизонтальной шероховатой плоскости. Для анализа исполь-
зуется два подхода. В первом случае, используя машину трения, определяем зависимость
силы трения от скорости движения цилиндров. Во втором случае, используя цифровую
скоростную камеру для видеосъемки и метод представления траекторий на фазовой плос-
кости для обработки результатов, исследуем качественные и количественные характеристи-
ки движения цилиндров по горизонтальной плоскости. Полученные результаты сравниваем
с ранее известными теоретическими и экспериментальными данными. Кроме того, в работе
приводится подробный систематический обзор известных теоретических и эксперименталь-
ных результатов в этой области.
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Введение

0.1. Развитие науки о трении

Исследование систем с трением является одним из важных разделов теоретической
и прикладной механики. Наиболее изученными на сегодняшний день являются процессы,
связанные со статическим трением, изнашиванием и смазкой материалов, где имеется об-
ширная экспериментальная база, построены различные феноменологические теории [1–3].
Данные исследования группируются в отдельный раздел механики — трибологию. Осно-
вы этой науки заложены в работах Кулона, Рейнольдса, Штрибека, Петрова, Крагельского
и др. [4–7].

Рассматриваемые в трибологии закономерности стабильно работают только в рамках
стационарных или циклических режимов движения. Влияние же трения на существенно
динамические процессы исследовано менее детально. Исследования в этом направлении
начались с работ [8–11] и были инициированы в основном попытками объяснить законо-
мерности бильярдной игры. Иоганн Эйлер [8] в 1758 году теоретически обосновал феномен
скольжения однородного шара по параболе, хорошо известный любителям бильярда. Бо-
лее тщательному анализу движение шара по шероховатой поверхности подвергли Корио-
лис [9] в книге «Математические основы теории бильярдной игры» (1835 г.) и Резаль [10]
в работе «Комментарии к математической теории явлений бильярдной игры» (1883 г.),
в которых они предлагают свои геометрические приемы игры, анализируют процесс удара,
рассматривают переходные стадии скольжение-качение в динамике шаров. Движение би-
льярдного шара при наличии трения верчения и качения рассмотрено Аппелем в работе [11]
(1911 г.)

Как показывают наблюдения, именно переходные процессы между скольжением и каче-
нием имеют особое значение во многих задачах о движении тел с трением. Однако в основе
теоретических исследований динамических процессов скольжения, качения и переходных
стадий чаще всего лежат простые нединамические модели статических законов сухого тре-
ния Кулона, трения качения и вязкого трения. Кроме того, в системах с кулоновским тре-
нием при переходе динамики от скольжения к качению, а также при отрывах, в сочетании
с предположением об абсолютной твердости тела и поверхности могут возникать различ-
ные парадоксальные ситуации, когда решение либо не существует, либо неединственно при
одних и тех же начальных условиях. Такого рода парадоксы впервые были указаны Пен-
леве [38].

Кроме бильярда следует упомянуть еще несколько классических и более новых задач,
где трение играет ключевую роль.

• Однородный шар на равномерно вращающемся столе. Данная система, наибо-
лее важная для исследования качения тел, восходит к Ирншоу [32]: в своем учебнике
по динамике 1844 года он использовал модель абсолютно шероховатой плоскости и по-
казал, что траектории центра шара в абсолютном пространстве представляют собой
окружности, положение центра которых зависит от начальных условий. Наиболее пол-
ный обзор литературы можно найти в [33] и в публикациях American Journal of Physics
(AJP). Эксперимент с шаром, закатывающимся на равномерно вращающийся стол,
показывает, что после скатывания шара со стола траектория его движения останется
прямолинейной, точно совпадающей с начальной [45].
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• Волчок Томсона. В динамике данного волчка наблюдается неожиданный эффект,
когда сила трения приводит к перевороту волчка (см., например, [26, 27]).

• Полотер. Эффект уменьшения сопротивления движению при вращении щеток поло-
тера, обоснованный Контенсу для случая скользящего и вращающегося волчка [66],
позволяет легче управлять движением полотера.

• Камни для керлинга. В отличие от других описанных систем, где имеет место закон
сухого трения Кулона, движение камней в керлинге сопровождается процессом тая-
ния льда, и трение имеет так называемый «влажный» характер. Интересны эффекты
отклонения траектории движения тел от прямолинейной в сторону вращения тела,
замедления и ускорения движения, широко известные из реальной игры [28, 29].

• Шары для боулинга. Классическое движение шара по дорожке можно разбить
на три этапа: скольжение, качение и хук. Хук — резкий выраженный поворот —
шар совершает при переходе с качения по смазанному маслом полотну на качение
по финальному сухому участку полотна дорожки перед кеглями. Помимо изменяю-
щегося коэффициента трения на величину хука влияет также смещение центра масс
шара [30, 31]. Данный эффект хорошо знаком профессиональным игрокам, использу-
ющим специальные шары.

• Диск Эйлера. В данном случае интересны эффекты, возникающие в системе на фи-
нальной стадии движения: возрастание частоты звука (так называемое «пение» диска,
сопровождающее его движение) и внезапная остановка (см., например, [34]). Несмотря
на большое количество исследований (см. также [34]), в том числе с учетом различных
сил сопротивления, эффекты остаются не обоснованными теоретически.

• Кельтский камень. Так названы тела, которые, благодаря свойствам динамической
и геометрической асимметрии, способны менять заданное направление своего враще-
ния (эффект реверса). Исследование данного феномена восходит к работам Уолке-
ра [14] (1895 г.) и представлено на сегодняшний день широким спектром используемых
моделей движения (в частности, неголономной модели [15], модели комбинированного
трения [16] и др.).

0.2. Динамика тела с плоским основанием
и теоретические модели трения

В данной работе мы исследуем влияние сухого трения на движение твердого тела
с плоским осесимметричным основанием (далее для краткости — диска или цилиндра)
по шероховатой горизонтальной плоскости.

Данная система, являясь, на первый взгляд, одной из самых простых в динамике систем
с трением, до сих пор остается не исследованной до конца. Несмотря на большое количество
работ (в том числе и экспериментальных), которые мы здесь обсудим, все еще не построена
и не верифицирована модель движения, адекватно описывающая поведение такой системы
вплоть до момента остановки.

Основная трудность в описании движения соприкасающихся тел (в частности, дви-
жения диска и цилиндра по плоскости) в рамках действия сил сухого трения заклю-
чается в том, что в этой задаче проблематично определить динамическое распреде-
ление нормального давления тела по площадке контакта, а имеющиеся в литературе
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теоретические исследования и предложенные модели, как правило, еще не прошли необхо-
димой экспериментальной проверки (хотя бы в лабораторных условиях).

Далее обсудим известные результаты теоретических исследований динамики тела с плос-
ким основанием. Прежде всего отметим работы, в которых рассмотрены условия равновесия
подобных тел. Первоначально общие условия равновесия тела с плоским основанием для
случая произвольного распределения давления были сформулированы в заметке Шилле-
ра [64] (1892 г.). В статье Жуковского [49] (1897 г.) для произвольного статического рас-
пределения давления тела на плоскость обсуждаются свойства силы и момента трения для
тел и формулируются условия равновесия при наличии внешних сил. Мак-Миллан в кни-
ге [39] (1936 г.) из предположения о незначительной деформации плоскости под давлением
покоящегося тела, согласно закону Гука, показал, что распределение нормального давления
является линейной функцией. В случае кругового основания Мак-Миллан выразил силу
и момент трения через эллиптические интегралы.

Значительно позже в работе Ишлинского с соавторами [56] (1982 г.) получены уравне-
ния движения диска в предположении равномерного распределения давления тела на плос-
кость, построены и проанализированы фазовые траектории движения дисков, показано,
что вращение и скольжение дисков (кроме чистого скольжения и чистого вращения) пре-
кращаются одновременно, и в момент остановки диска k∗ = v

Rω
= 0.71, где R — радиус

круговой площадки контакта, v — линейная скорость движения центра масс, ω — угловая
скорость. В 1985 году Военли и Эриксен [48] независимо повторили результаты, полученные
в [56], и несколько уточнили значение k∗ = 0.65. В работе Гойяла с соавторами [69] (1991 г.)
с использованием геометрических методов и введением некоторой предельной поверхно-
сти, возникающей при учете трения, показано, что для плоского диска в предположении
равномерного распределения давления тела на плоскость предельное значение в момент
остановки движения k∗ = 0.653.

Очевидно, что модель трения, основанная на равномерном распределении давления те-
ла на плоскость, противоречит условию равенства нулю момента сил относительно осей, па-
раллельных плоскости, что для тела ненулевой высоты (цилиндра) может привести к опро-
кидыванию или перевороту во время движения. Для учета влияния вышеупомянутого усло-
вия на моменты сил необходимо, чтобы модель давления тела на плоскость имела не менее
трех свободных параметров, то есть в простейшем виде можно предположить давление
тела линейной функцией [55].

Динамика тела (цилиндра высотой h �= 0) в предположении линейной модели распреде-
ления давления рассматривалась в работах [40, 61, 67, 70]. В работе Шегельского с соавтора-
ми [70] (2002 г.) показано, что траектория цилиндра отклоняется вправо по ходу движения,
если при взгляде сверху тело вращается против часовой стрелки, и что вращение и сколь-
жение прекращаются одновременно. В работе Фаркаша с соавторами [67] (2003 г.) дана
некоторая оценка величины этой отклоняющей силы. В статье Трещева с соавторами [61]
(2012 г.) рассмотрен эффект отклонения траектории и показано, что значение предельного
отношения k∗ в момент остановки зависит от коэффициента трения f и высоты центра
масс цилиндра h. В работе Борисова с соавторми [40] (2014 г.) уравнения движения ци-
линдра по горизонтальной и по наклонной плоскости получены в явном виде и выражены
через эллиптические интегралы, c помощью метода дескриптивной функции (аналогично-
го используемому в задачах гамильтоновой динамики с одной степенью свободы), а также
выполнен качественный анализ динамики цилиндра без явного интегрирования уравнений
движения.
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Зависимость силы и момента трения от скорости вращения для тела с плоским осно-
ванием была показана при равномерном распределении давления в работах [41, 67], а при
распределении давления по Бусинеску (в российской литературе — Галину) — в работе [59],
что вполне доказывает независимость данного явления от модели распределения давления
тела на плоскость.

В статье Журавлева [52] (1998 г.) выражения для силы и момента трения для рас-
пределения давления Герца были получены в явном виде, а для решения задач с сухим
трением был предложен метод дробно-линейной аппроксимации Паде. Позднее данный ме-
тод совместно с предположением о распределении давления по Бусинеску [65] был применен
в работе Киреенкова [59] (2002 г.) для задачи о движении диска c круглым основанием, и по-
лучено предельное отношение в момент остановки k∗ = 1. Отметим, что данное значение
не совпадает с результатами других работ [40, 41, 56, 61, 67], полученных в предположе-
нии равномерного и линейного распределения давления тела на плоскость. Кроме того,
метод аппроксимаций Паде был использован для решения задач о движении шара [53]
и кельтского камня [54]. Результаты, полученные в этих работах, как и любые другие ис-
следования динамики систем с трением, требуют в первую очередь экспериментальной ве-
рификации.

Отметим также работу [71], в которой рассмотрены задачи динамики, использующие
модель абсолютно твердого шара, движущегося по деформируемой плоскости.

0.3. Скольжение и качение выпуклых тел по поверхности
и применимость неголономной механики

В предыдущем разделе мы рассматривали движение тел с плоским основанием, а здесь
остановимся на динамике тела, имеющего точечный контакт с поверхностью при условии
качения (то есть скорость точки контакта равна нулю). Базовой моделью для описания
движения подобных тел является неголономная модель, в которой непосредственно не рас-
сматриваются различные силы трения, а их действие заменяется связями и возникающими
силами реакции. Динамика неголономных систем хорошо разработана, начиная с работ
Рауса, Чаплыгина, Аппеля и др., и развита в современных работах [12, 33, 36, 43] (см. так-
же библиографию данных работ). Особый интерес это направление получило в последнее
время в связи с развитием роботостроения и мобильной робототехники (подробный обзор
можно найти в [12, 13, 35–37]).

Приводимые нами результаты экспериментальных исследований непосредственно
не связаны с динамикой катящихся тел, однако ниже будет пояснено, почему мы оста-
навливаемся на этом моменте.

С момента появления первых неголономных моделей возникают вопросы о примени-
мости такого моделирования для описания движения тел. Однако мы считаем, что пра-
вильность выбора модели определяется экспериментальным подтверждением и ценой,
которую инженеры, занимающиеся, например, созданием мобильных роботов, готовы за-
платить в стремлении добиться максимальной точности и быстродействия своих раз-
работок. Впрочем, еще Кирхгоф и Герц, будучи известными физиками, хорошо представ-
ляющими экспериментальную базу механики, выдвигали в своих классических трактатах
по механике [50, 51] требования простоты теории и согласованности теоретических резуль-
татов с экспериментами. И именно неголономные модели позволили получить достоверные
результаты при описании движения выпуклых тел.
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Замечание. Отметим также интересную дискуссию о правомерности использования ваконом-
ной механики для описания динамики с неинтегрируемыми связями [57, 58], в результате которой
сделан вывод о возможности адекватного использования как неголономной, так и вакономной мо-
дели, но с учетом физических условий их применимости.

Оценка правомерности использования неголономной модели в динамике восходит к ра-
ботам Бобылева [17] (1892 г.) и Жуковского [18] (1893 г.). Решая задачу о движении без
скольжения по горизонтальной плоскости полого шара с гироскопом внутри, Бобылев за-
писал уравнения траекторий, которые описывает точка опоры шара на плоскости, а затем
воспроизвел их экспериментально, используя установку (шар, катящийся по плоскости, по-
крытой порошком ликоподия), сделанную им для механического кабинета Петербургского
университета. Вопрос о применимости модели точечного контакта в уравнениях неголо-
номной механики для задач с качением рассматривался Фуфаевым [47] (1966 г.) (см. также
книгу Неймарка и Фуфаева [23]), который показал, что при стремлении площади контакта
с равномерно распределенным давлением к нулю качественные особенности динамики си-
стемы сохраняются и это условие не влияет на траекторию движения шара. В работе [46]
Фуфаев проанализировал движение однородного шара по вращающемуся столу и показал,
что при добавлении к неголономной модели силы трения качения движение шара происхо-
дит по раскручивающейся спирали, а при добавлении сил вязкого трения об окружающую
среду происходит остановка шара; однако экспериментальное подтверждение было получе-
но только для движения по скручивающейся спирали к неподвижной точке.

Контенсу в работе [66] (1963 г.) применил модель точечного контакта при рассмотре-
нии задачи динамики волчка с учетом его проскальзывания, предполагая (в отличие от
работы [47]), что распределение контатных напряжений происходит по Герцу. Для этих мо-
делей, как показано Козловым [42] (2010 г.) и Ивановым [44] (2010 г.), при неограниченном
уменьшении пятна контакта и стремлении к бесконечности коэффициента трения суще-
ствует предельный переход к неголономной модели. Отметим, что сам Контенсу не делает
никаких далеко идущих выводов о несостоятельности неголономной модели и в конечном
счете обосновывает простую модель вязкого сопротивления, возникающего при больших
скоростях верчения.

Несмотря на это, в отечественных научных журналах существует большое количество
работ, инициированных российскими академиками Д.М.Климовым и В.Ф.Журавлевым,
которые (пользуясь своим авторитетом и статусом в научном сообществе) утверждают, что
неголономную модель стоит изъять из курсов механики, так как она имеет только мето-
дический интерес, заменив ее более общей и правильной моделью Контенсу [66] (в русско-
язычной литературе можно встретить название «модель Контенсу –Журавлева»). Эта точ-
ка зрения нам представляется неверной по нескольким причинам. Во-первых, предложен-
ная модель также использует различные предположения (например, статический контакт
Герца), которые нуждаются в дополнительном обосновании. Во-вторых, она сложна и пло-
хо подходит для теоретического анализа (то есть не удовлетворяет основным принципам,
сформулированным Кирхгофом и Герцем [50, 51]), и необходимо ясно указать, какие эф-
фекты такая модель способна описать в отличие от известных фундаментальных моделей.
В-третьих, результаты экспериментальных исследований последователей данного подхода
(см. [25] (2002 г.), [60] (2015 г.)) не дают никаких достоверных доводов в пользу этой модели
при описании динамики тел, а скорее, еще более запутывают ситуацию. Подробное описание
работы [25] представлено в следующем разделе, так как она ближе к нашим исследованиям,
а в работе [60] дана экспериментальная оценка для использования нескольких модифика-
ций метода аппроксимаций Паде при описании динамики алюминиевого кельтского камня
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на резиновой поверхности. Авторы показывают, что одна из модификаций достаточно хо-
рошо описывает динамику кельтского камня, что большую роль при описании движения
играют взаимосвязь между силой и моментом трения и ортотропия трения качения, не уде-
лив, на наш взгляд, должного внимания реверсу кельтских камней. Недостаточно полно
описанные условия экспериментов и методы верификации данных не дают возможности
полноценно понять и удостовериться в истинности полученных результатов.

В защиту неголономной модели приведем также эксперименты, демонстрирующие за-
дачу Ирншоу о качении шара по вращающемуся столу [45] и эксперименты Р.Кросса (см. [74]
и другие работы автора), которые достаточно убедительно свидетельствуют о том, что более
простая неголономная модель вполне может применяться для анализа и позволяет сделать
разумные предсказания для инженеров. В экспериментальных работах Р. Кросса с помо-
щью скоростной видеокамеры проанализированы особенности движения кельтского камня,
волчков, диска Эйлера. Автор отмечает, что занимательные динамические эффекты, на-
пример, реверс кельтского камня и переворот волчка, вопреки распространенному мнению,
могут происходить и без влияния трения скольжения. Для описания особых эффектов ди-
намики движения тел можно дополнить существующие две базовые неголономные модели
качения с учетом верчения и без учета верчения (модель «резинового» тела): например,
введение вязкого трения от сопротивление воздуха в задаче о кельтском камне [22] или
в задаче качении однородного шара по вращающемуся столу [46] (подробный обзор других
работ, реализующих данный подход, можно найти в [33]).

Важно также отметить, что применимость той или иной модели сильно зависит
не только от параметров движения, но и от характеристик соприкасающихся тел: ма-
териалов, из которых они изготовлены, и качества обработки их поверхностей. Это об-
стоятельство требует создания фундаментальных моделей поведения при сочетании раз-
личных характеристик тел.

В заключение отметим общепризнанный успех неголономной механики, связанный
с изучением кельтских камней [15, 19, 20], с развитием теории велосипеда [21] и с управле-
нием мобильными роботами (робот-колесо, робот-шар [35–37]).

0.4. Критический обзор экспериментальных результатов

Приведем результаты современных экспериментальных исследований динамики тел
с плоским основанием, скользящих по шероховатой плоскости. Попутно будем обсуждать
замечания к экспериментам, которые были выявлены при проведении предварительных
и основных опытов, вошедших в данную работу.

Наиболее интересны с точки зрения теоретического и экспериментального анализа за-
кономерностей движения цилиндров работы [41, 67]. Фаркаш с соавторами [67] (2003 г.)
провели эксперименты по запуску пластмассового цилиндра радиусом 8 см и толщиной 2 см
по горизонтальной поверхности из полиамидной ткани. С помощью скоростной видеокаме-
ры они получили зависимости положения и ориентации цилиндра от времени, по которым
приближенно вычисляли линейную и угловую скорость и ускорение, что в итоге позволило
получить экспериментальные зависимости силы F (k) и момента M(k) трения. Экспери-
ментальные зависимости F (k) и M(k) они сравнивали с теоретическими зависимостями,
полученными в предположении закона сухого трения Кулона и равномерного распреде-
ления давления цилиндра на плоскость. Результаты экспериментов подтвердили, что
сила и момент трения взаимосвязаны, а сила трения уменьшается за счет вращатель-
ного движения цилиндра. Тем не менее, в работе [67] нет экспериментальных оценок для
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предсказанных теорией явлений отклонения траектории цилиндра от прямолинейной, од-
новременной остановки скольжения и вращения цилиндра, значения отношения k∗ = 0.653
в момент остановки движения цилиндра, хотя авторы пишут, что наблюдали эти эффекты
в опытах (кроме последнего).

Работа Вайдмана и Мальотры [41] (2007 г.) посвящена в основном экспериментальному
анализу динамики составных неоднородных цилиндров, но некоторое внимание динамике
однородного цилиндра было все же уделено. Авторы запускали ПВХ-цилиндры на плекси-
гласовом листе, обтянутом нейлоновой тканью, и ими было отмечено отличие эксперимен-
тально полученного отношения от предсказанного теорией предельного значения k∗ = 0.653,
а кроме того, они заметили, что на 10% отличается и время остановки цилиндра.

Сделаем несколько замечаний, касающихся методик проведения экспериментов в [41, 67].
Во-первых, авторы обеих статей в качестве материалов образцов выбрали синтетические ма-
териалы. Мы проделали многочисленные предварительные опыты с ПВХ и капролоновыми
материалами образцов цилиндров и поверхностей. Сложности, возникшие при проведении
предварительных экспериментов и связанные в основном с присутствием дополнительных
электростатических сил, приводили к сильной зависимости получаемых данных от внешних
условий (влажности воздуха, предварительной обработки контактирующих поверхностей
и пр.), как следствие, к неповторяемости результатов. Повторяемых результатов в экспери-
менте удалось достичь только после начала опытов с парой материалов пластик/железо,
где с помощью предварительного или постоянного заземления удавалось снять силы элек-
тростатики.

Во-вторых, авторы работ [41, 67] не приводят подробную методику обработки экспе-
риментальных данных, а предлагают уже обработанные усредненные значения, подтвер-
ждающие ту или иную зависимость. Таким образом, отсутствует возможность оценить за-
кономерности, разброс и повторяемость исходных экспериментальных данных. Обращает
на себя внимание и тот факт, что экспериментальные зависимости от времени, полученные
в [41], представлены слишком гладкими кривыми, что скорее характерно для аналитиче-
ских зависимостей и не типично для экспериментальных данных.

Среди экспериментальных работ следует отметить статью Киреенкова и соавторов [73]
(2010 г.), где сделана попытка верификации теории о взаимосвязи трения скольжения и тре-
ния вращения. Авторы [73] приводят выражения аппроксимаций Паде для момента и силы
трения, задаются целью экспериментально получить параметры для точного определения
этих выражений, но в опытах измеряют только силу трения от безразмерного парамет-
ра k для цилиндрических инденторов из стали, дюралюминия, латуни и дуба, движущихся
по стали. Для этого используют специально разработанную установку, конструкция кото-
рой давно известна, реализована и проверена ранее в различных моделях существующих
машин трения, имеющих метрологические сертификаты. В результате в [73] представле-
ны лишь результаты отдельных экспериментов, дающих качественную оценку исследуемой
зависимости, а в затем описаны недостатки установки и причины разброса значений си-
лы трения, которые можно было бы минимизировать проведением серии экспериментов
с одинаковыми условиями и последующей статистической обработкой; кроме того, авторы
не проанализировали погрешность собранной ими установки, которая может быть много
больше регистрируемых эффектов.

Описанные выше теоретические и экспериментальные результаты по исследованию
динамики систем с трением показывают, что полученного на сегодняшний день экспе-
риментального материала недостаточно для определения применимости той или иной
модели и существует реальная необходимость проведения подробных экспериментальных
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работ для дальнейшего феноменологического уточнения существующих или введения но-
вых моделей трения.

В частности, при исследовании динамики цилиндра, скользящего под действием сил су-
хого трения по шероховатой горизонтальной плоскости, можно сформулировать следующие
цели и задачи:

• расширить экспериментальные сведения о влиянии сухого трения на движение твер-
дого тела с плоским осесимметричным основанием (цилиндра) по шероховатой гори-
зонтальной плоскости;

• верифицировать теорию движения цилиндра, основанную на линейном распределении
давления тела на поверхность скольжения;

• экспериментально проверить линейный характер силы трения F (k) при k < 1 и стрем-
ление силы трения к постоянному значению F (k) → fN , при k > 1, где f , N —
коэффициент трения и реакция опоры соответственно;

• экспериментально проверить отклонение траектории движения тела вправо от прямо-
линейной при вращении тела против часовой стрелки;

• экспериментально проверить и оценить эффект одновременного прекращения сколь-
жения и вращения и предельное значение безразмерного параметра k∗ = v

Rω
в момент

остановки цилиндра.

1. Постановка задачи

Напомним более подробно основные элементы существующих теорий о движении тел
с плоским основанием по горизонтальной плоскости и обозначим цели и задачи данной
работы.

Рис. 1. Вид сверху площадки
контакта D и связанной с ней си-
стемы координат.

Рассмотрим скольжение по горизонтальной плоскости
тела с круглой площадкой контакта (радиусом R), сба-
лансированного таким образом, что центр масс находится
над геометрическим центром площадки контакта на высо-
те h. Выберем подвижную систему координат Ox1x2, свя-
занную с движущимся основанием, начало системы коор-
динат совпадает с центром площадки контакта, ось Ox1

направим вдоль скорости цента масс v (рис. 1). Скорость
каждой точки с радиус-вектором r = (x1, x2) площадки
контакта D выражается по формуле Эйлера через ско-
рость v начала координат O и угловую скорость вращения
тела ω:

V (r) = v + ωe3 × r = (v − ωx2, ωx1),

где e3 — нормаль к плоскости контакта.
В выбранной системе координат сила трения F и момент силы трения M относительно

начала координат O определяются законом распределения нормального давления p(r ,V )
и представляются в виде

F = −f
∫
D
p(r ,V )

V

|V | dx1 dx2, M = −f
∫
D
p(r ,V )

(
r ×V , e3

)
|V | dx1 dx2, (1.1)

где f — коэффициент трения.
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Для построения динамически согласованных моделей трения можно использовать за-
кон распределения нормального давления p(r ,V ) в общем виде

p(r ,V ) = p(0)
c (r)(1 + a1x1 + a2x2),

где коэффициенты a1, a2 зависят от распределения скоростей и определяются из уравне-
ний для моментов сил и реакции на горизонтальную плоскость [40]. Зависимость p(0)

c (r) —
распределение, полученное из решения стационарной контекстной задачи, например, закон
Буссинеска [65]

p(0)
c (r) =

p0√
R2 − x2

1 − x2
2

, p0 = const, (1.2)

или закон Герца [66]

p(0)
c (r) = p0

√
R2 − x2

1 − x2
2, p0 = const. (1.3)

Наиболее простая зависимость соответствует равномерному распределению:

p(0)
c (r) = p0 = const. (1.4)

В случае распределения (1.4) в работе [40] показано, что тангенциальная F fτ (направ-
ленная вдоль скорости v) и нормальная F fn составляющие силы трения и момент силы

трения Mf
3 зависят от безразмерного параметра η = 4fh

πR
и имеют вид

F fτ = −fp0R
2 B

1 − η2A12A21
, F fn = −fp0R

2 ηA21B

1 − η2A12A21
,

Mf
3 = −fp0R

3

(
A21 −A12 +

η2A21BC

1 − η2A12A21

)
.

(1.5)

Здесь коэффициенты A12, A21, B, C зависят от безразмерного параметра k =
v

Rω
и имеют

вид

A12(k) =
2

45k2

(
(k + 1)(8k4 − 13k2 + 3)E(ke) − (k − 1)(8k4 − 5k2 − 3)K(ke)

)
,

A21(k) =
2(k + 1)

45k2

(
(2k2 − 3)(k − 1)2K(ke) − (2k4 − 7k2 − 3)E(ke)

)
,

B(k) =
2(k + 1)

3k

(
(k2 + 1)E(ke) − (k − 1)2K(ke)

)
,

C(k) =
4

15k

(
(k5 − k4 − k + 1)K(ke) − (k5 + k4 − k3 − k2 + k + 1)E(ke)

)
,

где ke =
2
√
k

k + 1
, K, E — полные эллиптические интегралы первого и второго рода соответ-

ственно:

K(z) =

1∫
0

dx√
(1 − x2)(1 − z2x2)

, E(z) =

1∫
0

√
1 − z2x2
√

1 − x2
dx.

Анализ (1.5), выполненный в работе [40], показал, что ненулевая нормальная состав-
ляющая силы трения приводит к отклонению траектории от прямолинейной, причем на-
правление отклонения противоположно отклонению камней в керлинге и отклонению тела
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Рис. 2. Фазовые траектории
на плоскости (Rω, v), соответ-
ствующие различным начальным
условиям. Асимптота соответ-
ствует k0 ≈ 0.659.

в случае эффекта Магнуса. Кроме того, в [40] указаны
еще две особенности движения тела с круглым основа-
нием:

– все траектории системы на плоскости (Rω, v)
не пересекают координатные оси ω = 0, v = 0
и заканчиваются в точке ω = 0, v = 0; следо-
вательно, верчение и поступательное движение
прекращаются одновременно,

– траектории при ω → 0 касаются прямой v
Rω

= k0

(рис. 2).

Замечание. При нулевой высоте цилиндра при при-
ближении к остановке предельное отношение величины по-
ступательной скорости v и угловой скорости ω тела не зави-
сит от начальных условий и определяется только геометрией
площадки контакта; в случае однородного диска радиуса R

v

Rω
= k0 ≈ 0.653. (1.6)

В случае более сложных зависимостей нормального распределения давления (1.2), (1.3)
получить в явном виде аналитические выражения для силы трения и момента (1.1) не пред-
ставляется возможным, поэтому, как правило, используются упрощенные законы — со ста-
ционарным распределением нагрузки, когда распределение нормального давления не зави-
сит от скоростей:

p(r) = p(0)
c (r), a1 = 0, a2 = 0. (1.7)

Приведем некоторые известные результаты для стационарных распределений
вида (1.7).

– В работах [41, 56] предполагается, что распределение давления равномерное

p(r) = const, (1.8)

площадка контакта плоская (см. также результаты работы [40] при нулевой высоте
тела). В этом случае составляющая силы трения, направленная вдоль вектора линей-
ной скорости, выражается через эллиптические интегралы, и для круглого основания
радиусом R имеет вид

F = −2fN(k + 1)
3kπ

(
(k2 + 1)E(ke) − (k − 1)2K(ke)

)
, (1.9)

где k and ke — определенные выше безразмерные параметры, N — нормальная состав-
ляющая активных сил, действующих на систему.

– В работе [59] выполнен анализ движения однородного диска на горизонтальной плоско-
сти в предположении, что распределение нагрузки стационарно и описывается законом
Буссинеска (1.2). В этом случае выражение для силы трения имеет вид

F = fN

⎧⎪⎨⎪⎩
πk

4
, k � 1,

k

2
arcsin(1/k) +

1
2k

√
k2 − 1, k > 1.

(1.10)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2015. T. 11. №3. С. 547–577



Экспериментальное исследование движения тела с осесимметричным основанием 559

– В работах [52, 66, 72] для локально сферической площадки контакта предполагается,
что распределение нормальных напряжений подчиняется теории контакта Герца (1.3).

Соотношение для силы трения F (k), полученное в [66] в интегральном виде, в рабо-
те [52] выражено в элементарных функциях:

F = fN

⎧⎪⎨⎪⎩
3πk
32

(4 − k2), k � 1,

3
64k

(
4k2arcsin(1/k)(4 − k2) + 4(k2 + 2)

√
k2 − 1

)
, k > 1.

(1.11)

Таким образом, при использовании модели сухого трения Кулона во всех описанных
моделях стационарного распределения нормального давления наблюдаем следующие общие
закономерности (см. рис. 3):

– сила трения зависит от безразмерного параметра k = v
Rω

(линейная и угловая ско-

рость входят в выражение для силы трения только в указанной комбинации),

– при k → 0 наблюдается линейный характер зависимости F (k), что соответствует
закону вязкого трения при малых поступательных скоростях движения,

– при больших значениях k функция F (k) стремится к некоторой постоянной вели-
чине, не зависящей от скорости движения, что соответствует закону сухого тре-
ния при прямолинейном движении (F → fN).

Рис. 3. Графики зависимости силы трения F , отнесенной к fN , от k = v
Rω

: 1 — в предположении

о равномерном распределении давления тела на опору (1.9), 2 — в предположении о распределении
давления по Буссинеску (1.10), 3 — в предположении о распределении давления по Герцу (1.11).
Численные значения F (k)/fN , соответствующие различным законам p(r), отличаются не более чем
на 0.1 от кривой для равномерного распределения давления (максимально при k ∼ 0.7).

Замечание. Во всех случаях при k → 0 сила трения стремится к нулю как линейная функция,
при этом для плоской площадки контакта угол наклона этой функции уменьшается с увеличением
неравномерности распределения давления.

Целью данной работы является экспериментальное качественное (возможно, и количе-
ственное) подтверждение (или опровержение) указанных теоретических закономерностей
в предположении о стационарном распределении нормального давления (раздел 2), а так-
же экспериментальная проверка закономерностей, указанных в [40] для ненулевой высоты
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цилиндра, и выяснение условий применимости динамически согласованной модели (1.4)
(материалы тел и поверхностей, их размеры, степень обработки и т. д.) как на качествен-
ном, так и на количественном уровне (раздел 3).

2. Экспериментальное исследование применимости
модели трения со стационарным распределением нагрузки

2.1. Методика проведения эксперимента
и схема экспериментальной установки

Для определения экспериментальной зависимости силы трения F (k) будем использо-
вать схему эксперимента, в которой реализуется стационарное вращение горизонтальной
платформы относительно неподвижного индентора (см. рис. 4). Согласно известной теоре-
ме (Бернулли –Шаля), самое общее плоское-параллельное перемещение тела можно пред-
ставить как вращение вокруг мгновенного центра скоростей. Поэтому вращение опорного
диска (платформы) с угловой скоростью ω относительно невращающегося индентора ана-
логично вращению индентора с той же угловой скоростью ω относительно неподвижного
диска в противоположную сторону вокруг мгновенного центра скоростей, совпадающего
с центром диска (см. рис. 4).

индентор

диск

Рис. 4. Схема, поясняющая относительное движение диска и индентора.

Линейная скорость v центра индентора, зафиксированного на расстоянии r от центра
диска, связана с угловой скоростью диска простым соотношением v = rω, откуда получаем

k =
v

Rω
=

r

R
.

При этом расстояние r от центра диска в ходе эксперимента может изменяться с неко-
торым шагом Δr. Таким образом, зная расстояние от центра диска до центра индентора r
и соответствующее значение силы трения F , мы можем определить необходимую нам зави-
симость F (k).

Для реализации описанной схемы эксперимента был использован ротационный модуль
машины трения SRV-III Test System (Германия, рис. 5а). Скольжение нагруженного верх-
него образца (индентора, рис. 5b) по поверхности вращающейся с постоянной угловой ско-
ростью платформы имитирует свободное движение тела с круглой площадкой контакта
по горизонтальной плоскости.
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(a)

(b)

(c)

Рис. 5. Внешний вид ротационного модуля машины трения SRV-III (а), варианты образцов инден-
торов (b) и цанговый узел их крепления (c).

Частота вращения диска задавалась равной 150 мин−1. Нагрузка на индентор поддер-
живалась постоянной и составляла 10 Н (что соответствует минимально возможной силе
в осевом направлении индентора для данной машины трения) или 20 Н (для оценки силы
трения при несвободном движении). Для изготовления инденторов использовался капро-
лон (СТО 00203803-001-2009). Диск изготавливался из высокопрочной легированной ста-
ли 20Х17Н2 (ГОСТ 5632-72), применяемой для тяжелонагруженных деталей, работающих
на истирание и удар, что исключило влияние износа на результаты экспериментов. Предва-
рительная очистка образцов перед испытаниями проводилась в ультразвуковой ванне Sindy
Eltrosonic Ultracleaner в этиловом спирте при частоте 52 КГц в течение 10 минут. Испытания
проводились без смазочного материала в режиме сухого трения.

Траектория движения индентора по вращающемуся диску задавалась набором концен-
тричных кольцевых участков (рис. 4). Расстояние между участками Δr для малых значе-
ний радиуса r составляло 0.2 мм, для более детального исследования фрикционных харак-
теристик при малых скоростях. При удалении индентора от центра вращающегося диска
величина Δr достигала 0.5 мм. Между участками индентор перемещался без остановок,
а время движения индентора на каждом из участков определялось временем стабилизации
силы трения. При этом количество оборотов для каждой радиусной дорожки диска состав-
ляло от 25 до 150. Во всех испытаниях температура окружающей среды поддерживалась
равной 23 ◦C.

При проведении экспериментов варьировались нагрузка (N), угловая скорость враще-
ния диска (n, мин−1), расстояние от оси вращения диска до центра индентора (r). Значения
данных параметров приведены в таблице 1.

Для сравнения полученных экспериментальных данных с теоретическими результата-
ми, полученными в рамках различных моделей трения, на всех графиках зависимости силы
трения F (k) будем представлять не в абсолютных значениях, а соотнесенными с величиной
F0 = fN .
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2.2. Обсуждение результатов экспериментов

В ходе проведения экспериментов были установлены следующие характерные особен-
ности.

1. В начальный период времени имеет место приработка контактирующих поверхностей
за счет интенсивного износа торцевой поверхности индентора, изготовленного из более
мягкого материала, чем диск. Время приработки сокращается при уменьшении шеро-
ховатости поверхностей контактной пары, поэтому перед проведением экспериментов
все образцы предварительно притирались на тонкой наждачной бумаге.

2. Низкая скорость вращения диска, а также малый диаметр индентора (менее 5 мм)
приводят к выраженной нестабильности протекания процесса, скачкообразным коле-
баниям (изменениям) силы трения (см. рис. 6). Движение на каждом радиусе r (в со-
ответствии со схемой эксперимента на рисунке 4) в течение 2 минут приводит почти
к двукратному изменению силы трения. Кроме того, процесс менее стабилен при низ-
кой нагрузке индентора (менее 10 Н). Похожие явления и характерные зависимости
силы трения от нагрузки, полученные для различных пар материалов, в том числе
и неметаллических, приведены в работе [1]. Главная причина подобной зависимости
от нагрузки — высокая адгезия между контактирующими поверхностями при отсут-
ствии смазочного материала.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 3 6 k

Рис. 6. Зависимость значений относительной силы трения F/F0(k) для алюминиевого индентора
диаметром 5 мм при нагрузке 10 Н и скорости вращения диска 15 мин−1: точками обозначены
экспериментальные значения, а сплошной линией — зависимость, полученная в предположении
о равномерном распределении давления (1.9). Время движения на каждом радиусе 2 мин, шаг
Δr = 2 мм.

3. Повышение скорости вращения диска до 120 мин−1, удвоение нагрузки (20 Н) и/или
увеличение диаметра индентора до 10 мм приводит к снижению амплитуды колебания
силы трения и к существенной стабилизации процесса трения.

4. Во всех представленных результатах (рис. 7) экспериментальная зависимость F (k)
стремится асимптотически к оси ординат. Скачки силы трения при k = 0 соответ-
ствуют процессу приработки трущихся поверхностей на начальной стадии движения.
Дальнейшие колебания силы трения (при увеличении k) незначительны.

Далее рассмотрим более подробно результаты измерения силы трения, полученные
при различных скоростных режимах, диаметрах индентора и нагрузках.
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Рис. 7. Зависимости относительных значений силы трения F/F0(k): точками обозначены значения,
полученные экспериментально, а сплошной линией — в предположении о равномерном распределе-
нии давления (1.9). Соответствующие характеристики экспериментов приведены в таблице 1.

Таблица 1. Характеристики экспериментов при движении индентора по диску

№ Рису-
нок

Радиус
инден-
тора R,
мм

Частота
вращения
диска n,
мин−1

Нагруз-
ка

N , Н

Время
опыта,
мин

Диапазо-
ны

радиуса,
мм

Шаг
Δr, мм

Коэф.
трения

f

Время
на каждом
радиусе,
мин

Количе-
ство

оборотов
на радиусе

1
7a

5 150 10 15
0–2 0.2

0.47 1 150
2–4 0.5

2
7b

5 150 10 12
0–3 0.2

0.47 0.5 75
3–12 0.5

3 7c 5 150 10 7 0–12 0.25 0.55 0.5 37.5

4 7d 2.5 150 20 7 0–14 0.5 0.45 0.167 25

5 7e 5 150 20 5 0–14 0.5 0.35 0.25 25

6 7f 7.5 150 20 7 0–14 0.5 0.35 0.167 25

На рисунках 7a, b, c представлены результаты экспериментов, выполненных при оди-
наковых скоростных режимах (150 мин−1) и нагрузке (10 Н). Соответствующие характе-
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ристики экспериментов представлены в таблице 1, опыты №1–3. Отличие состоит только
во времени «задержки на каждой ступени» (60 с, 30 с и 15 с соответственно) и величине
расстояния между радиусными участками Δr. Отметим, что все полученные эксперимен-
тальные кривые имеют идентичный характер без каких-либо особенностей. И как видно
из графиков на рисунках 7a, b, выбранных диапазонов изменения скорости достаточно для
исследования характера зависимости силы трения F (k), который при k ∼ 0.5 изменился
с «вязкого» на «сухой».

В опытах 4, 5 и 6 испытания отличаются только диаметром верхнего образца. Соот-
ветствующие графики представлены на рисунках 7d, e, f. Характеристики экспериментов
приведены в таблице 1, опыты №4–6. Характер полученных кривых, так же как и в опы-
тах №1–3, идентичен. Максимальный коэффициент трения для опыта №4 — 0.45, для №5
и №6 — 0.35, то есть с ростом нагрузки величина коэффициента трения падает. Причины
такого поведения силы трения описаны в работе [1]. Кроме того, как видно из рисунка 7,
значение k, при котором происходит смена характера зависимости силы трения, увеличива-
ется с увеличением площади взаимодействующих тел: от k ∼ 0.7 при R = 2.5 мм до k ∼ 0.9
при R = 7.5 мм. Практическое совпадение величин силы трения при одинаковых нагрузках
указывает на хорошую воспроизводимость (повторяемость) результатов.

Основываясь на полученных результатах, можно сформулировать следующие выводы.

– При k > 1 экспериментальные зависимости F (k) выходят на стационарный участок,
на котором сила трения асимптотически стремится к величине F0 = fN .

– При уменьшении k сила трения также уменьшается. Но при приближении к нулю сила
трения асимптотически стремится к оси ординат, а не к некоторой линейной функции,
что противоречит теоретическим результатам.

– Кроме того, в описанных экспериментах используются сравнительно большие скоро-
сти, так как было установлено, что при малых скоростях проявляются эффекты, при-
водящие к существенной нестабильности процесса. Таким образом, оценить приме-
нимость полученных результатов к скольжению тел при малых скоростях оказалось
невозможным.

3. Экспериментальное исследование
свободного движения цилиндра

3.1. Схема экспериментальной установки
и методика проведения эксперимента

Напомним ранее обозначенные цели экспериментального исследования свободного дви-
жения цилиндра:

• верифицировать теорию движения цилиндра, основанную на линейном распределении
давления тела на поверхность скольжения;

• экспериментально проверить отклонение траектории движения тела вправо от прямо-
линейной при вращении тела против часовой стрелки;

• экспериментально проверить и оценить эффект одновременного прекращения сколь-
жения и вращения и предельное значение безразмерного параметра k∗ = v

Rω
в момент

остановки цилиндра.
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Таблица 2. Характеристики экспериментов при свободном движении цилиндров с плоским круглым
основанием

№ эксперимента 1 2 3

Материал поверхности Нерж. сталь Пластик Нерж. сталь

Материал цилиндра Капролон Сталь 45 Капролон

Радиус цилиндра, R, мм 40 30 30

Высота цилиндра, h, мм 50 35 35

Масса цилиндра, m, кг 0.814 0.871 0.497

Для проверки данных предположений и сопоставления результатов численного и на-
турного экспериментов были проведены опыты по свободному движению цилиндров с плос-
ким круглым основанием различных радиусов и высот по горизонтальным поверхностям
(таблица 2). Отметим, как уже было указано во введении, что в ходе многочисленных
предварительных опытов для дисков и поверхностей использовались ПВХ- и капролоно-
вые материалы. Сложности, возникшие при проведении предварительных экспериментов
и связанные в основном с присутствием дополнительных электростатических сил, приво-
дили к сильной зависимости получаемых данных от внешних условий (влажности воздуха,
предварительной обработки контактирующих поверхностей и пр.), как следствие, к непо-
вторяемости результатов. Повторяемых результатов в эксперименте удалось достичь только
после начала опытов с парой материалов пластик/сталь, где с помощью предварительно-
го или постоянного заземления удавалось снять силы электростатики. Также для каждого
цилиндра проверялось выполнение условия положительности давления на всем основании
fh

R
< 1

4 , полученного в [40, 55] в рамках использования модели линейного распределения
давления.

Для проведения экспериментов использовался стенд, схема которого представлена
на рисунке 8a. На горизонтальной платформе установлен листовой тщательно очищенный
материал — поверхность скольжения. Одна часть листа, с которой производился запуск
тел, приподнималась на угол от 5◦ до 45◦ так, чтобы в зоне съемки видеокамеры (горизон-
тальный участок 50× 50 см) можно было наблюдать движение цилиндра вплоть до полной
остановки.

Для определения положения и ориентации тела на его верхнюю поверхность наклеи-
вался рисунок, содержащий семь светлых меток диаметром 5 мм (рис. 8b). Закручивание
цилиндра осуществлялось путем предварительной намотки на его боковую поверхность
шнура, свободный конец которого закреплялся перед запуском в верхней точке наклонной
плоскости.

Как и в работах [41, 67], чтобы не вносить неконтролируемое возмущение, измере-
ния выполнялись при помощи скоростной видеосъемки. Съемка проводилась видеокамерой
IDT Y4-S1 на максимальном разрешении 1024 × 1024 с частотой 200 кадров в секунду.
Опыт с каждым цилиндром был проведен не менее двадцати раз, после чего все данные
экспериментов подвергались обработке и анализу: при помощи специально разработанного
вычислительного модуля с использованием библиотек OpenCV анализировались получен-
ные изображения и определялись координаты центров всех семи меток на поверхности
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Рис. 8. Схема экспериментального стенда для исследования скольжения тел по горизонтальной
плоскости (a) и рисунок, наносимый на верхнюю поверхность тела (b).

тела. Тем самым на выходе выдавались семь численных массивов, задающих траектории
точек, жестко связанных с телом.

Замечание. Размеры, форма и количество меток, а также их расположение были подобра-
ны экспериментально в процессе настройки программы по распознаванию меток с учетом условий
освещения рабочей поверхности при съемке.

Для определения кинематических характеристик исследуемых тел данные, полученные
с видеокамеры, подвергались упорядочению и обработке. Для этого каждому видеокадру
был присвоен номер с индексом i = 1, . . . , N , а каждой метке на верхней грани цилин-
дра был присвоен номер с индексом j = 0, . . . , 6, где j = 0 соответствует центральной
метке, а остальные нумеровались по порядку против часовой стрелки (рис. 8b). Таким об-
разом, радиус-вектор i-ой метки на j-ом видеокадре имеет координаты r

(j)
i = (x(j)

i , y
(j)
i ).

Поскольку временной интервал между кадрами видеосъемки в эксперименте фиксирован
(Δt = 1/200 с) для определения скоростей и ускорений мы воспользовались стандартными
формулами конечных разностей с постоянным шагом [63]. Так, поступательная скорость
центра тела в момент времени t = iΔt, соответствующего i-ому кадру видеосъемки, опре-
делялась из соотношений

v
(0)
i =

r
(0)
i+1 − r

(0)
i−1

2Δt
+ o(Δt2), 1 < i < N,

v
(0)
1 =

r
(0)
2 − r

(0)
1

Δt
, v

(0)
N =

r
(0)
N − r

(0)
N−1

Δt
.

(3.1)

Замечание. Напомним, что эти соотношения возникают из аппроксимации зависимости r (0)(t)
в точке t = ti при помощи квадратичных полиномов. Несложно получить аналогичные формулы
для аппроксимаций более высокой степени.
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Для определения угловой скорости ωiez движущегося цилиндра использовалось соот-
ношение v

(j)
i = v

(0)
i + ωiez × (r (j)

i − r
(0)
i ), откуда

ωiez =
R

(j, l)
i ×V

(j, l)
i

|R(j, l)
i |2

, R
(j, l)
i = r

(j)
i − r

(l)
i , V

(j, l)
i = v

(j)
i − v

(l)
i .

Выбирая три пары противолежащих меток на цилиндре, для которых j = 1, 2, 3,
l = j + 3, можно вычислить скорости V

(j, l)
i по тем же разностным формулам (3.1), в каче-

стве угловой скорости цилиндра выбиралось среднее:

ωi =
ω

(1, 4)
i + ω

(2, 5)
i + ω

(3, 6)
i

3
.

Для получения аналитических зависимостей v(t), ω(t), y(x), графики которых приво-
дятся далее для сравнения с экспериментальными результатами, использовались уравнения
движения, приведенные в [40]. При этом в качестве начальных данных для интегрирования
уравнений движения использовались параметры тела и поверхности, а также начальные
линейная v(0) и угловая ω(0) скорости, полученные из экспериментальных данных.

Для удобства вычислений и анализа переопределим угловую скорость, умножив ее
на радиус цилиндра u(t) = Rω(t).

3.2. Обсуждение результатов экспериментов

В ходе проведения экспериментов в первую очередь было установлено, что свободное
движение цилиндра даже в специальных лабораторных условиях очень чувствительно к лю-
бым внешним факторам и воздействиям. Кроме эффекта электростатического прилипания,
описанного во введении, большое количество «отбракованных» экспериментов (около 30%)
было связно с неконтролируемым влиянием микронеровностей на поверхности скольжения.
Типичные траектории движения в таких экспериментах представлены на рисунке 10. Дви-
жение характеризуется внезапным изменением направления вращения, что не соответствует
ни одной теоретической модели. Данные таких экспериментов отсеивались и не обрабаты-
вались.

Далее, следуя методике проведения эксперимента, при которой каждый отдельный
опыт в серии подвергался численной обработке и анализу, были получены графики
(см. рис. 11 и 12), описывающие эволюцию движения цилиндров №1 и №2 из таблицы 2,
где

– на рисунках (a), (b), (c) представлены экспериментальные и численно рассчитанные
(для модели линейного распределения давления) зависимости линейной v(t) и угло-
вой u(t) скоростей от времени для трех отдельных экспериментов,

– на рисунке (d) представлены экспериментальные траектории y(x), соответствующие
экспериментам (a), (b), (c), и одна из численно рассчитанных траекторий в предполо-
жении линейного распределения давления,

– на рисунке (e) экспериментальные зависимости безразмерного параметра k(t) =
v(t)
u(t)

от времени для экспериментов (a), (b), (c).
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Как видно из рисунков 11a, b, c и 12a, b, c линейная v(t) и угловая u(t) скорости заметно
отличаются от численно рассчитанных в предположении о линейном распределении давле-
ния цилиндра на поверхность скольжения. Также неочевиден эффект одновременного обра-
щения в нуль скоростей в момент остановки цилиндра, что подтверждается и на графиках
эволюции безразмерного параметра k(t) (рис. 11e и рис. 12e). В экспериментах с цилиндра-
ми №1 и №2 из таблицы 2 не удалось подтвердить стремление параметра k(t) к единому
предельному значению в момент остановки. Кроме того, очевиден разброс в значениях па-
раметра k(t) в момент остановки цилиндра.

На рисунках 11d и 12d наряду с общей тенденцией отклонения движения цилиндра
в сторону, противоположную вращению, видно существенное расхождение эксперименталь-
ных и численно построенных траекторий. Дополнительные эксперименты с цилиндром №3
из таблицы 2 показали, что цилиндр отклоняется в сторону, противоположную вращению
(согласно теории о линейном распределении давления), в 85% случаев (см. рис. 13). Здесь
особо показательными оказались опыты с цилиндрами, имеющими относительно большую
начальную угловую скорость, соответствующую значениям k(0) < 1.3 (см. рис. 13b), когда
направление движения цилиндра становится непредсказуемым и может смениться несколь-
ко раз до момента остановки.

Замечание. Также в ходе экспериментов не удалось подобрать единый коэффициент трения
для пары материалов пластик/сталь. Моделирование движения показало, что коэффициент трения
в натурном эксперименте, как правило, лежит вблизи нижней границы диапазона коэффициентов
трения для данной пары материалов 0.2 < f < 0.3.

Таким образом, можно сделать вывод, что метод, основанный на обработке и анали-
зе каждого отдельного эксперимента, не дает возможности качественно и количественно
оценить характеристики свободного движения цилиндра.

Тем не менее, в данной ситуации можно использовать другой метод представления
и обработки экспериментальных данных, позволяющий получить не только качественные,
но и более точные количественные оценки динамики цилиндра. Во-первых, в эксперименте
перейдем к серии многократных запусков одного цилиндра №3 из таблицы 2. Во-вторых,
откажемся от представления результатов в виде зависимостей от времени, а будем исполь-
зовать метод фазовых портретов, то есть будем откладывать траектории на фазовой плос-
кости (u, v).

Рис. 9. Фазовые траектории
и асимптота на плоскости (u, v).

На рисунке 14 представлены результаты данной серии
экспериментов, на одном графике изображены все зависимо-
сти v(u), полученные в отдельных запусках. Из рисунка 14
видно, что

1. все траектории асимптотически стремятся к началу ко-
ординат, что подтверждает предположения об одновре-
менном прекращении скольжения и вращения в момент
остановки цилиндра;

2. асимптотическое поведение траекторий при u, v → 0
группируется вокруг некоторой прямой v = k∗u (что
совпадает с теоретическими предсказаниями, см. рис. 9).

Используя метод наименьших квадратов для нахождения асимптотической линейной
зависимости отношения линейной и угловой скоростей цилиндра k∗ = v

u вблизи нуля, по-
лучаем для данной серии экспериментов асимптоту, соответствующую значению коэф-
фициента k∗ = 2.12 (со среднеквадратичным отклонением σ = 0.237). Данное значение
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Рис. 10. Типичные экспериментальные траектории цилиндра (обозначены пунктиром), отнесенные
к группе «экспериментального брака». Сплошные линии — численно рассчитанные траектории при
значении коэффициента трения f = 0.2 из начальных условий, определенных из эксперименталь-
ных данных. Точка начала движения (x0, y0) совмещена с началом координат (0, 0), ось ординат
направлена вдоль начального вектора линейной скорости v(0), направление вращения цилиндра
обозначено над осью ординат (против часовой стрелки).

значительно отличается от предельных коэффициентов, рассчитанных для модели по-
стоянного давления k0 = 0.653 и для модели линейного распределения давления для данной
пары цилиндр/поверхность k′0 = 0.67.

Таким образом, метод представления экспериментальных данных на фазовой плоско-
сти (u, v) дает более точные качественные и количественные оценки закономерностей сво-
бодного движения цилиндра и показывает, что ни одна из моделей распределения давления
не дает полного описания свободного движения тела с плоским основанием.

4. Дискуссия

Кратко изложим содержание и результаты численного и натурного экспериментов
по динамике тела с плоским осесимметричным основанием (цилиндра высоты h и ради-
уса R), описанные выше.

1. В эксперименте по определению зависимости силы трения F (k) от безразмерного отно-
шения линейной v и угловой ω скоростей тела k = v

Rω
был использован ротационный

модуль машины трения SRV-III Test System (Германия). Данный модуль хорошо се-
бя зарекомендовал в предшествующих аналогичных экспериментах. Предварительная
настройка модуля и подготовка поверхностей образцов и опорного диска позволяют
получить объективные повторяемые результаты. Однако в ходе проведения экспери-
ментов была отмечена нестабильность измерительного процесса при низких скоростях
вращения опорного диска.

Эксперимент показал, что при k > 1 зависимости F (k) для различных образцов вы-
ходят на стационарный участок, на котором сила трения асимптотически стремится
к величине F0 = fN , где f — коэффициент трения, N — нагрузка на образец, что соот-
ветствует закону сухого трения. Не нашло подтверждения предположение о «вязком»
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Рис. 11. Результаты численного и натурного экспериментов, полученные при скольжении цилиндра
из капролона массой m = 0.814 кг, радиусом R = 0.04 м, высотой h = 0.05 м по листу нержавеющей
стали (№1, табл. 2).
(a), (b), (c) Аналитические и экспериментальные зависимости линейной v(t) и угловой u(t) скоростей
от времени для трех типовых экспериментов. Сплошные линии — численно полученные скорости
для коэффициента трения f = 0.2.
(d) Траектории цилиндра, полученные в экспериментах (a, b, c). Сплошная линия — численно
полученная траектория для коэффициента трения f = 0.2 в эксперименте (b). Точка начала дви-
жения (x0, y0) совмещена с началом координат (0, 0), ось ординат направлена вдоль начального
вектора линейной скорости v(0), направление вращения цилиндра обозначено над осью ординат
(против часовой стрелки).
(e) Экспериментальные зависимости безразмерного параметра k(t)=

v(t)
u(t)

для экспериментов (a, b, c).

характере трения при k < 1. Эксперимент показал, что при k → 0 зависимости F (k)
стремятся к некоторым значениям F (0) �= 0. Эксперименты в данном диапазоне тре-
буют более тщательной подготовки и проверки.

2. В эксперименте по свободному движению цилиндра по горизонтальной плоскости из-
мерения выполнялись с помощью скоростной видеосъемки камерой IDT Y4-S1 с часто-
той 200 кадров в секунду. Собранный экспериментальный стенд позволяет избежать
возмущений в измерительном процессе, однако остается неконтролируемым влияние
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Рис. 12. Результаты численного и натурного экспериментов, полученные при скольжении цилиндра
из стали массой m = 0.871 кг, радиусом R = 0.03 м, высотой h = 0.035 м по листу капролона (№2,
табл. 2).
(a), (b), (c) Аналитические и экспериментальные зависимости линейной v(t) и угловой u(t) скоростей
от времени для трех типовых экспериментов. Сплошные линии — численно полученные скорости
для коэффициента трения f = 0.2.
(d) Траектории цилиндра, полученные в экспериментах (a, b, c). Сплошная линия — численно
полученная траектория для коэффициента трения f = 0.2 в эксперименте (с). Точка начала дви-
жения (x0, y0) совмещена с началом координат (0, 0), ось ординат направлена вдоль начального
вектора линейной скорости v(0), направление вращения цилиндра обозначено над осью ординат
(против часовой стрелки).
(e) Экспериментальные зависимости безразмерного параметра k(t)=

v(t)
u(t)

для экспериментов (a, b, c).

внешних условий (влажность воздуха, микронеровности поверхности образцов и по-
верхности скольжения и др.). Также оказалось невозможным оценить повторяемость
получаемых результатов вследствие трудностей, связанных с запуском образцов с оди-
наковыми начальными скоростями вращения и скольжения.

Эксперимент показал, что в большинстве проведенных запусков (около 85%) действи-
тельно наблюдается эффект отклонения траектории от прямолинейной в сторону, про-
тивоположную вращению, что предсказано в модели трения, основанной на линейном
распределении давления тела на плоскость. Использованный в обработке результатов
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Рис. 13. Экспериментальные траектории цилиндра из капролона (m = 0.497 кг, R = 0.03 м, h =
= 0.035 м), скользящего по листу из нержавеющей стали (№3, табл. 2): a) с начальными скоростями,
соответствующими условию k(0) > 2.5, b) с начальным скоростями, соответствующими условию
k(0) < 1.3. Точка начала движения (x0, y0) совмещена с началом координат (0, 0), ось ординат
направлена вдоль начального вектора линейной скорости v(0), направление вращения цилиндра
обозначено над осью ординат (против часовой стрелки).

Рис. 14. Фазовые траектории цилиндра из капролона (m = 0.497 кг, R = 0.03 м, h = 0.035 м) на плос-
кости (u, v), скользящего по листу из нержавеющей стали (№3, табл. 2). Черная сплошная линия —
асимптота к экспериментальным зависимостям v(u) вблизи нуля v = k∗u, k∗ = 2.12, пунктирные
линии — асимптоты, соответствующие коэффициенту k0 = 0.653, полученному для модели равно-
мерного давления, и коэффициенту k′0 = 0.67, полученному для модели линейного распределенного
давления.

метод представления траекторий на фазовой плоскости показал, что поступательное
и вращательное движение цилиндра прекращаются одновременно, но значение пара-
метра k∗ = 2.12 в момент остановки существенно отличается от значений, полученных
в рамках известных моделей распределения нагрузки.
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Результаты, полученные в ходе данной работы, расширяют экспериментальные сведения
о влиянии сухого трения на движение твердого тела и показывают необходимость дальней-
шего серьезного исследования влияния трения на динамические процессы. Тем не менее,
остаются открытыми многие интересные проблемы: например, доработка установки и мето-
дики эксперимента для проведения измерения момента силы трения, исследование влияния
влажного трения, в частности на примере динамики камней для керлинга, расширение экс-
периментальной базы динамики тел с точечным пятном контакта для оценки адекватности
и правомерности использования существующих моделей трения в таких задачах как каче-
ние шара, волчка и кельтского камня.
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On the dynamics of a body with an axisymmetric base sliding on a rough
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In this paper we investigate the dynamics of a body with a flat base (cylinder) sliding on
a horizontal rough plane. For analysis we use two approaches. In one of the approaches using
a friction machine we determine the dependence of friction force on the velocity of motion of
cylinders. In the other approach using a high-speed camera for video filming and the method of
presentation of trajectories on a phase plane for analysis of results, we investigate the qualitative
and quantitative behavior of the motion of cylinders on a horizontal plane. We compare the
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results obtained with theoretical and experimental results found earlier. In addition, we give
a systematic review of the well-known experimental and theoretical results in this area.
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