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Рассматривается тяжелое твердое тело, одна из точек которого совершает вертикаль-
ные высокочастотные гармонические колебания малой амплитуды. В рамках приближенной
автономной системы канонических дифференциальных уравнений изучаются частные дви-
жения тела — перманентные вращения вокруг вертикальной главной оси инерции, содер-
жащей центр масс. Найдены необходимые и в ряде случаев достаточные условия устойчи-
вости отвечающих таким движениям положений равновесия приведенной системы с двумя
степенями свободы. Проведено сравнение полученных результатов с соответствующими ре-
зультатами для тела с неподвижной точкой. Для двух частных случаев геометрии масс тела
проведен нелинейный анализ устойчивости.
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1. Введение

Исследование перманентных вращений тяжелого твердого тела с неподвижной точкой
является классической задачей динамики твердого тела. Эти движения открыты в 1894 году
О.Штауде и Б.Млодзеевским [1, 2], их исследование составляет солидную библиографию.
Достаточно полный обзор литературы по данной проблеме и история вопроса содержат-
ся в монографии [3]. Среди большого числа работ выделим монографию [4], где проведен
качественный анализ необходимых условий устойчивости перманентных вращений в об-
щем случае распределения масс и подробно исследован случай расположения центра масс
на главной оси инерции. В статье [5] при помощи метода Четаева получены достаточные
условия устойчивости для части допустимых осей перманентных вращений при произволь-
ном распределении масс, а также проанализированы наиболее важные частные случаи гео-
метрии масс тела. Линейный и нелинейный анализ устойчивости перманентных вращений
тела вокруг вертикальной оси, содержащей его центр масс, содержится в работах [2–10].
Полное решение этой задачи, охватывающее весь диапазон допустимых значений парамет-
ров, осуществлено в монографии [3].

Представляет интерес исследовать влияние быстрых вибраций точки закрепления (под-
веса) тела на устойчивость его перманентных вращений. Задача о повышении динамиче-
ской устойчивости механических систем под воздействием высокочастотных возмущений
берет свое начало с работы А.Стефенсона (1908 г.) [11], где обнаружена возможность ста-
билизации перевернутого математического маятника при наличии быстрых вибраций точки
подвеса. До недавнего времени развитие этой тематики касалось, в основном, маятниковых
систем [12–21] или волчка Лагранжа [22]. Весьма обширную библиографию по данному
вопросу можно найти в работах [18, 23].

В последнее время изучается также влияние быстрых вибраций на динамику твердого
тела с произвольной геометрией масс. В статьях [24, 25] получена система приближен-
ных автономных дифференциальных уравнений тяжелого твердого тела, типа уравнений
Эйлера –Пуассона, в предположении, что одна из точек тела совершает произвольные пе-
риодические или условно-периодические вибрации высокой частоты и малой амплитуды.
В рамках этой приближенной системы проведено исследование ряда частных движений
твердого тела. Для случая быстрых вертикальных вибраций точки подвеса найдены доста-
точные условия устойчивости относительных равновесий тела с произвольной геометрией
масс, для которых центр масс и точка подвеса лежат на одной вертикали [25]; решена за-
дача о существовании и устойчивости боковых относительных равновесий тела [26]. Решен
вопрос о существовании и устойчивости ряда частных движений волчка Лагранжа (ста-
ционарных вращений вокруг вертикали и регулярных прецессий) при высокочастотных
периодических или условно-периодических вибрациях точки подвеса [27]. Найдены и ис-
следованы два новых типа стационарных вращений тела, обусловленных быстрыми вер-
тикальными вибрациями точки подвеса и невозможными для тела с неподвижной точкой;
первое представляет собой коническое движение вокруг вертикали несимметричного тела
с центром масс на главной оси инерции, а второе — перманентное вращение вокруг главной
оси инерции в случае, когда центр масс тела не лежит на этой оси [28].

В данной работе в рамках приближенной автономной системы дифференциальных
уравнений рассматриваются перманентные вращения тела вокруг главной оси инерции,
содержащей центр масс, при наличии быстрых вертикальных гармонических колебаний
точки подвеса. Проводится линейный и нелинейный анализ устойчивости отвечающих ука-
занным движениям положений равновесия приведенной (по Раусу) системы с двумя сте-
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пенями свободы. Полученные результаты сравниваются с соответствующими результатами
устойчивости перманентных вращений в случае тела с неподвижной точкой.

2. Постановка задачи. Преобразование гамильтониана

Рассмотрим движение твердого тела в однородном поле тяжести. Будем считать, что
одна из точек тела O (точка подвеса) совершает вертикальные гармонические колебания
относительно некоторой неподвижной точки O∗ по закону O∗O = ζ(t) = a cos Ωt.

Пусть OXY Z — поступательно движущаяся система координат, ось OZ которой на-
правлена вертикально вверх; Oxyz — жестко связанная с телом система координат, ее оси
направлены вдоль главных осей инерции тела для точки O. Ориентацию системы координат
Oxyz относительно системы OXY Z зададим при помощи углов Эйлера ψ, θ, ϕ.

Пусть центр масс G тела расположен на одной из его главных осей инерции для точ-
ки O, например, на оси Ox. Главные оси направляем так, чтобы абсцисса xG центра масс
была положительной.

Кинетическая и потенциальная энергия тела вычисляются по формулам

T = 1
2 mv

2
O +mvO · vGr + 1

2
(
Ap2 +Bq2 +Cr2

)
, Π = mg(ζ(t) + OG · n).

Здесь m — масса тела, A, B и C — главные моменты инерции тела для точки O, vO =
= ζ̇(t)n — скорость точки подвеса, vGr = ω × OG — относительная (в системе координат
OXY Z) скорость точки G; ω и n — векторы абсолютной угловой скорости тела и орта
оси OZ, компоненты p, q, r и γ1, γ2, γ3 которых в связанной с телом системе координат
определяются соотношениями

p = ψ̇ sin θ sinϕ+ θ̇ cosϕ, q = ψ̇ sin θ cosϕ− θ̇ sinϕ, r = ψ̇ cos θ + ϕ̇,

γ1 = sin θ sinϕ, γ2 = sin θ cosϕ, γ3 = cos θ.

Движения системы будем описывать при помощи канонических дифференциальных
уравнений. Введем канонически сопряженные с координатами ψ, θ, ϕ импульсы по форму-
лам

pψ =
∂T

∂ψ
, pθ =

∂T

∂θ
, pϕ =

∂T

∂ϕ
(2.1)

и составим функцию Гамильтона системы в виде

H = 1
2
(
Ap̃2 +Bq̃2 + Cr̃2

)
+ Π. (2.2)

Знак тильда означает, что в соответствующие величины подставлены выражения обобщен-
ных скоростей ψ̇, θ̇, ϕ̇ через обобщенные импульсы pψ, pθ, pϕ, полученные из соотноше-
ний (2.1).

Осуществим в (2.2) каноническую унивалентную замену переменных по формулам ψ̂=ψ,
θ̂ = θ, ϕ̂ = ϕ, p̂ψ = pψ и

p̂θ = pθ +mxGaΩ sin Ωt sin θ cosϕ, p̂ϕ = pϕ +mxGaΩ sinΩt cos θ sinϕ,

задаваемую производящей функцией

S = ψp̂ψ + θp̂θ + ϕp̂ϕ −mxGaΩ sin Ωt sin θ sinϕ.
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В результате этой замены гамильтониан системы примет вид

Ĥ =
(A cos2 ϕ̂+B sin2 ϕ̂)(p̂ψ − p̂ϕ cos θ̂)2

2AB sin2 θ̂
+
A sin2 ϕ̂+B cos2 ϕ̂

2AB
p̂2
θ +

p̂2
ϕ

2C
+

+
(B −A) sin ϕ̂ cos ϕ̂(p̂ψ − p̂ϕ cos θ̂)p̂θ

AB sin θ̂
+m(g − aΩ2 cos Ωt)xG sin θ̂ sin ϕ̂.

Будем предполагать, что амплитуда a колебаний точки подвеса мала по сравнению
с приведенной длиной � = A/(mxG), а частота Ω колебаний велика по сравнению с харак-
терной частотой Ω1 =

√
g/�, при этом считаем, что aΩ ∼ 1. Введем малый параметр ε

и безразмерную частоту ω0 по формулам

ε =
a

�
(0 < ε� 1),

Ω1

Ω
= εω0.

Введем также безразмерные параметры

α =
A

B
, β =

A

C
(2.3)

и обезразмерим импульсы и время при помощи множителей AΩ и Ω соответственно.
Далее при помощи методов теории возмущений для преобразованного гамиль-

тониана можно найти близкую к тождественной каноническую замену переменных
ψ̂, θ̂, ϕ̂, p̂ψ, p̂θ, p̂ϕ → ψ′, θ′, ϕ′, p′ψ, p

′
θ, p

′
ϕ, уничтожающую независимую переменную (без-

размерное время) в членах до второго порядка включительно по ε. Эта процедура и ука-
занная замена здесь не приводятся.

Отбросим в преобразованном гамильтониане слагаемые третьего и более высоких по-
рядков по ε. Полученный приближенный гамильтониан отвечает автономной системе. В раз-
мерных величинах он имеет вид (штрихи при всех переменных опущены)

H =
(A cos2 ϕ+B sin2 ϕ)(pψ − pϕ cos θ)2

2AB sin2 θ
+
A sin2 ϕ+B cos2 ϕ

2AB
p2
θ +

+
p2
ϕ

2C
+

(B −A) sinϕ cosϕ(pψ − pϕ cos θ)pθ
AB sin θ

+

+mgxG sinϕ sin θ +
m2x2

Ga
2Ω2(C cos2 θ +B sin2 θ cos2 ϕ)

4BC
.

(2.4)

Последнее слагаемое в (2.4) представляет собой вибрационный потенциал, ранее полу-
ченный другим путем и для более общего случая в [24] (см. также [23]).

Координата ψ как в исходной, так и в преобразованной приближенной системе цикли-
ческая, соответствующий ей импульс pψ постоянен.

Система с гамильтонианом (2.4) имеет частные решения — положения равновесия

θ0 = π
2 , ϕ = ϕ0 (cosϕ0 = 0), pθ0 = 0, pϕ0 = 0, pψ = Aω = const, (2.5)

отвечающие перманентным вращениям тела вокруг вертикально расположенной оси Ox,
содержащей центр масс тела, с постоянной угловой скоростью ω. При этом точка G мо-
жет располагаться выше (случай ϕ0 = π/2) или ниже (случай ϕ0 = 3π/2) точки подвеса.
Угловая скорость перманентного вращения может быть произвольной.
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Будем исследовать устойчивость решений (2.5) (по отношению к координатам θ, ϕ и от-
вечающим им импульсам), оставаясь в рамках рассматриваемой приближенной системы.

Для удобства вернемся к безразмерным параметрам (2.3) и положим

pψ = AΩ1η (η = const), pθ = AΩ1p2, pϕ = AΩ1p3, τ = Ω1t.

В безразмерных переменных гамильтониан системы запишется в виде

H =
α cos2 ϕ+ sin2 ϕ

2 sin2 θ
(η − p3 cos θ)2 +

1
2

(α sin2 ϕ+ cos2 ϕ)p2
2 +

+
(1 − α) sinϕ cosϕ

sin θ
(η − p3 cos θ)p2 +

1
2
βp2

3 + sin θ sinϕ+

+
ξ

2
(α cos2 θ + β sin2 θ cos2 ϕ), ξ =

mxGa
2Ω2

2Ag
.

(2.6)

Параметр ξ, характеризующий частоту вибрации точки подвеса, а также безразмерную
угловую скорость η (η = ω/Ω1) перманентного вращения, считаем положительными. Инер-
ционные параметры α и β должны удовлетворять неравенствам, следующим из неравенств
треугольника для моментов инерции:

α+ β − αβ � 0, α− β + αβ � 0, β − α+ αβ � 0. (2.7)

3. Линейный анализ устойчивости

Для исследования устойчивости описанных частных решений введем возмущения по
формулам

θ = θ0 + x1, ϕ = ϕ0 + x2, p2 = y1, p3 = y2.

Гамильтониан системы примет следующий вид:

H = H2 +H3 +H4 + . . . ,

H2 =
η2 − s+ αξ

2
x2

1 +
(α− 1)η2 − s+ βξ

2
x2

2 +
α

2
y2
1 +

β

2
y2
2 + (3.1)

+ ηx1y2 + (α− 1)ηx2y1, H3 = 0,

H4 =
8η2 − 4αξ + s

24
x4

1 −
4(α− 1)η2 + 4βξ − s

24
x4

2 +

+
2(α− 1)η2 − 2βξ + s

4
x2

1x
2
2 +

1
2
x2

1y
2
2 − α− 1

2
x2

2y
2
1 +

5η
6
x3

1y2 −

− 2(α− 1)η
3

x3
2y1 +

(α− 1)η
2

x2
1x2y1 + (α− 1)ηx1x

2
2y2 + (α− 1)x1x2y1y2.

Здесь s = sign(sinϕ0), а многоточие означает совокупность слагаемых не менее пятой сте-
пени относительно возмущений.

Достаточные условия устойчивости исследуемых решений найдем как условия положи-
тельной определенности квадратичной формы H2. Эти условия сводятся к системе нера-
венств

η2(α− 1) − sα+ ξαβ > 0, η2(β − 1) − sβ + ξαβ > 0. (3.2)
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Если форма H2 знакопеременна, то будем исследовать характеристическое уравнение
соответствующей ей линейной системы, имеющее вид

λ4 + aλ2 + b = 0, (3.3)

a = (2 − α− β + αβ)η2 − s(α+ β) + ξ(α2 + β2),

b = [η2(α− 1) − sα+ ξαβ][η2(β − 1) − sβ + ξαβ].

При выполнении условий

a > 0, b > 0, d = a2 − 4b > 0 (3.4)

корни ±iσj (j = 1, 2) уравнения (3.3) чисто мнимые, и исследуемые решения устойчивы
в линейном приближении. Неравенства (3.2) являются необходимыми условиями устойчи-
вости решений (2.5).

Если хотя бы одно из неравенств (3.2) выполняется с противоположным знаком, то
имеет место неустойчивость, так как в этом случае у характеристического уравнения будут
корни с положительной вещественной частью.

Изложим результаты, полученные при исследовании условий (3.2), (3.4).

3.1. Случай s = −1 (центр масс тела ниже точки подвеса). Допустимую часть плос-
кости параметров α, β разобьем на 6 областей прямыми α = β, α = 1, β = 1. Эти области
расположены симметрично относительно прямой α = β; они обозначены цифрами 1–3 и 1′–3′

(рис. 1).

Рис. 1

В областях 1, 2 достаточные (и одновременно необходимые) условия устойчивости
выполняются, если угловая скорость η перманентного вращения удовлетворяет условию
η < η∗(ξ), а в области 3 — при любых значениях параметра η (η > 0). В области 1
могут выполняться также только необходимые (не являющиеся достаточными) условия
устойчивости, определяемые неравенством η > η∗∗(ξ). Величины η∗(ξ), η∗∗(ξ) задаются

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2015. T. 11. №3. С. 459–474



Об устойчивости частных решений приближенных уравнений движения 465

соотношениями

η2
∗(ξ) =

α(ξβ + 1)
1 − α

, η2
∗∗(ξ) =

β(ξα + 1)
1 − β

.

В указанных условиях устойчивости параметр ξ в правых частях может принимать лю-
бые положительные значения (частота вибрации точки подвеса тела произвольна). Граница
изменения параметра η (угловой скорости перманентного вращения) зависит от выбранного
значения ξ.

В областях 1′–3′ условия устойчивости получаются из соответствующих условий для
областей 1–3 заменой α↔ β.

Из приведенных результатов следует, что наличие вибраций (по сравнению со случаем
неподвижной точки подвеса) расширяет диапазон угловых скоростей перманентных вра-
щений тела, для которых выполнены достаточные условия устойчивости. В то же время
сдвигается, в сторону увеличения, нижняя граница угловых скоростей, обеспечивающих
выполнение только необходимых условий устойчивости.

Заметим, что разбиение плоскости параметров α, β на области здесь (как и в слу-
чае s = 1, рассматриваемом в следующем разделе) не зависит от параметров ξ и η и совпа-
дает с соответствующим разбиением при решении задачи для тела с неподвижной точкой
подвеса [3, 6].

3.2. Случай s = 1 (центр масс тела выше точки подвеса). Выделим в допустимой ча-
сти плоскости параметров α, β области 1–5 и симметричные им относительно прямой α=β
области 1′–5′ (рис. 2). Эти области разделены, помимо прямой α = β, также прямыми α = 1,
β = 1 и двумя симметричными кривыми DB и D′B. Кривая DB задается уравнением

α =
β(2β − 3)
(β − 1)2

и пересекает границы областей в точках D((9 −√
17)/8; (

√
17 − 1)/2) и H(1; (

√
5 + 1)/2).

Рис. 2

В таблице 1 приведены условия устойчивости решений (2.5) в областях 1–5. Эти усло-
вия представляются следующим образом. Для каждой из областей полуось положительных
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Таблица 1. Достаточные и необходимые условия устойчивости в случае s = 1

Область Значения ξ Достаточные условия Только необходимые условия

ξ � ξ1 — η > η4

ξ1 < ξ < ξ3 — η1 < η < η3 или η > η4

1 ξ3 < ξ < 1/α — η > η1

1/α < ξ < 1/(αβ) η < η2 η > η1

ξ > 1/(αβ) η < η1 η > η2

ξ � ξ1 — η4 < η < η2

ξ1 < ξ < ξ3 — η1 < η < η3 или η4 < η < η2

2 ξ3 < ξ < 1/(αβ) — η1 < η < η2

1/(αβ) < ξ < 1/α η2 < η < η1 —

ξ > 1/α η < η1 —

ξ < 1/(αβ) η > η1 η4 < η < η2

3 1/(αβ) < ξ < ξ1 η > η2 η4 < η < η1

ξ1 < ξ < 1/α η > η2 —

ξ > 1/α любые η —

ξ < ξ2 — —

ξ2 < ξ � ξ1 — η4 < η < η2

4 ξ1 < ξ < ξ3 — η1 < η < η3 или η4 < η < η2

ξ3 < ξ < 1/(αβ) — η1 < η < η2

1/(αβ) < ξ < 1/α η2 < η < η1 —

ξ > 1/α η < η1 —

ξ < ξ2 η > η1 —

ξ2 < ξ < 1/(αβ) η > η1 η4 < η < η2

5 1/(αβ) < ξ < ξ1 η > η2 η4 < η < η1

ξ1 < ξ < 1/α η > η2 —

ξ > 1/α любые η —

значений параметра ξ разбита на несколько интервалов (второй столбец таблицы 1), грани-
цы которых зависят от исследуемой точки (α, β) области. Выбирается интервал с требуемым
значением ξ (отвечающим требуемой частоте вибрации точки подвеса). В соответствующей
ему строке таблицы 1 выписаны достаточные (и одновременно необходимые) и только необ-
ходимые условия устойчивости в виде ограничений на (безразмерную) угловую скорость η
перманентных вращений тела с границами — функциями выбранных значений α, β, ξ.
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Введенные в таблице обозначения таковы:

ξ1 =
3α − 2α2 − 2αβ + α2β + β

2αβ − α2β − 2αβ2 + α2β2 + α2 − α3 + β2
, (3.5)

ξ2 =
3β − 2αβ − 2β2 + αβ2 + α

2αβ − 2α2β − αβ2 + α2β2 + α2 + β2 − β3
,

ξ3 =
α− 2

α2 − α− β
, η2

1 =
α(ξβ − 1)

1 − α
, η2

2 =
β(ξα− 1)

1 − β
,

η3,4 =
(α2 + β2 − 2α− 2β)ξ + 4 − α− β

α+ β − αβ
∓

∓ 2
√

((α2 − α− β)ξ + 2 − α)((β2 − α− β)ξ + 2 − β)
α+ β − αβ

.

Здесь минус и плюс относятся к η3 и η4 соответственно.
Прочерк в таблице означает, что соответствующие условия не выполнены ни при ка-

ких значениях параметра η. В остальных случаях для не выписанных в таблице значений
параметра η имеет место неустойчивость.

Анализируя приведенные результаты, заключаем, что в областях 3 и 5 при наличии
вибрации нижняя граница диапазона угловых скоростей перманентных вращений, для ко-
торых выполнены достаточные условия устойчивости, ниже по сравнению со случаем непо-
движной точки подвеса. Эта нижняя граница уменьшается с ростом частоты вибраций,
а при ξ > 1/α достаточные условия устойчивости выполняются при любых значениях уг-
ловой скорости.

В областях 1 и 2 при отсутствии вибрации (ξ = 0) выполняются только необходимые
условия устойчивости. Начиная с некоторого значения параметра ξ, появляются области
достаточных условий устойчивости, для них угловая скорость перманентного вращения
не должна превышать некоторого максимального значения.

В области 4 в случае отсутствия вибрации рассматриваемые перманентные вращения
неустойчивы. С ростом ξ возникают сначала области выполнения только необходимых усло-
вий устойчивости (в ограниченном диапазоне угловых скоростей перманентных вращений),
переходящие с последующим ростом частоты вибраций в достаточные условия.

Условия устойчивости в симметричных областях 1′–5′ получаются из приведенных
условий путем замены α↔ β, выводы по результатам устойчивости аналогичны.

Приведем также условия устойчивости исследуемых движений для случая динамиче-
ски симметричного тела (α = 1), соответствующего границам рассмотренных областей.
В случае расположения центра масс тела ниже точки подвеса (s = −1) при β < 1 доста-
точные условия устойчивости определяются соотношением η2 < β(1 + ξ)/(1 − β); при вы-
полнении неравенства с противоположным знаком имеем неустойчивость. Если же β � 1,
то перманентные вращения устойчивы при любых значениях параметров η и ξ. Результа-
ты исследования для случая расположения центра масс тела выше точки подвеса (s = 1)
представлены в таблице 2. Величины ξj и ηj определяются из формул (3.5) при α = 1.
Величина ξ4 задается формулой

ξ4 =
β − 2

β2 − β − 1
. (3.6)
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4. Нелинейный анализ устойчивости

Продолжим исследование устойчивости решений (2.5) в тех областях, где выполнены
только необходимые условия устойчивости. С этой целью проведем нормализацию гамиль-
тониана возмущенного движения (3.1) в членах до четвертого порядка включительно.

Осуществим в (3.1) линейное унивалентное каноническое преобразование xi, yi → qi, pi
(i = 1, 2) по формулам

x1 = n11q1 + n12q2, x2 = n23p1 + n24p2, (4.1)

y1 = n33p1 + n34p2, y2 = n41q1 + n42q2,

n11 =
√

2σ1(κ(β − 2)η2 + β(s − (α+ β)ξ)(β − α) + β
√
d)√

ςo1
,

n12 =
√

2σ2(κ(β − 2)η2 + β(s − (α+ β)ξ)(β − α) − β
√
d)√

ςo2
,

n23 =
κη

√
2ς

o1
, n24 = −κη

√
2ς

o2
,

n33 = −
√
ς[(β − α)[s − (α+ β)ξ] + κη2 +

√
d]√

2o1
,

n34 =
√
ς[(β − α)[s − (α+ β)ξ] + κη2 −√

d]√
2o2

,

n41 =
η
√

2σ1[κη2 − [2α2β − (α+ β)2]ξ − (3β + α− 2αβ)s −√
d]√

ςo1
,

n42 =
η
√

2σ2[κη2 − [2α2β − (α+ β)2]ξ − (3β + α− 2αβ)s +
√
d]√

ςo2
,

ς = (1 − β)η2 + (s− αξ)β, κ = α+ β − αβ,

o1 =
√
σ1(−βκ2η4 − 2κ((β − 2)

√
d+ (υξ + χs)β)η2 − z),

o2 =
√
σ2(βκ2η4 + 2κ((υξ + χs)β − (β − 2)

√
d)η2 + z),

χ = β + α− 4, υ = β(2 − β) + α(2 − α),

z = β[
√
d− (β − α)[(β + α)ξ − s]]2,

σ1,2 =
√

2
4

√
η2(2 − κ) + ξ(α2 + β2) − s(α+ β) ±

√
d) (σ1 > σ2).

Здесь d — дискриминант характеристического уравнения (3.3), определенный в соотноше-
ниях (3.4), а σ1 и σ2 — частоты малых линейных колебаний системы.

В результате этого преобразования квадратичная часть гамильтониана приводится
к нормальной форме вида

H̃2 =
1
2
σ1(q21 + p2

1) −
1
2
σ2(q22 + p2

2). (4.2)

Далее проведем нелинейную нормализацию. В гамильтониане возмущенного движения
отсутствуют члены третьей степени относительно возмущений, поэтому резонанс третьего
порядка несущественен (если исключить случай вырождения). При отсутствии резонанса
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четвертого порядка нормализованный до членов четвертой степени включительно гамиль-
тониан возмущенного движения имеет вид

H = σ1r1 − σ2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 +O(r5/2j ),

c20 =
1
16

(s+ 8η2 − 4αξ)n4
11 +

1
16

(s+ 4(η2(1 − α) − βξ))n4
23 +

5
4
n3

11n41η +

+ (η − αη)n33n
3
23 +

3
4
n2

41n
2
11 +

3
4

(1 − α)n2
23n

2
33 +

1
8

(s + 2(η2(α− 1) − βξ))n2
11n

2
23 +

+
1
4

(α− 1)ηn2
11n23n33 +

1
2
η(α − 1)n11n

2
23n41 +

(
1
2

(α− 1)
)
n11n23n33n41,

c11 =
1
4
[
(4(1 − α)η2 + s− 4βξ)n2

24 − 8η(α − 1)n24n34 + 2(α − 1)η2n2
12 +

+ (s− 2βξ)n2
12 + 4(α − 1)ηn42n12 − 2(α− 1)n2

34

]
n2

23 +

+
1
2

(α− 1)(ηn2
12 + 2n42n12 − 4ηn2

24 − 4n34n24)n33n23 +

+ 2n11n12n41n42 + 2η2n2
11n

2
12 +

5
2
η(n11n42 + n12n41)n11n12 +

+
1
4
[
4(α − 1)ηn11n41 + (s− 2βξ)n2

11 + 2(α− 1)η2n2
11 − 2(α − 1)n2

33

]
n2

24 +

+
1
2

(α− 1)(ηn2
11 + 2n11n41)n34n24 +

1
2
n2

12n
2
41 +

1
4

[(s− 4αξ)n2
12 + 2n2

42]n
2
11,

c02 = −η(α − 1)n34n
3
24 +

1
16

[4(1 − α)η2 + s− 4βξ]n4
24 +

1
16

(s − 4αξ)n4
12 +

+
3
4
n2

12n
2
42 +

1
2
η2n4

12 +
5
4
ηn3

12n42 +
1
4

(α − 1)(ηn2
12 + 2n42n12)n34n24 +

+
1
8
[
2(α− 1)η2n2

12 + (s− 2βξ)n2
12 + 4(α− 1)ηn42n12 − 6(α− 1)n2

34

]
n2

24.

Здесь введены «полярные» координаты ϕj и rj, задаваемые формулами qj =
√

2rj sinϕj ,
pj =

√
2rj cosϕj (j = 1, 2).

Исследуемые перманентные вращения устойчивы по Ляпунову при выполнении усло-
вия теоремы Арнольда –Мозера [29]:

Δ = c20σ
2
2 + c11σ1σ2 + c02σ

2
1 �= 0. (4.3)

Если в системе реализуется резонанс четвертого порядка (σ1 = 3σ2), то нормализован-
ная функция Гамильтона имеет вид

H = 3σ2r1 − σ2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 + kr

1/2
1 r

3/2
2 cos(ϕ1 + 3ϕ2) +O(r5/2j ),

k =
1
12

[
[(s − 4βξ) − 4(α− 1)η2]n23 − 4η(α − 1)n33

]
n3

24 −
1
4

[
[2η(α − 1) ×

× (ηn11 + n41) + (s− 2βξ)]n11n12 + 2η(α − 1)((n42n11 + 2n23n34) +

+ n34n33)
]
n2

24 −
1
4

[
[(α− 1)η(2ηn23 + n33) + (s− 2βξ)n23]n2

12 +

+ 2(α − 1)[η(n11n34 + 2n23n42) + n33n42 + n41n34]n12 + 2(α− 1)(n23n34 +

+ n42n11)n34

]
n24 +

1
12
n12

[
[6η2n11 + 5ηn41 + (s− 4αξ)n11]n2

12 − 3n12 ×

× [η
(
(α− 1)n23n34 − 5n42n11

)− 2n41n42] − 6((α − 1)n23n34 − n42n11)n42

]
.
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При этом, если выполняется условие

|c20 + 3c11 + 9c02| > 3
√

3k (k � 0), (4.4)

то исследуемое решение устойчиво по Ляпунову [30]. При выполнении неравенства с про-
тивоположным знаком имеем неустойчивость.

Из выражений для σ1, σ2 следует, что резонансное соотношение σ1 = 3σ2 эквивалентно
биквадратному относительно параметра η уравнению вида

uη4 + 2vη2 + w = 0, (4.5)

u = (αβ − α− β − 8)[9(αβ − α− β) + 8],

v = sv0 + v1 ξ, v0 = 9(α2 + β2) − (9αβ + 68)(α + β) + 118αβ,

v1 = −9(α3 + β3) + 18(α2 + β2) + αβ[9(α2 + β2) − 59(α + β) + 100],

w = w0 + sw1 ξ +w2 ξ
2, w0 = (9β − α)(β − 9α),

w1 = 82αβ(α + β) − 18(α3 + β3), w2 = (9β2 − α2)(β2 − 9α2).

Поэтому, в зависимости от выбранной области, в пространстве параметров задачи может
быть две или одна поверхности резонанса четвертого порядка либо резонансный случай
не реализуется.

Таким образом, устойчивость может нарушиться, если точка (α, β, ξ, η) из исследуемой
области пространства параметров принадлежит поверхности резонанса четвертого порядка
(случай σ1 = 3σ2) или поверхности вырождения (случай Δ = 0).

5. Некоторые частные случаи

Проведем нелинейный анализ устойчивости исследуемых решений для двух частных
значений параметра α: α = 1 (случай динамически симметричного тела) и α = 2 (слу-
чай Бобылева –Стеклова). В трехмерном пространстве параметров ξ, η, β будем строить
сечения β = const для различных (допустимых) значений параметра β. Результаты ана-
лиза устойчивости будем представлять в плоскости параметров ξ и η, характеризующих
частоту вибрации точки подвеса и угловую скорость вращений. Здесь же будут приведены
полученные в разделе 3 области достаточных условий устойчивости.

5.1. Случай динамической симметрии тела. Пусть тело динамически симметрично
(α = 1, β > 1/2). Рассмотрим случай s = 1 расположения центра масс тела выше точ-
ки подвеса, для которого могут выполняться как достаточные, так и только необходимые
условия устойчивости (см. табл. 2).

Эти области показаны на рисунке 3, соответствующем интервалам 1/2 < β < 1,
1 � β < (1 +

√
5)/2, β � (1+

√
5)/2 изменения параметра β. Области неустойчивости на ри-

сунке 3 закрашены серым цветом. Области выполнения достаточных и только необходимых
условий устойчивости не закрашены и лежат, соответственно, правее и левее граничной
прямой ξ = 1/β. Кривые резонанса четвертого порядка показаны полужирными линиями,
а кривые вырождения — пунктирными.

При β ∈ (1/2, 1) (рис. 3a) область выполнения только необходимых условий устой-
чивости не ограничена сверху. В области имеется кривая резонанса четвертого порядка,
соединяющая одну из точек левой границы области с угловой точкой (точкой возврата)
нижней границы. Имеются также две ветви кривой вырождения, выходящие из точек ниж-
ней границы левее и правее точки возврата. Левая из этих ветвей, пересекая резонансную
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Таблица 2. Достаточные и необходимые условия устойчивости в случае α = 1, s = 1

Значения β Значения ξ Достаточные условия Только необходимые условия

ξ � ξ2 — η > η4

ξ2 < ξ < ξ4 — η2 < η < η3 или η > η4

1/2 < β < 1 ξ4 < ξ < 1/β — η > η2

ξ > 1/β η < η2 —

ξ < 1/β — η4 < η < η2

1 < β < (1 +
√

5)/2 1/β < ξ < 1 η > η1 —

ξ > 1 любые η —

ξ < ξ2 — —

ξ2 < ξ < 1/β — η4 < η < η2

β > (1 +
√

5)/2 1/β < ξ < 1 η > η1 —

ξ > 1 любые η —

Рис. 3

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2015. T. 11. №3. С. 459–474



472 Е.А.Вишенкова

кривую, при η → ∞ асимптотически стремится к оси ξ = 0. Правая ветвь заканчивается
в угловой точке на границе η = 1/β области. С ростом β левый конец этой ветви «ползет»
вдоль нижней границы области по направлению к угловой точке, при β = 2/3 кривая вы-
рождается в точку и с последующим ростом β исчезает. При 2/3 < β < 1 качественный
характер резонансной кривой и первой ветви кривой вырождения сохраняется. Этот случай
на рисунке 3 не отражен.

При переходе через точку β = 1 у области выполнения только необходимых условий
устойчивости появляется верхняя граница, и область принимает вид криволинейного четы-
рехугольника (рис. 3b), а при β > (1+

√
5)/2 — вид криволинейного треугольника (рис. 3c).

В области имеется кривая резонанса четвертого порядка, которая соединяет либо точку
левой границы области с угловой точкой на правой границе ξ = 1/β (рис. 3b), либо две
«вершины» криволинейного треугольника (рис. 3c). Единственная ветвь кривой вырожде-
ния соединяет точки на двух границах исследуемой области и имеет точку пересечения
с резонансной кривой. В диапазоне (1 +

√
5)/2 < β < 2 (рис. 3c) правая граничная точ-

ка кривой вырождения с ростом β «ползет» вдоль верхней границы, при β = 2 (случай
С.В.Ковалевской) оказывается в угловой точке и при всех β > 2 остается в этой точке.

Была проведена проверка устойчивости по Ляпунову исследуемых решений для зна-
чений параметров ξ, η, лежащих на кривых резонансов четвертого порядка в построен-
ных областях выполнения только необходимых условий устойчивости. Для рассмотренных
значений параметра β установлено, что критерий (4.3) на резонансных кривых всегда вы-
полняется (за исключением, может быть, точек их пересечения с кривыми вырождения)
и, таким образом, и при наличии резонанса четвертого порядка решения (2.5) устойчивы
по Ляпунову.

5.2. Случай Бобылева –Стеклова (α = 2, 2/3 < β < 2). Вновь рассмотрим только
случай s = 1, для которого имеются области выполнения как достаточных, так и только
необходимых условий устойчивости. Для всех значений β из исследуемого диапазона ка-
чественный вид областей устойчивости один и тот же (см. рис. 4). Области выполнения
достаточных и только необходимых условий устойчивости имеют общую граничную точку
с координатами

(
1/(2β), 1

)
. Область выполнения необходимых условий устойчивости (левая

область на рисунке 4) имеет вид криволинейного треугольника. Внутри области имеются
кривая резонанса четвертого порядка, соединяющая две угловые точки области, и кривая

Рис. 4
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вырождения, соединяющая одну из точек левой границы с противолежащей угловой точ-
кой; две кривые имеют точку пересечения.

Аналогично предыдущему случаю была проведена проверка устойчивости по Ляпунову
исследуемых движений для значений параметров, лежащих на кривых резонанса четвер-
того порядка. Установлено, что для всех точек резонансных кривых (кроме, может быть,
точек их пересечения с кривыми вырождения) имеет место устойчивость.
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Stability of special motions (permanent rotations) of a heavy rigid body with
a suspension point vibrating along the vertical

Ekaterina A.Vishenkova
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We consider a heavy rigid body with a point making the vertical high–frequency harmonic
oscillations of small amplitude. The problem is considered in the framework of an approximate
autonomous canonical system of differential equations of motion. The special motions are studied,
which are permanent rotations of the body around the vertical principal axis of inertia containing
its center of mass. Necessary and in some cases sufficient stability conditions for the corresponding
equilibrium positions of the reduced two-degree-of-freedom system are found. The comparison
of the results obtained with the corresponding results for a body with a fixed point is fulfilled.
Nonlinear stability analysis is carried out for two special cases of mass geometry of the body.
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