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Пилообразные волны в гистерезисных средах
с насыщением нелинейных потерь

В.Е.Назаров, С.Б.Кияшко

На основе анализа результатов экспериментальных исследований эффектов амплитуд-
но-зависимого внутреннего трения предложено гистерезисное (неупругого вида) уравнение
состояния поликристаллических твердых тел с насыщением нелинейных потерь. Проведе-
но теоретическое исследование распространения несимметричных пилообразных волн в та-
ких материалах. Определены закономерности для характеристик нелинейной пилообразной
волны: амплитудно-зависимых потерь и изменения скорости распространения волны, а так-
же для амплитуд ее высших гармоник. Проведен графический анализ эволюции формы
волны и ее спектральных составляющих.

Ключевые слова: гистерезис, амплитудно-зависимое внутреннее трение, насыщение
нелинейных потерь, пилообразные волны

Экспериментальные исследования амплитудно-зависимого внутреннего трения (АЗВТ)
в поликристаллических твердых телах свидетельствуют о том, что их уравнения состо-
яния описываются гистерезисной зависимостью σ = σ(ε, sign ε̇), где σ и ε — напряже-
ние и деформация [1–6], при этом во многих металлах (медь [4, 7], алюминий [8], ин-
дий [9, 10], цинк [11, 12], свинец [13]) и в сплавах меди [14] наблюдается насыщение нелиней-
ных (гистерезисных) потерь. Причины АЗВТ и гистерезисного поведения поликристаллов
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связываются с движением дислокаций [2–6, 15, 16] и их взаимодействием с примесными
атомами. Различают два основных вида «механических» гистерезисов: упругий (или гисте-
резис отрыва) и неупругий (гистерезис трения, или пластический гистерезис) [15–17]. Для
упругого гистерезиса — σ(ε = 0) = 0, а для неупругого — σ(ε = 0) �= 0 и ε(σ = 0) �= 0. Оба
гистерезиса одинаково хорошо объясняют эффекты АЗВТ — декремент затухания и дефект
модуля упругости, однако они существенно отличаются друг от друга. Из-за этих отличий,
закономерности нелинейных волновых процессов в средах с упругим и неупругим гистере-
зисами качественно различны. Различия выявляются при изучении нелинейных искажений
акустических волн и эффектов генерации их высших гармоник. На основе анализа зако-
номерностей нелинейных волновых процессов, наблюдаемых в конкретном гистерезисном
материале, можно, в принципе, определить, какого вида гистерезис имеет место для этого
материала [17]; для этого необходимо знание закономерностей нелинейных волновых про-
цессов, протекающих в средах с различными видами гистерезисов. Нелинейные волновые
процессы в средах, описываемых упругим гистерезисом с насыщением нелинейных потерь,
исследовались в работе [18].

В настоящей работе предложено уравнение состояния поликристаллических твердых
тел, содержащее неупругий гистерезис с насыщением нелинейных потерь, и проводится
теоретическое исследование нелинейного распространения несимметричных пилообразных
волн в средах с неупругим квадратичным гистерезисом с насыщением нелинейных потерь.

Первое аналитическое описание гистерезисной зависимости σ = σ(ε, sign ε̇) для объяс-
нения АЗВТ в поликристаллах было дано Давиденковым в 1938 году [1]. В этой работе
было предложено уравнение состояния, содержащее неупругий гистерезис:

σ(ε, sign ε̇) = E

⎡⎢⎣ε− β
n

⎧⎪⎨⎪⎩ (εm + ε)n − 2n−1εnm, ε̇ > 0;

−(εm − ε)n + 2n−1εnm, ε̇ < 0

⎤⎥⎦, (1)

где E — модуль упругости, εm — амплитуда деформации, n и β — параметры гистерезиса,
n > 1, β > 0. Петля гистерезиса (1) состоит из двух (положительной (ε̇ > 0) и отрицатель-
ной (ε̇ < 0)), симметричных параболических ветвей степени n, непрерывно переходящих
друг в друга при ε = ±εm. В модели Давиденкова гистерезисное поведение материала свя-
зывается с его микропластической деформацией [1, 15, 16], вызванной необратимым дви-
жением дислокаций под действием внешнего переменного напряжения. Отметим, что такая
же гистерезисная зависимость σ = σ(ε, sign ε̇) при n = 2 для объяснения эффектов АЗВТ
в гистерезисных материалах рассматривалась в работах [19, 20]. Из уравнения (1) получаем
выражение для амплитудно-зависимого декремента затухания:

ηh(εm) = 1
ε2m

∮
σ(ε, sign ε̇)dε =

2n+1(n− 1)βεn−1
m

n(n+ 1)
. (2)

Из выражения (2) видно, что ηh(εm) ∝ βεn−1
m , и, следовательно, в гистерезисе (1) нет насы-

щения нелинейных потерь. Для того чтобы гистерезис Давиденкова (1) описывал насыще-
ние нелинейных потерь, перед гистерезисной функцией (перед фигурной скобкой) можно
ввести множитель [1+γ0ε

n−1
m ]−1, где γ0 — параметр насыщения, γ0>0. В этом случае выраже-

ние для амплитудно-зависимого декремента затухания имеет вид ηh(εm)=
2n+1(n−1)βεn−1

m

n(n+1)[1+γ0ε
n−1
m ]

.
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При γ0ε
n−1
m � 1 имеем выражение (2), а при γ0ε

n−1
m � 1 получаем насыщение нелинейных

потерь: ηh(εm) =
2n+1(n− 1)β
n(n+ 1)γ0

= const.

Измерения эффектов АЗВТ показывают, что при относительно небольших амплиту-
дах εm, когда γ0ε

n−1
m � 1 и насыщения нелинейных потерь нет, для многих поликристал-

лических металлов (например, медь [7], цинк [11, 12]) и горных пород (гранит, магнезит,
известняк [21, 22]) показатель степени гистерезиса n = 2. Однако для этих материалов
разные эффекты АЗВТ — декремент затухания и дефект модуля упругости — определя-
ются разными параметрами нелинейности, и, следовательно, при n = 2 гистерезисная пет-
ля σ = σ(ε, sign ε̇) состоит из двух квадратичных несимметричных параболических ветвей.
Уравнение состояния с неупругим квадратичным (вообще говоря, несимметричным) гисте-
резисом с насыщением нелинейных потерь можно представить в следующем виде (рис. 1):

σ(ε, sign ε̇) = E[ε− f(ε, sign ε̇)], (3)

f(ε, sign ε̇) =
αεmε

1 + γ0εm
+ 1

2(1 + γ0εm)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β1ε

2 − β1 + β2

2 ε2m, ε̇ > 0,

− β2ε
2 +

β1 + β2

2 ε2m, ε̇ < 0,
(4)

где f(ε, sign ε̇) — гистерезисная функция, |fε(ε, sign ε̇)| � 1, |ε| � 1, α, γ0, β1,2 — пара-
метры гистерезисной нелинейности, γ0 � 0, β1,2 � 0, |α| εm � 1, |β1,2| εm � 1. Все па-
раметры уравнений состояния (1), (3) для каждого конкретного материала определяются
экспериментально, при этом, в отличие от симметричного гистерезиса (1), гистерезис (4) —
несимметричен (при β1 �= β2). В уравнении (4) первое (негистерезисное) слагаемое опреде-
ляет дефект модуля (или нелинейную поправку к скорости распространения волны), вто-
рое (гистерезисное) слагаемое — нелинейные потери, а множитель [1 + γ0εm]−1 отвечает
за насыщение эффектов АЗВТ. При γ0 = 0 и α = β1 = β2 уравнения (3), (4) описывают
симметричный квадратичный гистерезис Давиденкова [1]. Из рисунка 1 видно, что с ро-
стом параметра γ0 площадь гистерезиса (4) и его наклон уменьшаются, что и соответствует
насыщению эффектов АЗВТ.

Рис. 1. Качественный вид гистерезисной функции f(ε, sign ε̇) при различных параметрах γ0:
(1) γ0 = 0, (2) γ0 = γ01, (3) γ0 = γ02 > γ01.
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Далее мы рассмотрим распространение первоначально несимметричной периодической
пилообразной волны в среде с неупругим квадратичным гистерезисом с насыщением нели-
нейных потерь. Подставляя уравнение состояния (3) в уравнение движения ρUtt =
= σx(ε, sign ε̇) [23] и переходя к сопровождающей системе координат τ = t − x/C0, x′ = x,
получим эволюционное уравнение для положительного (ετ > 0) и отрицательного (ετ < 0)
фронтов волны деформации ε(x, τ) = ∂U(x, τ)/∂x, бегущей в положительном направлении
оси x:

∂ε
∂x

= − 1
2C0

∂f(ε, sign ε̇)
∂τ

, (5)

где U — смещение, C0 = (E/ρ)1/2.
Граничное условие для одного периода (0 � θ � 2π) несимметричной периодической

пилообразной волны, содержащей разрывы при θ = 0 и θ = 2π, имеет следующий вид:

ε(0, θ) = ε0[1 − (θ/π)], 0 � θ � 2π, (6)

где ε0, T , ω = 2π/T — амплитуда, период и частота волны, θ = ωτ .
При решении уравнения (5) мы будем пользоваться методом «сшивания» простых волн,

отвечающих каждой ветви гистерезиса (4) [17]. Уравнение (5) с граничным условием (6)
имеет точное решение в виде пилообразной волны с непрерывно изменяющейся формой
(и без разрывов при x > 0). Один период такой волны определяется выражением

e(z, θ) =
(1 + μ)em(z)

π

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
1 − em(z)

(
θ + πλ

1 + μ
ln em

)
,

eθ(z, θ) > 0, θ−m(z) � θ � θ+
m(z),

1
μ+ em(z)

(
π − θ − πλ

1 + μ
ln em

)
,

eθ(z, θ) < 0, θ+
m(z) � θ � θ−m(z) + 2π,

(7)

где e(z, θ) = ε(z, θ)/ε0, em(z) = εm(z)/ε0, μ = β2/β1 � 0, λ = α/β1, z = yε0, y = β1ωx/2C0,
а фазы θ±m(z) — это координаты «вершины» и «впадины» пилообразной волны, то есть
координаты ее «изломов» (рис. 2).

Из выражения (7) следует, что амплитуда em(z) волны и значения фаз θ±m(z), в которых
положительный (eθ > 0) фронт волны «сшивается» с отрицательным (eθ < 0) фронтом
и выполняется равенство e(z, θ±m(z)) = ±em(z), определяются уравнениями

a ln em(z) − 1
em(z)

+ 1 +
1 + μ
π z = 0, (8)

θ+
m = π

1 + μ
(1 − em − λ ln em), θ−m = π

1 + μ
(1 + em + 2μ− λ ln em), (9)

где a = γ0ε0.
При β1,2 � 0 неоднозначностей в профиле волны (7) не образуется, при этом из-за

гистерезисных потерь ее амплитуда em(z) уменьшается. Решение уравнения (8) имеет вид
em(z) = [1+(1+μ)z/π]−1 (при a� 1, a |ln em(z)| � 1), em(z) = exp[−(1+μ)z/aπ] (при a� 1,
aem(z) |ln em(z)| � 1) и em(z) = π/(1 + μ)z (при a� 1, aem(z) |ln em(z)| � 1). На рисунке 3
приведены зависимости амплитуды em(z) и фазы θ+

m(z) от z при λ = 2, μ = 1.5 и различ-
ных значениях параметра a = γ0ε0. Видно, что с ростом z амплитуда em(z) уменьшается,
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Рис. 2. Форма одного периода несимметричной пилообразной волны e(z, θ) при μ = 1.5, a = 1, λ = 2
и различных z: (1) z = 0, (2) z = 1.

Рис. 3. Зависимость амплитуды em(z) (I) и фазы θ+m(z) (II) от z при μ = 1.5, λ = 2 и различных
значениях a: (1) a = 0, (2) a = 1, (3) a = 3, (4) a = 10, (5) a = 20, (6) a = 30.

а фаза θ+
m(z) растет. При увеличении параметра a = γ0ε0 гистерезисные потери стремятся

к насыщению, а скорости изменения амплитуды em(z) и фазы θ+
m(z) уменьшаются. На ри-

сунке 4 приведены зависимости амплитуды εm(z) и фазы θ+
m(z) от начальной амплитуды ε0

при λ = 2, y = 106 и при различных значениях параметра γ0. При γ0ε0 � 1 в начале имеем
εm = ε0, а затем зависимость εm от ε0 становится нелинейной (линии 1, 2), что связано
с ростом гистерезисных потерь. При γ0ε0 > 1, когда гистерезисные потери насыщаются,
зависимость εm от ε0 стремится к линейной: εm(z) ∝ ε0 (линии 3, 4). Зависимости θm от ε0
ведут себя аналогично: при малых значениях γ0ε0 имеет место сильная зависимость θm
от ε0, а при больших — слабая.
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Рис. 4. Зависимости амплитуды εm(z) (I) и фазы θ+m(z) (II) от ε0 при μ = 1.5, λ = 2, y = 2 · 106

и различных значениях параметра γ0: (1) γ0 = 0, (2) γ0 = 105, (3) γ0 = 3 · 105, (4) γ0 = 106.
Пунктирные линии соответствуют зависимостям εm(z) ∝ ε0.

Поскольку форма пилообразной волны (7) при распространении непрерывно изменя-
ется, то изменяется и ее спектральный состав. Разложим периодическую волну (7) в ряд
Фурье:

e(z, θ) =
∞∑
n=1

en(z) sin
(
n

[
θ + πλ

1 + μ
ln em(z)

])
, (10)

где en(z) =

2(1 + μ)2em(z) sin

(
nπ[1 − em(z)]

(1 + μ)

)
π2n2[μ+ em(z)][1 − em(z)]

.

Из выражения (10) следует, что скорость распространения гармоник пилообразной вол-
ны зависит от амплитуды εm(z), однако все гармоники распространяются с одной и той же

фазовой скоростью C(z) = C0

1 + αεm(z)/2[1 + γ0εm(z)]
, и, следовательно, среда с неупругим

гистерезисом (4) не обладает нелинейной дисперсией (в отличие от среды с гистерезисом
упругим [18]). С этим свойством связано основное отличие сред, описываемых упругим
и неупругим гистерезисами. Нелинейная дисперсия фазовой скорости приводит к расфази-
ровке и уменьшению эффективности взаимодействия гармонических составляющих пери-
одической волны и, соответственно, к различным искажениям первоначально одной и той
же волны в средах с различными гистерезисами.

На рисунках 5 и 6 приведены зависимости амплитуд первых пяти гармоник от рас-
стояния z (при ε0 = 10−4) и от ε0 (при y = 3 · 106) при μ = 1.5. Из рисунка 5 видно, что
с ростом z амплитуды гармоник из-за гистерезисных потерь уменьшаются, при этом ам-
плитуды e3,4,5(z) гармоник вначале уменьшаются до нуля, а далее немного растут и вместе
с амплитудами e1,2(z) медленно и монотонно затухают. Соответственно ведут себя и за-
висимости амплитуд высших гармоник εn(z) = ε0en(z) от ε0 при y = const. Из рисунка 6
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Рис. 5. Зависимости амплитуд en(z) первых пяти гармоник от z при μ = 1.5, λ = 2, a = 1.

Рис. 6. Зависимости амплитуд εn(z) первых пяти гармоник от ε0 при γ0 = 106, y = 3 · 106, μ = 1.5,
λ = 2.

видно, что при увеличении ε0 амплитуды εn(z) растут, причем в начале и в конце εn(z) ∝ ε0;
при этом амплитуды e3,4,5(z) испытывают биения, при которых они уменьшаются до нуля.
Биения амплитуд высших гармоник (здесь, при заданных параметрах μ, λ и y, — третьей,
четвертой и пятой) связаны с резонансными взаимодействиями бесконечно большого числа
кратных гармоник, составляющих непрерывно изменяющуюся периодическую пилообраз-
ную волну (7): форма волны изменяется, поэтому соотношения между амплитудами ее гар-
моник также изменяются. Координаты z0 (и амплитуды ε∗0) нулевых амплитуд εn(z0) = 0

высших гармоник волны (10) определяются из уравнения sin
(
nπ[1 − em(z)]

(1 + μ)

)
= 0.
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Таким образом, на основе анализа точного решения задачи о распространении и эволю-
ции несимметричной периодической пилообразной волны в среде с неупругим гистерезисом
с насыщением нелинейных потерь определены основные закономерности для характеристик
такой волны. Экспериментальное выявление подобных закономерностей для конкретной ги-
стерезисной среды и их сравнение с теоретическими (для сред с различными гистерезисами,
упругим и неупругим) будет способствовать правильному выбору гистерезисного уравнения
состояния этой среды.
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Saw-tooth waves in hysteretic media with a saturation of nonlinear losses
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On the basis of experimental data of the study of amplitude-dependent internal friction
phenomena in polycrystalline solids the inelastic hysteretic state equation with a saturation of
nonlinear losses is proposed. Theoretical analysis of the asymmetric saw-tooth waves propagation
in such media is carried out. The regularities (amplitude dependent losses and changes in the
propagation velocity) are determined for the characteristics of nonlinear wave and its higher
harmonic amplitudes. The graphical analysis of form of the wave and evolution of its spectral
components is carried out.
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