
Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Óä�Ó 2016. Âûï. 1 (47)

ÓÄÊ 519.17, 519.6, 57.087

© À.Þ. Ïåðåâàðþõà

�ÀÇÂÈÒÈÅ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÂÎÑÏ�ÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ

ÎÑÅÒ�ÎÂÛÕ ÈÇ ÀÍÀËÈÇÀ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÕ ÑÂßÇÅÉ Â ÝÊÎÑÈÑÒÅÌÍÛÕ

Ï�ÎÖÅÑÑÀÕ

1

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî �îðìèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîé âèäîñïåöè�è÷íîé ìîäåëè ðåïðîäóêòèâíîãî öèêëà ïîïó-

ëÿöèè, ðàçðàáîòàííîé ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà êîíöåïòóàëüíîé ãðà�îâîé ìîäåëè. Ñòðóêòóðíûé îðãðà� èíòåð-

ïðåòèðîâàë êóìóëÿòèâíîå âîçäåéñòâèå íàáîðà �àêòîðîâ íà áëàãîïîëó÷èå ïðîìûñëîâûõ çàïàñîâ îñåòðîâûõ ðûá

Êàñïèéñêîãî ìîðÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî òðàäèöèîííûå �óíêöèè ðàñ÷åòà ý��åêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà íå ñîäåð-

æàò ïðåäïîñûëîê äëÿ ðåàëèçàöèè êðèòè÷åñêè îïàñíûõ ñèòóàöèé ïðè íåçíà÷èòåëüíîì ïðåâûøåíèè îò äîïó-

ñòèìîãî èçúÿòèÿ. Èñõîäÿ èç ðåøàþùåé ðîëè çàâûøåíèÿ îöåíêè ðåïðîäóêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïðîìûñëîâûìè

ïðîãíîçàìè, íîâàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò âçàèìîñâÿçàííóþ äèíàìèêó óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèé è òåìïîâ èíäè-

âèäóàëüíîãî ðàçâèòèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ñíèæåíèåì ïðîäóêòèâíîñòè. Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíà �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, äèñêðåòíûå èòåðàöèè êîòî-

ðîé ïîêàçûâàþò ïðèñóòñòâèå óñòîé÷èâîãî öèêëà êîðîòêèõ �ëóêòóàöèé ïðè ñîñóùåñòâîâàíèè íåóñòîé÷èâîãî

¾ðåïåëëåðíîãî¿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äîñòèæèìàÿ â âîçìóùåííîé àíòðîïîãåííûì âîçäåéñòâèåì èòåðàöèîí-

íîé ñèñòåìå ïîðîãîâàÿ òî÷êà ðåàëèçóåò ñèòóàöèþ íåïðîïîðöèîíàëüíî çíà÷èòåëüíîãî ñíèæåíèÿ ý��åêòèâíîñòè

âîñïðîèçâîäñòâà, êîòîðîå ìîæåò íå êîìïåíñèðîâàòüñÿ èñêóññòâåííûì âûïóñêîì ìîëîäè. Õàðàêòåðèñòèêè ïî-

ëó÷åííîé èòåðàöèîííîé ñèñòåìû ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü õàðàêòåð ñòðåìèòåëüíîé äåãðàäàöèè ïîïóëÿöèè, ðàíåå

äëèòåëüíîå âðåìÿ âûäåðæèâàâøåé çíà÷èòåëüíóþ ïðîìûñëîâóþ íàãðóçêó. Çàïàçäûâàþùåå ðåøåíèå ïî îñòàíîâ-

êå ïðîìûñëà ïðèâîäèò ê äëèòåëüíîé äåãðàäàöèè áèîðåñóðñîâ. Âîññòàíîâëåíèå çàïàñîâ âîçìîæíî â îòäàëåííîì

áóäóùåì çà ñ÷åò íàèìåíåå óÿçâèìîé â íîâûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî èçîëèðîâàííîé ñóáïîïóëÿöèîííîé ãðóïïè-

ðîâêè, òàê êàê ó òàêñîíîìè÷åñêè áëèçêèõ îñåòðîâûõ êðèâûå âîñïðîèçâîäñòâà ðàçëè÷íû. Ó÷åò èñêóññòâåííîé

èíòðîäóêöèè ìîëîäè èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â ìîäåëè ïîêàçûâàåò ñóãóáî îãðàíè÷åííóþ ý��åêòèâíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëè ïîïóëÿöèé, äèíàìèêà îñåòðîâûõ Êàñïèÿ, ïåðåëîâ, ñòðóêòóðèçàöèÿ îáðàòíûõ ñâÿçåé

ýêîñèñòåì, ïîðîãîâûå ý��åêòû, íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ.

Ââåäåíèå

Â [1℄ îïðîáîâàí ìåòîä �îðìàëèçîâàííîãî àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïîíåíòîâ ýêîñèñòå-

ìû â �îðìå çíàêîâîãî îðãðà�à äëÿ àêòèâàöèè èìïóëüñíîãî ïðîöåññà, õàðàêòåðèçóþùåãî ñèëó

è çíàê ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàïðàâëåííîãî âîçäåéñòâèÿ ìåæäó âåðøèíàìè. Íà ïðèìåðå äåãðàäà-

öèè áèîðåñóðñîâ Êàñïèÿ áûë ïîñòðîåí ñòðóêòóðíûé îðãðà� äëÿ ñèòóàöèè ïðîòèâîðå÷èâîãî

ñïåêòðà ìíåíèé ñïåöèàëèñòîâ è íåîäíîðîäíûõ ïî îöåíêå äîñòîâåðíîñòè ñâåäåíèé ïðîìûñëîâîé

ñòàòèñòèêè. Âçâåøåííûé çíàêîâûé ãðà� ñîäåðæèò 12 âåðøèí-êîíöåïòîâ ñ îäíîé âåðøèíîé,

âûäåëåííîé êàê ñòàðòîâàÿ, è î ñëåäóþùåé ìàòðèöåé óñòàíîâëåííûõ äëÿ äóã âåñîâ uij :
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Ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äóã ãðà�à îòðàæàåò íàïðàâëåííîñòü íåãàòèâíî-

ãî ¾−¿ èëè ïîçèòèâíîãî ¾+¿ âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ �àêòîðà âåðøèíû vi èìïóëüñîì íà ñìåæíûå.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 15�07�01230 è 14�07�00066).
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Ïî ñòåïåíè âîçäåéñòâèÿ çíà÷åíèå uij âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà B = {−1,−0.5, 0.5, 1}, ïðåä-
ïîëàãàþùåãî ãðàäàöèþ ñèëüíîå/ñëàáîå äëÿ äåéñòâèÿ �àêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå áûë îïðåäåëåí

îïîñðåäîâàííûé êîíòóð îñëàáëåíèÿ ý��åêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà, î êîòîðîì ìû íå íàõî-

äèì óïîìèíàíèé â àíàëèçèðóåìûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ ïî ïðîáëåìàòèêå ý��åêòèâíîñòè

íåðåñòà. Ïðè ïîñòðîåíèè ñòðóêòóðíîãî ãðà�à àïðèîðíî áûëî óêàçàíî, ÷òî ðûáîõîçÿéñòâåííûå

ïðîãíîçû ïî âåëè÷èíå âûëîâà íå îïðàâäàëèñü äàæå ïðèáëèçèòåëüíî, õîòÿ áàçèðîâàëèñü íà

çíà÷èòåëüíîì îáúåìå äàííûõ ðàíåå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé. Ñïåöèàëèñòàìè âîçëàãàëèñü

íàäåæäû íà óëó÷øåíèå óñëîâèé âîñïðîèçâîäñòâà îñåòðîâûõ ðûá â ñâÿçè ñ ÷åðåäîé ìíîãîâîä-

íûõ ïàâîäêîâ Âîëãè â 1980-õ ãã. è çàïóñêîì ðûáîâîäíûõ ïðåäïðèÿòèé.

Îñîáåííîñòü ñèòóàöèè, êîòîðàÿ îòëè÷àåò èñòîùåíèå îñåòðîâûõ Êàñïèéñêîãî áàññåéíà îò

ðàñïðîñòðàíåííîãî â ïðàêòèêå ðûáîëîâñòâà ÿâëåíèÿ ¾ïåðåëîâà¿ ñ åãî î÷åâèäíûìè ïðèçíàêà-

ìè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàäåíèå âûëîâà ïðîèçîøëî äîñòàòî÷íî ðåçêî. �àíåå â èñòîðè÷åñêîå âðå-

ìÿ çàïàñû ðûá Ñåâåðíîãî Êàñïèÿ âûäåðæèâàëè î÷åíü çíà÷èòåëüíîå ïî îáúåìó èçúÿòèå, õîòÿ

ìû íå ìîæåì îöåíèòü åãî îòíîñèòåëüíóþ äîëþ. Íîâûå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå öåëåñîîáðàçíî èñ-

êàòü â �îðìàëèçàöèè ðåïðîäóêòèâíîãî öèêëà. Öåëü íå äîëæíà ñîñðåäîòà÷èâàòüñÿ â íàïðàâëå-

íèè ðåãðåññèîííîé îöåíêè ïàðàìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ñàìîâîññòàíîâëåíèÿ ïîñëå âûëîâà,

íî â îïèñàíèè ñàìîñòîÿòåëüíî îáóñëîâëåííîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà �îðìèðîâàíèÿ íîâûõ

ïîêîëåíèé. Êàæäûé çíà÷èìûé ñëó÷àé ïåðåëîâà îòëè÷àåòñÿ âàæíûìè âïîëíå ìàòåìàòè÷åñêè

îïèñûâàåìûìè íþàíñàìè. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ îòìå÷àëîñü ÷òî èçìåíåíèå (óâåëè÷åíèå) ðå-

ïðîäóêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ñîãëàñíî äèñêðåòíîé èòåðàöèîííîé ìîäåëè âëå÷åò ê êà÷åñòâåííûì

èçìåíåíèÿì â ïîëîæåíèè ïîïóëÿöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ [2℄. Äîïóñòèì, äèñêðåòíûé àíàëîã ìàëü-

òóçèàíñêîãî ñîìíîæèòåëÿ rN îòñòðàíåí îò ïðî÷èõ æèçíåííûõ ïîêàçàòåëåé ëîêàëüíîé ãðóïïû

îñîáåé âèäà, ñâÿçàííûõ ñ åãî ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèåé àäàïòàöèè. �àññìîòðèì âîçìîæíûå

èíòåðïðåòàöèè òàêèõ ìåòàìîð�îç, ñâÿçàííûõ ñ êðèòåðèÿìè âîçíèêíîâåíèÿ áè�óðêàöèé â ðàç-

ëè÷íûõ �óíêöèîíàëüíûõ èòåðàöèÿõ. Ñïîñîáîâ òàêèõ èçìåíåíèé íàñ÷èòûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîå

êîëè÷åñòâî.

� 1. �åïðîäóêòèâíûé öèêë â èòåðàöèîííîé äèíàìèêå

¾Êðèâûå âîñïðîèçâîäñòâà¿ îòíîñÿòñÿ ê îñíîâíîìó âèäó ýêîëîãî-�èçèîëîãè÷åñêèõ çàâèñè-

ìîñòåé [3℄. Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ òèïà êðèâîé ñîñòîèò â ïðîãíîçèðîâàíèè ÷èñëåííîñòè ïîïîë-

íèâøåãî ïîïóëÿöèþ ïîêîëåíèÿ R îò èìåþùåéñÿ ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíû çàïàñà S (òðàäèöèîííûå

îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èí îò ñëîâîñî÷åòàíèÿ Reruit and Stok) ó÷àñòâîâàâøåãî â íåðåñòå. Èñïîëü-

çîâàíèå ìîäåëè �èêåðà�Ìîðàíà â âèäå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè R = rSe−bS � óíè-

ìîäàëüíîé êðèâîé  ìàêñèìóìîì Smax = 1/b è îäíîé òî÷êîé ïåðåãèáà Su = 2/b � îáîñíîâàíî

â �óíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå [4℄. Îñîáåííîñòè èçìåíåíèÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè â èìèòàöèîííûõ

ìîäåëÿõ ÷àñòî èñïðàâëÿëèñü ïðîãðàììíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì â îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ:

dnR

dSn
= (−1)nrbn−1e−bS(bS − n), lim

S→0,n=1

dnR

dSn
= r.

Èíòåðåñíåå ïðîáëåìà ñóùíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè íåòðèâèàëüíûõ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû M〈Ω, ψ(x, r), t〉. Ïàðàìåòð r îïèñûâàåò ðåïðîäóêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîïóëÿöèè (èìååò

ñìûñë r > 1), òîãäà êàê b < 1 îòðàæàåò äåéñòâèå çàâèñÿùèõ îò ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè ëè-

ìèòèðóþùèõ àãðåãèðîâàííûõ ¾�àêòîðîâ ñðåäû¿. Íåñîãëàñîâàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èòåðàöèè

Rj+1 = rRj exp(−bRj) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èÿì ïðè îáúÿñíåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî èññëåäî-

âàíèÿ êîìïëåêñíûõ ìîäåëåé èõòèîöåíîçîâ ñ íåëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè âîñïðîèçâîäñòâà.

Î÷åâèäíî, íåïîäâèæíîå ñîñòîÿíèå R∗ = ψ(R∗) äîñòèãàåòñÿ ïðè

R∗ = (ln r)/b, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ∀R0 lim
n→∞

ψn(R0) = R∗.

Íóæíî îöåíèòü, íàñêîëüêî ýòî ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî è ñèñòåìà áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ â åãî îêðåñò-

íîñòè ïðè âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ èëè âñåãäà èìåþùèõñÿ ïîãðåøíîñòÿõ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Òðàåêòîðèþ èòåðàöèîííîé ñèñòåìû {ψn(x0)}n∈Z áóäåì íàçûâàòü

óñòîé÷èâîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ǫ > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ(ǫ) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ y0,
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óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x0 − y0| < δ(ǫ), äëÿ âñåõ n ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|ψn(x0)− ψn(y0)| < ǫ.

Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé èçâåñòíà òåîðåìà �ðîáìàíà�Õàðòìàíà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðè äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèÿõ óòâåðæäàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðåðûâíîé çàìåíû êîîðäèíàò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ëèíåàðèçîâàí-

íîé ñèñòåìå. �ÿä àâòîðîâ ïðè óïîìèíàíèè êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ äèñêðåòíûõ

èòåðàöèîííûõ ñèñòåì îòñûëàþò ê ýòîé òåîðåìå. Äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè ñóùåñòâóåò

òåîðåìà Çèãåëÿ î ãîëîìîð�íîé ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ è åãî ëèíåéíîé ÷àñòè

â íåïîäâèæíîé òî÷êå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â êíèãå Â.È. Àðíîëüäà [5, � 28℄.

Ïóñòü çàäàíî ìàëîå âîçìóùåíèå ς òàêîå, ÷òî xn = x∗ + ςn. Òîãäà â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ

f(x∗) = x∗ ïðè ðàçëîæåíèè ìû ìîæåì îòáðîñèòü ÷ëåíû ðÿäà Òåéëîðà âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

xn+1 = f(x∗ + ςn) = f(x∗) +
df(x∗)

dx
ςn.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ Îïðåäåëåíèÿ 1 íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè |f ′(x∗)| > 1, òàê êàê íà÷àëüíîå

âîçìóùåíèå áóäåò íàðàñòàòü ïî çàêîíó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå

f ′(x∗) = −1 óñëîâèÿ òåîðåì íå âûïîëíÿþòñÿ, è ïî ïîâåäåíèþ ëèíåàðèçîâàííîé çàâèñèìîñòè

íåëüçÿ ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Äëÿ îáñóæäàåìîé îáîáùåííîé ìîäåëè âîñïðîèçâîäñòâà ïîëó÷àåì:

dψ(x∗)

dx
= re−b

ln r
b − b

ln r

b
re−b

ln r
b =

r(1− ln r)

eln r
= 1− ln r.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè ñòàíîâèòñÿ êðèòè÷åñêèì ïðè r̄ = e2.

Îáîáùåííàÿ ìîäåëü âîñïðîèçâîäñòâà îòíîñèòñÿ ê èòåðàöèÿì ñ åäèíñòâåííûì áè�óðêàöèîí-

íûì ïàðàìåòðîì. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî áè�óðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ óâåëè÷èòñÿ

ïðè ëþáîì ðàñøèðåíèè áàçîâîãî îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè âëèÿíèÿ

èñêóññòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè |f ′(x∗)| ìîäè�èöèðîâàííîé èòåðàöè-

îííîé ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ ñëîæíîé �óíêöèåé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïîñëå r̄ > e2 íàáëþäàåòñÿ áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà, âûòåêàþùàÿ èç ñâîéñòâ êîìïî-

çèöèè ψ(ψ(x)) óíèìîäàëüíîé �óíêöèè. Ïðè r = r̄ ñîîòíîøåíèå ïðîèçâîäíûõ äâàæäû âû÷èñ-

ëåííîé �óíêöèè ψ2(x):
dψ2(x∗)

dx
= 1,

d2ψ2(x∗)

dx2
= 0.

Òàê ïðîèçâîäíàÿ dψ2(x)/dx ïðè x = x∗ èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, è äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ

ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê x∗1 < x∗ < x∗2 ó �óíêöèè ψ2(x) íåîáõîäèìî íàëè÷èå ìàêñèìóìà, ò. å.

d3ψ2(x)/dx3 < 0. Áóäåò ëè âñåãäà âûïîëíÿòüñÿ ýòî óñëîâèå � ïîçâîëÿåò îöåíèòü äè��åðåíöè-

àëüíûé èíâàðèàíò, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê äëÿ âñåõ êîìïîçèöèé îäíîé �óíêöèè:

Hψ =
ψ′′′(x)

ψ′(x)
− 3

2

(

ψ′′(x)

ψ′(x)

)2

(ñîîòâåòñòâåííî Hψ2(x∗) =
d3ψ2(x)

dx3
). Äëÿ èññëåäóåìîé �óíêöèè Hψ èìååì:

Hψ = b2
−b2x2 + 4bx− 6

2(1 − bx)2
,

è î÷åâèäíî, ÷òîHψ < 0, x ∈ R. Ê îáðàçîâàâøåìóñÿ öèêëó p = 2 ïðèòÿãèâàþòñÿ ïî÷òè âñå òî÷êè,
êðîìå íåóñòîé÷èâîé x∗ è ìíîæåñòâà åå ïðîîáðàçîâ. Ïîÿâëåíèå ðåæèìà àâòîêîëåáàíèé ìîæåò

áûòü îöåíåíî êàê ïîëîæèòåëüíîå ñâîéñòâî äëÿ ïîïóëÿöèîííîé ìîäåëè, íî âîçíèêàåò ïðîáëåìà

áèîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà r â ñâÿçè ñ äàëüíåéøèì óñëîæíåíèåì

ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè è ðîñòîì àìïëèòóäû öèêëè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé.
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Òåîðåìà Ä. Ñèíæåðà [6℄ ãîâîðèò, ÷òî èòåðàöèè óíèìîäàëüíûõ �óíêöèé ñ âñþäó îòðèöà-

òåëüíûì äè��åðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì Hψ < 0 îáëàäàþò âàæíûìè ñâîéñòâàìè: èìåþò íå

áîëåå îäíîé óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè; äàííàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ω-ïðåäåëüíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ òî÷êè c: ψ′(c) = 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Â ðàññìîòðåííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå �óíêöèè f(x) = rxe−bx
â ìîìåíò êðèòè÷åñêî-

ãî ñîñòîÿíèÿ r = e2 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗ = 2/b ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì íóëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé,

íî ñâîéñòâî f ′′(x∗) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì äëÿ ðåàëèçàöèè àíàëîãè÷íîãî âîçíèêíîâåíèÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè áè�óðêàöèé â èòåðàöèÿõ äðóãèõ óíèìîäàëüíûõ �óíêöèé. Çíà÷èìûì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé

îòðèöàòåëüíîñòè Hf(x) < 0 øâàðöèàíà äëÿ x ∈ R
+
.

Îïèñàííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ýâîëþöèè ψ(x) ïðè r > r̄ ïîçâîëÿþò áè�óðêàöèÿì óäâî-

åíèÿ öèêëà p = 2i, i = 1 . . .∞, ïðîèñõîäèòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè

êîíå÷íîì çíà÷åíèè áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà r̂ âîçíèêàåò ñîñòîÿíèå p→ ∞. Îáðàçóþùèåñÿ

ïðè êàæäîé ñëåäóþùåé áè�óðêàöèè íåóñòîé÷èâûå öèêëè÷åñêèå òî÷êè âñåâîçìîæíûõ ïåðèîäîâ

2i äåëÿò ïðÿìóþ íà âñå óìåíüøàþùèåñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè |Ii| → 0. Ïîðÿäîê îáõîäà

òî÷åê öèêëà èçìåíèòñÿ ïðè ïîïàäàíèè x0 â ñîñåäíèé îòðåçîê. Èìåííî ïðîïîðöèîíàëüíûì ñî-

êðàùåíèåì èíòåðâàëà ïàðàìåòðà ìåæäó ñîñåäíèìè áè�óðêàöèÿìè õàðàêòåðèçóåòñÿ ñöåíàðèé

Ôåéãåíáàóìà [7℄. Ïîñëå íåîãðàíè÷åííîãî ÷èñëà áè�óðêàöèé îáðàçóåòñÿ ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ

îáúåäèíåíèåì ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ âñåõ òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîîáðàçàìè ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé. Â ëþáîé åãî îêðåñòíîñòè èìåþòñÿ òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå íåóñòîé÷èâûì ïåðèîäè-

÷åñêèì òðàåêòîðèÿì. Îáðàçîâàâøèéñÿ àòòðàêòîð èìååò ñòðóêòóðó êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà,

çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, íå ñîäåðæàùåãî êàê âíóòðåííèõ, òàê è èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, à ïîâå-

äåíèå ψ(x; r), r > r̂ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàçáåãàíèåì áëèçêèõ òðàåêòîðèé.

Çà ïðåäåëàìè êàñêàäà öèêëîâ 2i, i = 0 . . .∞, âîçíèêàåò íåñêîëüêî íåòðèâèàëüíûõ íåëèíåé-

íûõ ý��åêòîâ, çàñëóæèâàþùèõ ñïåöèàëüíûõ èññëåäîâàíèé, è ñâÿçàííûõ ñ ðåçêèìè ïåðåõîäà-

ìè õàîñ→öèêë, â òîì ÷èñëå ñ ïîÿâëåíèåì áîëüøîãî ïåðèîäè÷åñêîãî îêíà ñ öèêëàìè p = 3× 2i

è äðóãèìè öèêëàìè íå÷åòíûõ ïåðèîäîâ.

Â çàâåðøåíèè îáçîðíîé ÷àñòè îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ïðîñòîé

îäíîìåðíîé èòåðàöèè ïðèâåëè ê îáñóæäåíèþ òàêèõ ïîíÿòèé, êàê �ðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñî-

âåðøåííîãî êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà. Íåëèíåéíûå ý��åêòû ìîãóò îêàçàòü ðåøàþùåå âëèÿíèå

ïðè îñìûñëåíèè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Èõòèîëîãèÿ îïåðèðóåò êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè,

â êðàéíåì ñëó÷àå, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûìè. Êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â ïîâåäåíèè òðàåêòîðèè

ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà íèêàê íå ñâÿçàíû ñ áèîëîãè÷åñêè îáîñíîâàííûìè êðèòåðèÿìè è ðå-

àëèçóþòñÿ äëÿ öåëîãî êëàññà èòåðàöèé �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû Ñèí-

æåðà. C îäíîé ñòîðîíû, ïðèñóòñòâóåò íàáîð êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â ïîâåäåíèè òðàåêòîðèè,

íî âîïðîñ: ¾êàê ïîäîáíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò îïèñàòü ðåàëüíî âàæíûé ïîïóëÿöèîí-

íûé íåëèíåéíûå ý��åêòû?¿ íå ðåøàåòñÿ ìîäåëÿìè. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîïóëÿöèé äåéñòâèòåëüíî

íàáëþäàåòñÿ öèêëè÷íîñòü: â òîì ÷èñëå ñ ïåðèîäîì 4 ãîäà ó ìûøåâèäíûõ ãðûçóíîâ ñóáàðêòè-

÷åñêèõ ðåãèîíîâ. Îäíàêî ýòè öèêëû èìåþò ñòóïåí÷àòûé òèï ñ ðåçêèì ïèêîì â êîíöå ïåðèîäà

è ïðèíöèïèàëüíûì îáðàçîì ïî ðàñïîëîæåíèþ ñîñòàâëÿþùèõ òî÷åê îòëè÷àþòñÿ îò öèêëîâ ïðè

áè�óðêàöèÿõ óäâîåíèÿ.

Íàáîð âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè èòåðàöèîííîé ñèñòåìû âåñüìà îãðàíè÷åí, ïîòîìó â

çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü ëþáûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåæèìû. Ìåæäó öèêëè÷å-

ñêèì îêíàìè è õàîñîì ïðèñóòñòâóåò ïåðåìåæàåìîñòü, êîãäà ïî÷òè ëàìèíàðíîå äâèæåíèå ïðå-

ðûâàåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèìè âðåìåííûìè îòðåçêàìè. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ õîðîøî

âèäíî, ÷òî â ðåæèìå ïåðåìåæàåìîñòè ðàçìàõ �ëóêòóàöèé ïðè ïåðåõîäå ê êðàòêîé íåñòàöèî-

íàðíîé �àçå óìåíüøàåòñÿ. Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü àíàëîãè÷íûå ñëîâà î ïîïóëÿöèîííîé

äèíàìèêå íàñåêîìûõ, íî òîëüêî àìïëèòóäà íåðåãóëÿðíîé èõ �àçû ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì

ëàìèíàðíîé. Ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ èìåþò âèä ïåðåõîäà îò ïî÷òè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ê ïè-

ëîîáðàçíûì âñïûøêàì ÷èñëåííîñòè. Îïèñàííûå â ëèòåðàòóðå âñïûøêè ïðîöåíòà ïîðàæåíèÿ

äåðåâüåâ îñèíû êîëü÷àòûì øåëêîïðÿäîì Malaosoma disstria â ðàéîíàõ Êàíàäû èëè ìàññîâîå

ïîðàæåíèå ïîñåâîâ ëóãîâûì ìîòûëüêîì Loxostege stitialis l. â Êðàñíîäàðñêîì êðàå ïåðåìåæà-

þòñÿ ñ äëèòåëüíûìè ïåðèîäàìè äåïðåññèé ýòèõ âðåäèòåëåé [9℄. Äëÿ ðûá âñïûøêè ÷èñëåííîñòè

èìåþò ìåñòî ðåæå è ÷àñòî çàêàí÷èâàþòñÿ ýïèçîîòèÿìè: òàê, ëåòîì 2015 ãîäà íàìè íàáëþäà-
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ëàñü ìàññîâàÿ ãèáåëü ðàçìíîæèâøåãîñÿ ðàíåå àìóðñêîãî ïîäâèäà ñåðåáðÿíîãî êàðàñÿ â ðàéîíå

îñòðîâà Áîëäèíñêèé.

� 2. Íîâàÿ äâóõ�àêòîðíàÿ ìîäåëü âûæèâàåìîñòè

Ôîðìà ñ íóëåâîé àñèìïòîòîé ¾êðèâàÿ �èêåðà¿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé R = rS/
(

1 + (S/K)β
)

, ãäå K � óñëîâíàÿ åìêîñòü ýêîëîãè÷åñêîé íèøè.

Â óíèâåðñàëüíîé çàâèñèìîñòè ìîæåò áûòü òðè âàðèàíòà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû âîñïîëíåíèÿ

ïî îòíîøåíèþ ê ïëîòíîñòè S çàïàñà, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïîëîæåíèåì ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòû

ïðè îäèíàêîâîì íàêëîíå êðèâîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ åäèíñòâåííîé íåòðèâèàëüíîé òî÷êîé

ïåðåñå÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé.

Èç âñåõ âîçìîæíûõ �îðì íå îáúÿñíÿåòñÿ ðåçêèé îáðûâ ïðîìûñëà, ñìåíÿþùèéñÿ äåãðàäà-

öèåé. Ìû ìîæåì îáîñíîâàòü õàðàêòåðèñòèêè çàâèñèìîñòè ¾êðèâîé âîñïðîèçâîäñòâà¿, àññîöèè-

ðóåìîé ñ òåìïàìè âîñïîëíåíèÿ âîëæñêîãî îñåòðà, èç ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé îáñóæäàâøåé-

ñÿ ãðà�îâîé ñõåìû ñâÿçåé. Çàâèñèìîñòü äîëæíà èìåòü êóïîëîîáðàçíóþ �îðìó ñ äèàïàçîíîì

ìàêñèìàëüíîé ý��åêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà, íî ýòîò äèàïàçîí äîëæåí äîñòàòî÷íî ðåçêî

îáðûâàòüñÿ ñïðàâà è ñëåâà. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå äîëæíî íàõîäèòüñÿ çíà÷èòåëüíî ëåâåå

ìàêñèìóìà, íî ïðè ýòîì íåîáÿçàòåëüíî áûòü óñòîé÷èâûì. Òîãäà ïðîìûñåë ñìîæåò äëèòåëüíîå

âðåìÿ èíòåíñèâíî ýêñïëóàòèðîâàòü ïîïóëÿöèþ, èçûìàÿ ¾èçëèøêè¿, è äîñòèãíóòü ÿâíî âûðà-

æåííîãî ïèêà óëîâîâ, êàê ýòî îòìå÷àëîñü â 1977 ã. Íîâàÿ èòåðèðóåìàÿ �óíêöèÿ ψ(S) íå äîëæíà
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ âñþäó îòðèöàòåëüíûì øâàðöèàíîì (Hψ < 0). Ïëîäîâèòîñòü êðóïíûõ ðûá

ñåìåéñòâà Aipenseridae âûñîêà (îò 240 òûñ. äî 1 ìëí. èêðèíîê), íî íè÷åãî ñõîæåãî ñ õàîòè-

÷åñêèì ðåæèìîì íå íàáëþäàëîñü. Ïëîäîâèòîñòü íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò óñïåõ ðåïðîäóêòèâ-

íîé ñòðàòåãèè, ÷òî êîñâåííî äåìîíñòðèðóåòñÿ ñóæåíèåì àðåàëà îáèòàíèÿ. Áîëüøîå îòíîøåíèå

ìàññû èêðû ê îáùåé ìàññå ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñïåöè�è÷íûìè òðåáîâàíèÿìè ê óñëîâèÿì

íåðåñòà è çàìåäëåíèåì ýâîëþöèè [8℄. Â ñåðåäèíå XX âåêà ñ÷èòàëîñü, ÷òî 0.9 îò âñåõ çàïàñîâ

îñåòðîâûõ ñîñðåäîòî÷åíî â èçîëèðîâàííîì áàññåéíå Êàñïèÿ. �îòàí Perottus glenii ðàññåëÿåò-

ñÿ ïðè íåñðàâíèìî ìåíüøåé ¾èêðîåìêîñòè¿. Ïåðñïåêòèâíî ìîäåëèðîâàòü àñïåêòû ðåàëèçàöèè

ïîòåíöèàëà áîëüøîé ïëîäîâèòîñòè ìîæíî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ïîìèìî êðèâûõ âîñïðîèçâîäñòâà â èõòèîëîãèè èçâåñòíû êðèâûå Àëåíà ¾Allen urves¿ [10℄.

Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû áèîëîãè÷åñêîé ïðîäóêòèâíîñòè çàïàñîâ è ïîõîæè íà

óáûâàþùèå äóãè ðàâíîáî÷íîé ãèïåðáîëû. Ïðîäóêòèâíîñòü ñîîáùåñòâà (P/B � îòíîøåíèå ïðè-

ðîñòà ê áèîìàññå) ñîêðàùàåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì ñðåäíåãî âîçðàñòà, íî â ðàííåì ðàçâèòèè ðûá

íåìîíîòîííà â ñâÿçè ñ ïðîäîëæàþùèìñÿ �îðìèðîâàíèåì îðãàíîâ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñ-

íûì ñâÿçàòü êðèâûå Àëåíà ñ âûæèâàåìîñòüþ â ðàííåì îíòîãåíåçå: ÷åì áîëüøå îòíîøåíèå

ïðèðîñòà ê èñõîäíîé ìàññå, òåì áûñòðåå ìîëîäü âûéäåò èç-ïîä äåéñòâèÿ þâåíàëüíûõ �àêòî-

ðîâ ñìåðòíîñòè. Âçàèìîñâÿçü ñêîðîñòè ðàçâèòèÿ îðãàíèçìà è óáûëè ÷èñëåííîñòè íà �èêñèðî-

âàííîì îòðåçêå âðåìåíè ìîæíî îòðàçèòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ãäå �îðìàëèçîâàíû íåêîòîðûå

îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìåòàìîð�îçàìè â ðàííåì îíòîãåíåçå ðûá. Ó ñåìåéñòâà îñåò-

ðîâûõ çíà÷èòåëåí ïåðèîä ýíäîãåííîãî ïèòàíèÿ çà ñ÷åò æåëòî÷íîãî ìåøêà, ïîýòîìó äèíàìèêó

ñêîðîñòè ðàçâèòèÿ ìîëîäè òðóäíî îïèñàòü èçâåñòíûì áàëàíñîâûì ñîîòíîøåíèåì àíàáîëèçìà

è êàòàáîëèçìà; ïîòîìó ââåäåì îïèñàíèå èíäåêñà ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ w(t). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
îïòèìàëüíàÿ íàâåñêà âûïóñêàåìîé ìîëîäè ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, êîòîðûì ìîæíî îïòèìèçèðî-

âàòü òåõíîëîãèþ èñêóññòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîãî ïðîìûñëîâîãî

âîçâðàòà.

Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðîäóêòèâíîñòü ãåíåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ íåïðîïîðöèîíàëüíûì

ïëîòíîñòè ñêîïëåíèÿ óðîâíåì êîíêóðåíöèè çà îãðàíè÷åííûå ðåñóðñû. Èç îïûòîâ èçâåñòíî, ÷òî

ïðè íèçêîé ïëîòíîñòè ïîñàäêè ñ íåêîòîðîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ

2

ïðè âûñîêîì óðîâíå âûæèâàåìî-

ñòè ìîëîäü îñåòðîâûõ èìååò ìèíèìàëüíûå êîý��èöèåíòû âàðèàöèè ìàññû è àáñîëþòíîé äëè-

íû [11℄. Äî çàðåãóëèðîâàíèÿ ðóñëà Âîëãè ìîëîäü îçèìîé ãðóïïû ðûá ñêàòûâàëàñü ê ìîðþ áîëåå

êðóïíîé. Äîëãèé ýíåðãîçàòðàòíûé ìàðøðóò ìèãðàöèè â âåðõîâüÿ ðåêè áûë îïðàâäàí ëó÷øåé

æèçíåñòîéêîñòüþ ïîòîìñòâà [12℄. �àçâèòèå îñåòðîâûõ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ èìååò âûðàæåííûé

ýòàïíûé õàðàêòåð. Óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ïðîõîæäåíèÿ ýòàïîâ ðàçâèòèÿ ìîëîäè ìîæåò ñòàòü

2

Ôèçèîëîãè ñòàäèè íóìåðóþò è âûäåëÿþò áîëåå 50; ñòîëüêî íåâîçìîæíî ó÷åñòü â ñòàäèéíîé ìîäåëè.
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îòðèöàòåëüíûì �àêòîðîì äëÿ äàëüíåéøåé âûæèâàåìîñòè, íî îïåðåæåíèå âåñîâîãî ïðèðîñòà

íå ñïîñîáñòâóåò ñâîåâðåìåííîé àäàïòàöèè ê ìîðñêîé ñðåäå. Ïîòîìó ëîãè÷íî ââåñòè â óðàâíå-

íèå íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ ŵ, à âëèÿòü íà óáûëü ÷èñëåííîñòè

áóäåò îòêëîíåíèå. Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî �àêòà, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà íàõîäèòñÿ â îáðàòíîé

çàâèñèìîñòè îò ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ, íî íå â îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé.

Óáûëü ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ N(t) îò èñõîäíîé N(0) áóäóò oïèñûâàòü íà èíòåðâàëå ìî-

äåëüíîãî âðåìåíè t ∈ [0, T ] ñëåäóþùèå îáúåäèíåííûå â ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:















dN

dt
= −

(

α

√

(ŵ − w(t))2N(t) + Ψ[S]β

)

N(t),

dw

dt
=

m
3

√

N2 + ζ
;

(2.1)

w(t) � îòðàæàåò óðîâåíü ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ ïîêîëåíèÿ, âëèÿþùèé íà óâåëè÷åíèå ïèùåâûõ

ïîòðåáíîñòåé; m � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åííîñòü êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ äëÿ ìîëîäè

êîðìîâûõ îáúåêòîâ; ζ � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åíèå òåìïîâ ðàçâèòèÿ, íå çàâèñÿùåå

îò ÷èñëåííîñòè; ïîêàçàòåëü òðî�è÷åñêîé êîíêóðåíöèè âàðüèðóåì â ïðåäåëàõ 2 < k < 3; α �

êîý��èöèåíò êîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè îò ñêó÷åííîñòè; β � êîý��èöèåíò äåêîìïåíñàöè-

îííîé ñìåðòíîñòè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: N(0) = λS, w(0) = w0, λ � ñðåäíÿÿ ïëîäîâèòîñòü

îñîáåé íåðåñòîâîãî çàïàñà S; t ∈ [0, T ], R = N(T ) èíòåðâàë óÿçâèìîñòè  äåéñòâèåì αN2(t)
òèïà óáûëè.

Ñèñòåìó (2.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êàê îïåðàòîð ýâîëþöèè äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîé

èòåðàöèè ψn(R0), ãäå íà êîíöàõ ìíîæåñòâà âðåìåííûõ êàäðîâ {[Tn, Tn+1]}n äîëæíû ïåðåîïðå-

äåëÿòüñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Nn+1(0) = Nn(Tn)λ äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷è Êîøè íà ñìåæíîì îòðåçêå

âðåìåíè. Äëÿ îïèñàíèÿ îòìå÷åííîãî [13℄ ðåçêîãî ñíèæåíèÿ ÷èñëåííîñòè ñêàòûâàþùåéñÿ ìîëî-

äè âîëæñêîé ñåâðþãè Àipenser stellatus è äâóõ âèäîâ îñåòðà íåîáõîäèìî ðàñøèðåíèå ìîäåëè

ïîïîëíåíèÿ. �îëü ñîìíîæèòåëÿ Ψ[S]β è áèîëîãè÷åñêèé ñìûñë ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå.

� 3. Ìîäåëèðîâàíèå êðèòè÷åñêîãî ñîêðàùåíèÿ âîñïðîèçâîäñòâà

Ïîñëå ïðîâåäåííîãî îïèñàíèÿ ìîíîòîííîé ñêîðîñòè óáûëè ïîêîëåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü

ïðîáëåìó ó÷åòà ðåçêîãî ñõëîïûâàíèÿ ý��åêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà. Ý��åêò ÷àñòî ñëåäóåò

äëÿ ïîïóëÿöèé êðóïíûõ ðûá âñëåä çà ñèñòåìàòè÷åñêèì èõ ïåðåëîâîì è íå ïîääàåòñÿ çàáëà-

ãîâðåìåííîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ. Ìîæíî áûëî áû ïåðåîïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü êàê êóñî÷íî-

ãëàäêóþ �óíêöèþ íà îòäåëüíûõ äâóõ (èëè òðåõ) èíòåðâàëàõ, ïðåäèêàòèâíî óêàçàâ êðèòè÷å-

ñêèå çíà÷åíèÿ óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. Îäíàêî òàêîé èñêóññòâåííûé ïîäõîä ñòóïåí÷àòîãî ðåïðî-

äóêòèâíîãî ïîòåíöèàëà âðÿä ëè ïîëó÷èò ýêîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, áîëåå òîãî, íå ñîîò-

âåòñòâóåò íàøåé êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìîäåëè èç àíàëèçà ýêîëîãè÷åñêèõ âçàèìîñâÿçåé. Íàøå

îáúÿñíåíèå ý��åêòà ëåæèò â òàêòèêå ñïëî÷åííîé ãðóïïû îñîáåé, êîãäà äëÿ óñïåøíîãî ðàç-

ìíîæåíèÿ ïîääåðæèâàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ïëîòíîñòü ðûá, õîòü ýòî è óñèëèâàåò ïèùåâóþ êîí-

êóðåíöèþ. Ïðè íåäîñòàòî÷íîé ïëîòíîñòè ñíèæàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ íåðåñòîâûõ ïàð

è ïðîèñõîäèò ¾äåêîìïåíñàöèîííàÿ¿ óáûëü íåîïëîäîòâîðåííîé èêðû.

Â ðàìêàõ ðàçðàáàòûâàåìîãî ïîäõîäà âîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé ðåàëèçàöèè òðèããåðíîãî �óí-

êöèîíàëà â âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè, êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå áóäåò ðåãóëèðîâàòü äåéñòâèå

íåêâàäðàòè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé â ñêîðîñòè óáûëè ïîêîëåíèÿ îò èñõîäíîé ìàññû íàêîïëåííîé

èêðû. Ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.1) äîïîëíèì �óíêöèåé Ψ(S), íåïîñðåäñòâåííî çàâè-
ñÿùåé îò ñîñòîÿíèÿ çàïàñà. Â èòåðàöèîííîé �îðìå îíà ñòàíîâèòñÿ �óíêöèîíàëîì çàâèñèìîñòè

òåêóùèõ ðàñ÷åòîâ N(Tn+1) îò ïðåäøåñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ Ψ [N(Tn)]. Îãðàíè÷åííàÿ �óíê-

öèÿ Ψ ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé E(Ψ(S)) = [2, 1] äîëæíà áûñòðî ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå:

Ψ(S) = 1 + exp
(

−κS2
)

, lim
S→∞

Ψ(S) = 1, (3.1)

ãäå ïàðàìåòð κ îïðåäåëÿåò âûðàæåííîñòü ý��åêòà ñïëî÷åííîé ãðóïïû. ×åì áîëüøå κ, òåì �óæå

äèàïàçîí ïðîÿâëåíèÿ ý��åêòà (èñïîëüçóåòñÿ κ < 1). Åñëè äåéñòâèå ý��åêòà ïðîòÿæåííîå, òî

èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü âîãíóòóþ �îðìó çàìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ý��åêòà àãðåãèðîâàííîé
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ãðóïïû: Ψ(S) = 1 + exp(−κ
√
S), κ 6 0.5. Âîçìîæåí íåîãðàíè÷åííûé ñâåðõó âàðèàíò �óíêöè-

îíàëà: Θ(S) = 1/ (1− exp(−κS) , íî äëÿ äðóãèõ ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Â ðàññìàòðèâàåìîé

ñèòóàöèè îïèñûâàåìûé �óíêöèîíàëîì ý��åêò íå äîëæåí ïðîÿâëÿòüñÿ ïðè èñòîðè÷åñêè îïòè-

ìàëüíîé äëÿ ïðîìûñëîâîé ïîïóëÿöèè ÷èñëåííîñòè çàïàñà.

Â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå ïîëó÷èì èòîãîâóþ çàâèñèìîñòü ïîïîëíåíèÿ R çàïàñà S â �îð-

ìå êðèâîé ñî ñãëàæåííûì êóïîëîì è óìåíüøàþùèìñÿ íàêëîíîì íèñïàäàþùåé ïðàâîé âåòâè

(ðèñ. 1).

Êðèâàÿ èìååò íåíóëåâóþ ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó. Äâå íåòðèâèàëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷å-

íèÿ ñ áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà R∗ = f(R∗) óäàëåíû îò ìàêñèìóìà. Âèçóàëüíî î÷åâèä-

íî, ÷òî íàêëîí êàñàòåëüíîé â îáåèõ òî÷êàõ R∗

1, R
∗

2 áîëüøå π/4.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîé èòåðàöèè ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå îáëàñòè ïðèòÿ-

æåíèÿ: Ξ1 � ìåíüøàÿ è Ξ2 � áîëüøàÿ. �ðàíèöåé ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâàÿ ¾ðåïåë-

ëåðíàÿ¿ òî÷êà R∗

1 ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà. Ýòà îñîáàÿ

òî÷êà îòðàæàåò ïðåäåëüíóþ äîïóñòèìóþ äëÿ âûæèâàíèÿ ïîïóëÿöèè L ÷èñëåííîñòü íåðåñòîâî-

ãî ñòàäà. Â ýêîëîãè÷åñêîì ñìûñëå ó îáëàñòè Ξ1 àòòðàêòîðà íå ñóùåñòâóåò, â íà÷àëå êîîðäèíàò

ìîäåëüíàÿ çàâèñèìîñòü íåîïðåäåëåííàÿ, è ïðè R0, . . . , Rn < R∗

1 ðàñ÷åò ïðåêðàùàåòñÿ.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â âû÷èñëèòåëüíîé ñðå-

äå ìîæíî ïðîâîäèòü ïðè îïðåäåëåíèè ñâîéñòâ ãðà�èêà �óíêöèîíàëüíîé êîìïîçèöèè ψ(ψ(x)).
Óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗ îòîáðàæåíèÿ ïðÿìîé â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíå-

íèå íåðàâåíñòâ: ψ(ψ(x)) > x ïðè x < x∗ è ψ(ψ(x)) < x ïðè x > x∗. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïå-

ðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ Ξ2 ó èòåðàöèé êðèâîé ñ öåëåâûìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ öèêëè÷åñêèõ òî÷åê. Òðàåêòîðèÿ R0 ≈ R∗

1

ìîæåò äëèòåëüíîå âðåìÿ íàõîäèòüñÿ â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîêèäàÿ åãî ñ

íàðàñòàíèåì âîçìóùåíèé.

Â èòåðàöèÿõ  èñïîëüçîâàíèåì ðåàëèçàöèè (2.1) íå áóäåò ïðîèñõîäèòü ñöåíàðèé õàîòèçàöèè

Ôåéãåíáàóìà èç-çà íåâûïîëíåíèÿ êðèòåðèåâ òåîðåìû Ñèíæåðà. Øâàðöèàí Hψ(S) îïðåäåëåííî

äîëæåí ìåíÿòü çíàê èç-çà íàëè÷èÿ áîëåå äâóõ òî÷åê ïåðåãèáà, ïîòîìó p 6= ∞. Àíàëîãè÷íî,

õàîòèçàöèè òðàåêòîðèè ïðè ðàññìîòðåíèè èñêóññòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà â ìîäåëè íå ïðî-

èñõîäèò. Èìïóëüñíîå èçìåíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âûïóñêó ïàðòèè ìîëîäè, ïðè ðàñøèðåíèè

áàçîâîé ìîäåëè áóäåò çàêëþ÷åíî â íåïðåðûâíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèñòåìû â íåêîòîðûé �èêñèðî-

âàííûé ìîìåíò ñîáûòèéíîãî âðåìåíè tart âíóòðè èíòåðâàëà óÿçâèìîñòè 0 < tart < T .

� 4. Çàêëþ÷åíèå

Ïîñëå ñòðóêòóðèçàöèè ñâåäåíèé â âèäå çíàêîâîãî îðãðà�à G(V,X) ñ íàáîðîì âåðøèí vij ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðå÷íþ �àêòîðîâ âëèÿþùèõ íà ïðîäóêòèâíîñòü Êàñïèéñêîãî ìîðÿ, íà ñëå-

äóþùåì ýòàïå íàì óäàëîñü ðàñøèðèòü ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ âîñïðîèçâîäñòâà àíàäðîìíûõ

ðûá.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü (2.1) ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîìûñëîâîãî âîçäåéñòâèÿ êà÷åñòâåííî ñî-

îòâåòñòâóåò äèíàìèêå îáùèõ óëîâîâ ïî òðåì îñåòðîâûì, íî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè îòäåëüíûõ âèäîâ; â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóåò äîìèíèðîâàâøåìó â óëîâàõ

îñåòðó. Â òåîðèè �èêåðà�Íèâà �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îòðàæàåò ïåðåïëåòåíèå ðåãóëè-

ðóþùèõ �àêòîðîâ â öèêëå ðàçìíîæåíèÿ ðûá. Èíòåðåñíûé âûâîä ìîæåò áûòü â òîì, ÷òî ìîð-

�îëîãè÷åñêè áëèçêèå àíàäðîìíûå âèäû Àipenser stellatus, Huso huso, Aipenser gueldenstaedtii

èìåþò ñïåöè�è÷íóþ äëÿ âèäà �îðìó êðèâîé âîñïðîèçâîäñòâà. �àçëè÷èÿ ìîãóò îáîñíîâûâàòüñÿ

â êîíöåïöèè ñèìïàòðè÷åñêîãî âèäîîáðàçîâàíèÿ, êîãäà õîäå â ýâîëþöèè â îäíîì àðåàëå îáèòà-

íèÿ âîçíèêàåò ðåïðîäóêòèâíàÿ èçîëÿöèÿ ãðóïï îñîáåé è ïîñëåäóþùàÿ ãåíåòè÷åñêàÿ äèâåðãåí-

öèÿ. Âñå òðè âèäà çàõîäÿò â îäíè ðóñëà, íî îòëè÷àòñÿ òåìïåðàòóðíûé îïòèìóì íåðåñòà. Â

ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ íàïðàâëåíèå îòáîðà èçìåíèòñÿ, òàê êàê äëèòåëüíûé ìàðøðóò ìèãðà-

öèè ñíèæàåò øàíñû íà âûæèâàíèå, ïîòîìó ýâîëþöèîííîå ïðåèìóùåñòâî ïîëó÷àò òóâîäíûå

è ìåíåå ïëîäîâèòûå �îðìû. Ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-

äåë ïðîöåíòíîãî ïðèðàùåíèÿ ÷èñëåííîñòè çàïàñà S, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðåäïîëàãàÿ

íåîãðàíè÷åííîñòü âîçðàñòàíèÿ îáúåìîâ âûïóñêà Nart, è äàííûé ïðåäåë ëåæèò â ãðàíèöàõ íå

ïðåâûøàþùèõ 0.15× S.
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Ñèòóàöèþ, ïîäîáíóþ äåãðàäàöèè îñåòðîâûõ ðûá, íóæíî âûäåëÿòü èç îáû÷íîãî ñëåäñòâèÿ

íåðàöèîíàëüíîé ýêñïëóàòàöèè ïåðåëîâà â îòäåëüíûé ñöåíàðèé �¾êîëëàïñ¿ êàê âêëþ÷àþùèé

äåñòðóêöèþ ðåïðîäóêòèâíîãî öèêëà. Íàèáîëåå çíà÷èìîå îòëè÷èå ðåàëèçàöèè ñöåíàðèÿ êîëëàï-

ñà ñîñòîèò â íåâîçìîæíîñòè íåçàìåäëèòåëüíîãî íà÷àëà âîññòàíîâëåíèÿ ïîïóëÿöèè ïðîñòî ïîñëå

ñíÿòèÿ ïðîìûñëîâîãî äàâëåíèÿ. Ïîäîáíîå íåîæèäàííîå äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ðàçâèòèå ïðîöåññà

ïîäòâåðæäàåò 25-ëåòíÿÿ îñòàíîâêà îãðîìíîãî ðàíåå ïðîìûñëà òðåñêè Gadus morhua ñ 1992 ã. ó

ïîáåðåæüÿ Íüþ�àóíäëåíäà è Íîâîé Øîòëàíäèè.
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The article presents the formation of a species-specific dynamic model of the reproductive cycle of the population

developed from the analysis of the conceptual graph model. Structural “Cognitive digraph” proposed previously

interpreted the cumulative impact of a set of factors on the trouble of fishing of sturgeon stocks of the Caspian

Sea fish. All known functions for calculation of the efficiency of reproduction do not contain preconditions for the

implementation of such safety critical situations under slight excess of δh allowable exemptions. We assumed the crucial

role of overestimation of reproductive potential by fishing forecasts and implemented a new model. The proposed ODE
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system includes interconnected velocity of decrease in the number of generations of fish and the rates of individual

development, which corresponds to the reduction of the productivity Allen curve. On the basis of numerical solution

of differential equations we have obtained functional dependence, for which discrete iterations lead to the emergence

of a stable cycle p = 2 with the existence of an unstable state of equilibrium. The threshold point is attainable

only under the external influence and realizes the situation of disproportionately significant reduction in reproductive

efficiency. In the case of the Volga sturgeon Acipenser stellatus, this phenomenon has not been compensated by the

artificial release of juvenile fish. All the characteristics of the operating system we obtained allow us to describe the

character of the rapid degradation of the population, which was previously withstanding a huge catch for along time.

Delayed decision to stop fishing leads to long-term degradation of biological resources. Restoring the abundance of

fish is possible in the distant future at the expense of the least depleted in the new environment and partially isolated

subpopulation groups. Accounting for the introduction of juvenile sturgeon technology by using a pulse action on the

variables of the model shows a purely limited effectiveness. We have posed previously unknown scientific problem

about the reasons for differences in reproduction curves closely related species of sturgeon.
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