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Индуцированные шумом колебания больших
амплитуд в модели нейрона Моррис –Лекара
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В работе рассматривается модель нейрона Моррис –Лекара с набором параметров,
соответствующим возбудимости класса 1. Изучается воздействие случайных возмущений
на модель в параметрической зоне, в которой единственным аттрактором детерминиро-
ванной системы является устойчивое равновесие. Показывается, что под действием шума
в системе происходит генерация колебаний больших амплитуд. Это явление подтвержда-
ется изменениями распределения случайных траекторий и межспайковых интервалов. Для
анализа этого феномена используется техника функций стохастической чувствительности
и метод доверительных эллипсов. Предлагается критерий оценки пороговых значений ин-
тенсивности шума, приводящих к стохастической генерации колебаний.

Ключевые слова: модель Моррис –Лекара, возбудимость, стохастическая генерация ко-
лебаний больших амплитуд, стохастическая чувствительность, бифуркации

Введение

Моделирование процессов, происходящих в нервных клетках, является одним из ин-
тенсивно развивающихся направлений нелинейной динамики. В настоящее время получено
большое количество новых результатов о физиологии нейронов и типах нейронной актив-
ности [15, 23]. Кроме того, изучение сложных моделей нейродинамики требует разработки
новых математических методов описания и анализа таких систем.
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Особый интерес представляет исследование воздействий случайных возмущений на по-
ведение нейронных моделей. Было обнаружено, что даже небольшие стохастические флук-
туации могут привести к значительным качественным изменениям в динамике. Например,
в модели нейрона Фицхью–Нагумо [11] в зоне устойчивого равновесия вблизи точки би-
фуркации Андронова –Хопфа под действием шума могут возбуждаться колебания больших
амплитуд [20, 21, 27], что сопровождается эффектом когерентного резонанса [19, 27].

Основной моделью для теоретического анализа стохастической динамики является
уравнение Фоккера –Планка –Колмогорова (ФПК). Оно дает наиболее детальное вероят-
ностное описание стохастических аттракторов, однако напрямую использовать его техни-
чески сложно даже в простых случаях, поэтому были разработаны различные асимпто-
тики и аппроксимации. Для аппроксимации решений уравнения ФПК могут быть исполь-
зованы метод квазипотенциала [2, 8] и техника функций стохастической чувствительно-
сти [1, 6, 7].

В данной статье изучается динамика модели нейрона Моррис –Лекара (МЛ) [25]. Она
представляет собой двумерную систему обыкновенных дифференциальных уравнений и яв-
ляется упрощенным вариантом классической модели Ходжкина –Хаксли [13]. Несмотря на
относительную простоту, модель МЛ воспроизводит широкий диапазон различных нейро-
физиологических явлений и соответствующих им динамических режимов.

Детальный бифуркационный анализ детерминированной модели МЛ в различных па-
раметрических зонах представлен, например, в работах [22, 30]. Стохастический вариант
модели исследовался в [9, 10, 16, 17, 24, 26, 29].

Одним из основных свойств нейрона является возбудимость, то есть переход из поко-
ящегося состояния к генерации периодических спайков (резких изменений электрического
потенциала на мембране клетки). Различают два основных типа возбудимости [12]. Нейро-
ны класса 1 могут возбуждать спайки с любой произвольно низкой частотой, нарастающей
с увеличением внешнего тока. В классе 2 спайки генерируются в определенном довольно
узком диапазоне частот, относительно не зависящих от изменения внешнего тока. В динами-
ческих системах тип возбудимости определяется типом бифуркации перехода от равновесия
к предельному циклу. Классу 1 соответствует седло-узловая бифуркация на инвариантной
кривой, а класс 2 проявляется в моделях с бифуркациями Андронова –Хопфа или седло-
узловыми бифуркациями [14].

Возбудимость в модели МЛ изучалась в работе [28]. Было показано, что модель может
описывать оба класса, в зависимости от значений параметров системы.

В данной статье рассматривается модель МЛ с возбудимостью класса 1. Целью работы
является исследование и анализ воздействия случайных возмущений на динамику системы.

Данная статья построена следующим образом.
В разделе 1 дается описание основных свойств и бифуркаций детерминированной мо-

дели МЛ с набором параметром, соответствующим возбудимости класса 1.
Раздел 2 посвящен исследованию воздействия случайных возмущений на модель МЛ

в зоне параметров, в которой единственным аттрактором детерминированной системы яв-
ляется устойчивое равновесие. Показано, что под действием шума в системе происходит
генерация колебаний больших амплитуд, что подтверждается изменениями распределения
случайных траекторий и межспайковых интервалов. Для анализа этого феномена предла-
гается метод, основанный на технике функций стохастической чувствительности. Предла-
гается критерий оценки пороговых значений интенсивности шума, приводящего к стохасти-
ческой генерации колебаний.
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1. Детерминированная система

Рассмотрим модель Моррис –Лекара (МЛ) [25]:

Cẋ = −gCam∞(x)(x − VCa) − gKy · (x− VK) − gl(x− Vl) + I,

ẏ = ϕ
y∞(x) − y

τy(x)
,

(1.1)

где

m∞(x) = 0.5
(

1 + tanh
(
x− V1

V2

))
,

y∞(x) = 0.5
(

1 + tanh
(
x− V3

V4

))
,

τy(x) =
(

cosh
(
x− V3

2V4

))−1

.

Переменные x и y обозначают, соответственно, мембранный потенциал и активацию то-
ка K+. Первое уравнение системы, описывающее динамику мембранного потенциала x, со-
держит четыре члена, соответствующие току Ca2+, токуK+, общему току утечки и внешне-
му току I. Параметры gCa, gK и gl определяют максимальные проводимости трансмембран-
ных токов, а VCa, VK и Vl — соответствующие реверсивные потенциалы. Функции m∞(x)
и y∞(x) обозначают долю открытых каналов Ca2+ и K+ при фиксированном значении x
мембранного потенциала. Функция τy(x) описывает скорость притока калия в клетку. Кон-
станта ϕ является масштабирующим параметром для скорости открытия канала K+.

В данной статье мы фиксируем следующий набор параметров, при котором система
описывает мембрану с возбудимостью класса 1 [28]: VK = −84 mV , Vl = −60 mV , VCa =
= 120 mV , C = 20 μF/cm2, gl = 2.0 μS/cm2, gCa = 4.0 μS/cm2, gK = 8.0 μS/cm2, V1 =
= −1.2 mV , V2 = 18 mV , V3 = 12 mV , V4 = 17.4 mV , ϕ = 0.064. Динамика системы
рассматривается при изменении параметра внешнего тока I.

На рисунке 1 представлена фазопараметрическая (бифуркационная) диаграмма систе-
мы: x-координаты положений равновесия и экстремальные значения x предельных циклов
в зависимости от значения параметра I. При I < I0 ≈ −9.95 в системе имеется единственное
устойчивое равновесие — узел. При переходе через точку I = I0 происходит седло-узловая
бифуркация, и появляются два новых равновесия — неустойчивый фокус и седло. Три рав-
новесия в системе наблюдаются при I0 < I < I1 ≈ 39.96. При переходе через точку I1
происходит седло-узловая бифуркация на инвариантной кривой, при этом узел, сливаясь
с седлом, теряет устойчивость и аттрактором системы становится устойчивый предель-
ный цикл. Предельный цикл является единственным аттрактором при I1 < I < I2 ≈ 99.
При переходе через точку I2 фокус становится устойчивым. В зоне I2 < I < I3 ≈ 117.4
сосуществуют устойчивое равновесие и устойчивый предельный цикл, бассейны притяже-
ния которых разделены неустойчивым предельным циклом. При переходе через точку I3
устойчивый цикл сливается с неустойчивым, теряет устойчивость и исчезает. В зоне I > I3
единственным аттрактором системы является устойчивое равновесие.

В данной статье изучается динамика системы в параметрической зоне I0 < I < I1 ≈
≈ 39.96, в которой система является возбудимой. На рисунке 2 показан типичный фазовый
портрет системы в этой зоне на примере I = 39.5. В системе имеются три равновесия:
устойчивый узел, неустойчивый фокус и седло. Траектория, выпущенная из точки вблизи
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Рис. 1. Фазопараметрическая (бифуркационная) диаграмма: устойчивые (сплошная) и неустой-
чивые (пунктир, штрихпунктир) состояния равновесия, экстремумы устойчивых (сплошная)
и неустойчивых (пунктир) предельных циклов.

Рис. 2. Детерминированный фазовый портрет при I = 39.5: устойчивые (закрашенный кружок)
и неустойчивые (незакрашенный кружок) состояния равновесия, сепаратриса (штрихпунктир), де-
терминированные траектории (сплошная).

устойчивого равновесия, приближается к нему, но характер переходного процесса зависит
от положения начальной точки относительно сепаратрисы седла. Если начальная точка на-
ходится слева от сепаратрисы, то траектория проходит близко к равновесию. Положение
начальной точки справа от сепаратрисы приводит к траектории большой амплитуды, про-
ходящей далеко от устойчивого равновесия. Это соответствует возникновению потенциала
действия.

2. Стохастическая система

Рассмотрим стохастическую модель Моррис –Лекара:

Cẋ = −gCam∞(x)(x− VCa) − gKy · (x− VK) − gl(x− Vl) + I + εẇ,

ẏ = ϕ
y∞(x) − y

τy(x)
,

(2.1)

где w является стандартным винеровским процессом с параметрами E(w(t) − w(s)) = 0,
E(w(t) − w(s))2 = |t− s| и ε — интенсивность шума.
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Исследуем воздействие случайных возмущений на систему в параметрической зоне
I0 < I < I1 ≈ 39.96. Рассмотрим значение I = 39.5. На рисунке 3 представлены стохасти-
ческие траектории, стартующие с устойчивого равновесия и соответствующие реализации
процесса x(t) для двух значений интенсивности шума. Под воздействием случайных воз-
мущений траектории системы (2.1) покидают устойчивое равновесие и в установившемся
режиме формируют стохастический аттрактор. При относительно малой интенсивности шу-
ма (ε = 0.1) состояния этого аттрактора сконцентрированы около равновесия (см. рис. 3a).
Если интенсивность шума выше некоторого порогового значения (ε = 0.4), стохастические
траектории могут пересечь сепаратрису седла и перед тем, как приблизиться к устойчиво-
му равновесию, могут уйти достаточно далеко от него (см. рис. 3b). При этом наблюдается
генерация колебаний больших амплитуд. На графике x(t) отчетливо заметно чередование
подпороговых колебаний в окрестности равновесия и спайков.

Отметим, что подобный эффект генерации колебаний больших амплитуд под действи-
ем шума наблюдается и в других моделях нейронной активности, например в модели Фиц-
xью–Нагумо [21, 27]. Это стохастическое явление связано с важным свойством нейрона,
возбудимостью. В динамических системах тип возбудимости определяется типом бифурка-
ции перехода от равновесия к предельному циклу: классу 1 соответствует седло-узловая
бифуркация на инвариантной кривой, а класс 2 проявляется в моделях с бифуркация-
ми Андронова –Хопфа или седло-узловыми бифуркациями [14]. Рассматриваемая модель
Моррис –Лекара относится к классу 1, тогда как модель Фицхью–Нагумо демонстрирует
возбудимость класса 2.
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Рис. 3. Стохастическая генерация колебаний при I = 39.5: (a) ε = 0.1, (b) ε = 0.4.
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Рассмотрим, как шум меняет разброс случайных траекторий при различных значени-
ях параметра I в зоне I0 < I < I1. На рисунке 4 для трех значений I показаны детали
распределения случайных состояний в зависимости от интенсивности шума: y-координаты
точек пересечения случайных траекторий с прямой x = x̄ (где x̄ — x-координата точки
равновесия). Заметим, что при малых интенсивностях шума случайные состояния концен-
трируются около равновесия. При увеличении шума появляются состояния с большими
y-координатами, свидетельствующие о наличии траекторий больших амплитуд. Чем бли-
же значение параметра I к точке бифуркации I1, тем меньше критическая интенсивность
шума, при котором происходит стохастическая генерация колебаний больших амплитуд.

Эффект стохастической генерации колебаний больших амплитуд подтверждается изме-
нением плотности распределения траекторий. На рисунке 5 изображены графики плотности
распределения p(y) y-координат точек пересечения случайных траекторий с прямой x = x̄
при разных значениях интенсивности шума. При малом шуме (ε = 0.1) график плотно-
сти имеет один пик, расположенный над устойчивым равновесием. При воздействии шума,
интенсивность которого выше некоторого порогового значения, наблюдается появление вто-
рого пика плотности, площадь под которым увеличивается при дальнейшем увеличении ε.

С помощью графиков плотности распределения p(y) можно эмпирически оценить зна-
чение критической интенсивности шума. На рисунке 6 для различных значений I показаны
графики вероятности P (ε) появления колебаний больших амплитуд, то есть площади под
графиком p(y) для y > 0.1 в зависимости от интенсивности шума ε. Оценим критическую
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Рис. 4. y-координаты точек пересечения случайных траекторий с прямой x = x̄ при различных
значениях параметра внешнего тока: (a) I = 39.0, (b) I = 39.5, (c) I = 39.9.
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Рис. 5. Плотность распределения y-координат точек пересечения случайных траекторий с прямой
x = x̄ при I = 39.5.
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Рис. 6. Вероятность появления колебаний больших амплитуд.

интенсивность шума ε∗ как значение ε, при котором вероятность P становится больше неко-
торой пороговой величины P (ε) > 0.01.

Изменения в стохастической динамике традиционно измеряются статистическими ха-
рактеристиками межспайковых интервалов (ISI) τ , такими как среднее значение m = 〈τ〉
и коэффициент вариации Cv, определяемый как отношение стандартного отклонения ISI

к среднему ISI: Cv =
〈(τ −m)2〉

m .

На рисунке 7 показаны графики m(ε) и Cv(ε) для различных значений параметра I.
Для стохастически возмущенного равновесия при малом шуме, когда спайки генерируются
очень редко, средний межспайковый интервал близок к бесконечности. При увеличении шу-
ма средний межспайковый интервал резко уменьшается, что свидетельствует о начале сто-
хастической генерации спайков. При этом коэффициент вариации Cv близок к нулю при ма-
лых шумах и резко возрастает при достижении интенсивности шума порогового значения.
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Рис. 7. Межспайковые интервалы: (a) среднее, (b) коэффициент вариации.

Графики m(ε) и Cv(ε) также позволяют оценить пороговую интенсивность шума, при
этом полученные значения согласуются с найденными с помощью графиков P (ε). Для I =
= 39.3 получим ε∗emp = 0.3, для I = 39.5 имеем ε∗emp = 0.25 и для I = 39.7 — значение
ε∗emp = 0.16.

Для анализа механизма стохастической генерации колебаний больших амплитуд при-
меним технику функций стохастической чувствительности (ФСЧ). Необходимый матема-
тический аппарат ФСЧ дается в приложении.

Матрица стохастической чувствительности отражает особенности пространственного
распределения случайных траекторий вокруг детерминированных аттракторов. Если ат-
трактором является равновесие, это распределение можно оценить с помощью доверитель-
ного эллипса. Собственные векторы матрицы стохастической чувствительности определяют
положение эллипса, а собственные значения — его размер.

На рисунке 8 показаны собственные значения матрицы стохастической чувствительно-
сти для равновесия в зоне I0 < I < I1. Можно заметить, что стохастическая чувствитель-
ность неограниченно возрастает при приближении к точке бифуркации потери устойчиво-
сти равновесия I1.
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Рис. 8. Стохастическая чувствительность равновесия.

Отметим также значительные различия собственных значений матрицы стохастиче-
ской чувствительности при каждом фиксированном значении I. Это свойство указывает
на то, что случайные состояния системы (2.1) распределены вокруг равновесия неравно-
мерно.

Появление колебаний большой амплитуды можно объяснить особенностями фазового
портрета детерминированной системы в зоне I0 < I < I1. Траектории, начинающиеся вбли-
зи устойчивого равновесия, стремятся к нему, но характер переходного процесса зависит
от начального отклонения и положения начальной точки относительно сепаратрисы седла
(см. рис. 2). Действительно, если отклонение относительно мало и начальная точка нахо-
дится слева от сепаратрисы, траектории проходят близко к устойчивому равновесию. Если
начальная точка находится за сепаратрисой справа, то переходный процесс имеет траекто-
рию большой амплитуды.

На рисунке 9 показаны доверительные эллипсы при I = 39.5 для двух значений ин-
тенсивности шума и доверительной вероятности P = 0.99. При ε = 0.2 доверительный
эллипс расположен вблизи устойчивого равновесия. При увеличении шума (ε = 0.3) эллипс
расширяется и пересекает сепаратрису. Это означает, что с высокой вероятностью случай-
ные траектории могут выйти в область справа от сепаратрисы, в которой генерируются
траектории большой амплитуды.

Доверительные эллипсы позволяют оценить критическое значение интенсивности шу-
ма, при котором начинается стохастическая генерация колебаний больших амплитуд. Это
значение, при котором доверительный эллипс касается сепаратрисы. Для I = 39.3 получим
ε∗ssf = 0.4, для I = 39.5 имеем ε∗ssf = 0.3 и для I = 39.7 — значение ε∗ssf = 0.2. Получен-
ные с помощью метода доверительных эллипсов аналитические оценки достаточно хорошо
согласуются с эмпирическими.

Стохастическая генерация колебаний больших амплитуд зависит как от стохастической
чувствительности равновесия, так и от взаимного расположения устойчивого равновесия
и седла. На рисунке 10 показаны положения равновесий системы и доверительные эллипсы
для фиксированной интенсивности шума ε = 0.3 при двух значениях параметра I = 39.0
и I = 39.5. Заметим, что при I = 39.5 расстояние между устойчивым равновесием и седлом
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Рис. 9. Доверительные эллипсы для I = 39.5, P = 0.99.
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Рис. 10. Взаимное расположение сепаратрисы седла и доверительных эллипсов для ε = 0.3, P = 0.99
при (a) I = 39.0, (b) I = 39.5.

меньше, чем при I = 39.0, и доверительный эллипс при I = 39.5 больше, чем при I = 39.0,
и пересекает сепаратрису, тогда как при I = 39.0 — не пересекает. Можно сделать вывод,
что при приближении параметра I к точке бифуркации I1 появление колебаний больших
амплитуд может наблюдаться при сколь угодно малых интенсивностях шума, поскольку од-
новременно с увеличением чувствительности сокращается расстояние между устойчивым
равновесием и седлом. Это предположение подтверждается графиком зависимости крити-
ческих значений интенсивности шума от параметра I, изображенном на рисунке 11. Он
показывает, что при приближении параметра I к точке бифуркации I1 значения ε∗ резко
уменьшаются.
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Рис. 11. Оценки критической интенсивности шума: аналитические (сплошная линия) и эмпириче-
ские (звездочки).

Заключение

В работе исследовано воздействие случайных возмущений на модель нейрона Моррис –
Лекара с возбудимостью класса 1. Показано, что в зоне параметров, в которой единствен-
ным аттрактором детерминированной системы является устойчивое равновесие, под дей-
ствием шума происходит генерация колебаний больших амплитуд. Этот феномен подтвер-
ждается изменениями распределения случайных траекторий и межспайковых интервалов.
Для анализа этого явления используется техника функций стохастической чувствительно-
сти и метод доверительных эллипсов. Предложен критерий оценки пороговых значений ин-
тенсивности шума, приводящих к стохастической генерации колебаний. Показано, что полу-
ченные значения хорошо согласуются с результатами прямого численного моделирования.

Приложение

Стандартной математической моделью систем со случайными возмущениями являют-
ся стохастические дифференциальные уравнения. Рассмотрим общую n-мерную стохасти-
ческую систему уравнений Ито [4]

dx = f(x) dt + εσ(x) dw(t), (2.2)

где x — n-вектор, w(t) — m-мерный стандартный винеровский процесс, f(x) и σ(x) — до-
статочно гладкие функции соответствующих размерностей, ε — параметр интенсивности
возмущений.

В результате действия невырожденных шумов случайные траектории системы (2.2)
покидают детерминированный аттрактор и формируют вокруг него некоторый стохасти-
ческий аттрактор. Детальное вероятностное описание случайных траекторий в терминах
плотности распределения дается уравнением Фоккера –Планка –Колмогорова (ФПК) [3].

Если характер переходного процесса является несущественным, а основной интерес
представляет установившийся режим, то можно ограничиться рассмотрением стационарной
плотности распределения ρ(x, ε), задаваемой стационарным уравнением ФПК. Непосред-
ственное использование этого уравнения уже в двумерном случае весьма затруднительно,
поэтому применяются различные аппроксимации и асимптотики [5, 18, 21]. В настоящее
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время развивается подход, основанный на методе квазипотенциала [2, 8] и технике функ-
ции стохастической чувствительности [1, 6, 7].

Рассмотрим случай стохастического равновесия. Пусть детерминированная система,
соответствующая (2.2), имеет экспоненциально устойчивое равновесие x̄. C помощью со-
ответствующей квадратичной аппроксимации квазипотенциала вблизи равновесия можно
записать экспоненциальную гауссовскую асимптотику

ρ(x, ε) = K exp

(
−(x− x̄,W−1(x− x̄))

2ε2

)
.

Для экспоненциально устойчивого равновесия x̄ матрица W является единственным реше-
нием матричного уравнения

FW +WF� = −S, F =
∂f

∂x
(x̄), S = GG�, G = σ(x̄).

Матрица W связывает стохастический вход (ε2) и стохастический выход (ковариацион-
ную матрицу D): D(ε) = ε2W . Таким образом, матрицуW можно рассматривать в качестве
функции стохастической чувствительности системы к случайным возмущениям. Будем на-
зывать ее матрицей стохастической чувствительности. Она характеризует пространственное
расположение и размеры стационарно распределенных случайных состояний системы (2.2)
около детерминированного равновесия x̄.

Для случая n = 2 соответствующий доверительный эллипс задается следующим урав-
нением:

(x− x̄,W−1(x− x̄)) = 2k2ε2,

где ε — интенсивность возмущений, k2 = − ln(1 − P ), а P — доверительная вероятность.
Это означает, что случайные состояния системы (2.2) находятся внутри эллипса с вероят-
ностью P .

Доверительные эллипсы являются достаточно простыми и наглядными геометрически-
ми моделями пространственного описания случайных состояний около детерминированного
равновесия x̄.
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Noise-induced large amplitude oscillations in the Morris – Lecar neuron model
with class 1 excitability
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We consider the Morris – Lecar neuron model with a parameter set corresponding to class 1
excitability. We study the effect of random disturbances on the model in the parametric zone
where the only attractor of the deterministic system is a stable equilibrium. We show that
under noise the stochastic generation of large amplitude oscillations occurs in the system. This
phenomenon is confirmed by changes in distributions of random trajectories and interspike
intervals. This effect is analyzed using the stochastic sensitivity function technique and the
method of confidence domains. We suggest a criterion for the estimation of threshold values of
noise intensity leading to the stochastic generation of oscillations.
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