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Рассматривается движение тяжелой точки по поверхности сферы, вращающейся с по-
стоянной угловой скоростью вокруг вертикальной оси, не совпадающей с ее диаметром.
Предполагается, что взаимодействие точки и сферы происходит по закону сухого трения.
Выписываются уравнения с множителями Лагранжа; в предельных случаях большой по ве-
личине угловой скорости и большого расстояния от центра сферы до оси вращения нахо-
дятся множества неизолированных положений относительного равновесия точки на сфере,
исследуется их зависимость от параметров задачи. Результаты представлены графически
в виде разверток на цилиндре. Для общего случая также построены серии аналогичных
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Задачи о существовании и бифуркациях неизолированных относительных равновесий
возникают при изучении динамики механических систем с вращающимися элементами, ори-
ентированных на разные операции типа перемешивания, помола, сушки и т. д. различных
веществ (см., например, [20, 25]), а также при изучении динамики автобалансировочных
систем [31].

В одномерном случае исследование динамики подобных систем восходит, вероятно,
к работам Мандельштама [11], где идет речь о разных версиях маятника Фруда. Как прави-
ло, при исследовании маятника Фруда предполагается, что сила сопротивления не зависит
от нормальной реакции. Однако в случае, когда в рассматриваемой системе присутствует
сухое трение, это, вообще говоря, не так. В работах [1, 16, 19] и др. были развиты мето-
ды исследования предельных циклов системы типа маятника Фруда при достаточно общих
предположениях.

В теории установившихся движений различают так называемые относительные равно-
весия и установившиеся движения (см., например, [7]), находящиеся между собой в общем
случае во взаимно однозначном соответствии и обладающие известной общностью свойств
устойчивости [7, 8, 15]. Указанные соответствия и свойства исследовались, вообще говоря,
для изолированных решений. В механике систем с сухим трением наблюдают как множества
неизолированных относительных равновесий [2, 22, 23], так и множества неизолированных
установившихся движений [9, 10, 17]. Для таких систем указанные выше соответствия, на-
сколько известно автору, не изучались.

Систематическое развитие общей теории устойчивости равновесий в системах с сухим
трением восходит, вероятно, к работе [14]. Методы исследования устойчивости таких равно-
весий, основанные, в частности, на общей теории систем с разрывными правыми частями,
были предложены в [3–5, 12, 13, 21, 24, 28–30]. В [18, 26, 27] изучались бифуркации равнове-
сий в системах с трением, а также бифуркации фазовых портретов таких систем. Общий по-
ход к бифуркациям семейств неизолированных равновесий систем с трением изложен в [6].

В настоящей работе исследуется естественный трехмерный аналог задачи [2].

1. Постановка задачи и уравнения движения
в избыточных координатах

Рассматривается движение тяжелой точки P массы m по сфере радиуса � с центром
в точке O. Сфера вращается с постоянной угловой скоростью ω вокруг вертикальной оси,
которая находится на расстоянии a от ее вертикального диаметра. Будем считать, что меж-
ду бусинкой и сферой действует сила сухого трения с коэффициентом трения μ.

Движение бусинки можно описать с помощью уравнений Лагранжа первого рода в свя-
занной со сферой подвижной системе координат (ПСК). Пусть Oxyz — такая система коор-
динат с началом в центре сферы, ось y которой вертикальна, а оси x и z образуют с y правую
тройку. Ось вращения сферы определяется единичным вектором e = (0, 1, 0)T и проходит
через точку A: OA = (−a, 0, 0)T (рис. 1).

В ПСК положение точки P задается координатами r = (x, y, z), а связь, стесняющая
ее движение, определяется соотношением

f = 1
2
(
x2 + y2 + z2 − �2

)
= 0. (1.1)

Пусть vr = (ẋ, ẏ, ż) и ve = (ωz, 0,−ω(x+ a)) — соответственно, скорость точки относи-
тельно ПСК и ее переносная скорость; vr = (vr,vr)1/2, ve = (ve,ve)1/2. Тогда кинетическая
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Рис. 1. Точка на окружности, вращающейся вокруг оси с постоянной угловой скоростью.

и потенциальная энергия системы, освобожденной от связи, примут вид

T = m
2
(
(ẋ+ ωz)2 + ẏ2 + (ż − ω(x+ a))2

)
, U = mgy,

где g — величина ускорения свободного падения. Если F = (Fx, Fy, Fz)T — сила трения, то
уравнения Лагранжа записываются как

d
dt

∂Lλ
∂ẋ

=
∂Lλ
∂x

+ Fx,
d
dt

∂Lλ
∂ẏ

=
∂Lλ
∂y

+ Fy,
d
dt

∂Lλ
∂ż

=
∂Lλ
∂z

+ Fz, (1.2)

Lλ = L+ λf, L = T − U. (1.3)

Уравнения (1.2) можно представить в виде

ma = FC + Fc + FN + N + F,

где a — ускорение точки в ПСК, FC и Fc — кориолисова и центробежная силы, FN — сила
тяжести, N — нормальная реакция сферы, F — сила трения, причем в случае скольжения
(vr �= 0)

F = −μvrvr N, N = (N,N)1/2. (1.4)

Единичный вектор

n = −∂f
∂r

/∣∣∣∣∂f∂r
∣∣∣∣ =

⎛⎜⎜⎜⎝
−x/�
−y/�
−z/�

⎞⎟⎟⎟⎠
определяет внутреннюю нормаль к сфере в точке P . Тогда выражения для сил имеют вид

FC =

⎛⎜⎜⎜⎝
−2mωż

0

2mωẋ

⎞⎟⎟⎟⎠, Fc =

⎛⎜⎜⎜⎝
mω2(x+ a)

0

mω2z

⎞⎟⎟⎟⎠, FN =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

−mg
0

⎞⎟⎟⎟⎠,
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N = −λ�n =

⎛⎜⎜⎜⎝
λx

λy

λz

⎞⎟⎟⎟⎠, F =

⎛⎜⎜⎜⎝
Fx

Fy

Fz

⎞⎟⎟⎟⎠.
Введем безразмерные параметры при помощи следующих соотношений:

x �→ x�, y �→ y�, z �→ z�, t �→ t

√
�
g , ω �→ ω

√
g

�
, a �→ a�,

λ �→ λm
g

�
, L �→ Lmg�, Fx �→ mgFx, Fy �→ mgFy, Fz �→ mgFz.

(1.5)

Сохраняя точку над символом как обозначение производной по новому времени и учитывая
выражения (1.5), уравнения связей (1.1) и функцию Лагранжа (1.3) можно записать как

f = 1
2
(
x2 + y2 + z2 − 1

)
= 0,

Lλ = 1
2
(
(ẋ+ ωz)2 + ẏ2 + (ż − ω(x+ a))2

)
− y + λf.

(1.6)

Для определения множителя Лагранжа λ вычисляют первые и вторые производные по
времени от тождества (1.1), задающего связь. Они имеют вид

xẋ+ yẏ + zż = 0, (1.7)

xẍ+ yÿ + zz̈ + ẋ2 + ẏ2 + ż2 = 0. (1.8)

Кроме того, так как вектор силы трения касается сферы в точке P, то

xFx + yFy + zFz = 0

и подстановка в тождества (1.7) и (1.8) выражений для вторых производных из уравне-
ний (1.2) позволяет представить множитель λ и уравнения движения в виде

λ = −ω2(x+ a)x− ω2z2 + ωżx2 − ωẋz2 + y, ẍ = ω2(x+ a) − ωż + λx+ Fx,

ÿ = −1 + λy + Fy, z̈ = ωẋ+ ω2z + λz + Fz.
(1.9)

Согласно закону Амонтона –Кулона, для величины силы трения выполнено соотноше-
ние

F 2 = F 2
x + F 2

y + F 2
z � μ2λ2. (1.10)

Подстановка выражения (1.9) для λ в неравенство (1.10) дает условие

F 2 � μ2
(
−ω2(x+ a)x− ω2z2 + ωżx2 − ωẋz2 + y

)2
,

обращающееся в равенство в случае скольжения. При этом, согласно соотношению (1.4),

Fx = −F ẋ√
ẋ2 + ẏ2 + ż2

, Fy = −F ẏ√
ẋ2 + ẏ2 + ż2

, Fz = −F ż√
ẋ2 + ẏ2 + ż2

,

так как направление силы трения противоположно направлению скольжения. Здесь

F (x, y, z, ẋ, ż) = μ|ω2(x+ a)x+ ω2z2 − 2ωxż + 2ωẋz − y|
— величина силы трения. В случае равновесия сила трения уравновешивает касательную
составляющую суммы силы тяжести и центробежной силы. Она противоположна по на-
правлению этой касательной составляющей и удовлетворяет неравенству

F (x, y, z, 0, 0) � μ|ω2(x+ a)x+ ω2z2 − y|. (1.11)
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2. Существование относительных равновесий и их свойства

Уравнения относительных равновесий

Если точка находится в равновесии относительно сферы, то ее относительная скорость,
а вместе с ней — и кориолисова сила, равны нулю. Обозначим

ξ(x, y, z) = ((x+ a)2 + z2 − (x(x+ a) + z2)2)ω4 + 2y(x(x + a) + z2)ω2 + 1 − y2,

η(x, y, z) = ω2(x(x+ a) + z2) − y.

Тогда с учетом (1.9) и того, что F 2 = F 2
x +F 2

y +F 2
z , система для определения относительных

равновесий принимает вид

ξ(x, y, z) � μ2η2(x, y, z), x2 + y2 + z2 = 1. (2.1)

Эта система составит предмет дальнейшего изучения.
Пусть

Φ = ξ(x, y, z) − μ2η2(x, y, z).

Введем для удобства угол трения β ∈ [0, π/4], такой, что tg β = μ. Тогда выражение для
функции Φ представимо в виде

Φ = −(ω2x2 + ω2z2 − y + ω2xa)2

cos2 β
+ ((x+ a)2 + z2)ω4 + 1.

Исключая из этого соотношения z2 с помощью уравнения сферы, имеем

Φ = −(ω2(1 − y2) − y + ω2xa)2

cos2 β
+ ((x+ a)2 + (1 − x2 − y2))ω4 + 1. (2.2)

Выражение для Φ — многочлен второй степени по x. Его дискриминант по этой переменной
имеет вид

Dx = 4 ω4a2

cos2 β

(
(a2 + y2 − sin2 β)ω4 + 2ω2y + 1

)
. (2.3)

Он обращается в нуль, если

y± =
− 1 ± ω2(sin2 β − a2)1/2

ω2
. (2.4)

При этом

x± = a− (sin2 β − a2)1/2

ω2a
. (2.5)

В точках (x±, y±), существующих при выполнении условия

sin2 β − a2 � 0, (2.6)

кривая на плоскости (x, y), задаваемая соотношением Φ = 0, имеет горизонтальные каса-
тельные (рис. 2). Если соотношение (2.6) обращается в равенство, то эти точки совпадают
(рис. 3).
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Рис. 2. Горизонтальные касательные к области
равновесия при β = π/6, ω = 2, a = 1/3.

Рис. 3. Совпадающие горизонтальные касатель-
ные к области равновесия при β = π/6, ω = 2,
a = 1/2.

Множества относительных равновесий, определяемые системой (2.1), зависят от трех
параметров (a, ω, β). Аналогичная задача для движения точки по окружности изучалась
в работе [2].

Конфигурационное многообразие рассматриваемой механической системы с двумя сте-
пенями свободы — сфера. Введем на ней две угловые координаты θ и ϕ. Координату θ
будем отсчитывать от восходящей вертикали, ϕ задает угол между проекцией OP на плос-
кость Oxz и осью z (рис. 1). Тогда

x = sin θ sinϕ, y = cos θ, z = sin θ cosϕ,

и условие существования относительных равновесий запишется в виде неравенства

P (θ, ϕ,Ω, a, β) = Ω2a2 cos2 ϕ+ sin2 θ + Ω2 cos2 θ(a sinϕ+ sin θ)2 +

+ 2Ω sin θ cos θ(a sinϕ+ sin θ) − tg2 β(Ω sin θ(a sinϕ+ sin θ) − cos θ)2 � 0, Ω = ω2.
(2.7)

Исследуем зависимость решений неравенства (2.7) от значений параметров (a,Ω, β).

Относительные равновесия и бифуркационные диаграммы

Будем рассматривать области, задаваемые неравенством (2.7), на развертке цилин-
дра (ϕ, θ), {0 � ϕ < 2π} × {0 � θ < π/2}, причем прямые ϕ = 0 и ϕ = 2π отождествлены.
Прежде всего рассмотрим два предельных случая: а) a 1, б) Ω  1.

а) В этом случае сфера находится достаточно далеко от оси вращения. При Ω �= 0
условие (2.7) примет вид

cos2 β � sin2 θ sin2 ϕ.

Область относительных равновесий в этом случае состоит из двух компонент, сим-
метричных относительно прямой ϕ = π, и не зависит от угловой скорости вращения ω
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(см. рис. 4). На этом и дальнейших рисунках точечным пунктиром обозначена граница,
на которой меняет знак нормальная реакция N = cos θ + Ω sin θ(a sinϕ + sin θ), угол тре-
ния β для всех рисунков полагается равным arctg(0.7). В случае a  1 она определяется
знаком выражения sin θ sinϕ, то есть нормальная реакция положительна на полусфере,
расположенной дальше от оси вращения, и отрицательна на ближней.

Рис. 4. Области относительных равновесий при больших значениях параметра a.

Аналитическое исследование устойчивости полученных компонент семейств неизолиро-
ванных относительных равновесий путем построения функций Ляпунова достаточно слож-
но (см. [3–6, 24, 28–30]). Устойчивость по Ляпунову внутренних точек этих областей следу-
ет из результатов Г.К.Пожарицкого [14]. Здесь мы ограничимся рассмотрением вопроса об
устойчивости граничных точек изучаемых областей в следующем «статическом» смысле:
пусть в начальный момент времени точка P располагается в некоторой точке Q границы об-
ласти, заполненной неизолированными равновесиями. «Отпустим» точку P без начальной
скорости, одновременно «освободив» систему от трения, то есть предположив, что коэффи-
циент трения обратился в нуль. Если точка P начнет движение внутрь (или вдоль границы)
области, заполненной неизолированными равновесиями, то скажем, что располагавшаяся
в точке Q точка P притягивается (не отталкивается) областью, заполненной неизолирован-
ными равновесиями. Если же точка P начнет движение вовне по отношению к области,
заполненной неизолированными равновесиями, то скажем, что располагавшаяся в точке Q
точка P отталкивается областью, заполненной неизолированными равновесиями. Если гра-
ница изолированной компоненты области, заполненной неизолированными положениями
равновесия, заполнена точками, в которых эта компонента притягивает точку P, то будем
говорить, что данная компонента притягивающая. Если же на границе изучаемой компо-
ненты найдется хоть одна точка, в которой точка P отталкивается, будем говорить, что
компонента отталкивающая.

Направление движения точки определяется знаком скалярного произведения касатель-
ной проекции активных сил при нулевой начальной скорости на внешнюю нормаль к гра-
нице области. Обозначим

C = p3Ω3 + p2Ω2 + p1Ω + p0, (2.8)
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где

p0 = 2 sin2 θ cos θ, p1 = 2a sin θ sinϕ(3 cos2 θ − 1) − 8 cos4 θ + 10 cos2 θ − 2,

p2 = 2a2 cos θ(1 − 3 sin2 θ sin2 ϕ) + 16a sin θ sinϕ cos3 θ − 10 cos5 θ +

+ 2cos2 β sin θ cos θ(a sinϕ+ sin θ),

p3 = −2a3 sin θ sinϕ(sin2 ϕ cos2 θ + cos2 ϕ) + 8a2 cos4 θ sin2 ϕ+ 10a sinϕ sin θ cos4 θ −
− 4 cos6 θ + cos2 β(2a2(sin2 ϕ cos2 θ + cos2 ϕ) + 4a sinϕ sin θ cos2 θ + 2 sin2 θ cos2 θ).

Тогда, если выполнено условие C > 0, точка движется от области, в случае противополож-
ного знака — к области.

В случае a 1 направление движения определяет знак коэффициента при максималь-
ной степени параметра a. В данном случае это коэффициент при a3, входящем в выражение
для p3, то есть −2 sinϕ sin θ(sin2 ϕ cos2 θ + cos2 ϕ).

На рисунке 4 компонента G, находящаяся на дальней от оси полусфере — притяги-
вающая, а компонента F на ближней полусфере — отталкивающая. Светло-серым цветом
выделены области, в которых точка, запущенная без начальной скорости, движется по на-
правлению внешней нормали границы области, в белых областях она движется в противо-
положную сторону.

б) В этом случае, когда угловая скорость вращения сферы ω велика, условие (2.7)
принимает вид

a2 cos2 ϕ cos2 β � (sin2 θ − cos2 β)(a sinϕ+ sin θ)2. (2.9)

В силу (2.9) относительные равновесия существуют только при sin2 θ − cos2 β � 0,
то есть для θ ∈

[
π
2 − β, π2 + β

]
. Пусть это условие выполнено.

Рассмотрим изменение области относительных равновесий на периоде при возрастании
параметра a и Ω  1 (рис. 5). На всех рисунках горизонтальные пунктирные линии обо-
значают «долго́ты» θ∗ = arcsin a и π − θ∗ точек пересечения оси вращения со сферой. Эти
точки всегда являются положениями относительного равновесия.

При a = 0 область относительных равновесий одинакова для любого значения ϕ и та-
ким образом на плоскости (θ, ϕ) представляет собой «пояс» G, заключенный между пря-
мыми θ = π

2 −β и θ = π
2 +β (рис. 5a). При a ∈ (0, a∗), a∗ = sin β этот «пояс» деформируется

(рис. 5b), затем при a = a∗ на нем появляются две перемычки в точках P1(π + β, π/2)
и P2(2π − β, π/2) (рис. 5c), а при a > a∗ он распадается на две подобласти G1 и G2 (об-
ласть G2 изображена на рис. 5d). Далее, подобласть G2, находящаяся ближе к оси враще-
ния, сужается, и при a ∈ (cos β, 1), в точках пересечения оси вращения и сферы образуются
перемычки (случай совпадающих горизонтальных касательных, рис. 5e). При a = 1 эти
перемычки сходятся в единственной точке пересечения оси и сферы (рис. 5f), а с дальней-
шим ростом a компонента G2 снова расширяется (рис. 5g). Подобласть G1, находящаяся
дальше от оси вращения, при этом топологических изменений не претерпевает. В преде-
ле при больших a область относительных равновесий принимает вид, изображенный на
рисунке 4.

Направление движения точки, запущенной без начальной скорости с границы области
равновесия, определяется знаком коэффициента p3 выражения (2.8).

Компонента G до разделения является притягивающей, после разделения компонен-
та G1 остается притягивающей, а компонента G2 становится отталкивающей.
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Рис. 5. Бифуркации области относительных равновесий при Ω  1.

На этой же серии рисунков можно отследить изменение области, на которой нормаль-
ная реакция положительна. В случае Ω  1 ее знак определяется знаком выражения
sin θ(a sinϕ+ sin θ), то есть при a = 0 она положительна для всей сферы, а при увеличении
значения a на полусфере, которую пересекает ось вращения, появляются две области от-
рицательной реакции, которые объединяются при a = 1 и в пределе заполняют полусферу
полностью.

В работах [2, 22] на основании численных построений были сделаны выводы о каче-
ственном поведении системы. Однако в рассматриваемом случае размерность системы вы-
ше, что не позволяет построить фазовые портреты и тем самым затрудняет исследования.
В этом случае можно представить изменение области относительного равновесия графиче-
ски в виде серии рисунков для разных значений a при фиксированном Ω. На рисунках 6–9
изображены такие серии для Ω = 1, 2.25, 9, 64.
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Рис. 6. Бифуркации области относительных равновесий при Ω = 1.

При a = 0 область равновесий может состоять из двух (рис. 6, 7) или трех (рис. 8, 9)
компонент. При Ω � 1

cosβ
для значения параметра a∗ на бо́льшей компоненте появляются

две перемычки

P1

(
π + arcsin

(
a∗ Ω√

Ω2 − 1

)
, π2 + arcsin 1

Ω

)
,

P2

(
2π − arcsin

(
a∗ Ω√

Ω2 − 1

)
, π2 + arcsin 1

Ω

)
(случай совпадающих касательных, ср. с критическим случаем в [2]), и далее эта компонента
разделяется на две подкомпоненты G1 и G2.

Темно-серым цветом на последних рисунках каждой серии показана форма, к которой
стремится область при больших значениях a. Для случаев Ω = 9 и Ω = 64 на последних
двух и, соответственно, четырех картинках серий показано изменение только части обла-
сти, которая находится ближе к оси вращения. Компонента G1 при этом топологически не
изменяется.

Замечание. Компоненты F и I в изображенных случаях всегда являются отталкиваю-
щими. Компонента G при a = 0 — притягивающая; при увеличении параметра a она может
оставаться притягивающей (рис. 6) или становиться отталкивающей (рис. 7). В случаях,
когда при a = 0 существует еще и компонента I, она может стать отталкивающей после
(рис. 8) или до (рис. 9) ее слияния с компонентой G или ее частями. Отделившаяся меньшая
компонента — отталкивающая.

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №3. С. 369–383



О движении тяжелой точки по сфере 379

Рис. 7. Бифуркации области относительных равновесий при Ω = 2.25.

В отличие от предельного случая Ω  1, в общем случае при a = 0 область, на кото-
рой нормальная реакция отрицательна, всегда существует, и при этом граница ее задается
постоянным значением угла θ. При увеличении значения a область деформируется, и в пре-
деле она, как и ранее, полностью занимает полусферу, находящуюся ближе к оси вращения.
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On the motion of a material point on a rotating sphere with dry friction
(the case of the vertical axis)
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The motion of a heavy point on the surface of a rotating sphere is considered. It is assumed
that the rotation axis does not coincide with the vertical diameter of the sphere and the angular
velocity of the sphere is constant. The Lagrange equations for this system are derived. Sets of
relative equilibria are found and their dependence on the parameters of the system is studied in
extreme cases when the magnitude of the angular velocity or the distance between the rotation
axis and the center of the sphere is large. The results are represented in graphic form. The same
graphic series are also numerically plotted in the general case.
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