
�������� �	����
�� ��������� � �	�������� ���� ����� ���� � ����

��� ������	
 �����	���

�© ���� �����	


� ������� �����	�
������ ��������� ������� 	���

�����������	��
 �	�����	���� ��	��	���� ��	����� ������ D̂ + Ŵ =
∑

α̂j(−i ∂
∂xj

− Aj) + V̂0 + V̂1� �	�����

��� ���	����� A : R3 → R
3 � ������� V̂s� s = 0, 1� �� ����	��
�� � �����������	 ��������� (4 × 4)�������


��
���
 �	�����	����� � � !	� �	"	���� �	����� Λ ⊂ R
3� #�	����$�	��
� ��� ������� V̂s ����	����
�

�� �������������� ������"	��
� V̂sα̂j = (−1)sα̂j V̂s� j = 1, 2, 3� s = 0, 1� #���% K & ��	�	������
 
�	���

�	"	��� Λ� �������� � �������
 �	��	�������% ��	���� ��	������ D̂ + Ŵ � 	��� �� � A ∈ Hq
loc(R

3;R3)� q > 1�

�� �
∑ ‖AN‖ < +∞� $	 AN & ��������	��� '��%	 ��$�����$� ���	������ A� � ������
 V̂ = V̂0 + V̂1

������	(�� ������������ L3
w(K) � �
 �		 ��� ��	� ���������  ��%"�� ������ t > 0 ������
	��
 ��	���

mes {x ∈ K : ‖V̂ (x)‖ > t} � Ct−3� $	 mes & �	�� )	 	$� � ��������� C > 0 ������� �� A *	��� A ≡ 0� �� C &

����	����%��
 ���������+� , ������� V̂ = V̂0 + V̂1 ��(�� � ����% �	�����	���� ������� ����$� (	 ����
��	�!�� ����������	 ��� 	������ |x− xm|−1ŵm � ���	������
� ���	� xm ∈ K� m = 1, . . . , m0� � �	��	������
��� x /∈ xm +Λ� m = 1, . . . ,m0� 	��� ‖ŵm‖ � C1 �
 ��	� m� $	 ��������� C1 > 0 ���(	 ������� �� ��$�����$�
���	������ A *� �	 ������� �� m0+�

�������� ��	�
- ��	����� ������� � �������
 �	��	�������% ��	����� �	�����	���� ���	������

��������

���� MM 
 ��� M ∈ N
 � �������� ������������ �� ������!" (M ×M)# ����$
 SM �
 ��%����� &� ����!"  ����$ �' MM 
  ����$! α̂j ∈ SM 
 j = 1, . . . , n (n � 2)
 ����������*+�

������  ���$����! ������,���* α̂jα̂l + α̂lα̂j = 2δjlÎ , ��� Î ∈ MM � �����-��*  ����$� �

δjl � �� ��� ���������� ./�'��-� -���' S̃M  ��%�����  ����$ L̂ ∈ SM 
 ��������� !" � ����

L̂ = L̂0 + L̂1
 ��� L̂s ∈ SM � α̂jL̂s = (−1)sL̂sα̂j ��* ���" j = 1, . . . , n
 s = 0, 1�
0��� ���������* n# ���!� �������� ������

n∑
j=1

α̂j

(−i ∂

∂xj
−Aj

)
+ V̂ , x ∈ R

n, n � 2, (1��)

��� i2 = −1 � �� ������! Aj  ��������� �����$���� A : Rn → R
n �  ����-��* 2���#

$�* V̂ : Rn → S̃M *��*+��* �������-���� � � �/3�� ��,����� �������� Λ ⊂ R
n�

���������! � R
n �������*+��* ������������ ���������� �������������� /�'��� {Ej}

(|Ej | = 1
 j = 1, . . . , n4 | · | � (·, ·) � ����� � ����*���� ����'������� �������� �' R
n)


Aj(x) = (A(x), Ej)� ���� {Ej} � /�'�� ��,���� Λ ⊂ R
n
 K = {x =

n∑
j=1

ξjEj : 0 � ξj < 1,

j = 1, . . . , n} � &�� �������* *-���� ��,���� Λ� 5���' mes �/�'��-����*  ��� 6�/��� � ���#
���������" R

m
 m ∈ N4 mesK � �/7� &�� �������� *-���� K� 8 �������,� 2���$��

����������!� �� &�� �������� *-���� K
 /���� ���%� ���%������*���* � �" �������-���� �
������%���* � (� ��,����� �������� Λ) �� ��� ������������ R

n�
9���*��!� ����'������* � ��� ! � ������������" C

M 
 L2(Rn;CM ) � L2(K;CM ) ����*��*
�/!-�! �/��'� (� � �" �/�'��-���*"
 ��� �������
 �� /���� ������'������* �/�'��-���*
�� �" �����������)� ��*  ����$ L̂ ∈ MM

‖L̂‖MM
= max

u∈CM : ‖u‖=1
‖L̂u‖.

:����!� � �����-�!�  ����$! � ��������! � ��'�!" ������������" �/�'��-�+��* ��� 0̂ � Î
���������������

���� {E∗
j } � /�'�� �/������ ��,���� Λ∗ ⊂ R

n
 ��* �������� (Ej , E
∗
l ) = δjl
 j, l = 1, . . . , n4

K∗ = {y =
n∑

j=1
ηjE

∗
j : 0 � ηj < 1, j = 1, . . . , n} � &�� �������* *-���� ��,���� Λ∗. 9����������

;



��������� mesK∗ = (mesK)−1. 5���'

ψN = (mesK)−1

∫
K
ψ(x) e−2πi (N,x) dx, N ∈ Λ∗,

�/�'��-�+��* ��&22�$����! <���� 2���$�� ψ ∈ L1(K;U)
 ��� U � ���� �' ����������� C
M ,

R
n ��� MM �

.�������

D̂ = −i
n∑

j=1

α̂j
∂

∂xj

��������� � ������������ L2(Rn;CM ) � � ��� ����� �/�����+ ����������* ����� 9�/�����
(���*��� �)= D(D̂) = H1(Rn;CM ) ⊂ L2(Rn;CM )�

>����-��* 2���$�* Ŵ ∈ L2
loc(R

n;MM ) ���������� �	��
�	����� ����	��� D̂
 ����
Ŵφ ∈ L2(Rn;CM ) ��* ���" ϕ ∈ H1(Rn;CM ) � ��* ���������� -���� a � 0 �������* �����

-���� C = C(a, Ŵ) � 0
 -�� ��* ���" ������#2���$�� ϕ ∈ H1(Rn;CM )

‖Ŵϕ‖L2(Rn;CM ) � a‖D̂ϕ‖L2(Rn;CM ) + C‖ϕ‖L2(Rn;CM ). (1�?)

@�-��* ��%�** ����� -���� a
 ��* �����!" �!����*���* �$���� (1�?)
 ��'!�����* ������ ��	�

������ ������� Ŵ �	��
�	����� ����	��� D̂ � /���� �/�'��-����* -���' b(Ŵ).

������-����* � ��,����� �������� Λ ⊂ R
n (�' ��� �*)  ����-��* 2���$�* Ŵ : Rn→MM

��������%�� ������������ Ln
w(K;MM ), ����

‖Ŵ‖Ln
w(K;MM )

.
= sup

t> 0
t (mes {x ∈ K : ‖Ŵ(x)‖MM

> t}) 1
n < +∞.

��*  ����-�!" 2���$�� Ŵ ∈ Ln
w(K;MM ) �/�'��-� 

‖Ŵ‖(∞)
Ln
w(K;MM )

.
= lim sup

t→+∞
t (mes {x ∈ K : ‖Ŵ(x)‖MM

> t}) 1
n < +∞.

�� n � 3 (�������-����* � ��,����� �������� Λ ⊂ R
n)  ����-��* 2���$�* Ŵ ∈ Ln

w(K;MM )
������-��� ������������ ��������� D̂ � � ��� �����

b(Ŵ) � C ‖Ŵ‖(∞)
Ln
w(K;MM ), (1�;)

��� C = C(n) > 0 (� �
 ����� ��
 A�B)� ����

Br(x) = {y ∈ R
n : |x− y| � r}, Br(x) =

⋃
γ′ ∈Λ

Br(x+ γ′), x ∈ R
n, r > 0.

5���' χT �/�'��-����* "�����������-����* 2���$�*  ��%����� T ⊆ R
n.C' (1�;) ������� ���%�

�$����

b(Ŵ) � C ‖Ŵ‖(∞), loc
Ln
w(K;MM ).

���

‖Ŵ‖(∞), loc
Ln
w(K;MM )

.
= lim

r→+0
sup
x∈Rn

lim sup
t→+∞

t (mes {y ∈ Br(x) : ‖Ŵ(y)‖MM
> t}) 1

n =

= lim
r→+0

sup
x∈Rn

‖χBr(x)Ŵ‖Ln
w(K;MM ).

 � � � ! � 	 � � �� "
	#�� Ŵ 	→ ‖Ŵ‖Ln
w(K;MM )$ Ŵ 	→ ‖Ŵ‖(∞)

Ln
w(K;MM ) � Ŵ 	→ ‖Ŵ‖(∞), loc

Ln
w(K;MM ) 	� ��%

&�'��� 	������� (�&� Ŵ1, Ŵ2 ∈ Ln
w(K;MM ), ��

‖Ŵ1 + Ŵ2‖Ln
w(K;MM ) � 2 ‖Ŵ1‖Ln

w(K;MM ) + 2 ‖Ŵ2‖Ln
w(K;MM). �����

�



)&� ‖ · ‖(∞)
Ln

w(K;MM) � ‖ · ‖(∞), loc
Ln

w(K;MM) �������&��� �	�&�*�!	�� ����� �#�	�� )&� ���+ Ŵ ∈ Ln
w(K;MM )

����&	�'��� 	�����	����

‖Ŵ‖Ln
w(K;MM) � ‖Ŵ‖(∞)

Ln
w(K;MM ) � ‖Ŵ‖(∞), loc

Ln
w(K;MM ),

� �
,����
'� 	�	
&���� �
	#�� Ŵ ∈ Ln
w(K;MM ), �&� �����+ ‖Ŵ‖(∞)

Ln
w(K;MM) = ‖Ŵ‖(∞), loc

Ln
w(K;MM) = 0�

8 �������,� /���� �������������*
 -��

Ŵ = −
n∑

j=1

Ajα̂j + V̂ ∈ Ln
w(K;SM )

� b(Ŵ ) < 1� 8 &�� ���-�� �������� (1��) *��*���* �� �����*%���! �D(D̂+Ŵ ) = H1(Rn;CM )

(� � A�
?B)� 9����� ��������� D̂+Ŵ � ��� '����+ ���������� 9�����*���* �������*+3�* ����#
��� ����������� A;B (� � ���%� A�
 �B)
 �
 �������������
 ������ �/���+��� ������!��� � �� 
� ������ �� ���-��
 ����� � ��������� (1��) ��� ��/������!" '��-���� (/������-��� ����#
�����)� 8����� �/ �/���+���� ������!������ ������� �������-����" ����������  ��� ���-�#
���� 2�'��� (�
 � -��������
 �������-������ ��������� ������) ������� /���,�� ��� ����
� ��������� ��� ���*������*� 8 AD
 �B �����%���* �/'��! �����" ��'��������� 8 A	B ���������
�/,����* /�/������2�* �� ����� ���� � �����*��+ ���/�� !� E/���+���* ������!������
������� �������-������ ��������� ������ (1��) ��� ���" n � 2 /!�� �����!� ����'��� � A�B
��*  ��������� �����$���� A ∈ L∞(Rn;Rn) �  ����-��� 2���$�� V̂ = V Î +mβ̂ ����"
 -��

‖ |A| ‖L∞(Rn) < max
γ ∈Λ \ {0}

π

|γ|

� V ∈ C(Rn;R), ��� Î ∈ MM � �����-��*  ����$�
 m ∈ R � β̂ ∈ SM �  ����$�
 ��* �������
β̂2 = Î � α̂j β̂ = −β̂α̂j ��� ���" j = 1, . . . , n� 8 �������+3�" ��/���" A;
 �1F?1B (� � ���%�
��!��� �' &��" ������) /!�� ����/���! ���������!� ������-���* � ����-��! ���!� ������*
�� A � V̂ � ./'�� �'�����!" ��'�������� �/ �/���+���� ������!������ ������� �������-������
��������� ������ �����%���* � A?1B (� � ���%� A�	
 ��B)� 8 �����*3�� ��/��� ���� ���������*
���" ���!� �������-����� �������� ������

D̂ + Ŵ =

3∑
j=1

α̂j

(−i ∂

∂xj
−Aj

)
+ V̂ . (1��)

��* ��������� (1��)  �%�� �-�����
 -�� M = 4 (� &�� /���� �������������* � �������,� )

�  �%�� �!/����  ����$!

α̂j =

(
0̂ σ̂j
σ̂j 0̂

)
, j = 1, 2, 3,

��� σ̂j �  ����$! ����=

σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
.

�� &�� 

V̂ =

(
V0Î (V1 + iV2)Î

(V1 − iV2)Î V3Î

)
,

��� Vj � ��3��������'��-�!� 2���$�� (�' L3
w(K;R))
 j = 0, 1, 2, 3 (0̂ � Î � ������* � �����-��*

 ����$! �' M2)�
���� S2 = {x ∈ R

3 : |x| = 1}
 S1(x) = {ẽ ∈ S2 : (ẽ, x) = 0}
 x ∈ R
3\{0}� ./�'��-� -���' M

 ��%����� -���!" /���������" '�������� ���!"  �� μ �� R (� ����-��� ������ �����$���)


��* �����!"

∫
R

e ipt dμ(t) = 1 ��* ���" p ∈ (−h, h)
 ��� h = h(μ) > 0� 8 -��������
  ��%����� M

�����%��  ��� ������ δ�

�



8 A?1B ����'��� �/���+���* ������!������ ������� ���" ������ �������-������ ���������
������ (1��)
 ���� V̂ ∈ L3(K; S̃M ) � ��3������� ������ γ ∈ Λ\{0} �����
 -�� �������-�����
(� ��,����� �������� Λ ⊂ R

3)  ������!� �����$��� A : R3 → R
3 ����������*�� �����+3� 

��� ������* =

(1γ) A ∈ L2(K;R3) � ���/��%����

R
3 
 x 	→ {[0, 1] 
 ξ 	→ A(x− ξγ)} ∈ L2([0, 1];R3)

������!���4

(2γ) ��3�������  ��� μ ∈ M ����*
 -�� ��* ���" x ∈ R
3 � ���" �������� ẽ ∈ S1(γ)∣∣∣∣A0 −

∫
R

dμ(t)

∫ 1

0
A(x− ξγ − tẽ) dξ

∣∣∣∣ < π

|γ| ,

��� A0 = (mesK)−1
∫
K A(x) dx�

 � � � ! � 	 � � �� �� 
�&���� (1γ) �&��
��$ !�� �����!	�� �
	#��
3∑

j =1

Aj α̂j ����� 	
&��
' *��	-

��	�����&-	� ��������� D̂ ���� n = 3� .��/� 0�1���
 �&� &'2�3 �����!	�3 �
	#�� V̂ ∈ L3
w(K;MM )

�� !���	����$ ��� M = 4� �������&��� ����	���� b
(− 3∑

j =1

Ajα̂j + V̂
)
= b(V̂ ). (�&� V̂ ∈ L3(K;MM ), ��

b(V̂ ) = 0�

 � � � ! � 	 � � 4� )&� �������!���*� �� ��5���3 �������� Λ ⊂ R3� ��*	��	�*� ����	#��&�

A : R3 → R3 
�&���� (2γ) ����&	����� ���� ����������
',�� ��2��� ������ γ ∈ Λ\{0} � ���� μ ∈ M�$

��&� ��*	��	�3 ����	#��& A ���	��&�6�� &���
 7�2�&��� Hq
loc(R

3;R3)$ q > 1
2 $ � ��6� � �&
!��$

�*��
∑

N ∈Λ∗
‖AN‖C3 < +∞ ���� .��$ ��/�� ��&���� (1γ) ����&	����� ��&� &'2�*� ������ γ ∈ Λ\{0}�$

��&� A ∈ Hq
loc(R

3;R3)$ q > 1�

���� K(K; S̃4) �  ��%����� �������-����" (� ��,����� �������� Λ ⊂ R
3)  ����-�!"

2���$�� Ŵ : R3 → S̃4
 ��* �����!" �������* ��'�!� ��-�� xm ∈ K
 m = 1, . . . ,m0 (���

m0 = m0(Ŵ) ∈ N)
 �����
 -��  ����-��* 2���$�* Ŵ /������-�� ��22����$���� � �� ����!#
��  ��%�����

R
3 \

m0⋃
m=1

⋃
γ ′ ∈Λ

{xm + γ ′}

� � �������-��  ��!" ����������*" (� R
3) ��-�� xm � ��� ��� Ŵ(x) = |x − xm|−1 ŵm , ���

ŵm ∈ S̃4� ./�'��-� 

q(Ŵ) = max
m=1,...,m0

‖ŵm‖M4 .

9���������� ���%���� K(K; S̃4) ⊂ L3
w(K;M4). �� &�� 

‖Ŵ‖(∞), loc
Ln
w(K;MM ) =

(
4π

3

)1
3

q(Ŵ)

(� b(Ŵ) = 2q(Ŵ) (� � A�
 ??B))�

9����+3�* ����� � *��*���* ������! ��'������� ������ ��/��!�

@ � � � �  � 1��� ���	� ��������
���� (
 ����	��� ������� Λ ⊂ R
3) ����	��� �����

�� (1��) (�� M = 4) ��
���	�� ���������� �
�� ��� ����	����� ���	��� γ ∈ Λ\{0} ����
��	��� �	������ A : R3 → R

3 ������	�����	 �
������ (1γ) � (2γ)� � ��	������ �����

��� V̂ ����� ���
	���	� � ���� V̂ = V̂ (1) + V̂ (2), ��� V̂ (j) : R3 → S̃4� j = 1, 2�  ����

�����
��� (
 ����	��� ������� Λ) ��	������ �������� ��� ��	���! V̂ (1) ∈ L3
w(K;M4),

V̂ (2) ∈ K(K; S̃4) ⊂ L3
w(K;M4) � ‖V̂ (1)‖(∞)

L3
w(K;M4)

� C1 , q(V̂
(2)) � C2 , ��� Cj = Cj(γ,Λ;A) > 0,

j = 1, 2 (�
�� A ≡ 0� 	� Cj  ������
������ ���
	��	�� �� "���
�#�� �	 Λ)$

D



9 � � � � � � � � 1��� ���	� ��������
���� (
 ����	��� ������� Λ ⊂ R
3) ����	��� ���

���� (1��) (�� M = 4) ��
���	�� ���������� �
�� ��� �����	���� �	������� A : R3 → R
3

�������� ���� �������
	��
∑

N ∈Λ∗
‖AN‖C3 < +∞� ���� ��������� A ∈ Hq

loc(R
3;R3)� q > 1�

� ��� ��	������ ������� V̂ ∈ L3
w(K, S̃4) �������� �
����� ‖V̂ ‖(∞)

L3
w(K,M4)

� C ′
1� ��� C

′
1 =

C ′
1(Λ;A) > 0 (�
�� A ≡ 0, 	� C ′

1  ������
������ ���
	��	�)$

����'��������� ����� ! 1�� ��������� � G �� �� ����'��������� ������'�+��* ��'������!
�  ����! �' ��/�� A�D
 ��
 ��
 ?1B�

� �	 
����������� ������� �	�

���� H̃s(K;C4)
 s > 0
 �  ��%����� ������#2���$�� ϕ : K → C
4
 �������-����� ������#

%���* �����!" (� ��,����� �������� Λ ⊂ R
3) ��������%�� ������ 9�/����� Hs

loc(R
3;C4).

��* ���" k ∈ R
3
 e ∈ S2 � κ � 0 �������� ��������!

D̂(k + iκe) = −i
3∑

j =1

α̂j
∂

∂xj
+

3∑
j=1

(kj + iκej)α̂j ,

�������+3�� � L2(K;C4), D(D̂(k + iκe)) = H̃1(K;C4)� 8 ������*" ����� ! 1�� ��������! C1

� C2 �!/���+��* ���
 -�� b(V̂ ) � b(V̂ (1)) + b(V̂ (2)) < 1 (� � (1�;))� @����  ����-��* 2���$�*

Ŵ = −
3∑

j=1

Ajα̂j + V̂ (1) + V̂ (2)

� ��� ����� b(Ŵ ) = b(V̂ ) < 1 ������������ ��������� D̂ �
 �������������
 ������������ ���#
������� D̂(k) (��� κ = 0)
 k ∈ R

3, �������+3�" � L2(K;C4) (�������������*
 -��  ����-��*

2���$�* Ŵ ���%� ��������� � L2(K;C4))� 8 &�� ���-�� ��������! D̂(k + iκe) + Ŵ � �/��#

���+ ����������* D(D̂(k+ iκe)+Ŵ ) = H̃1(K;C4) ⊂ L2(K;C4) '� ����! � � �+� �� ������+

��'�������� ��* ���" k + iκe ∈ C
3� .�������! D̂(k) + Ŵ 
 k ∈ R

3
 *��*+��* �� �����*%���!#
 � � � �+� ��������!� ������� ������-����� �������� ������ (1��) �������� &�����������
��* � � ��������� ∫ ⊕

2πK∗
(D̂(k) + Ŵ )

dk

(2π)3 (mesK∗)
. (���)

��������* &�������������� ��������������* � �� �3�+ ����/��'�����* H���2���� (� � A?;

?�B)� ��* ����'��������� �/���+���� ������!������ ������� �������-������ ��������� (1��)
�������-�� ����'���
 -�� � ���� ��� ��/������!" '��-���� (/������-��� ���������)� �&�� �
��������%� 
 -�� ��������� -���� λ ∈ R *��*���* ��/������! '��-���� ��������� (1��)�
@���� �' ��'��%���* ��������� ������ (1��) � ��* �� �������� (���) � �������-����� �����#

 ! <������� � ������� (� � A�
 �B)
 -�� λ � ��/�������� '��-���� ���������� D̂(k + iκe) + Ŵ
��� ���" k + iκe ∈ C

3. ����* '� ��� V̂ (1) − λÎ 	→ V̂ (1) (��� &�� V̂ (1) − λÎ ∈ L3
w(K; S̃4)

� ‖V̂ (1) − λÎ‖(∞)
L3
w(K;M4)

= ‖V̂ (1)‖(∞)
L3
w(K;M4)

)
  �%�� ���� �������� ������ ���-�� λ = 0� :� ��#

3���������� ��/��������� '��-���* λ = 0 � ���������� D̂(k + iκe) + Ŵ ��� ���" k + iκe ∈ C
3

���������-�� ������� �� ����� ����� � ���� �&�� � ������ �������-������ ��������� ��#
���� (1��) �/���+��� ������!���� @����  ���� ����'��������� ���������* ��/������!" '��-�#
��� � �/���+���� ������!������ ������� �������-����" &������-����" ��22����$�����!"
���������� /!� ������%�� � A?�B � ������'�����* �� ���" �������+3�" ��/���" � "��������
������� �������-����" ����������  ��� ���-����� 2�'����

���� γ ∈ Λ\{0} � ������ �' ����� ! 1��
 e
.
= |γ|−1γ� 8���� �/�'��-���* x‖ = (x, e)


x⊥ = x− (x, e)e
 x ∈ R
3.

��* �+/�� ������#2���$�� ϕ ∈ H̃1(K;C4)

D̂(k + iκe)ϕ =
∑

N ∈Λ∗
D̂N (k;κ)ϕN e 2πi (N,x),

�



���

D̂N (k;κ) =

3∑
j=1

(kj + 2πNj + iκej) α̂j .

��* ���" k ∈ R
3 � κ � 0 �/�'��-� 

G±
N (k;κ) =

(
(k‖ + 2πN‖)2 + (κ ± |k⊥ + 2πN⊥|)2

)1/2
, N ∈ Λ∗.

9���������! �����������

G+
N (k;κ) � G−

N (k;κ), G+
N (k;κ) � κ , G+

N (k;κ) � |k + 2πN |.

I��� k ∈ R
3 � |(k, γ)| = π
 �� G−

N (k;κ) � π|γ|−1 ��* ���" κ � 0 � N ∈ Λ∗.
��* �������� k ∈ R

3, ��* �����!" |(k, γ)| = π
 �������� ��������! Ĝs±
 s ∈ R
 �������+#
3�� � L2(K;C4)=

Ĝs
±ϕ =

∑
N ∈Λ∗

(G±
N (k;κ))s ϕN e 2πi (N,x), ϕ ∈ D(Ĝs

±) =

{
H̃s(K;C4), ���� s > 0,

L2(K;C4), ���� s � 0

(��������! Ĝs± '����*� �� k � κ
 �� *��� &�� '����� ���� � �/�'��-���*" ���'!�����* ��

/����)
 Ĝ±
.
= Ĝ 1±�

��* �������� ẽ ∈ S1(e) ���� ���� �����������!� ��������! � C
4=

P̂ ±
ẽ =

1

2

(
Î ∓ i

( 3∑
j=1

ejα̂j

)( 3∑
j=1

ẽjα̂j

))
.

��* ���" ẽ ′, ẽ ′′ ∈ S1(e)

‖P̂ ±
ẽ ′ P̂

∓
ẽ ′′‖ = ‖P̂ ±

ẽ ′ − P̂ ±
ẽ ′′‖ =

1

2
| ẽ ′′ − ẽ ′ |.

��* �������� y ∈ R
3, ��* �����!" y⊥ = y − (y, e)e = 0
 /��� �/�'��-��� ẽ(y)

.
= |y⊥|−1y⊥


ẽ(y) ∈ S1(e)�

I��� k ∈ R
3, N ∈ Λ∗
 ��� &�� k⊥ + 2πN⊥ = 0
 ��

P̂ ±
ẽ(k+2πN)

( 3∑
j =1

ejα̂j

)
P̂ ±
ẽ(k+2πN) = 0̂

� (��* ���" κ � 0)

D̂N (k;κ)P̂ ±
ẽ(k+2πN) = (k‖ + 2πN‖ + i(κ ± |k⊥ + 2πN⊥|))

( 3∑
j=1

ejα̂j

)
P̂ ±
ẽ(k+2πN).

9������������


P̂ ±
ẽ(k+2πN)D̂N (k;κ)P̂ ±

ẽ(k+2πN) = 0̂, (��?)

‖D̂N (k;κ)P̂ ±
ẽ(k+2πN)u‖ = G±

N (k;κ)‖P̂ ±
ẽ(k+2πN)u‖, u ∈ C

4. (��;)

I��� k⊥ + 2πN⊥ = 0
 �� G+
N (k;κ) = G−

N (k;κ)�

���� K(e) = {k ∈ R
3 : |(k, γ)| = π � k⊥ + 2πN⊥ = 0 ��* ���" N ∈ Λ∗}� >��%�����

{k ∈ R
3 : |(k, γ)| = π} \K(e) �-������ ��* �������� k ∈ K(e) �������� �����������!� �����#

���! � L2(K;C4)=

P̂ ±ϕ =
∑

N ∈Λ∗
P̂ ±
ẽ(k+2πN) ϕN e

2πi (N,x), ϕ ∈ L2(K;C4)

	



(��������! P̂ ± '����*� �� k
 �� &�� '����� ���� ���'!�����* � �/�'��-���*" �� /����)� ����#
��� k ∈ K(e) (� ���� ������* |(k, γ)| = π) *��*���* ��"��-���� � .�� ��'���*�� �'/�%���
������'��-����� � ����������� ���������� P̂ ± ��* �������� k ∈ R

3, ��* �����!" |(k, γ)| = π
� k⊥ +2πN⊥ = 0 ��* ���������� ������� N ∈ Λ∗� @�� ��� P̂ + + P̂ − = Î
 �� �' (��?) � (��;) ��*
���" ������#2���$�� ϕ ∈ H̃1(K;C4) ����-�� 

‖P̂ ±D̂(k + iκe)ϕ‖ = ‖Ĝ∓P̂ ∓ϕ‖, ‖D̂(k + iκe)ϕ‖2 = ‖Ĝ−P̂ −ϕ‖2 + ‖Ĝ+P̂
+ϕ‖2.

9������������


‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)D̂(k + iκe)ϕ‖ = ‖(Ĝ
1
2− P̂

− + Ĝ
1
2
+ P̂

+)ϕ‖, ϕ ∈ H̃1(K;C4). (���)

@ � � � �  � ���� %�
	� ��������
��� (
 ����	��� ������� Λ ⊂ R
3) �����	��� �	���

���� A : R3 → R
3 ��� ����	����� ���	��� γ ∈ Λ\{0} ������	�����	 �
������ (1γ) � (2γ)

(� e = |γ|−1γ)$ &���� 
�#�
	���	 ���
	��	� C = C(γ,Λ;A) ∈ (0, 1] 	����� �	� ��� ����!
δ > 0 � θ > 0 
�#�
	���	 ���
	��	� C ′′

1 = C ′′
1 (γ,Λ, δ, θ;A) > 0 � C ′′

2 = C ′′
2 (γ,Λ, δ;A) > 0

	����� �	� ��� ����� ��	������ ������� V̂ = V̂ (1) + V̂ (2)� ��� V̂ (s) : R3 → S̃4� s = 1, 2�  
��������
��� (
 ����	��� ������� Λ) ��	������ �������� ��� ��	���! V̂ (1) ∈ L3

w(K;M4)�

V̂ (2) ∈ K(K; S̃4) � ‖V̂ (1)‖(∞)
L3
w(K;M4)

� C ′′
1 � q(V̂

(2)) � C ′′
2 � �����	
� ��
�� κ0 > 4 	����� �	�

��� ������ κ1 � κ0 
�#�
	���	 ��
�� κ ∈ [κ1,κ
1+θ
1 ] 	����� �	� ��� �
�! ���	���� k ∈ K(e)

� �
�! ���	���������� ϕ ∈ H̃1(K;C4)

C− 1
2 ‖Ĝ− 1

2− (D̂(k + iκe) + Ŵ )ϕ‖ � ‖(C− 1
2 Ĝ

− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)(D̂(k + iκe) + Ŵ )ϕ‖ �

� (1− δ) ‖(C 1
2 Ĝ

1
2− P̂

− + Ĝ
1
2
+ P̂

+)ϕ‖ � (1− δ)C
1
2 ‖Ĝ

1
2− ϕ‖.

@���� � ��� ��������������� ������� �' ����� ��?
 ��; � ����

@ � � � �  � ��? (� � A��
 ��B)� %���������� �	� ��� ����	����� ���	��� γ ∈ Λ\{0}
(e = |γ|−1γ) ��������
��� (
 ����	��� ������� Λ) �����	��� �	������ A : R3 → R

3

������	�����	 �
������ (1γ) � (2γ). &���� 
�#�
	���	 ���
	��	� C = C(γ,Λ;A) ∈ (0, 1]
	����� �	� ��� ������ δ ∈ (0, 1) 
�#�
	���	 ��
�� κ0 > 0 	����� �	� ��� �
�! κ � κ0 , �
�!
���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ϕ ∈ H̃1(K;C4)

‖(C− 1
2 Ĝ

− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)
(D̂(k + iκe)−

3∑
j=1

Ajα̂j

)
ϕ‖ � (1− δ) ‖(C 1

2 Ĝ
1
2− P̂

− + Ĝ
1
2
+ P̂

+)ϕ‖.

 � � � ! � 	 � � �� (�&� A ≡ 0$ �� � 
�&����+ ������ ��� � ��� ��6	� ��&�6��- C = 1 ���� ������

� ��2���- ����� γ ∈ Λ\{0} � ��	���&-	�3 �&�	�3 |γ|� 8�*�� �	���	�� C ′′
1 ��� ������� ���� 2
���

�������- ��&-� �� δ � θ$ � �	���	�� C ′′
2 9 �� δ�

���� γ̃ ∈ Λ\{0} � �����#��/� �' ��������
 ��* �����!" |γ̃| = min
γ ′ ∈Λ\{0}

|γ ′|�

@ � � � �  � ��;� %�
	� γ ∈ Λ\{0} (e = |γ|−1γ). &���� ��� ����� ��������
��� (
 ����	���
������� Λ ⊂ R

3) ��	������ ������� V̂ (1) ∈ L3
w(K; S̃4) � ����! ε > 0 � θ > 0 �����	
� ��
��

κ0 > 4 	����� �	� ��� ������ κ1 � κ0 
�#�
	���	 ��
�� κ ∈ [κ1,κ
1+θ
1 ] 	����� �	� ��� �
�!

���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ϕ ∈ H̃1(K;C4)

‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)V̂ (1)ϕ‖ � c1
|γ|
|γ̃|
(1 + θ

θ

) 1
3 (
ε+ ‖V̂ (1)‖(∞)

L3
w(K;M4)

)‖(Ĝ 1
2− P̂ − + Ĝ

1
2
+ P̂

+)ϕ‖,

��� c1 > 0  ������
������ ���
	��	�$

��*  ����-�!" 2���$�� V̂ (1) ∈ L3(K; S̃4) (��* ��" ‖V̂ (1)‖(∞)
L3
w(K;M4)

= 0) ����������� /����
������� �����%�����
 -� �����%�����
 �����+3�� �' ����� ! ��;�

�



@� � � �  � ���� %�
	� γ ∈ Λ\{0} (e = |γ|−1γ). &���� ��� ����� ��������
��� (
 ����	���
������� Λ ⊂ R

3) ��	������ ������� V̂ (1) ∈ L3(K; S̃4) � ����! ��
�� ε > 0� θ ∈ (0, 1]
� τ ∈ (0, 1) �����	
� ��
�� κ0 > 0 	����� �	� ��� ������ κ1 � κ0 �����	
� �"�������

(� '�����) �����
	�� Z ⊆ [κ1, (1 + θ)κ1] 	����� �	� mesZ � τθκ1 � ��� �
�! κ ∈ Z� �
�!
���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ϕ ∈ H̃1(K;C4)

‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)V̂ (1)ϕ‖ � ε ‖(Ĝ
1
2− P̂ − + Ĝ

1
2
+ P̂

+)ϕ‖. (���)

J���� ������� ������� ����� ! ��� (����� � ���� �!�������* �$���� (���) ��* ���" κ ∈ Z
���/����* �� �!�������� ������ ��* ������ -���� κ ∈ [κ1, (1 + θ)κ1]) �������� � A?1B
 �� �'
����'���������
 ������%������ � A?1B
 �������
 -�� ����������� ���%� ����� � ����

@ � � � �  � ���� %�
	� γ ∈ Λ\{0} (e = |γ|−1γ). &���� ��� ����� ��������
��� (
 ����	���
������� Λ ⊂ R

3) ��	������ ������� V̂ (2) ∈ K(K; S̃4) ⊂ L3
w(K;M4) � ������ ε > 0 �����	
�

��
�� κ0 > 0 	����� �	� ��� �
�! κ � κ0� �
�! ���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	����������
ϕ ∈ H̃1(K;C4)

‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)V̂ (2)ϕ‖ � c2 (ε+ q(V̂ (2))) ‖(Ĝ
1
2− P̂ − + Ĝ

1
2
+ P̂

+)ϕ‖,

��� c2 > 0  ������
������ ���
	��	�$

@���� � ��� *��*���* ��������� ����� ! ��D �' A��B� @���� � ��; ����'!�����* � �����+3� 
�������2��

� �	 
����������� ������� �	�

8������'�� �* �/�'��-���* � � �������! � �����%����* � �' A��
 ?1B�

���� γ ∈ Λ\{0}
 e = |γ|−1γ� ��&22�$����! <���� ŴN 
 N ∈ Λ∗
  ����-�!" 2���$��
Ŵ ∈ L2(K; S̃4)
 ��  �����+� � �����������! � ��������� � P̂ ±

ẽ 
 ẽ ∈ S1(e)� ��*  ��%����

C ⊆ Λ∗ /��� -���' P̂ C �/�'��-��� �����������!� ��������! � L2(K;C4), ����*3�� � �������#
����� ������#2���$�* ϕ ∈ L2(K;C4) ������#2���$��

P̂ Cϕ =
∑
N ∈C

ϕN e 2πi (N,x)

(� -��������
 P̂ ∅ = 0̂)�

J��� ����� �-�����
 -�� /�'���!� ������! Ej 
 j = 1, 2, 3
 ��,���� Λ ⊂ R
3 �!/���! ���


-��
3∏

j=1

|Ej | � c3 mesK, (?��)

��� c3 > 0 � ��������* ������������* ��������� (��� &�� mesK �� �!/��� /�'��� {Ej} ��
'������)� ��* &���� �������-�� �!/���� ������ E1 = γ̃
 ����� &���� �'  ��%����� Λ \ {m1E1 :
m1 ∈ Z} �!/���� ������ E2 �  ��� ������ ������ �
 ������$
 �'  ��%����� Λ \ {m1E1+m2E2 :
m1,m2 ∈ Z} �!/���� ������ E3
 ���%� � �+3��  ��� �����+ ������ @���� ������! Ej 

j = 1, 2, 3
 �/��'�+� /�'�� ��,���� Λ � ����������*+� ����������� (?��)�

5���� κ0 > 0 /���� ����� �!/������* �������-�� /���,� � �$���� ���'� ��* ���� /����
��������! �� "��� ����'���������� 8��-��� ��������%� 
 -�� κ0 > 4 � κ0 � 8π diamK∗

��� diamK∗ � ��� ��� &�� �������� *-���� K∗ (� � �������,� �������������*
 -�� &��
����������� �!������!)� ���� κ � κ0
 l = l(K∗) ∈ Z � ��� ���,�� -����
 ��* ��������
2 l > 2π diamK∗
 � L = L(κ) ∈ N � ���/���,�� -����
 ��* �������� 2L+1 � κ (����� l � L
� κ < 2L+2)�

���� k ∈ K(e). ./�'��-� 

K(b) = {N ∈ Λ∗ : G−
N (k;κ) � b}, b ∈ [0,κ)

�1



( ��%����� K(b) '������ ���%� �� k � κ)� �� b > 2π diamK∗ (� b < κ) ��* -���� &�� �����
 ��%����� K(b) ����������� �$����

#K(b) � c4 (mesK∗)−1
κb2,

��� c4 > 0 � ������������* ���������� I��� N, N ′ ∈ K(2L)
 ��

|ẽ(k + 2πN)− ẽ(k + 2πN ′)| � 4π

κ
|N⊥ −N ′

⊥|.

./�'��-� 

Kl = K(2 l), Kμ = K(2μ)\K(2μ−1), μ = l + 1, l + 2, . . . , L ; P̂ (±) = P̂ ± P̂ K(2L).

C ���  ���� ��������� P̂ (+) + P̂ (−) = P̂ K(2L)� ��* �+/�� ������#2���$�� ϕ ∈ L2(K;C4)√
π

|γ| ‖P̂
Klϕ‖ � ‖Ĝ

1
2− P̂

Klϕ‖ � h
l
2 ‖P̂ Klϕ‖, (?�?)

2
μ−1
2 ‖P̂ Kμϕ‖ � ‖Ĝ

1
2− P̂

Kμϕ‖ � 2
μ
2 ‖P̂ Kμϕ‖, μ = l + 1, . . . , L. (?�;)

���%� 

qμ =

{ √
|γ|
π 2

l−1
2 , ���� μ = l,

1, ���� μ = l + 1, . . . , L.

�� &�� 

q2l > |γ| diamK∗ > |γ̃| · |E∗
1 | � (E1, E

∗
1 ) = 1.

���-� ���%� �$���� ����"� ��* q2l � ���� ����� /�'���!" �������� E∗
j (��,���� Λ∗)


j = 1, 2, 3
 ������ E∗
s � ���  ���� �����+ ������ @���� diamK∗ < 3 |E∗

s |� C�����'�* (?��)

����-�� 

c−1
3

3∏
j =1

|Ej | � mesK �
(
Es,

E∗
s

|E∗
s |
) ∏

j: j 
= s

|Ej | = |E∗
s |−1

∏
j: j 
= s

|Ej |.

@���� |Es| · |E∗
s | � c3 �
 �������������


q2l � |γ|
|γ̃|

|γ̃|
π

2 l−1 � 2
|γ|
|γ̃| |Es|diamK∗ � 6

|γ|
|γ̃| |Es| · |E∗

s | � 6 c3
|γ|
|γ̃| . (?��)

C' (?�?) � (?�;) �����+� �����������

‖Ĝ− 1
2− P̂ Kμϕ‖ � qμ 2

−μ−1
2 ‖ P̂ Kμϕ ‖, μ = l, l + 1, . . . , L. (?��)

��*  ����-�!" 2���$�� V̂ (1) ∈ L3
w(K;M4), ���" �������� k ∈ K(e) � ���" ������#2���$��

ϕ ∈ H̃1(K;C4)

‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)V̂ (1)ϕ‖ � (?�D)

� ‖(Ĝ− 1
2− P̂ (+) + Ĝ

− 1
2

+ P̂ (−))V̂ (1)P̂ K(2L)ϕ‖ + ‖(Ĝ− 1
2− P̂ (+) + Ĝ

− 1
2

+ P̂ (−))V̂ (1)P̂ Λ∗\K(2L)ϕ‖+

+ ‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)P̂ Λ∗\K(2L)V̂ (1)P̂ K(2L)ϕ‖+

+ ‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)P̂ Λ∗\K(2L)V̂ (1)P̂ Λ∗\K(2L)ϕ‖,
��� &�� 

‖(Ĝ− 1
2− P̂ (+) + Ĝ

− 1
2

+ P̂ (−))V̂ (1)P̂ K(2L)ϕ‖ � (?��)

� ‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)V̂ (1)P̂ (−)ϕ‖ + ‖Ĝ− 1

2− P̂ (+)V̂ (1)P̂ (+)ϕ‖ + ‖Ĝ− 1
2

+ P̂ (−)V̂ (1)P̂ K(2L)ϕ‖ .

��



8 A��B ����'���
 -�� ��3������� ������������* ��������� c5 > 0 ����*
 -�� ��* �+/��  ����-#
��� 2���$�� V̂ (1) ∈ L3

w(K; S̃4) � �+/��� ε > 0 ��3������� -���� κ
′
0 > 0 �����
 -�� ��* ���"

κ � κ
′
0
 ���" �������� k ∈ K(e) � ���" ������#2���$�� ϕ ∈ H̃1(K;C4) ��������� ��� ������ !"

� ������ -���� ����������� (?�D) � ��������� ��� ������ !" � ������ -���� ����������� (?��)
�� ������"��*�

c5
(
ε+ ‖V̂ (1)‖(∞), loc

L3
w(K;M4)

) ‖(Ĝ 1
2− P̂

− + Ĝ
1
2
+ P̂

+)ϕ‖

(��*  ����-�!" 2���$�� V̂ (1) ∈ L3(K; S̃4) (��* �����!" ‖V̂ (1)‖(∞), loc
L3
w(K;M4)

= 0) ����'���������

&��" �$���� ��������� ���%� � A?1B)� �&�� � ��� κ0 � κ
′
0 (� κ � κ0) �' (?�D) � (?��) (� ���%�

�' ����������� ‖V̂ (1)‖(∞), loc
L3
w(K;M4)

� ‖V̂ (1)‖(∞)
L3
w(K;M4)


 ������� ����������� ��* ���"  ����-�!"

2���$�� V̂ (1) ∈ L3
w(K;M4)) ������� �$����

‖(Ĝ− 1
2− P̂ + + Ĝ

− 1
2

+ P̂ −)V̂ (1)ϕ‖ � (?�	)

� ‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)V̂ (1)P̂ (−)ϕ‖ + 5c5

(
ε+ ‖V̂ (1)‖(∞)

L3
w(K;M4)

) ‖(Ĝ 1
2− P̂

− + Ĝ
1
2
+ P̂

+)ϕ‖.
����'��������� ����� ! ��; ������ �������* � ����-���+ �����������+3�� �$���� ����"� ��*

��� ! ‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)V̂ (1)P̂ (−)ϕ‖�

./�'��-� 

P̂ (±)
μ = P̂ ±P̂ Kμ , μ = l, l + 1, . . . , L ; P̂ (±) =

L∑
μ= l

P̂ (±)
μ .

��* -���� μ, ν ∈ {l, . . . , L} ����%� j(μ, ν)
.
= μ+ ν +min {μ, ν}�

@ � � � �  � ?��� %�
	� γ ∈ Λ\{0} (� e = |γ|−1γ)$ &���� ��� ����� ��������
��� (
 ����	�

��� ������� Λ ⊂ R
3) ��	������ ������� Ŵ ∈ L3

w(K; S̃4) � ����! ε > 0 � θ > 0 �����	
�
��
�� κ0 > 4 	����� �	� ��� ������ κ1 � κ0 
�#�
	���	 ��
�� κ ∈ [κ1,κ

1+θ
1 ] 	����� �	� ���

�
�! μ, ν = l, . . . , L(κ)� �
�! ���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ψ ∈ L2(K;C4)

‖P̂ (+)
μ ŴP̂ (−)

ν ψ‖ � c6

(1 + θ

θ

) 1
3 (
ε+ ‖Ŵ‖(∞)

L3
w(K;M4)

)
2

1
3
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖, (?��)

��� c6 > 0  ������
������ ���
	��	�$

@���� � ?�� ����'!�����* � G ;
 � � �����,���* -���� &���� �������2� � �� �3�+ �����#
 ! ?�� '����,� ����'��������� ����� ! ��;�

8���� ������� �/�'��-����

P(V̂ (1)) = c6

(1 + θ

θ

) 1
3 (
ε+ ‖Ŵ‖(∞)

L3
w(K;M4)

)
.

�-��!��* (?��) � ����������� -���� qμ
 ��* �!/���� !" � ����� � ?�� ��*  ����-��� 2���$��

Ŵ = V̂ (1) -���� κ � ��* ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���" k ∈ K(e) � ���" ψ ∈ L2(K;C4) � �� �3�+
�$���� (?��) ����-�� 

‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)

μ V̂ (1)Ĝ
− 1

2− P̂ (−)
ν ψ‖ �

� 2P(V̂ (1)) qμq ν 2
−μ+ν

2
+ 1

3
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖ � 2 q2l P(V̂ (1)) 2−
1
6
|μ−ν| ‖P̂ (−)

ν ψ‖
�
 �������������


‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)V̂ (1)Ĝ

− 1
2− P̂ (−)ψ‖2 =

L∑
μ= l

‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)

μ V̂ (1)Ĝ
− 1

2−

( L∑
ν= l

P̂ (−)
ν

)
ψ‖2 � (?��1)

�
L∑

μ= l

( L∑
ν= l

‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)

μ V̂ (1)Ĝ
− 1

2− P̂ (−)
ν ψ‖

)2

�
(
2 q2l P(V̂ (1))

)2 L∑
μ= l

( L∑
ν= l

2− 1
6
|μ−ν| ‖P̂ (−)

ν ψ‖
)2

.

�?



�� &�� 

L∑
μ= l

( L∑
ν= l

2− 1
6
|μ−ν| ‖P̂ (−)

ν ψ‖
)2

�
L∑

μ= l

( L∑
ν= l

2− 1
6
|μ−ν|

)( L∑
ν= l

2− 1
6
|μ−ν| ‖P̂ (−)

ν ψ‖2
)

� (?���)

�
(

1 + 2− 1
6

1− 2− 1
6

) L∑
ν= l

( L∑
μ= l

h− 1
6
|μ−ν|

)
‖P̂ (−)

ν ψ‖2 �
(

1 + 2− 1
6

1− 2− 1
6

)2 L∑
ν= l

‖P̂ (−)
ν ψ‖2 � 81 ‖P̂ (−)ψ‖2.

C' (?��1) � (?���) (� � ���%� (?��)) �!������ �$����

‖Ĝ− 1
2− P̂ (+)V̂ (1)Ĝ

− 1
2− P̂ (−)ψ‖ � 108 c3c6

|γ|
|γ̃|
(1 + θ

θ

) 1
3 (
ε+ ‖V̂ (1)‖(∞)

L3
w(K;M4)

)‖P̂ (−)ψ‖.

.������� � ����-���� ����������� ������� '� ��� ψ = Ĝ
1
2− P̂ (−)ϕ
 ϕ ∈ H̃1(K;C4)
 � �������'�#

�����* ����������� (?�	) (��� �!/��� �������-�� /���,��� -���� κ0 � κ
′
0)� �� &��  �%��

����%��� c1 = 5c5 + 108 c3c6� @���� � ��; ����'���� �
� �	 
����������� ������� �	�

��* n ∈ Λ∗ � μ, ν ∈ {l, . . . , L(κ)} (��� κ � κ0 � k ∈ K(e)) ����� Sμν(n) � -���� ��������
N ∈ Kμ ����"
 -�� N −n ∈ Kν � I��� 2π|n⊥| > 2κ+2μ+2 ν ��� 2π|n‖| > 2μ+2 ν 
 �� Sμν(n) = 0�
9�3������� ������������* ��������� c7 > 0 ����*
 -�� ��* ���" μ, ν = l, . . . , L(κ) � ���"
�������� n ∈ Λ∗, ��* �����!" π|n⊥| � κ + 2max {μ,ν} (� π|n‖| � 2max {μ,ν})
 ����������� �$����

Sμν(n) �
c7

mesK∗ · 2 j(μ,ν)
κ

3
2

(π|n⊥|+ 2max {μ,ν})
√

κ + 2 1+max {μ,ν} − π|n⊥|
(;��)

(��� ��� 2 l > 2π diamK∗ � 2L < κ − 2π diamK∗, �� �$���� (;��) ������� �' �����������+3��
�$���� ����"� ��* ���3��� ������-���* ���" ����$ � R

2 � ���,�� � � ��������� � �����#
�� � κ ± (2μ + 2π diamK∗) � κ ± (2 ν + 2π diamK∗) � � ������*���  �%�� $����� � 2π|n⊥|)�
����'��������� �$���� (;��) (� /���� �/3� ����) ��������� � A?1B (� � ���%� A�1
 �DB)�

8!/��� (� '�2������� ) -����+ 2���$�+ Ω �' ������������ K���$� S(R3;R), ��* ��#
����� ����/��'������ <����

Ω̂(p) =
1

(2π)3

∫
R3

Ω(x) e−i (p,x) dx , p ∈ R
3,

�/������ �����+3� � �������� �= Ω̂(p) = 1 ��� |p| � 1
 0 � Ω̂(p) � 1 ��� 1 < |p| < 3
2 � Ω̂(p) = 0

��� |p| � 3
2 � �� b > 0 �/�'��-� 

Ωb(x)
.
= b3Ω(bx), x ∈ R

3.

@���� ‖Ωb‖L1(R3) = ‖Ω‖L1(R3) � Ω̂b(p) = Ω̂(pb ), p ∈ R
3.

���� Ŵ ∈ L2(K;M4). �� a > 0 �������� 2���$��

R
3 
 x 	→ Ŵa,↑(x) =

{
Ŵ(x) , ���� ‖Ŵ(x)‖M4 � a,

0̂ � �������� ���-��;

Ŵa,↓(x) = Ŵ(x)− Ŵa,↑(x), x ∈ R
3.

./�'��-� 

Ŵ b, in(x) =
1

(2π)3

∫
R3

Ωb(y) Ŵ(x− y) dy , Ŵ b, out(x) = Ŵ(x)− Ŵ b, in(x), b > 0;

Ŵ b, in
a,↑↓ (x) =

1

(2π)3

∫
R3

Ωb(y) Ŵa,↑↓(x− y) dy, Ŵ b, out
a,↑↓ (x) = Ŵa,↑↓(x)− Ŵ b, in

a,↑↓ (x).

�;



��* �+/��  ����-��� 2���$�� Ŵ ∈ L2(K;M4) ��������! P̂
(+)
μ ŴP̂

(−)
ν (�������+3��

� L2(K;C4)) ������-��!� I��� Ŵ ∈ L2(K; S̃4), �� ��* ���" ������#2���$�� ψ ∈ L2(K;C4)
����������! �$����

‖P̂ (+)
μ ŴP̂ (−)

ν ψ‖2 = (;�?)

= (mesK)
∑

N ∈Kμ

∥∥∥ ∑
n∈Λ∗:

N−n∈Kν

P̂ +
ẽ(k+2πN)ŴnP̂

−
ẽ(k+2π(N−n))ψN−n

∥∥∥2 �

� 1

4
(mesK)

∑
N ∈Kμ

( ∑
n∈Λ∗:

N−n∈Kν

| ẽ(k + 2πN)− ẽ(k + 2π(N − n)) | · ‖Ŵn‖M4 ‖(P̂ −ψ)N−n‖
)2

�

� (mesK)κ−2
∑

N ∈Kμ

( ∑
n∈Λ∗:

N−n∈Kν

2π|n⊥| ‖Ŵn‖M4 ‖(P̂ −ψ)N−n‖
)2

�

� (mesK)κ−2
∑

N ∈Kμ

( ∑
n∈Λ∗:

N−n∈Kν

(2π|n⊥|)2‖Ŵn‖2M4

)( ∑
n∈Λ∗ :

N−n∈Kν

‖(P̂ −ψ)N−n‖2
)

=

= κ
−2
( ∑
n∈Λ∗

( ∑
N ∈Kμν(n)

1
)
(2π|n⊥|)2‖Ŵn‖2M4

)
‖P̂ (−)

ν ψ‖2 =

= κ
−2
( ∑
n∈Λ∗

Sμν(n) (2π|n⊥|)2‖Ŵn‖2M4

)
‖P̂ (−)

ν ψ‖2.

@�� ��� (Ŵ κ, in)n = Ω̂
(
2πn
κ

)Ŵn , n ∈ Λ∗, �� (Ŵ κ, in)n = 0̂ ��� ���" n ∈ Λ∗, ��* �����!"
2π|n| � 3

2 κ� 9 ������ ������!
 ���� 2π|n| < 3
2 κ
 �� κ + 2 1+max {μ,ν} − π|n⊥| > 1

4 κ (��* ���"
μ, ν = l, . . . , L)� �&�� � �' (;��) � (;�?) ��� κ � κ0 (� ��* ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���" k ∈ K(e)
� ���" ψ ∈ L2(K;C4)) ����-�� 

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, inP̂ (−)

ν ψ‖ � 2
(
c7 mesK

) 1
2

( ∑
n∈Λ∗ :

2π|n|< 3
2
κ

2π|n|
κ

‖Ŵn‖2M4

) 1
2
2

1
2
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖ � (;�;)

�
(
6c7 mesK

) 1
2

( ∑
n∈Λ∗

‖Ŵn‖2M4

) 1
2
2

1
2
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖ � 2
√
6c7 ‖Ŵ‖L2(K;M4) 2

1
2
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖.

9�������� (������� ����������� �) (;�;) *��*���*

6 �   � ;��� %�
	� Ŵ ∈ L2(K; S̃4). &���� ��� ����! ε
′ > 0 � μ, ν ∈ {l, l + 1, . . . } 
�#��


	���	 ��
�� κ∗
0 = κ

∗
0(μ, ν; ε

′, Ŵ) > 0 	����� �	� max {μ, ν} � L(κ∗
0) � ��� �
�! κ � κ

∗
0 , �
�!

���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ψ ∈ L2(K;C4)

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, inP̂ (−)

ν ψ‖ � ε ′‖P̂ (−)
ν ψ‖.

@� � � �  � ;��� ��#�
	���	 ������
������ ���
	��	� C∗ > 0 	����� �	� ��� ���
��� ��	������ ������� Ŵ ∈ L3

w(K; S̃4) � ��� �
�! κ � κ0 > max {4, 8π diamK∗}� �
�!
μ, ν = l, . . . , L(κ)� �
�! ���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ψ ∈ L2(K;C4)

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, inP̂ (−)

ν ψ‖ � C∗‖Ŵ‖L3
w(K;M4) 2

1
3
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖. (;��)

� � � � ' � � � � � � � � �� @���� � ;�� �����������
 ���� Ŵ(x) = 0̂ ��� �� �� (��-�� ���")

x ∈ R
3� �&�� �  �%�� �-�����
 -�� ‖Ŵ‖L3

w(K;M4) > 0� ��* ���" j ∈ Z (��* �����!" j � 3l)

�!/��� -���� aj = ‖Ŵ‖L3
w(K;M4) 2

1
3
j � �� �� �� x ∈ R

3 � ���  ���� �$����

‖Ŵ κ, in
aj ,↓ (x)‖ � (2π)−3‖Ω‖L1(R3) aj .

��



�&�� � (��* ���" μ, ν = l, . . . , L(κ))

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, in

aj(μ,ν),↓P̂
(−)
ν ψ‖ � (2π)−3 ‖Ω‖L1(R3) ‖Ŵ‖L3

w(K;M4) 2
1
3
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖. (;��)

9 ������ ������!
 �' ����������� (;�;) (� ������ � ���� 2���$�� Ŵ ���� ������+��* 2���#

$�� Ŵaj ,↑) ����-�� 

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, in

aj(μ,ν) ,↑P̂
(−)
ν ψ‖ � 2

√
6c7 ‖Ŵaj(μ,ν) ,↑‖L2(K;M4) 2

1
2
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖.

./�'��-� 
K(j)

s = {x ∈ K : 2s−1aj < ‖Ŵ(x)‖M4 � 2saj}, s ∈ N.

@�� ���
mesK(j)

s �
(
2−s+1a−1

j ‖Ŵ‖L3
w(K;M4)

)3
,

��

aj ‖Ŵaj ,↑‖2L2(K;M4)
= aj

∑
s∈N

∫
K

(j)
s

‖Ŵ(x)‖2M4
dx � 8 ‖Ŵ‖3L3

w(K;M4)
(;�D)

�
 �������������


‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, in

aj(μ,ν) ,↑P̂
(−)
ν ψ‖ � 8

√
3c7 ‖Ŵ‖L3

w(K;M4) 2
1
3
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖. (;��)

@����� ����������� (;��) ��������������� ������� �' �$���� (;��) � (;��)
 ���� �������'������*

��������� � Ŵ κ, in = Ŵ κ, in
aj(μ,ν),↓ + Ŵ κ, in

aj(μ,ν),↑ (��� μ, ν = l, . . . , L(κ))� �� &��  �%�� ����%���

C∗ = 8
√
3c7 + (2π)−3‖Ω‖L1(R3)� �

@� � � �  � ;�?� ��� ����! ��	������ ������� Ŵ ∈ L3
w(K; S̃4) � ��
�� ε > 0 
�#�
	���	

��
�� κ̃
∗
0 = κ̃

∗
0(ε, Ŵ) > 0 	����� �	� ��� �
�! κ � κ0 � κ̃

∗
0 , �
�! μ, ν = l, . . . , L(κ)� �
�!

���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ψ ∈ L2(K;C4)

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, inP̂ (−)

ν ψ‖ � C∗ (ε+ ‖Ŵ‖(∞)
L3
w(K;M4)

)
2

1
3
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖ , (;�	)

��� C∗ > 0  ������
������ ���
	��	� �" 	������ ;��$

� � � � ' � � � � � � � � �� 8!/��� -���� t0 > 0
 ��* ��������

‖Ŵt0,↑‖L3
w(K;M4) � ε

2
+ ‖Ŵ‖(∞)

L3
w(K;M4)

. (;��)

8 ���� ����� ! ;�� (��� κ � κ0 , ��� ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���" k ∈ K(e) � ���" ψ ∈ L2(K;C4))

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, in

t0,↑ P̂
(−)
ν ψ‖ � C∗

( ε
2
+ ‖Ŵ‖(∞)

L3
w(K;M4)

)
2

1
3
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖. (;��1)

@�� ��� ‖Ŵt0,↓(x)‖M4 � t0 ��� �� �� x ∈ R
3, �� ���%� �!����*+��* �$����

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, in

t0,↓ P̂
(−)
ν ψ‖ � (2π)−3 ‖Ω‖L1(R3) t0 ‖P̂ (−)

ν ψ‖. (;���)

���� J ∈ Z � ��� ���,�� -����
 ��* ��������

(2π)−3 ‖Ω‖L1(R3) t0 � ε

2
C∗ 2

1
3
J .

I��� j(μ, ν) � J 
 �� �' (;���) ����-�� 

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, in

t0,↓ P̂
(−)
ν ψ‖ � ε

2
C∗ 2

1
3
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖. (;��?)

9 ������ ������!
  ��%����� QJ ����*��-���!" ��� (μ, ν) -���� μ, ν ∈ {l, . . . , L(κ)}
 ��*
�����!" j(μ, ν) < J 
 ����-�� (��� �����) � ��* ����" ����*��-���!" ��� 2max {μ, ν} < J − l�

��



�&�� � �' ��  ! ;�� ������� ��3���������� ������ -���� κ̃
∗
0 > 0
 -�� ��� ���" (μ, ν) ∈ QJ

�!����*���* ����������� max {μ, ν} � L(κ̃∗
0) � ��� ���" κ � κ0 � κ̃

∗
0 , ���" (μ, ν) ∈ QJ 


���" k ∈ K(e) � ���" ψ ∈ L2(K;C4) � ���  ���� �$���� (;��?)� 9������������
 �$���� (;��?)
����������� ��� ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)� @����� ����������� (;�	) ��������������� ������� (���

κ � κ0 � κ̃
∗
0) �' (;��1) � (;��?) (� ��������� Ŵ κ, in = Ŵ κ, in

t0,↑ + Ŵ κ, in
to,↓ )� �

@����� ����-� �$���� ����"� ��* ��� ‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, outP̂

(−)
ν ψ‖� ���� Ŵ ∈ L2(K; S̃4)� @��

���
(Ŵ κ, out

)
n
=
(
1 − Ω̂

(
2πn
κ

)) Ŵn
 n ∈ Λ∗, ��
(Ŵ κ, out

)
n
= 0̂ ��� ���" n ∈ Λ∗, ��* �����!"

2π|n| � κ� C�����'�* �$���� 2π|N −N ′| < 2(κ + 2μ + 2 ν) � 4κ
 �!����*+3�+�* ��� N ∈ Kμ

� N ′ ∈ Kν 
 �' (;��) � (;�?) ��* ���" κ � κ0
 ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���" k ∈ K(e) � ���"
������#2���$�� ψ ∈ L2(K;C4) ����-�� 

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, outP̂ (−)

ν ψ‖ � (;��;)

� (6c7 mesK)
1
2

(√
κ

∑
n∈Λ∗ :

π |n⊥|�κ+2max {μ,ν},
κ� 2π|n|< 4κ

‖Ŵn‖2M4√
κ + 2 1+max {μ,ν} − π|n⊥|

) 1
2
2

1
2
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖.

@� � � �  � ;�;� ��� ����! ��������
��� (
 ����	��� ������� Λ ⊂ R
3) ��	������ �����

��� Ŵ ∈ L3
w(K; S̃4) � ��
�� ε > 0 � θ > 0 
�#�
	���	 ��
�� κ

′′
0 > 4 	����� �	� ��� ������

κ1 � κ0 � κ
′′
0 �����	
� ��
�� κ ∈ [κ1,κ

1+θ
1 ] 	����� �	� ��� �
�! μ, ν = l, . . . , L(κ)� �
�!

���	���� k ∈ K(e) � �
�! ���	���������� ψ ∈ L2(K;C4)

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, outP̂ (−)

ν ψ‖ � C̃∗
(1 + θ

θ

) 1
3 (
ε+ ‖Ŵ‖(∞)

L3
w(K;M4)

)
2

1
3
j(μ,ν)‖P̂ (−)

ν ψ‖, (;���)

��� C̃∗ > 0  ������
������ ���
	��	�$

� � � � ' � � � � � � � � �� ��� � ��� ����'��������� ����� ! ;�?
 �!/��� -���� t0 > 0 ���

-��/! �!����*���� ����������� (;��)� ./�'��-� V̂ = Ŵt0,↑� ����

aj =
(1 + θ

θ

) 1
3
(ε
2
+ ‖Ŵ‖(∞)

L3
w(K;M4)

)
2

1
3
j , j = 3l, 3l + 1, . . . .

C' (;�D) �����+� �$����

‖V̂aj ,↑‖2L2(K;M4)
� 8a−1

j ‖Ŵt0,↑‖3L3
w(K;M4)

.

J��� ����� �-�����
 -�� κ
θ
0 � 8� ���� κ1 � κ0� 8!/��� -���� s0 ∈ N ���
 -�� 8s0κ1 �

� κ
1+θ
1 < 8s0+1

κ1� ��* -���� s = 0, 1, . . . , s0 �������� -���� κ
(s)
1 = 8sκ1� ./�'��-� 

Ls
.
= L(2κ

(s)
1 )4 Ls � 3s + lnκ1

ln 2 � 5���� κ0 /���� �!/������* �������-�� /���,� ���
 -��/!
��* -���� s0 (��� ���" κ1 � κ0) �!����*���� �����������

s−1
0 (3Ls0 − 3l + 1) � 6s−1

0 Ls0 � 6
(
3 +

1

s0

lnκ1

ln 2

)
< 18

(1 + θ

θ
+

1

θs0

)
< 20

1 + θ

θ

(������������!� ������* �� �!/�� -���� κ0 /���� ��������! � �������,� )� 9���������!
�$����

1

s0

s0 − 1∑
s=0

3Ls∑
j=3l

aj
∑

n∈Λ∗ :
κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

‖(V̂aj ,↑)n‖2M4
� 1

s0

3Ls0∑
j=3l

aj

s0 − 1∑
s=0

∑
n∈Λ∗ :

κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

‖(V̂aj ,↑)n‖2M4
�

� 1

s0

3Ls0∑
j=3l

aj
∑

n∈Λ∗ :
κ
(0)
1 � 2π|n|< 8κ

(s0)
1

‖(V̂aj ,↑)n‖2M4
� 4

s0
(mesK)−1

3Ls0∑
j=3l

aj ‖V̂aj ,↑‖2L2(K;M4)
�

�D



� 32

s0
(mesK)−1 (3Ls0 − 3l + 1) ‖Ŵt0,↑‖3L3

w(K;M4)
� 640 (mesK)−1 1 + θ

θ
‖Ŵt0,↑‖3L3

w(K;M4)
,

�' �����!" �!������ ��3���������� -���� s ∈ {0, 1, . . . , s0 − 1} ������
 -��
3Ls∑
j=3l

aj
∑

n∈Λ∗ :
κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

‖(V̂aj ,↑)n‖2M4
� 640 (mesK)−1 1 + θ

θ
‖Ŵt0,↑‖3L3

w(K;M4)
. (;���)

.������� 2���$��

R 
 ξ 	→ G(s)(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, ���� ξ < −2Ls ,(
ξ + 2 1+λ

)− 1
2 , ���� − 2λ � ξ < −2λ−1, λ = l + 1, . . . , Ls,(

ξ + 2 1+l
)− 1

2 , ���� ξ � −2 l,

� ��� ���" κ ∈ [κ
(s)
1 , 2κ

(s)
1 ] �/�'��-� 

F(κ) =

√
2κ

(s)
1

3Ls∑
j=3l

aj
∑

n∈Λ∗ :
κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

G(s)(κ − π|n⊥|) ‖(V̂aj ,↑)n‖2M4
,

F̃(κ) =

√
2κ

(s)
1

∑
n∈Λ∗ :

κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

G(s)(κ − π|n⊥|) ‖(Ŵt0,↓)n‖2M4
.

@�� ��� ��� ���" ξ < −2 l � ���  ���� �$���� G(s)(ξ) <
(−ξ − 2 1+l

)− 1
2 
 ��

(
κ
(s)
1

)−1
∫ 2κ

(s)
1

κ
(s)
1

G(s)(κ − π|n⊥|) dκ � 4
(
κ
(s)
1

)− 1
2

�
 ������������� (� � (;���))


(
κ
(s)
1

)−1
∫ 2κ

(s)
1

κ
(s)
1

F(κ) dκ � 2560
√
2 (mesK)−1 1 + θ

θ
‖Ŵt0,↑‖3L3

w(K;M4)
,

(
κ
(s)
1

)−1
∫ 2κ

(s)
1

κ
(s)
1

F̃(κ) dκ � 4
√
2

∑
n∈Λ∗ :

κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

‖(Ŵt0,↓)n‖2M4
.

.����� �!������ ��3���������� -���� κ ∈ [κ
(s)
1 , 2κ

(s)
1 ] (� ���� ����� -���� ���� ���������*

� �������,� )
 ��* ��������

F(κ) � 5120
√
2 (mesK)−1 1 + θ

θ
‖Ŵt0,↑‖3L3

w(K;M4)
, (;��D)

F̃(κ) � 8
√
2

∑
n∈Λ∗ :

κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

‖(Ŵt0,↓)n‖2M4
. (;���)

9 ������ ������!
 ��� ��� ��* ���" μ
 ν = l, . . . , L(κ) � ���" n ∈ Λ∗
 ��* �����!" π|n⊥| �
� κ+2max {μ,ν}
 ����������� �����������

(
κ+2 1+max {μ,ν}−π|n⊥|

)− 1
2 � G(s)(κ−π|n⊥|), �� ��*

���" μ, ν = l, . . . , L(κ)

∑
n∈Λ∗ :

π |n⊥|�κ+2max {μ,ν},
κ� 2π|n|< 4κ

‖(V̂aj(μ,ν) ,↑)n‖2M4√
κ + 2 1+max {μ,ν} − π|n⊥|

�
∑

n∈Λ∗ :
κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

G(s)(κ−π|n⊥|) ‖(V̂aj(μ,ν) ,↑)n‖2M4
,

��



∑
n∈Λ∗ :

π |n⊥|�κ+2max {μ,ν},
κ� 2π|n|< 4κ

‖(Ŵt0,↓)n‖2M4√
κ + 2 1+max {μ,ν} − π|n⊥|

�
∑

n∈Λ∗ :
κ
(s)
1 � 2π|n|< 8κ

(s)
1

G(s)(κ − π|n⊥|) ‖(Ŵt0,↓)n‖2M4
.

�&�� � �' (;��;) � (;��D)
 (;���) ��* ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���" k ∈ K(e) � ���" ψ ∈ L2(K;C4)
����-�� 

‖P̂ (+)
μ V̂ κ, out

aj(μ,ν),↑P̂
(−)
ν ψ‖ � c8

( 1 + θ

θ
‖Ŵt0,↑‖3L3

w(K;M4)

) 1
2
a
− 1

2

j(μ,ν) 2
1
2
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖ = (;��	)

= c8

(1 + θ

θ

) 1
3 ‖Ŵt0,↑‖L3

w(K;M4) 2
1
3
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖,

‖P̂ (+)
μ V̂ κ, out

t0,↓ P̂ (−)
ν ψ‖ � c9

(
(mesK)

∑
n∈Λ∗ :

κ1 � 2π|n|<κ
1+θ
1

‖(Ŵt0,↓)n‖2M4

) 1
2
2

1
2
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖, (;���)

��� c8 = (30720
√
2 c7)

1
2 , c9 = (48

√
2 c7)

1
2 .

�� �� �� x ∈ R
3

‖V̂ κ, out
aj(μ,ν) ,↓(x)‖M4 �

(
1 + (2π)−3 ‖Ω‖L1(R3)

)
aj(μ,ν).

9������������


‖P̂ (+)
μ V̂ κ, out

aj(μ,ν),↓P̂
(−)
ν ψ‖ � (;�?1)

�
(
1 + (2π)−3 ‖Ω‖L1(R3)

) (1 + θ

θ

) 1
3 ‖Ŵt0,↓‖L3

w(K;M4) 2
1
3
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖.

@�� ��� Ŵ κ, out
t0,↑ = V̂ κ, out

aj(μ,ν) ,↓ + V̂ κ, out
aj(μ,ν),↑ , �� �' (;��	) � (;�?1) ��* ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���"

k ∈ K(e) � ���" ψ ∈ L2(K;C4) �!������ �$����

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, out

t0,↑ P̂ (−)
ν ψ‖ � C̃∗

(1 + θ

θ

) 1
3
( ε
2
+ ‖Ŵ‖(∞)

L3
w(K;M4)

)
2

1
3
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖, (;�?�)

��� C̃∗ = c8 + 1 + (2π)−3 ‖Ω‖L1(R3)�

���� ������ J ∈ Z � ��� ���,�� -����
 ��* ��������

(
1 + (2π)−3 ‖Ω‖L1(R3)

)
t0 � ε

2
C̃∗
(1 + θ

θ

) 1
3
2

1
3
J .

�� �� �� x ∈ R
3 �!����*���* �����������

‖Ŵ κ, out
t0,↓ (x)‖M4 �

(
1 + (2π)−3 ‖Ω‖L1(R3)

)
t0.

9������������
 ��* ���" -���� μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ��* �����!" j(μ, ν) � J 
 ���" k ∈ K(e) � ���"
ψ ∈ L2(K;C4)

‖P̂ (+)
μ Ŵ κ, out

t0,↓ P̂ (−)
ν ψ‖ � ε

2
C̃∗
(1 + θ

θ

) 1
3
2

1
3
j(μ,ν) ‖P̂ (−)

ν ψ‖. (;�??)

9 ������ ������!
 ��3������� ����-��� (��� ������)  ��%����� Q ′
J ����*��-���!" ��� (μ, ν)

-���� μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ��* �����!" j(μ, ν) < J 
 � ��* ����" ��� (��� � ��� ����'���������
����� ! ;�?) 2max{μ, ν} < J − l� ��* ��%��� ����*��-����� ���! (μ, ν) ∈ Q ′

J �����������
����������� (;���)� �� &�� ∑

n∈Λ∗ :
κ1 � 2π|n|<κ

1+θ
1

‖(Ŵt0,↓)n‖2M4
→ 0

�	



��� κ1 → +∞� �&�� � ��� �!/��� �������-�� /���,��� -���� κ0 > 4 (� '����� ���� ��

��,���� Λ
  ����-��� 2���$�� Ŵ � -���� ε
 θ) � ��� (�+/� ) κ1 � κ0 ��* �������������
�!,� -���� κ ∈ [κ1,κ

1+θ
1 ] �' �$���� (;���) ��� ���" (μ, ν) ∈ Q ′

J ������� �$���� (;�??)� :�
����� �$���� (;�??) ����������� ��� ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���" k ∈ K(e) � ���" ψ ∈ L2(K;C4)�
����'!��� �* �$���� (;���) ������ ������� (��� ���" μ, ν = l, . . . , L(κ)
 ���" k ∈ K(e) � ���"

ψ ∈ L2(K;C4)) �' (;�?�) � (;�??)
 ��� ��� Ŵ κ, out = Ŵ κ, out
t0,↑ + Ŵ κ, out

t0,↓ � �
8 ���� ��������� Ŵ = Ŵ κ, in + Ŵ κ, out ����� � ?�� *��*���* ��������� ����� ;�? � ;�;�

������ ���	
���
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 � �������� 	�� �������� 	����!���������� ����� �����	�� D̂ + Ŵ =
∑

α̂j(−i ∂
∂xj

− Aj) + V̂0 + V̂1� "�� #��	��

��	��	�� A : R3 → R
3 ��� 	�� ����	���� V̂s
 s = 0, 1
 $�	� #���� �� 	�� ����� �� %����	��� (4 × 4)!��	����� ���

�������� $�	� � ������ ������ �		��� Λ ⊂ R
3� "�� ����	���� V̂s ��� �������� 	� ��	���� 	�� �����	�	��� ���	����

V̂sα̂j = (−1)sα̂j V̂s
 j = 1, 2, 3
 s = 0, 1� &�	 K �� 	�� ��������	� ������ �� 	�� �		��� Λ�  � ���#� �����	�

���	����	� �� 	�� ����	��� �� 	�� �����	�� D̂ + Ŵ ���#���� 	��	 A ∈ Hq
loc(R

3;R3)
 q > 1
 ��
∑ ‖AN‖ < +∞ $����

AN ��� 	�� '������ ���(����	� �� 	�� ��)��	�� ��	��	�� A
 ��� 	�� ����	��� V̂ = V̂0+ V̂1 ����)� 	� 	�� ����� L
3
w(K)

��� ��	��*�� 	�� ��	���	� mes {x ∈ K : ‖V̂ (x)‖ > t} � Ct−3 ��� � ��(����	� ��)� ������� t > 0� "�� ����	��	
C > 0 ������� �� 	�� A +�� A ≡ 0 	��� C �� � ���#���� ����	��	,
 ��� mes �� 	�� &����)�� ��������  � ��� ��� ���
� ����	��� �� 	�� ���� ���� $�	� ��#��� ������ ���)����	��� |x − xm|−1ŵm �� ���)��������� �� ����	� xm ∈ K


m = 1, . . . ,m0
 	� 	�� ����	��� V̂ = V̂0 + V̂1 ���#���� 	��	 	��� ����	��� �� ���	������ ��� x /∈ xm +Λ
 m = 1, . . . , m0

��� ‖ŵm‖ � C1 ��� � m� "�� ����	��	 C1 > 0 ��� ������� �� 	�� ��)��	�� ��	��	�� A +��� ���� ��	 ������ ��
	�� m0,�
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