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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð - ðàçäåë ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûé ñ èññëåäîâàíèåì
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, ôóíêöèîíèðóþùèõ â óñëîâèÿõ êîíôëèêòà.

Ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè ñòèìóëèðîâàëîñü íàëè÷èåì ðåàëüíûõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷, èìåþùèõ âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ ìåõàíèêè, ýêî-
íîìèêè, âîåííîãî äåëà è íåêîòîðûõ äðóãèõ îáëàñòåé.

Ñòàíîâëåíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíè-
ÿìè Ð. Àéçåêñà, À. Áðàéñîíà, Ó. Ôëåìèíãà, Þ. Õî, Á. Í. Ïøåíè÷íîãî,
Ë. À. Ïåòðîñÿíà.

Â Ñîâåòñêîì Ñîþçå àêòèâíàÿ ðàçðàáîòêà òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èãð íà÷àëîñü ïîñëå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò Í. Í. Êðàñîâñêîãî è
Ë. Ñ. Ïåòðîñÿíà. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýòó ðàçðàáîòêó âíåñëè
Â. Ä. Áàòóõòèí, Ð. Â. Ãàìêðåëèäçå, Í. Ë. Ãðèãîðåíêî, Ï. Á. Ãóñÿòíè-
êîâ, Â. È. Æóêîâñêèé, Ì. È. Çåëèêèí, À. Ô. Êëåéìåíîâ, À. Â. Êðÿæèì-
ñêèé, À. Á. Êóðæàíñêèé, Â. Í. Ëàãóíîâ, À. À. Ìåëèêÿí, Å. Ô. Ìèùåíêî,
Ì. Ñ. Íèêîëüñêèé, Þ. Ñ. Îñèïîâ, À. Ã. Ïàøêîâ, Í. Í. Ïåòðîâ,
Ã. Ê. Ïîæàðèöêèé, Å. Ñ. Ïîëîâèíêèí, À. Þ. Ñàòèìîâ, À. È. Ñóááîòèí,
Í. Í. Ñóááîòèíà, Â. Å. Òðåòüÿêîâ, Í. Ò. Òûíÿíñêèé, Â. È. Óõîáîòîâ,
Â. Í. Óøàêîâ, À. Ã. ×åíöîâ, Ô. Ë. ×åðíîóñüêî, À. À. ×èêðèé è ìíîãèå
äðóãèå àâòîðû.

Èç çàðóáåæíûõ àâòîðîâ ìîæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèòü ðàáîòû
Ë. Áåðêîâè÷à, Ä. Áðåéêâåëëà, Í. Êàëòîíà, À. Ôðèäìàíà, Ð. Ýëëèîòà,
Äæ. Ëåéòìàíà, Ð. Ï. Èâàíîâà è äðóãèõ àâòîðîâ.

Îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ÿâëÿåò-
ñÿ çàäà÷à ïðåñëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà îäíèì èëè íåñêîëüêèìè
óïðàâëÿåìûìè îáúåêòàìè è çàäà÷à óêëîíåíèÿ îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü îñëîæíåíà íàëè÷èåì îãðàíè-
÷åíèé íà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ.

Îäíà èç ïåðâûõ çàäà÷, ëèíåéíàÿ ãëîáàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ, áûëà
ïîñòàâëåíà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì è Å. Ô. Ìèùåíêî.1

Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòû À. Àçàìîâà,
Ì. Ñ. Ãàáðèýëÿíà, Â. Ë. Çàêà, À. Â. Ìåçåíöåâà, Â. Â. Îñòàïåíêî,
Â. Ñ. Ïàöêî, È. Ñ. Ðàïïîïîðòà, Á. Á. Ðèõñèåâà, Ñ. È. Òàðëèíñêîãî,
Â. Ä. Øèðÿåâà è äðóãèõ àâòîðîâ.

1Ïîíòðÿãèí Ë. Ñ., Ìèùåíêî Å. Ô. Çàäà÷à îá óáåãàíèè îäíîãî óïðàâëÿåìîãî îáú-
åêòà îò äðóãîãî//ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1969, Ò. 189, �4, Ñ. 721-723

3



Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à ïðå-
ñëåäîâàíèÿ ãðóïïîé óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ ãðóïïû óïðàâëÿåìûõ îáú-
åêòîâ.234 Ñïåöèôèêà ýòèõ çàäà÷ òðåáóåò ñîçäàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ èõ èñ-
ñëåäîâàíèÿ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ ãðóïïîé óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ ãðóïïû óïðàâëÿ-
åìûõ îáúåêòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòà-
òû:

1. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè õîòÿ áû
îäíîãî óáåãàþùåãî â çàäà÷å ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñî ìíîãèìè óáåãà-
þùèìè è ìíîãèìè ïðåñëåäîâàòåëÿìè, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå óáåãàþùèå
èñïîëüçóþò îäíî è òî æå óïðàâëåíèå è íå ïîêèäàþò ïðåäåëû âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà.

2. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè äâóõ óáåãàþùèõ â çàäà÷å
ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñî ìíîãèìè ó÷àñòíèêàìè, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå
óáåãàþùèå èñïîëüçóþò îäíî è òî æå óïðàâëåíèå.

3. Äëÿ ïðèìåðà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ïîèìêè ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî óáåãàþùåãî,
ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå óáåãàþùèå èñïîëüçóþò îäíî è òî æå óïðàâëåíèå è
íå ïîêèäàþò ïðåäåëû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Âñå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåé-
øèõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñî ìíîãèìè ó÷àñò-
íèêàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü:

- íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Control Applications of Optimi-
zation 11th IFAC INTERNATIONAL WORKSHOP" (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
2000)

- íà 32-é ðåãèîíàëüíîé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè "Ïðîáëåìû òåîðå-
òè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè" (ÓðÎ ÐÀÍ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
è ìåõàíèêè, Åêàòåðèíáóðã, 2001)

- íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Logic, Game Theory and Social
Choice" (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2001)

- íà ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå "The Tenth International Symposium
of Dynamic Games and Applications" (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2002)

2×èêðèé À. À. Êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû. Êèåâ, Íàóê. äóìêà, 1992
3Ïåòðîâ Í. Í., Ïåòðîâ Í. Íèêàíäð. Î äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå "êàçàêè-

ðàçáîéíèêè"//Äèôô. óðàâíåíèÿ, 1983, Ò. 19, �8, Ñ. 1366-1374
4Ãðèãîðåíêî Í. Ë. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ íåñêîëüêèìè äèíàìè÷å-

ñêèìè ïðîöåññàìè. Ì. ÌÃÓ, 1990
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- íà Èæåâñêîì ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ (Èæåâñê, 2003)

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (ãðàíòû 99-01-00454, 03-01-00014) è êîíêóðñíûì öåíòðîì Ìèíî-
áðàçîâàíèÿ ÐÔ (ãðàíòû E00-1.0-5, E02-1.0-100).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 9
ðàáîòàõ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
äâóõ ãëàâ, 7 ïàðàãðàôîâ, 6 ðèñóíêîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè 102 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 192 íà-
èìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè ñäåëàí îáçîð ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ è èçëàãàåòñÿ êðàòêîå

ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïî ïàðàãðàôàì.
Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç 4-õ ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà çàäà÷å ïðîñòîãî

ïðåñëåäîâàíèÿ ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé ãðóïïû óáåãàþùèõ ïðè îäèíà-
êîâûõ äèíàìè÷åñêèõ âîçìîæíîñòÿõ ó÷àñòíèêîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå
óáåãàþùèå èñïîëüçóþò îäíî è òî æå óïðàâëåíèå è â ïðîöåññå èãðû íå
ïîêèäàþò ïðåäåëû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà.

Ïåðâûé ïàðàãðàô íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ïîñâÿùåí ïîíÿ-
òèþ ïîëîæèòåëüíîãî áàçèñà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Âåêòîðû a1, a2, . . . , al ∈ Rk îáðàçóþò ïîëî-
æèòåëüíûé áàçèñ Rk, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Rk ñóùåñòâóþò ïîëîæè-
òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà α1, α2, . . . , αl òàêèå, ÷òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal.

Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîãî áàçèñà.
Â âòîðîì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-

íàÿ èãðà Γ n + m ëèö.
Â ïðîñòðàíñòâå Rk(k ≥ 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èã-

ðà n + m ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è m óáåãàþùèõ
E1, E2, . . . , Em. Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç ïðåñëåäîâàòåëåé Pi èìååò
âèä:

ẋi = ui, ‖ ui ‖≤ 1. (1)
Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç óáåãàþùèõ Ej èìååò âèä:

ẏj = v, ‖ v ‖≤ 1. (2)

Çäåñü xi, yj , ui, v ∈ Rk. Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

xi(0) = x0
i , yj(0) = y0

j ,
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ïðè÷åì
x0

i 6= y0
j .

Çäåñü è âñþäó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî i = 1, 2, . . . , n,
j = 1, 2, . . . , m. Ïóñòü T > 0 è σ � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tq < tq+1 = T

îòðåçêà [0, T ].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé V óáå-
ãàþùèõ Ej, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ σ, áóäåì íàçûâàòü ñåìåé-
ñòâî îòîáðàæåíèé cl, l = 0, 1, . . . , q, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå âåëè-
÷èíàì

(tl, xi(tl), yj(tl), min
t∈[0,tl]

min
i
‖ xi(t)− yj(t) ‖) (3)

èçìåðèìóþ ôóíêöèþ v(t), îïðåäåëåííóþ äëÿ t ∈ [tl, tl+1) è òàêóþ, ÷òî
‖ v(t) ‖≤ 1, t ∈ [tl, tl+1).

Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèÿ óáåãàþùèõ ìîæíî òðàêòîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: èìååòñÿ öåíòð, êîòîðûé ïî âåëè÷èíàì (3) äëÿ âñåõ óáå-
ãàþùèõ Ej âûáèðàåò îäíî è òî æå óïðàâëåíèå v(t), t ∈ [tl, tl+1).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé êîíòðñòðàòåãèåé Ui

ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ σ, áóäåì íàçûâàòü ñå-
ìåéñòâî îòîáðàæåíèé cl

i, l = 0, 1, . . . , q, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå âå-
ëè÷èíàì (3) è óïðàâëåíèþ v(t), t ∈ [tl, tl+1) èçìåðèìóþ ôóíêöèþ ui(t),
îïðåäåëåííóþ äëÿ t ∈ [tl, tl+1) è òàêóþ, ÷òî ‖ ui(t) ‖≤ 1, t ∈ [tl, tl+1).

Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó Γ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Â èãðå Γ ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå îò âñòðå-
÷è, åñëè äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå σ èíòåðâàëà [0, T ],
ñòðàòåãèÿ V óáåãàþùèõ Ej òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðàåêòîðèé xi(t)
ïðåñëåäîâàòåëåé Pi èìååò ìåñòî

xi(t) 6= yj(t), t ∈ [0, T ].

Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà, åñëè ñóùåñ-
òâóåò T > 0 è äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè V óáåãàþùèõ Ej ñóùåñòâóþò
êóñî÷íî-ïðîãðàììíûå êîíòðñòðàòåãèè Ui ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, ìîìåíò
τ ∈ [0, T ] è íîìåðà s ∈ {1, 2, . . . , m}, r ∈ {1, 2, . . . , n} òàêèå, ÷òî

xr(τ) = ys(τ).

Âìåñòî ñèñòåì (1), (2) ðàññìîòðèì ñèñòåìó
żi,j = ui − v, zi,j(0) = z0

i,j = x0
i − y0

j . (4)
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî íà÷àëüíûå ïîçèöèè x0

i , y
0
j òà-

êîâû, ÷òî
6



à) åñëè n > k, òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ I ⊂ {1, . . . , n},
|I| ≥ k + 1 ñïðàâåäëèâî Intco{x0

i , i ∈ I} 6= ∅;
á) ëþáûå k âåêòîðîâ èç ñîâîêóïíîñòè {x0

i −y0
j , y0

s −y0
r , s 6= r} ëèíåéíî

íåçàâèñèìû.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü
Intco{x0

i } ∩ co{y0
j } 6= ∅.

Òîãäà â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû äîïîëíèòåëüíî (ïî îòíîøåíèþ ê
çàäà÷å âòîðîãî ïàðàãðàôà) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óáåãàþùèå â ïðîöåññå
èãðû íå ïîêèäàþò ïðåäåëû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà

D = {y|y ∈ Rk, (Ps, y) 6 µs, s = 1, . . . , r},
ãäå p1, . . . , ps - åäèíè÷íûå âåêòîðû Rk, µ1, . . . , µr - âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
òàêèå, ÷òî IntD 6= ∅.
Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü

0 /∈ Intco{x0
i − y0

j , p1, . . . , pr}.
Òîãäà â èãðå Γ ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå îò âñòðå÷è.

Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü n > k è
0 ∈ Intco{x0

i − y0
j , p1, . . . , pr}.

Òîãäà â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

Â �4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ãðóïïîé ïðå-
ñëåäîâàòåëåé äâóõ æåñòêî ñêîîðäèíèðîâàííûõ óáåãàþùèõ. Öåëü ãðóïïû
ïðåñëåäîâàòåëåé - ïîéìàòü äâóõ óáåãàþùèõ.

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè.
Ãëàâà 2 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà çàäà÷å ïðåñëåäîâàíèÿ ãðóïïîé óïðàâ-

ëÿåìûõ îáúåêòîâ ãðóïïû æåñòêî ñêîîðäèíèðîâàííûõ óáåãàþùèõ â ïðè-
ìåðå Ïîíòðÿãèíà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû äîêàçàíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå
ñâîéñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â �2 äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
èãðà Γ n + m ëèö.

Â ïðîñòðàíñòâå Rk ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà n + m
ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, . . . , Pn è m óáåãàþùèõ E1, . . . , Em. Çàêîí äâè-
æåíèÿ êàæäîãî èç ïðåñëåäîâàòåëåé Pi èìååò âèä:

x
(l)
i + a1x

(l−1)
i + · · ·+ alxi = ui, ‖ ui ‖6 1, xi ∈ Rk. (5)
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Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç óáåãàþùèõ Ej èìååò âèä:

y
(l)
j + a1y

(l−1)
j + · · ·+ alyj = v, ‖ v ‖6 1, yj ∈ Rk. (6)

Çäåñü xi, yj , ui, v ∈ Rk, a1, . . . , al ∈ R1.
Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x
(α)
i (0) = x0

i,α, y
(α)
j (0) = y0

j,α, α = 0, . . . , l − 1, (7)
ïðè÷åì x0

i,0 − y0
j,0 6= 0 äëÿ âñåõ i è j.

Çäåñü è âñþäó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî i = 1, . . . , n, j =
1, . . . , m.

Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèÿ óáåãàþùèõ ìîæíî òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: èìååòñÿ öåíòð, êîòîðûé äëÿ âñåõ óáåãàþùèõ Ej âûáèðàåò îäíî è
òî æå óïðàâëåíèå v.

Âìåñòî ñèñòåì (5), (6) ðàññìîòðèì ñèñòåìó

z
(l)
i,j + a1z

(l−1)
i,j + · · ·+ alzi,j = ui − v, ||ui|| 6 1, ||v|| 6 1, (8)

zi,j(0) = z0
i,j,0 = x0

i,0 − y0
j,0, . . . , z

(l−1)
i,j (0) = z0

i,j,l−1 = x0
i,l−1 − y0

j,l−1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕq(t), q = 0, 1, . . . , l − 1 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ω(l) + a1ω

(l−1) + · · ·+ alω = 0 (9)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

ω(0) = 0, . . . , ω(q−1)(0) = 0, ω(q)(0) = 1, ω(q+1)(0) = 0, . . . , ω(l−1)(0) = 0.

Ï ð å ä ï î ë î æ å í è å 1. Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ

λl + a1λ
l−1 + · · ·+ al = 0 (10)

èìåþò íåïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Ï ð å ä ï î ë î æ å í è å 2. ϕl−1(t) > 0 äëÿ âñåõ t > 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå 2 âûïîëíåíî, åñëè óðàâíåíèå (10) èìååò
òîëüêî âåùåñòâåííûå êîðíè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, . . . , λs (λ1 < λ2 < · · · <
λs) - âåùåñòâåííûå êîðíè, µ1 ± iν1, . . . , µp ± iνp (µ1 6 µ2 6 · · · 6 µp) -
êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (10). Ïóñòü äàëåå

ζi(T, t) = ϕ0(T )xi(t) + · · ·+ ϕl−1(T )x(l−1)
i (t),

ηj(T, t) = ϕ0(T )yj(t) + · · ·+ ϕl−1(T )y(l−1)
j (t),

ξi,j(T, t) = ϕ0(T )zi,j(t) + · · ·+ ϕl−1(T )z(l−1)
i,j (t).

Òàê êàê

ϕq(t) =
s∑

β=1

eλβtPq,β(t) +
p∑

α=1

eµαt(Qq,α(t) cos(ναt) + Rq,α(t) sin(ναt)),
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òî ζi(T, 0), ηj(T, 0), ξi,j(T, 0) ïðåäñòàâèìû â âèäå

ζi(T, 0) =
s∑

β=1

eλβT P 1
i,β(T )+

p∑
α=1

eµαT (Q1
i,α(T ) cos(ναT )+R1

i,α(T ) sin(ναT )),

ηj(T, 0) =
s∑

β=1

eλβT P 2
j,β(T )+

p∑
α=1

eµαT (Q2
j,α(T ) cos(ναT )+R2

j,α(T ) sin(ναT )),

ξi,j(T, 0) =
s∑

β=1

eλβT P 3
i,j,β(T )+

p∑
α=1

eµαT (Q3
i,j,α(T ) cos(ναT )+R3

i,j,α(T ) sin(ναT )),

Ñ÷èòàåì, ÷òî ξi,j(T, 0) 6= 0 äëÿ âñåõ i, j è T > 0, èáî åñëè ξp,q(T, 0) = 0
ïðè íåêîòîðûõ p, q è T , òî ïðåñëåäîâàòåëü Pp ëîâèò óáåãàþùåãî Eq ê ìî-
ìåíòó T , ïîëàãàÿ up(t) = v(t). Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî P 3

i,j,s(t) òîæäåñòâåííî
íå ðàâåí 0 äëÿ âñåõ i è j, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåñëåäîâàòåëè ïåð-
âîíà÷àëüíî äîáèâàþòñÿ âûïîëíåíèÿ óêàçàííîãî óñëîâèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γi,j - ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P 3
i,j,s(t), γ - ñòåïåíü ìíîãî-

÷ëåíà Pl−1,s. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γi,j = γ äëÿ âñåõ i è j, èáî â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðåñëåäîâàòåëè Pi ïåðâîíà÷àëüíî äîáèâàþòñÿ âûïîëíåíèÿ äàí-
íîãî óñëîâèÿ.

Îáîçíà÷èì

X0
i = lim

t→∞
P 1

i,s(t)
tγ

, Y 0
j = lim

t→∞
P 2

j,s(t)
tγ

, Z0
i,j = lim

t→∞
P 3

i,j,s(t)
tγ

.

Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó Γ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà, åñëè ñóùå-
ñòâóþò T > 0 è èçìåðèìûå ôóíêöèè ui(t) = ui(t, z0

i,j , v(t)) òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè v(t) ñóùåñòâóþò ìîìåíò τ ∈ [0, T ] è
íîìåðà s, q, äëÿ êîòîðûõ xs(τ) = yq(τ).

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü n > k + 1 è
0 ∈ Intco{Z0

i,j}.
Òîãäà â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ èãðà Γ ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óáåãàþùèå â ïðî-
öåññå èãðû íå ïîêèäàþò ïðåäåëû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà
D âèäà

D = {y|y ∈ Rk, (ps, y) 6 µs, s = 1, . . . , r},
ãäå p1, . . . , ps - åäèíè÷íûå âåêòîðû Rk, µ1, . . . , µr âåùåñòâåííûå ÷èñëà
òàêèå, ÷òî IntD 6= ∅.
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Äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü n > k è
0 ∈ Intco{Z0

i,j , p1, . . . , pr}.
Òîãäà â èãðå Γ ïðîèñõîäèò ïîèìêà.
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