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Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè è ïëàâàþùèõ òåë

íà îñíîâå ñâÿçûâàíèÿ áåññåòî÷íûõ ÷èñëåííûõ ñõåì. Òå÷åíèå æèäêîñòè ìîäåëèðóåòñÿ ìåòîäîì ãèäðîäèíàìèêè

ñãëàæåííûõ ÷àñòèö, îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé ñ ðàçâèòîé

ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ áåç ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Îöåíèâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé â ìåòîäå ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö. Äâèæåíèå òâåðäûõ òåë, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå

àãëîìåðàòà ñ�åð, âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè ñ òâåðäûìè òåëàìè, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëÿþò-

ñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîäåëü ïðèìåíèìà äëÿ ðàñ÷åòà

âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè ñ òâåðäûìè òåëàìè; îäíàêî æèäêîñòü íå ïðîíèêàåò â óçêèå çàçîðû ìåæäó

áëîêàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëåå ñóùåñòâåííûì îòëè÷èÿì â äèíàìèêå òåë è ïîòîêà æèäêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ, ãèäðîäèíàìèêà ñãëàæåííûõ ÷àñòèö, äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà,

ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à.
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Ââåäåíèå

Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ (FSI � Fluid-Struture Interation) âçàèìî-

äåéñòâèÿ ïîòîêîâ æèäêîñòè ñ ïëàâàþùèìè òåëàìè âîçíèêàåò ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïîñëåä-

ñòâèé ïðîðûâà è ðàçðóøåíèÿ ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñëóæèò öåëÿì

ïðåäîòâðàùåíèÿ è ìèíèìèçàöèè ïîñëåäñòâèé ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé ïîäîáíîãî ðîäà. �åøåíèå

òàêèõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ ìîäåëèðîâàíèåì êàòàñòðî�è÷åñêèõ ïîòîêîâ â óñëîâèÿõ ñëîæíîé òðåõ-

ìåðíîé ãåîìåòðèè, ñ ó÷åòîì äèíàìèêè ìíîæåñòâà âîâëåêàåìûõ òå÷åíèåì îáúåêòîâ è õàðàêòåðà

èõ âçàèìîäåéñòâèé.

Îäíèì èç óñòîÿâøèõñÿ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ FSI ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå

àëãîðèòìîâ èòåðàöèîííîãî ñâÿçûâàíèÿ ðåøåíèé �èçè÷åñêèõ ïîäçàäà÷, ïîëó÷àåìûõ ñåòî÷íûìè

ìåòîäàìè [1℄. Ïðè ýòîì ïîäçàäà÷à äèíàìèêè æèäêîñòè ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ íà îñíîâå ýéëåðî-

âà îïèñàíèÿ, ìåòîäîì êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ èëè åãî ìîäè�èêàöèé, à äèíàìèêà òâåðäûõ òåë

ðàçðåøàåòñÿ íà îñíîâå ëàãðàíæåâà ïîäõîäà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî ñîãëàñîâà-

íèå ðåøåíèé íà ãðàíèöàõ òâåðäîãî òåëà è æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé è òðóäîåìêîé çàäà÷åé,

ñâÿçàííîé ñ íåîáõîäèìîñòüþ êîíñåðâàòèâíîé èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íûõ âåëè÷èí (äàâëåíèÿ, ïå-

ðåìåùåíèé) êàê ïðàâèëî íà íåñîãëàñîâàííûõ ñåòêàõ. Äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò

ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Íàïðèìåð, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì

ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáúåìà æèäêîñòè â ÿ÷åéêå (VOF � Volume Of Fluid), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî çà-

äà÷ó ñâîäÿò ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû èç äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ �àç, ãäå îáúåìíàÿ äîëÿ �àçû

â ÿ÷åéêå îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèåé. Îäíàêî, òàêîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé âîññòà-

íîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà �àç ïî çíà÷åíèÿì ñêàëÿðíîé �óíêöèè.

Àëüòåðíàòèâîé ýéëåðîâûì ñåòî÷íûì ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâû áåññåòî÷íûå ìåòîäû. Äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè æèäêîñòè ïîëó÷èë ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîä ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ

÷àñòèö (SPH � Smoothed partile hydrodynamis [2,3℄), êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå çàêî-

íîâ ñîõðàíåíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé ñ ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ áåç ââåäåíèÿ

êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, è óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ àâòîðàìè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçà-

èìîäåéñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè ñ íåïîäâèæíîé ïðåãðàäîé [4℄.

�åøåíèå øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ äèíàìèêè òâåðäûõ òåë ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî áåññåòî÷íûì

ìåòîäîì äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ (ÌÄÝ [5℄). Òàêîé ïîäõîä, â îòëè÷èå îò êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìå-

òîäîâ, íå òðåáóåò çàðàíåå çàäàííûõ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé è âðàùåíèå òåë òðåáóåò ìåíüøèõ
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âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Â ÌÄÝ òâåðäîå òåëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê àãëîìåðàò æåñòêî ñâÿçíûõ

ñ�åð. Ìîìåíòû èíåðöèè è ìàññà àãëîìåðàòîâ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà çà âû÷åòîì ïåðåñå÷åíèé

ñîñòàâëÿþùèõ ñ�åð. Íîâîå ïîëîæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

è óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è áåññåòî÷íûìè ìå-

òîäàìè, ãäå äâèæåíèå æèäêîñòè ÷èñëåííî ìîäåëèðóåòñÿ ìåòîäîì ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ

÷àñòèö, äâèæåíèå è âçàèìîäåéñòâèå òâåðäûõ òåë � ìåòîäîì äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ, à ñîïðÿæå-

íèå ðåøåíèé ïîäçàäà÷ âûïîëíÿåòñÿ ¾åñòåñòâåííûì¿ äëÿ SPH ñïîñîáîì íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ

ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè è òâåðäîãî òåëà. Âåðè�èêàöèÿ ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ íà

çàäà÷å îá îáðóøåíèè ñòîëáà æèäêîñòè è åãî âçàèìîäåéñòâèè ñ ïëàâàþùèìè òåëàìè.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îäíîé èç òåñòîâûõ çàäà÷, èìåþùèõ ïîäðîáíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ âçà-

èìîäåéñòâèå ïîòîêà ñ íåçàêðåïëåííûìè òâåðäûìè òåëàìè [6℄. �àññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè

ïîòîêà, âûçâàííîãî ðàñïàäîì íà÷àëüíîãî óðîâíÿ æèäêîñòè.
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�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü

Ïóñòü èìååòñÿ îáëàñòü Ωf ∩ Ωg ∈ R3
ðàçìåðàìè 8 × 0.7 × 1ì (ðèñ. 1), ãäå â ïîäîáëàñòè

Ωf ∈ [3.5 × 0.7 × 0.4]ì íàõîäèòñÿ æèäêîñòü ïëîòíîñòè ρ = 1000 êã/ì

3
. �àññìàòðèâàþòñÿ äâà

òåñòîâûõ ñëó÷àÿ, ðàçëè÷àþùèåñÿ òîëüêî êîëè÷åñòâîì (òðè è øåñòü ñîîòâåòñòâåííî) è ðàñïî-

ëîæåíèåì â Ωg íåçàêðåïëåííûõ áëîêîâ.

Ñõåìàòè÷íî ðàñïîëîæåíèå áëîêîâ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 1. Âñå áëîêè îäèíàêîâûå è èìå-

þò ðàçìåð 0.15× 0.15× 0.15ì. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ (E � ìîäóëü Þíãà, ν �

êîý��èöèåíò Ïóàññîíà è k � êîý��èöèåíò æåñòêîñòè ïðè êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè, µ �

êîý��èöèåíò òðåíèÿ): äëÿ áëîêîâ � E = 3 · 109 Ïà, ν = 0.3, k = 0.6 êã/

2
, µ = 0.45; òåíêè

áîêñà � E = 6.5 · 1010 Ïà, ν = 0.23, k = 0.85 êã/2, µ = 0.4; îñíîâàíèå áîêñà � E = 2.1 · 1011Ïà,
ν = 0.3, k = 0.8 êã/2, µ = 0.35.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïåðåãîðîäêà ìãíîâåííî óäàëÿåòñÿ è ñòîëá æèäêîñòè

íà÷èíàåò äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, �îðìèðóÿ òå÷åíèå â çàòîïëÿåìîì ïðîñòðàí-

ñòâå.
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� 2. Ìåòîä SPH

Â ìåòîäå ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö [2,3℄ çà îñíîâó áåðóòñÿ óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ

∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρuu) = −∇p+∇ · τ + ρg +FFSI , (2.1)

∇ · u = 0, (2.2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü, u � âåêòîð ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, ρ = µ(∇u+∇uT ) � òåíçîð âÿçêèõ íà-

ïðÿæåíèé, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, g � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, FFSI � ñèëà

âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè è òâåðäûõ òåë. Â ìåòîäå ÷àñòèöû èãðàþò ðîëü äèñêðåòíûõ

ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñâåñòè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñïëîøíîé ñðåäû â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, SPH àïïðîêñèìàöèÿ

óðàâíåíèé (2.1), (2.2) èìååò âèä:

� óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

dρi
dt

= −
∑

j

mj(ui − uj) · ∇iW (ri − rj , h), (2.3)

� óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

dui

dt
= −

∑

j

mj

(

pj
ρ2j

+
pi
ρ2j

+ τij

)

∇iWij + FFSI + gi, (2.4)

ãäå τij � äèññèïàòèâíûé ÷ëåí â �îðìå Ìîíàãàíà [2℄, mi, ρi � ìàññà è ïëîòíîñòü ÷àñòèöû

æèäêîñòè, W (r − r′, h) � ñãëàæèâàþùåå ÿäðî (äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èñïîëü-

çîâàëàñü �óíêöèÿ ÿäðà â âèäå êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà), ri, rj � ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû i è j,
h � ðàäèóñ ñãëàæèâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íîâîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñêîðîñòÿì

îêðóæàþùèõ åå ÷àñòèö

dri
dt

= ui + ε
∑

j

mj

(

uj − ui

ρ̄ij

)

Wij , (2.5)

ãäå ε � êîíñòàíòà.

Äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èñïîëüçîâàëàñü �îðìóëèðîâêà ìåòîäà WCSPH,

ïðåäïîëàãàþùàÿ çàìûêàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3)�(2.5) óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ Òåéòà

pi =

{

B
[(

ρi
ρ0

)γ

− 1
]

, ρi > ρ0,

0, ρi 6 ρ0,

ãäå B = ρ0c
2
0
/γ � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ, ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-

ñòè (p = 0), c0 � êîíñòàíòà, èìåþùàÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë ñêîðîñòè çâóêà, γ � êîíñòàíòà (äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ γ = 7).
Äëÿ óñòðàíåíèÿ íå�èçè÷íîãî óâåëè÷åíèÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè æèäêîñòè âáëèçè íåïðî-

íèöàåìîé òâåðäîé ïîâåðõíîñòè è ñòàáèëèçàöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåòñÿ �èëüòð

Øåïàðäà.

ρnewi =
∑

j

ρjW̃ij
mj

ρj
=
∑

j

mjW̃ij ,

ãäå W̃ij = Wij/
∑

j(Wijmj/ρj).
Â ìåòîäå SPH ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñ-

ïîëüçîâàëèñü äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå ÷àñòèöû, ñïîñîá ó÷åòà è çàäàíèå êîòîðûõ ïîäðîáíî

ðàññìîòðåíû â [4℄. Äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå ÷àñòèöû, êàê è ÷àñòèöû æèäêîñòè, óäîâëåòâî-

ðÿþò óðàâíåíèÿì ñîõðàíåíèÿ, íî ïðè ýòîì îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè (ëèáî äâèæóòñÿ ñîãëàñíî

�óíêöèè äâèæåíèÿ ãðàíèöû). Îñîáåííîñòüþ äàííîãî âèäà çàäàíèÿ ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå

ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ â ãðàíè÷íûõ ÷àñòèöàõ ïðè ïðèáëèæåíèè ê íèì ÷àñòèö æèäêîñòè: êîãäà

æèäêàÿ ÷àñòèöà ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíèöå, ïëîòíîñòü ãðàíè÷íûõ ÷àñòèö óâåëè÷èâàåòñÿ ñîãëàñíî
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(2.3), âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ äàâëåíèÿ. Ïðåèìóùåñòâîì äèíàìè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ ÷àñòèö ÿâ-

ëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû äëÿ ãðàíè÷íûõ ÷àñòèö è ÷àñòèö æèäêîñòè ìîæíî â îäíîì

öèêëå, ñóùåñòâåííî ñîêðàùàÿ âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû. Â êà÷åñòâå ÿäðà �óíêöèè ñãëàæèâà-

íèÿ, îò âûáîðà êîòîðîãî çàâèñèò ó÷åò ãðàíèö è ïëîòíîñòü ÷àñòèö âáëèçè ñòåíîê, èñïîëüçîâàëñÿ

êóáè÷åñêèé ñïëàéí. Äëÿ îïèñàíèÿ äè��óçèîííûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü

çàäàíèå èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè â �îðìå Ìîíàãàíà.

� 3. Ìåòîä äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ

Â ìåòîäå äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ (ÌÄÝ) òåëî, âìåñòî ñåòêè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ñ�åð

ðàçíîãî äèàìåòðà (ðèñ. 2), ïðèáëèæåííî îïèñûâàþùèõ åãî ïîâåðõíîñòü [5℄. Àãëîìåðàò ñ�åð

P(dim,R) õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè, ýòî dim � ðàçìåðíîñòü ñåòêè,

íà êîòîðîé ñòðîèëàñü ìîäåëü èç îáúåìíûõ äàííûõ, è R � ðàçðåæåííîñòü � çíà÷åíèå, õà-

ðàêòåðèçóþùåå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ñ�åð â àãëîìåðàòå, êîòîðîå âëèÿåò íà âåëè÷èíó

ïåðåêðûòèé â òåëå.

(à) (á)

�èñ. 2. Àãëîìåðàò ñ�åð P(64, 50): à) îáúåìíîå ïðåäñòàâëåíèå; á) ïðåäñòàâëåíèå â ðàçðåçå

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì ñ�åðàì ñ ó÷åòîì ïåðåñå÷åíèé îïðåäåëåíû

ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà è ìîìåíò èíåðöèè, âûçâàííûå êîíòàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷à-

ñòèöàìè è åå êîíòàêòèðóþùèìè ñîñåäÿìè. Äâèæåíèå àãëîìåðàòà çàäàåòñÿ êàê

mi
du

dt
=
∑

i,j

Fc
ij + FFSI + gmc,

Ii
dω

dt
= Ti,

ãäå mi � ìàññà àãëîìåðàòà, Fc
ij � ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè àãëîìåðàòà, FFSI �

ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè ñ àãëîìåðàòîì, Ii � ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû i, Ti �

âðàùàþùèé ìîìåíò, äåéñòâóþùèé íà ÷àñòèöó, ωi � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Âû÷èñëåíèå

ïîâîðîòà àãëîìåðàòà ñ�åð ïðîèñõîäèò ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàòåðíèîíîâ.

Âûáîð �óíêöèè, îïèñûâàþùåé ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå êîíòàêòèðóþùèõ ñ�åð, ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç âàæíåéøèõ â ÌÄÝ. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñ�åðàìè èãðàåò òàêóþ æå ðîëü,

÷òî è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû, îäíàêî, åå ñòðóêòóðà íàìíîãî

ïðîùå, ÷åì ó îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ ðàññòîÿíèÿ.

Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå â òî÷êå êîíòàêòà ìåæäó ñ�åðàìè ñ íîìåðàìè i è j ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âåêòîðíîé �îðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fij = Fn
ij · nij + F τ

ij · τij = (Fn,e
ij + Fn,v

ij ) · nij + (F τ,e
ij + F τ,v

ij ) · τij,

ãäå Fn
ij è F τ

ij � íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòû êîíòàêòíîé ñèëû, êàæäàÿ èç êîòîðîé

ñîñòîèò èç âÿçêîé F ∗,v
è óïðóãîé F ∗,e

ñèëû, èõ âû÷èñëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå

íà îñíîâå êîíòàêòíîé ìîäåëè �åðöà�Ìèíäëèíà [7℄; nij � åäèíè÷íûé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé

ïëîñêîñòü êîíòàêòà ìåæäó äâóìÿ ñ�åðàìè, à èìåííî âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïåðåñå÷åíèÿ
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ñ�åð; τij � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé ïëîñêîñòè êîíòàêòà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ

ñëó÷àè êîíòàêòà ñ âÿçêî-óïðóãèì âçàèìîäåéñòâèåì êîíòàêòèðóþùèõ òåë.

Â ÌÄÝ �îðìà ñ�åð íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè êîíòàêòà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, à ñòå-

ïåíü èõ äå�îðìàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïåðåêðûòèÿ ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè ñ�åðà-

ìè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð òàêîãî ïåðåêðûòèÿ íàìíîãî ìåíüøå ðàçìåðîâ ñàìèõ

÷àñòèö. Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðèâîäèò ê èõ äå�îðìàöèè

è èñêàæåíèþ �îðìû. Îäíàêî äîïóñêàþòñÿ èõ ïåðåêðûòèÿ â íîðìàëüíîì è êàñàòåëüíîì íà-

ïðàâëåíèÿõ, ñîñòàâëÿþùèå êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ íîðìàëüíîé Fn
ij è êàñàòåëüíîé F τ

ij ñèëàìè.

� 4. Ñâÿçûâàíèå ÌÄÝ ñ SPH

Îäíîé èç ïðîáëåì ïðè âû÷èñëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè è æèäêîñòüþ, â ðàìêàõ

áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ èíòåð�åéñíîé ãðàíèöû. Â SPH ðàñ÷åò-

íàÿ ÷àñòèöà îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ ðàäèóñîì 2h, h � äëèíà ñãëàæèâàíèÿ, à â ÌÄÝ ãðàíèöà

àãëîìåðàòà ñ�åð � ïîâåðõíîñòÿìè ýëåìåíòîâ-ñ�åð. Âî èçáåæàíèå íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ è

èñïîëüçîâàíèÿ òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ âîñïîëüçóåìñÿ êîíòàêòíûì

ïîòåíöèàëîì [8℄. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó æèäêîñòüþ è òâåðäûìè òåëàìè ÷àñòèöàìè îïðåäåëÿ-

åòñÿ ÷åðåç ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî, îïðåäåëÿþùóþ ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ FFSI ,

ìåæäó æèäêîñòüþ è òâåðäûìè òåëàìè, â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ SPH è ÌÄÝ. Â àëãîðèò-

ìå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå âûïîëíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ðàñ÷åòíûõ ÷àñòèö

æèäêîñòè è òâåðäîãî òåëà â ïðåäåëàõ îáëàñòè ïîâåðõíîñòè òåëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû âçà-

èìîäåéñòâèÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìàññó mi, ïëîòíîñòü ρi è êîîðäèíàòû xi, xj ðàñ÷åòíûõ

÷àñòèö,

FFSI =

ΓFSI
∑

j

mj

ρj

mi

ρi
Kn

W (xi − xj)
n−1

W (havr)n
∇xj

W (xi − xj),

ãäå FFSI � ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö i è j íà ïîâåðõíîñòè ΓFSI , W � ÿäðî ñãëàæèâàíèÿ,

havr � îñðåäíåííàÿ äëèíà ñãëàæèâàíèÿ, K, n � ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå âèä ÿäðà.

� 5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Â ðàìêàõ âåðè�èêàöèè ìåòîäà ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îá îáðóøåíèè ñòîëáà æèäêîñòè

ñ ïîñëåäóþùèì åãî âçàèìîäåéñòâèåì ñ íåñêîëüêèìè òâåðäûìè òåëàìè, èìåþùàÿ ïîäðîáíîå

ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïèñàíèå [6℄. �åîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ äâóõ ðàñ-

ñìîòðåííûõ âàðèàíòîâ ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1. Îáùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, èñ-

ïîëüçóåìûõ â ðàñ÷åòàõ � 1 206 907, èç íèõ 240 907 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðîíèöàåìûõ ãðàíèö.

Ýòî îáåñïå÷èëî ñðåäíþþ äëèíó ñãëàæèâàíèÿ havr = 0.021ì.
Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíî ðàçâèòèå òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïîñëå óäàëåíèÿ ïåðåãîðîäêè. Â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0.98 ñ ïîòîê äîñòèãàåò ïèðàìèäó áëîêîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò ñìåùåíèå

áëîêîâ è íà÷èíàåòñÿ èõ äàëüíåéøåå äâèæåíèå âìåñòå ñ ïîòîêîì. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 1.28 ñ
ñòàíîâèòñÿ õîðîøî çàìåòíî, ÷òî â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîòîê æèäêîñòè íå ñìûêàåòñÿ,

îáòåêàÿ íèæíèé áëîê, îäíàêî ðàçëè÷èå â äèíàìèêå òâåðäûõ òåë íåçíà÷èòåëüíî: âçàèìíîå ðàñ-

ïîëîæåíèå áëîêîâ ñîâïàäàåò ñ íàáëþäàåìûì â ýêñïåðèìåíòå. �ðà�èêè èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ

öåíòðîâ ìàññ áëîêîâ, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêå 4 òàêæå ñâèäåòåëüñòâóþò î õîðîøåì âîñïðîèç-

âåäåíèè äèíàìèêè òåë â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, èìååòñÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíîå îòñòàâàíèå

â äâèæåíèè âåðõíåãî áëîêà ïî îñè x (ðèñ. 4, á), äëÿ t > 2 ñ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò ñ øåñòüþ òåëàìè (ðèñ. 6). Áëîêè ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿ-

íèè 0.005ì ïî îñè y. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàþò (ðèñ. 6, à, t = 0.82 ñ), ÷òî ïðè âçàèìî-
äåéñòâèè ïîòîêà æèäêîñòè ñ òâåðäûìè òåëàìè, æèäêîñòü íå ïðîíèêàåò â óçêèå çàçîðû ìåæäó

áëîêàìè (ðèñ. 6, à, t = 1.15 ñ), ÷òî ïðèâîäèò óæå ê áîëåå ñóùåñòâåííûì îòëè÷èÿì â äèíàìèêå

òåë è ïîòîêà æèäêîñòè. Ïî-âèäèìîìó, òàêîå íå�èçè÷íîå ïîâåäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè

ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ íåïðîíèöàåìûõ ïîâåðõíîñòåé.

Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ âåðõíåãî áëîêà. Â ìî-

ìåíò âðåìåíè t = 1 ñ, ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé ïðîèñõîäèò ïîäúåì áëîêà íà âåëè÷èíó

0.075ìì ïî îñè z, îòñóòñòâóþùèé â �èçè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå, ãäå áëîê íå èçìåíÿåò ñâîå-

ãî ïîëîæåíèÿ. Îäíàêî äàëåå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîãëàñóþòñÿ ñ �èçè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì.
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t = 0.98 ñ

t = 1.28 ñ
à) á)

�èñ. 3. Âçàèìîäåéñòâèå ïîòîêà æèäêîñòè ñ òðåìÿ òåëàìè: à) ðàñ÷åò ïî ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè;

á) �èçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò [6℄

PSfrag replaements

1

2

x, ì

t, ñ

2.5

2

0.5 1 1.5

à)

PSfrag replaements

1

2

x, ì

t, ñ

2.5

2

0.5 1 1.5

á)

PSfrag replaements

1

2

z, ì

t, ñ

0.3

0.2

0.1

0.5 1 1.5

ñ)

�èñ. 4. �ðà�èêè èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå: à) íèæíåãî êóáèêà

ïî îñè x; á) è ñ) âåðõíåãî êóáèêà ïî îñÿì x è z; 1 � �èçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò [6℄, 2 � ÷èñëåííûé

ðàñ÷åò

Ïî îñè x, ïîëó÷åííûå äàííûå ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì òîëüêî äî ìîìåíòà âðåìå-

íè t = 1.5 ñ (ðèñ. 5). Äàëüíåéøèå ðàçëè÷èå â ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïîòîê

æèäêîñòè â ðàñ÷åòàõ íå ïîêðûâàåò äíî áàññåéíà ïîëíîñòüþ.

PSfrag replaements

1

2

x, ì

t, ñ

2

0.5 1 1.5

à)

PSfrag replaements

1

2

z, ì

t, ñ

0.4

0.2

0.5 1 1.5

á)

�èñ. 5. Èçìåíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ âåðõíåãî êóáèêà âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå: à) ïî îñè x;
á) ïî îñè z; 1 � �èçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò [6℄, 2 � ÷èñëåííûé ðàñ÷åò
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t = 0.82 ñ

t = 1.15 ñ

t = 1.46 ñ
à) á)

�èñ. 6. Âçàèìîäåéñòâèå ïîòîêà æèäêîñòè ñ øåñòüþ òåëàìè: à) ðàñ÷åò ïî ïðåäñòàâëåííîé ìî-

äåëè; á) �èçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò [6℄

Âûïîëíåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò ïðèìåíèìîñòü ñîïðÿæåííîé ìîäåëè SPH�DEM ïðè

ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ ÿâëåíèé òàêèõ, êàê êàòàñòðî�è÷åñêèå ïîòîêè (ïðîðûâ ïëîòèí, äàìá

èëè íàâîäíåíèÿ) ñ ó÷åòîì äèíàìèêè âîâëåêàåìûõ ïîäâèæíûõ òåë. Îäíàêî ÷èñëåííûå ðåçóëüòà-

òû èìåþò íåñêîëüêî êà÷åñòâåííûõ îòëè÷èé îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåæäå âñåãî â äèíà-

ìèêå ïîòîêà æèäêîñòè, îïèñûâàåìîãî ìîäåëüþ SPH. Âîçíèêàþùèå îñîáåííîñòè ïðåæäå âñåãî

ñâÿçàíû ñ ïîñòàíîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà íåïðîíèöàåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ â âèäå äèíàìè-

÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ ÷àñòèö, êîòîðûå âîçäåéñòâóþò íàïðàâëåííîé ïî íîðìàëè ñèëîé íà ÷àñòèöû

æèäêîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå äëèíû ñãëàæèâàíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëî-

âèé íåïðîòåêàíèÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Êóçüìèí È.Ì., Òîíêîâ Ë.Å., Êîïûñîâ Ñ.Ï. Àëãîðèòìè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ êîíñòðóêöèè ñ æèäêîñòüþ/ãàçîì íà ãèáðèäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ //

Êîìïüþòåðíûå èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèå. 2013. Ò. 5. � 2. C. 153�164.

2. Monaghan J.J. Simulating free surfae �ows with SPH // Journal of Computational Physis. 1994.

Vol. 110. P. 399�406. DOI: 10.1006/jph.1994.1034

3. Gingold R.A., Monaghan J.J. Smoothed partile hydrodynamis: theory and appliation to non-spherial

stars // Mon. Not. R. Astr. So. 1977. Vol. 181. P. 375�389. DOI: 10.1093/mnras/181.3.375

4. Êîïûñîâ Ñ.Ï., Òîíêîâ Ë.Å., ×åðíîâà À.À., Ñàðìàêååâà À.Ñ. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðå-

ãðàäîé ïîòîêà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåòîäàìè VOF è SPH // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2015. Ò. 25. Âûï. 3. C. 405�420.

DOI: 10.20537/vm150311

5. Êîïûñîâ Ñ.Ï., Êàðàâàåâ À.Ñ., Ñàðìàêååâà À.Ñ. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïðîèçâîëüíûõ òåë ìå-

òîäîì äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîì-

ïüþòåðíûå íàóêè. 2015. Ò. 25. Âûï. 4. Ñ. 473�482. DOI: 10.20537/vm150404

42



6. Canelas R.B., Crespo A.J.C., Dominguez J.M., Ferreira R.M.L., Gomez-Gesteira M. SPH-DCDEM model

for arbitrary geometries in free surfae solid-�uid �ows // Comp. Phys. Comm. 2016. Vol. 202. P. 131�140.

DOI: 10.1016/j.p.2016.01.006

7. Mindlin R.D. Compliane of elasti bodies in ontat // Journal of Applied Mehanis. 1949. No. 16.

P. 259�268.

8. Vignjevi R., De Vuyst T., Campbell J.C. A fritionless ontat algorithm for meshless methods //

ICCES. 2007. Vol. 3. No. 2. P. 107�112.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 01.10.2017

Ñàðìàêååâà Àíàñòàñèÿ Ñåìåíîâíà, ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ, 426067,

�îññèÿ, ã. Èæåâñê, óë. Ò. Áàðàìçèíîé, 34.

E-mail: asarmakeeva�gmail.om

Òîíêîâ Ëåîíèä Åâãåíüåâè÷, ê.�.-ì. í., çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ,

426067, �îññèÿ, ã. Èæåâñê, óë. Ò. Áàðàìçèíîé, 34.

E-mail: tnk�udman.ru

×åðíîâà Àëåíà Àëåêñååâíà, ê. ò. í., ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ, 426067,

�îññèÿ, ã. Èæåâñê, óë. Ò. Áàðàìçèíîé, 34.

E-mail: aliaaa�gmail.om

A. S. Sarmakeeva, L. E. Tonkov, A.A. Chernova

Meshfree methods for simulation �uid-struture interations

Citation: Izv. Inst. Mat. Inform. Udmurt. Gos. Univ., 2017, vol. 50, pp. 36�44 (in Russian).

Keywords: smooth partile hydrodynami, disrete element method, solid body dynami, �uid-struture interation.

MSC2010: 76D27, 76M25

DOI: 10.20537/2226-3594-2017-50-05

The �uid-struture interation algorithm (FSI) by meshless methods is presented. Dynamis of �uid is simulated by

Smoothed Partile Hydrodynami Method (SPH) and, for moving solid bodies, Disrete Element Method (DEM) is

used. The interation between the �uid and solid bodies is determined by additional ontat fores in motion equations

for SPH and DEM, respetively. The speial ondition of ontat algorithm is onsidered for eah pair of liquid and

solid partiles within the interfae, the area. The features and alulation proedures of these numerial methods are

desribed. During simulations, the dam break experiment was arried out. The �uid-body interations are onsidered

aording to the boundary onditions introdued by dynami boundary partiles. Obtained results show that the

algorithm gives good agreement with the physial experiment.
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