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Â ðàáîòå ðàçâèò ïîäõîä, èìåíóåìûé ¾ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà¿, ñâîäÿùèé çàäà÷ó ïîèñêà ìíîæåñòâà èñòèííîñòè

ïðåäèêàòà ê çàäà÷å ïîèñêà ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ (äàëåå � ðàçìûêàþùåå

îòîáðàæåíèå). Ïðåäëàãàåìàÿ òåõíèêà äàåò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè àíàëèçà çàäà÷ è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé

ïóòåì ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïðèâëå÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äàíû �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

îïåðàöèè ðàçìûêàíèÿ ïðåäèêàòà, ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ è èñ÷èñëåíèÿ ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé è èõ îñíîâíûå

ñâîéñòâà. Â ñëó÷àå êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíà, óêàçàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ

ðàçìûêàþùèõ �óíêöèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñóæàåìîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðå-

ñóþùèõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ â âèäå èòåðàöèîííûõ ïðåäåëîâ. Âìåñòå ñ òåì ý��åêòèâíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ

çàâèñèò îò ñïåöè�èêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è âûáðàííîãî âàðèàíòà ðåàëèçàöèè ìåòîäà. Â êà÷åñòâå èëëþ-

ñòðàöèé ðàññìîòðåíû ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ è äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ

ïðåäèêàòîâ ¾áûòü íýøåâñêèì ðàâíîâåñèåì¿ è ¾áûòü íåóïðåæäàþùèì ñåëåêòîðîì¿.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ïðåäèêàòà, íåïîäâèæíûå òî÷êè, ðàâíîâåñèå Íýøà, íåóïðåæäàþùèå

îòîáðàæåíèÿ.

DOI: 10.20537/2226-3594-2017-50-06

� 1. Ââåäåíèå

Ïîä òåðìèíîì ¾ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà¿ ïîíèìàåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷è ïîèñêà è/èëè èçó÷åíèÿ

ñâîéñòâ ìíîæåñòâà èñòèííîñòè çàäàííîãî ïðåäèêàòà ê çàäà÷å ïîèñêà è/èëè èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà, åñëè îíî

îñóùåñòâëåíî, äàåò (êàê ìèíèìóì äîïîëíèòåëüíóþ) âîçìîæíîñòü àíàëèçà åãî îáëàñòè èñòèí-

íîñòè è ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîé îáëàñòè ñ òåìè èëè èíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Èìååòñÿ íåñêîëüêî íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ ðàçìûêàíèÿ ïðåäèêàòà: â òåîðèè èãð � ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè ñåäëîâûõ òî÷åê (ñì. [1℄) è ðàâíîâåñèé Íýøà (ñì. [2, 3℄); â äèíàìè÷åñêèõ èãðàõ �

ïðè ïîñòðîåíèè ñòàáèëüíûõ (ñëàáîèíâàðèàíòíûõ) ìíîæåñòâ (ñì. [4, 5℄) è íåóïðåæäàþùèõ ñå-

ëåêòîðîâ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [6, 7℄).

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð ïðè èçó÷åíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äè��åðåí-

öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ¾ðàçìûêàþùåå¿ îòîáðàæåíèå (òî åñòü îòîáðàæåíèå, èìåþùåå ñâîèìè

íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ) âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì èç ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. È òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è/èëè åäèí-

ñòâåííîñòè îñòàåòñÿ ¾òîëüêî¿ íàéòè ïîäõîäÿùóþ òåîðåìó î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ.

Â îòìå÷åííûõ âûøå ïðèìåðàõ èç òåîðèè èãð âèä ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ íå âûòåêàåò

ñòîëü î÷åâèäíî èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è è âûäàåòñÿ êàê ãîòîâûé ïðîäóêò: ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

òàêîãî îòîáðàæåíèÿ îñòàåòñÿ çà ðàìêàìè ðàññìîòðåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçëàãàåòñÿ �îðìàëüíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðàçìûêàþùèõ îòîáðà-

æåíèé, íàìå÷åííûé â ðàáîòàõ [8, 9℄: ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèå ðàçìûêàíèÿ ïðåäèêàòà, ñïîñîáû

ïîñòðîåíèÿ è èñ÷èñëåíèÿ ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé, èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Â êà÷åñòâå èë-

ëþñòðàöèè ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé òåõíèêè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ðàçìûêàþùèå

îòîáðàæåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ çàäà÷ è ïðè ýòîì ïîëó÷èòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

áîëåå îáùåãî âèäà. Îïèñûâàåìûé ïîäõîä äàëåê îò óíèâåðñàëüíîñòè, íî ïî êðàéíåé ìåðå ïðè-

ëîæ�èì âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ.

Â � 2 ïðèâîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà, à òàêæå îòäåëüíûå óòâåð-

æäåíèÿ èç òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèÿõ. Â � 3 ðàñ-

ñìîòðåíû ñâîéñòâà ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé è îïåðàöèè íàä íèìè. Â � 4 äàåòñÿ âûâîä ðàç-

ìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïðåäèêàòà ¾áûòü ðàâíîâåñèåì Íýøà¿ â èãðå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñ-

ëîì ó÷àñòíèêîâ è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé. Íàêîíåö, â � 5 ýòîò

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 16�01�00649.
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ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íàèáîëüøåãî íåóïðåæäàþùåãî ñåëåêòîðà çàäàííîé ìóëüòè-

�óíêöèè.

� 2. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

� 2.1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ïðîïîçèöèî-

íàëüíûå ñâÿçêè, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî);

def

= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ;

def

⇔ � ýêâèâàëåíò-

íîñòü ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëå-

ìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. ×åðåç P(T ) (÷åðåç P
′(T )) óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ

(âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà T ; ñåìåéñòâî P(T ) èìåíóåì òàêæå áóëåàíîì

ìíîæåñòâà T . Åñëè A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, òî BA
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B (ñì. [10, ñ. 77℄). Åñëè ïðè ýòîì f ∈ BA
è C ∈ P

′(A), òî

(f |C) ∈ BC
åñòü ñóæåíèå f íà ìíîæåñòâî C: (f |C)(x)

def

= f(x) ∀x ∈ C. Ïîëàãàåì, òàêæå

f(C) åñòü îáðàç ìíîæåñòâà C ∈ P(A) ïðè îòîáðàæåíèè f : f(C)
def

= {f(x) : x ∈ C}. Â ñëó÷àå

êîãäà f ∈ P(B)A, áóäåì òàêæå íàçûâàòü f ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì (ì/î) èëè ìóëüòè-

�óíêöèåé (ì/�) èç A â B. Â ñëó÷àå êîãäà F ∈ P
′(BA), ïîëàãàåì (F |C)

def

= {(f |C) : f ∈ F}.

Åñëè f ∈ BA
, òî îáîçíà÷èì f−1

ì/� èç P(A)B âèäà f−1(b)
def

= {a ∈ A | b = f(a)} ∀b ∈ B.

Â ñëó÷àå êîãäà f ∈ P(B)A, òî åñòü f � ì/�, ïîëàãàåì f−1(b)
def

= {a ∈ A | b ∈ f(a)} ∀b ∈ B.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ì/� f ∈ P(B)A îáîçíà÷èì ÷åðåç G(f) ïîäìíîæåñòâî èç A×B, ÿâëÿþùååñÿ

ãðà�èêîì �óíêöèè f : G(f)
def

= {(a, b) ∈ A × B | b ∈ f(a)}. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ ëþ-

áîãî a ∈ A, f(a) = {b ∈ B | (a, b) ∈ G(f)} è G(f−1) = {(b, a) ∈ B × A | (a, b) ∈ G(f)}. Äëÿ
ì/� f ∈ P(B)A îáîçíà÷èì ÷åðåç dom(f) ïîäìíîæåñòâî èç A, íà êîòîðîì çíà÷åíèÿ f íåïóñòû:

dom(f)
def

= {a ∈ A | f(a) 6= ∅}.

Äëÿ �óíêöèè f ∈ XX
îáîçíà÷èì ÷åðåç Fix(f) ìíîæåñòâî âñåõ åå íåïîäâèæíûõ òî÷åê:

Fix(f)
def

= {x ∈ X | f(x) = x}. Â ñëó÷àå êîãäà f � ì/�, ìíîæåñòâî Fix(f) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Fix(f)
def

= {x ∈ X | x ∈ f(x)}. Åñëè F ∈ P(XX ) ∪ P(P(X)X ), òî ïîëîæèì Fix(F)
def

= ∩f∈FFix(f)
è íàçîâåì Fix(F) ìíîæåñòâîì îáùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñåìåéñòâà F.

Íàçîâåì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (×ÓÌ) íàïðàâëåííûì, åñëè êàæäîå êîíå÷íîå

åãî ïîäìíîæåñòâî èìååò ìàæîðàíòó. Âñÿêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ×ÓÌ íà-

çîâåì öåïüþ. Äëÿ Y ∈ P(X) îáîçíà÷èì ÷åðåç ⊤Y è ⊥Y íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà Y ñîîòâåòñòâåííî, åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Íàçîâåì ×ÓÌ (X,4) ñòðîãî èíäóêòèâ-
íûì, åñëè âñÿêàÿ åãî íåïóñòàÿ öåïü C èìååò íèæíþþ ãðàíü inf C ∈ X. Íàçîâåì ×ÓÌ (X,4)
c-ïîëíûì (hain omplete), åñëè âñÿêàÿ åãî öåïü C (â òîì ÷èñëå è ïóñòàÿ) èìååò íèæíþþ ãðàíü

inf C ∈ X. Îòìåòèì, ÷òî â c-ïîëíîì ×ÓÌ ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò � íèæíÿÿ ãðàíü

ïóñòîé öåïè.

Ïóñòü (X,4) � ×ÓÌ è f ∈ XX
. Íàçîâåì �óíêöèþ f ñóæàþùåé íà (X,4), åñëè f(x) 4 x

∀x ∈ X; íàçîâåì f èçîòîííîé íà (X,4), åñëè (x 4 x′) ⇒ (f(x) 4 f(x′)) ∀x, x′ ∈ X.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ORD êëàññ ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë (îðäèíàëîâ). Çàïèñü α ∈ ORD

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñîêðàùåíèå âûñêàçûâàíèÿ ¾α åñòü ïîðÿäêîâîå ÷èñëî¿ (¾α åñòü îð-

äèíàë¿). Îòíîøåíèå ïîðÿäêà (ñòðîãîãî ïîðÿäêà) íà êëàññå ORD áóäåì îáîçíà÷àòü êàê 4 (≺).

Äëÿ âñÿêîãî α ∈ ORD îáîçíà÷èì ÷åðåç W(α)
def

= {ι ∈ ORD | ι ≺ α} (W+(α)
def

= W(α) ∪ {α})
ìíîæåñòâî âñåõ îðäèíàëîâ ìåíüøèõ (íå áîëüøèõ), ÷åì α. Äëÿ âñÿêèõ ìíîæåñòâà X è α ∈ ORD

íàçîâåì α-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â X (α+-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â X) è îáîçíà÷èì êàê (xι)W(α)

((xι)W+(α)) âñÿêîå îòîáðàæåíèå W(α) ∋ ι 7→ xι ∈ X (W+(α) ∋ ι 7→ xι ∈ X) èç ìíîæåñòâà îòîá-

ðàæåíèé XW(α)
(XW+(α)

). Â ñëó÷àå êîãäà ýòî íå âûçûâàåò äâóñìûñëåííîñòè, áóäåì òàêæå

íàçûâàòü α-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîæåñòâî {xι : ι ∈ W(α)} ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ α-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xι)W(α) åñòü (îáðàçóåò)

öåïü, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî {xι : ι ∈ W(α)} ÿâëÿåòñÿ öåïüþ (ëèíåéíî óïîðÿäî÷å-

íî). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå W(α) ∋ ι 7→ xι ∈ X, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçîòîííûì.

Ïåðâîå áåñêîíå÷íîå ïðåäåëüíîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî (áåñêîíå÷íûé ïðåäåëüíûé îðäèíàë) îáîçíà-
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÷èì êàê ω. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç |X| êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâ,

ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâó X (êàðäèíàë X). Îáîçíà÷èì ÷åðåç |X|+ íàèìåíüøèé ñðåäè îðäè-

íàëîâ η, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî |X| < η. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà (ñòðîãîãî ïîðÿäêà) íà

êëàññå êàðäèíàëîâ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

<
= (

<
).

Ïðåäèêàò P íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ îäíîèìåííîé �óíêöèåé

èç {0, 1}X . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ïðåäèêàò P , è çàïèñûâàòü ýòî ÷å-

ðåç P (x), åñëè è òîëüêî åñëè P (x) = 1. Ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

ïðåäèêàò P , íàçîâåì ìíîæåñòâîì èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîíÿòèåì îá-

ðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî êàê P−1(1). Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ

íà X îáîçíà÷èì êàê PR(X). Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (F) ïðåäèêàò òîæäåñòâåííî èñòèííûé (ëîæ-

íûé) íà X: T−1(1) = X (F−1(0) = X). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî P ∈ PR(X) âûïîëíÿåòñÿ
P = T&P = F ∨ P .

Äëÿ âñÿêîãî ïðåäèêàòà P , çàäàííîãî íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X, áóäåì íàçûâàòü ðàçìûêà-

íèåì ïðåäèêàòà P îïåðàöèþ ïîèñêà è/èëè ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ FP ∈ P(X)X òàêîãî, ÷òî

Fix(FP ) = P−1(1). Ïðè ýòîì âñÿêîå îòîáðàæåíèå FP , îáëàäàþùåå óêàçàííûì ñâîéñòâîì, áóäåì

íàçûâàòü ðàçìûêàþùèì (äëÿ ïðåäèêàòà P ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç UM(P ) ìíîæåñòâî (èç P′(P(X)X )

âñåõ ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé ïðåäèêàòà P : UM(P )
def

= {f ∈ P(X)X | Fix(f) = P−1(1)}.
Èñêëþ÷åíèå �óíêöèé èç ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé óñëîâíî: âñÿêàÿ �óíêöèÿ f , óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ Fix(f) = P−1(1), ïðåäñòàâëåíà â UM(P ) ìóëüòè�óíêöèåé Ff âèäà Ff (x)
def

= {f(x)}.
Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ïèñàòü f ∈ UM(P ), ïîäðàçóìåâàÿ Ff ∈ UM(P ).

� 2.2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ

Â � 4 ìû âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèÿìè î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ, îïèðàþùèìèñÿ íà òîïîëî-

ãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Z � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è F ∈ P(Z)Z � ìíî-

ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ïî çàäàííîìó îòîáðàæåíèþ F îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F̂ ∈ P(Z)P(Z)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F̂ (Y )
def

=

(

⋃

y∈Y

F (y)

)

⋂

Y =
⋃

y∈Y

F (y) ∩ Y.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî F̂ (Y ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ¾êàíäèäàòîâ¿ èç ìíîæåñòâà Y âî ìíî-

æåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê: ëåãêî ïðîâåðèòü îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ýëåìåíòû èç Y , íå ïîïàâøèå

â F̂ (Y ), çàâåäîìî íå ïðèíàäëåæàò Fix(F ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(Z) ìíîæåñòâî âñåõ ïîêðûòèé Z, òî åñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ (Oκ)K ⊂ P(Z)
òàêèõ, ÷òî ∪κ∈KOκ = Z. Ïóñòü τ(Z) � íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ â Z (ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ofo(Z) (Ofc(Z)) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ)
ïîêðûòèé Z.

Ò å î ð å ì à 2.1 (Òheorem 2 èç [11℄). Ïóñòü Z � êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî,

à îòîáðàæåíèå F èìååò çàìêíóòûé ãðà�èê. Òîãäà

Fix(F ) =
⋂

(Oκ)K∈Ofo(Z)

⋃

κ∈K

F̂ (Oκ) =
⋂

(Oκ)I∈Ofc(Z)

⋃

κ∈K

F̂ (Oκ). (2.1)

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Fix(F ) íåïóñòî, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

∀(Oκ)K ∈ Ofc(Z) ∃κ̄ ∈ K, F̂ (Oκ̄) 6= ∅. (2.2)

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [11, Òheorem 3℄, åñëè Z ìåòðèçóåìî, óñëîâèå (2.2) ïðè-

íèìàåò âèä

∀δ > 0 ∃Zδ ∈ Z, d(Zδ, F (Zδ)) 6 δ. (2.3)

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ èñïîëüçóþò ñòðóêòóðû ïîðÿäêà è áóäóò

íàì ïîëåçíû â � 5. Ïóñòü X 6= ∅ è (X,6) � ñòðîãî èíäóêòèâíîå ×ÓÌ, à F ∈ P(XX) � ïðî-

èçâîëüíî çàäàííîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñóæàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü α ∈ ORD è φ
def

=
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def

= (fβ)β∈W+(α) ∈ F
W+(α)

� ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ α+-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âî ìíîæåñòâå F.

Îïðåäåëèì α+-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (φβ)β∈W+(α) ∈ (XX)W+(α)
êîìïîçèöèé ïåðâûõ β îòîáðàæå-

íèé èç α+-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φ.

Ïðîâåäåì ïîñòðîåíèå èíäóêòèâíî.

I. Ïðè α ðàâíîì 0 ïîëîæèì φ0(x)
def

= x äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ïóñòü âîîáùå β ∈ ORD òàêîâî, ÷òî β 6= 0 è äëÿ êàæäîãî η ∈ W(β) îïðåäåëåíà êîìïîçè-

öèÿ φη ∈ XX
ïåðâûõ η îòîáðàæåíèé èç φ.

II. Åñëè β èìååò ïðåäøåñòâåííèêà (ïóñòü ýòî γ), ïîëîæèì φβ
def

= fβ ◦ φγ .

III. Åñëè β � ïðåäåëüíîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî è β 6= 0, ïîëîæèì

φβ(x)
def

= fβ (inf{φ
η(x) : η ∈ W(β)}) ∀x ∈ X.

Â ñèëó ïðèíöèïà òðàíñ�èíèòíîé èíäóêöèè (ñì. [10, ãë. VII, � 1, òåîðåìà 4; ãë. VII, � 4, òåî-

ðåìà 1℄) äëÿ ëþáûõ α ∈ ORD, α+-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φ
def

= (fβ)β∈W+(α) ∈ F
W+(α)

è β ∈ W+(α)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå φβ ∈ XX
. Â ÷àñòíîñòè, ïðè β = α îïðåäåëåíî îòîáðàæå-

íèå φα � êîìïîçèöèÿ âñåõ îòîáðàæåíèé èç α+-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φ â çàäàííîì ïîðÿäêå.

Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðåäëîæåííîé êîíñòðóêöèè äëÿ ëþáûõ îðäèíàëà α è ñóæàþ-

ùåãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ XX
îïðåäåëåíà α-èòåðàöèÿ fα ∈ XX

îòîáðàæåíèÿ f : äëÿ F
def

= {f}

è åäèíñòâåííîé α+-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψ ∈ F
W+(α)

ïîëîæèì fα
def

= ψα.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü (X,6) � íåïóñòîå ñòðîãî èíäóêòèâíîå ×ÓÌ, F ∈ P(XX ) � íåïóñòîå

ìíîæåñòâî ñóæàþùèõ îòîáðàæåíèé. Òîãäà äëÿ ëþáûõ α ∈ ORD è φ
def

= (fβ)β∈W+(α) ∈ F
W+(α)

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà φα(x) 6 φβ(x) ∀x ∈ X ∀β ∈ W+(α), â ÷àñòíîñòè, φ
α
� ñóæàþùåå

íà (X,6) îòîáðàæåíèå.

Ë å ì ì à 2.2. Ïóñòü (X,6) � íåïóñòîå ñòðîãî èíäóêòèâíîå ×ÓÌ, F ∈ P(XX ) � íåïóñòîå

ìíîæåñòâî ñóæàþùèõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé, α ∈ ORD è φ
def

= (fβ)β∈W+(α) ∈ F
W+(α)

.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî β ∈ W+(α) îòîáðàæåíèå φβ òàêæå èçîòîííîå.

Ïóñòü (X,6) � íåïóñòîå ñòðîãî èíäóêòèâíîå ×ÓÌ, α ∈ ORD è F ∈ P
′(XX) � íåïó-

ñòîå ìíîæåñòâî ñóæàþùèõ â (X,6) îòîáðàæåíèé. ×åðåç ITERα[F] îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî

èç P
′(XX) âèäà ITERα[F]

def

= {φβ : φ ∈ F
W+(α), β ∈ W+(α)} è äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïîëîæèì

ITERα[F](x)
def

= {ψ(x) : ψ ∈ ITERα[F]}.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü (X,6) � íåïóñòîå ñòðîãî èíäóêòèâíîå ×ÓÌ, F ∈ P(XX) �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé, ñóæàþùèõ íà (X,6). Òîãäà

(i) äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Fix(F) ∩ ITER|X|+[F](x) 6= ∅;

(ii) â ÷àñòíîñòè, Fix(F) 6= ∅.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü (X,4) � íåïóñòîå èíäóêòèâíîå ×ÓÌ, f ∈ XX
� ñóæàþ-

ùåå îòîáðàæåíèå íà (X,4) è α ∈ ORD âûáðàíî èç óñëîâèÿ |X|+ 4 α. Òîãäà Fix(f) =
= {fα(x) : x ∈ X}.

� 3. Èñ÷èñëåíèå ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé

� 3.1. Ñòðóêòóðà ïîðÿäêà, ñóæåíèå, ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè

Íà ìíîæåñòâå P(X)X ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 4, ïîëàãàÿ (g 4 f)
def

⇔ (g(x) ⊂ f(x) ∀x ∈ X),
∀f, g ∈ P(X)X . Èíûìè ñëîâàìè, (g 4 f) ⇔ (G(g) ⊂ G(f)) äëÿ âñåõ f, g ∈ P(X)X . Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ëþáûõ f, g ∈ P(X)X âûïîëíÿåòñÿ f−1, g−1 ∈ P(X)X , è, â ñèëó î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé

(G(g) ⊂ G(f)) ⇔ (G(g−1) ⊂ G(f−1)), èìååì

(g 4 f) ⇔ (g−1 4 f−1). (3.1)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ×ÓÌ (P(X)X ,4) � ïîëíàÿ ðåøåòêà. Äëÿ ëþáîãî P ∈ PR(X) îáîçíà÷èì
÷åðåç ⊤P è ⊥P ì/� èç P(X)X âèäà

⊤P (x) =

{

X, P (x),

X \ {x}, ¬P (x),
⊥P (x) =

{

{x}, P (x),

∅, ¬P (x),
∀x ∈ X.

Äëÿ ïðåäèêàòîâ T, F, â ÷àñòíîñòè, èìååì ⊤T(x) = X, ⊥T(x) = {x}, ⊤F(x) = X \{x}, ⊥F(x) = ∅

∀x ∈ X. Ïðè ýòîì â ñèëó ðàâåíñòâ G(⊤P ) = X ×X \ {(x, x) ∈ X | ¬P (x)}, G(⊥P ) = {(x, x) ∈
∈ X | P (x)} èìååì ñîîòíîøåíèÿ

⊤P = (⊤P )
−1, ⊥P = (⊥P )

−1. (3.2)

Ë å ì ì à 3.1. Äëÿ ëþáîãî P ∈ PR(P ) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

⊤P ,⊥P ∈ UM(P ), (3.3)

⊤P = ⊤UM(P ), ⊥P = ⊥UM(P ). (3.4)

Òî åñòü, ×ÓÌ (UM(P ),4) îáðàçóåò ¾îòðåçîê¿ â (P(X)X ,4), à çíà÷èò � ïîëíóþ ïîäðåøåòêó:

UM(P ) = {f ∈ P(X)X | ⊥P 4 f 4 ⊤P }. (3.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âêëþ÷åíèÿ (3.3) ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé. Ñîîòíîøåíèÿ (3.4) ïðî-

âåðÿþòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ P(X)X âåðíû èìïëèêàöèè

(f 4 ⊤P ) ⇒ (Fix(f) ⊂ P−1(1)), (⊥P 4 f) ⇒ (P−1(1) ⊂ Fix(f)).

Ïóñòü f òàêîâî, ÷òî f 4 ⊤P . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X ñ ó÷åòîì (3.3) èìååì èìïëèêàöèè

(x ∈ f(x)) ⇒ (x ∈ ⊤P (x)) ⇒ P (x).

Òàêèì îáðàçîì,

Fix(f) ⊂ P−1(1). (3.6)

Íàïðîòèâ, åñëè ⊥P 4 f , òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X â ñèëó (3.3) âûïîëíÿåòñÿ

P (x) ⇒ (x ∈ ⊥P (x)) ⇒ (x ∈ f(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

P−1(1) ⊂ Fix(f). (3.7)

Ñîâîêóïíîñòü âëîæåíèé (3.6), (3.7) äàåò âêëþ÷åíèå f ∈ UM(P ). Òàê êàê f áûëî âûáðàíî

ïðîèçâîëüíî, èìååì âëîæåíèå UM(P ) ⊃ {f ∈ P(X)X | ⊥P 4 f 4 ⊤P }. Îáðàòíîå âëîæåíèå

âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèé íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ è ðàâåíñòâ (3.4). Ýòèì

çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

Èç (3.1), (3.2) è (3.5) ñðàçó ñëåäóåò ýêâèâàëåíöèÿ (f ∈ UM(P )) ⇔ (f−1 ∈ UM(P )). Îòìåòèì
åùå îäíó �îðìó ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, ñëåäóþùóþ èç (3.5): FP (x) = P−1(1) x ∈ X.

Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ñóæåíèÿ ïðåäèêàòà íà ïîäìíî-

æåñòâî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ëþáûõ φ ∈ P(X)X è Y ∈ P
′(X) îáîçíà÷èì ÷åðåç [φ |Y ]

îòîáðàæåíèå èç P(Y )Y âèäà

[φ |Y ](y)
def

= Y ∩ φ(y) ∀y ∈ Y.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ âñÿêîãî P ∈ PR(X) îòîáðàæåíèå (P |Y ) ∈ PR(Y )
def

= {0, 1}Y

îïðåäåëåíî ðàâåíñòâàìè (P |Y )(y)
def

= P (y) y ∈ Y .

Ë å ì ì à 3.2. Äëÿ ëþáûõ P ∈ PR(X), Y ∈ P
′(X) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

UM((P |Y )) = {[φ |Y ] : φ ∈ UM(P )}. (3.8)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì P ∈ PR(X) è Y ∈ P
′(X). Òîãäà äëÿ ëþáûõ y ∈ Y

è φ ∈ UM(P )

(y ∈ Fix([φ |Y ])) ⇔ (y ∈ [φ |Y ](y)) ⇔ (y ∈ φ(y)) ⇔ (y ∈ Fix(φ)) ⇔ P (y) ⇔ (P |Y )(y).

Âòîðàÿ è ïÿòàÿ ýêâèâàëåíöèè ñëåäóþò èç ïðåäïîëîæåíèÿ y ∈ Y è îïðåäåëåíèÿ ñóæåíèÿ �óíê-

öèè. Òàê êàê y âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, èìååì âêëþ÷åíèå [φ |Y ] ∈ UM((P |Y )). Â ñèëó ïðî-

èçâîëüíîãî âûáîðà φ âûïîëíåíî âëîæåíèå

{[φ |Y ] : φ ∈ UM(P )} ⊂ UM((P |Y )). (3.9)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ îáðàòíîãî âëîæåíèÿ �èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå φY ∈ UM((P |Y ))
è îáîçíà÷èì ÷åðåç φX îòîáðàæåíèå èç P(X)X âèäà

φX(z)
def

=

{

φY (z), z ∈ Y,

P−1(1), z 6∈ Y.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φY = [φX |Y ]. Ïðåäñòàâèâ ìíîæåñòâî èñòèííîñòè P−1(1) ïðåäèêàòà P â âèäå

ñóììû (P−1(1) ∩ Y ) ∪ (P−1(1) \ Y ), ïîëó÷èì, ÷òî Fix(φX) = P−1(1). Òî åñòü φX ∈ UM(P ).
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî âëîæåíèå, îáðàòíîå (3.9). Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ âûðàæåíèé ëîãèêè âûñêà-

çûâàíèé íà îñíîâå ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé âõîäÿùèõ â íèõ ïðåäèêàòîâ.

Ë å ì ì à 3.3. Ïóñòü P,Q ∈ PR(X). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

UM(¬P ) = {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) : f(x) = X \ g(x) ∀x ∈ X}, (3.10)

UM(P&Q) = {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X}, (3.11)

UM(P ∨Q) = {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∪ q(x) ∀x ∈ X}. (3.12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî (3.11). Ôèêñèðóåì P,Q ∈ PR(X)
è φ ∈ UM(P&Q). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X

(x ∈ φ(x)) ⇔ (x ∈ P−1(1) ∩Q−1(1)). (3.13)

Ïîëîæèì

φP (z)
def

=

{

φ(z) ∪ {z}, z ∈ P−1(1) \Q−1(1),

φ(z), z 6∈ P−1(1) \Q−1(1),
φQ(z)

def

=

{

φ(z) ∪ {z}, z ∈ Q−1(1) \ P−1(1),

φ(z), z 6∈ Q−1(1) \ P−1(1).

Òàê êàê X \ (P−1(1) \Q−1(1)) = (P−1(1) ∩Q−1(1)) ∪ (X \ P−1(1)) â ñèëó âûáîðà φ (ñì. (3.13))

èìååì (x ∈ φP (x)) ⇔ P (x). Ñëåäîâàòåëüíî, φP ∈ UM(P ). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå

φQ ∈ UM(Q). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ(x) = φP (x) ∩ φQ(x) ∀x ∈ X. Òàê êàê φ áûëî âûáðàíî

ïðîèçâîëüíî, èìååì âëîæåíèå

UM(P&Q) ⊂ {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X}.

Äîêàæåì îáðàòíîå âëîæåíèå. Ïóñòü g ∈ UM(P ) è q ∈ UM(Q) è f ∈ P(X)X òàêîâî, ÷òî

f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì

(x ∈ Fix(f)) ⇔ (x ∈ f(x)) ⇔ (x ∈ g(x) ∩ q(x)) ⇔ (x ∈ Fix(g) ∩ Fix(q)) ⇔ (P (x)&Q(x)).

Òî åñòü f ∈ UM(P&Q). Òàê êàê g è q âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, èìååì èñêîìîå âëîæåíèå:

UM(P&Q) ⊃ {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X}.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî (3.11). Ñîîòíîøåíèÿ (3.10) è (3.12) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äî-

êàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
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Ç à ì å ÷ à í è å 2. Íà îñíîâå óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé ïîíÿòíûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ðàçìûêà-

þùèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ äðóãèõ âûðàæåíèé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Äëÿ ëþáûõ P ∈ PR(X), f ∈ UM(P ), T ∈ UM(T) è F ∈ UM(F) îòîáðà-
æåíèÿ fT , fF ∈ P(X)X âèäà

fT (x)
def

= T (x) ∩ f(x), fF (x)
def

= F (x) ∪ f(x) ∀x ∈ X (3.14)

ñóòü ðàçìûêàþùèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ P :

fT , fF ∈ UM(P ). (3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ëåììó 3.3 è ðàâåíñòâà P = P&T = P ∨ F, âûïîëíåííûå äëÿ

âñåõ P ∈ PR(X).
Â ñëó÷àå, êîãäà X � ×ÓÌ, ìîæíî ïåðåõîäèòü îò ðàçìûêàþùåé ì/� ê ðàçìûêàþùåé �óíê-

öèè, îáëàäàþùåé ïðè ýòîì ñâîéñòâîì ñóæàåìîñòè. Òàêîé ïåðåõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òåî-

ðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê, íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ íåïîäâèæ-

íûõ òî÷êàõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ×ÓÌ (Z,<) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå LEZ ∈ P(Z)Z êàê

LEZ(z)
def

= {y ∈ Z | y < z}, z ∈ Z. (3.16)

Ë å ì ì à 3.4. Ïóñòü (X,4) � íåïóñòîå ×ÓÌ, P ∈ PR(X), f ∈ UM(P ). Ïóñòü äëÿ ì/�

G ∈ P(X)X âèäà G(x)
def

= LEX(x)∩f(x) x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî dom(G) = X è �óíêöèÿ

g ∈ XY
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

g(x)
def

=

{

⊤G(x), ∃⊤G(x)

y ∈ G(x), ¬∃⊤G(x),
∀x ∈ X. (3.17)

Òîãäà g � ñóæàþùåå îòîáðàæåíèå íà (X,4) è g ∈ UM(P ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî) âêëþ÷åíèÿ LEX ∈ UM(T), ñîîòíîøå-
íèé (3.14) è (3.15) ñëåäóåò, ÷òî G ∈ UM(P ). Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. (3.16)) âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà

y 6 x ∀y ∈ G(x), ∀x ∈ X. (3.18)

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (3.17) èìååì

g(x) ∈ G(x) ∀x ∈ X. (3.19)

Èç (3.18) è (3.19) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà g(x) 6 x ∀x ∈ X. Òî åñòü g � ñóæàþùåå îòîáðàæåíèå

íà (X,4).
Èç âêëþ÷åíèÿ (3.19) ñëåäóåò, ÷òî Fix(g) ⊂ Fix(G). Ïîêàæåì îáðàòíîå âëîæåíèå. Ïóñòü

x̄ ∈ G(x̄). Òîãäà èç (3.18) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà y 6 x̄ ∀y ∈ G(x̄). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x̄ = ⊤G(x̄).

Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.17)), g(x̄) = x̄. Òî åñòü x̄ ∈ Fix(g). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x̄ èìååì

âëîæåíèå Fix(G) ⊂ Fix(g). Èòàê, Fix(g) = Fix(G). Ñ ó÷åòîì G ∈ UM(P ) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Fix(g) = P−1(1). Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. �

� 3.2. �àçìûêàíèå ïðåäèêàòà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè

Ïóñòü èìåþòñÿ íåïóñòûå ìíîæåñòâà I , (Xι)ι∈I è

X
def

=
∏

ι∈I

Xι. (3.20)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xι ι�óþ êîìïîíåíòó ýëåìåíòà x ∈ X: xι
def

= (x | {ι}) ∈ Xι. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(y, x−ι) ýëåìåíò èç X, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ýëåìåíòà y ∈ Xι âìåñòî ι-é êîìïîíåí-

òû ýëåìåíòà x ∈ X:

(y, x−ι)
def

=

{

y,  = ι,

x,  ∈ I \ {ι},
∀x ∈ X ∀y ∈ Xι ∀ι ∈ I. (3.21)
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Ç à ì å ÷ à í è å 3. Â ñëó÷àå êîãäà èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, îïðå-

äåëåíèå (3.21) äàåò òîæäåñòâî

(y, x−ι) = y ∀x ∈ X ∀y ∈ Xι ∀ι ∈ I. (3.22)

Ïóñòü P ∈ PR(X). Çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ Bι ∈ P(Xι)
X
, Cι ∈ P(X)X âèäà

Bι(x)
def

= {y ∈ Xι | P ((y, x−ι))} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I, (3.23)

Cι(x)
def

= {z ∈ X | zι ∈ Bι(x)} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I. (3.24)

Ç à ì å ÷ à í è å 4. Ñðàçó îòìåòèì ñëåäóþùèé èç îïðåäåëåíèé âèä ýòèõ îòîáðàæåíèé â ñëó-

÷àå, êîãäà I � ñèíãëåòîí (ñì. (3.22)): Bι(x) = Cι(x) = {y ∈ X | P (y)} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I .

Ë å ì ì à 3.5. Äëÿ ëþáîãî ι ∈ I âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Cι ∈ UM(P ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ι ∈ I . Ïóñòü x ∈ X òàêîé, ÷òî x ∈ Fix(Cι). Òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ èìååì x ∈ Cι(x). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (ñì. (3.21)) x = (xι, x−ι).
Èç (3.24) ïîëó÷èì xι ∈ Bι(x). Çíà÷èò (ñì. (3.23)), P ((xι, x−ι)). Åùå ðàç ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

x = (xι, x−ι), ïîëó÷èì P (x). È ñëåäîâàòåëüíî, x ëåæèò â P−1(1). Òàê êàê x áûë âûáðàí ïðîèç-

âîëüíî, ïîëó÷àåì âëîæåíèå

Fix(Cι) ⊂ {x ∈ X | P (x)}. (3.25)

Ïðîâåðèì îáðàòíîå âëîæåíèå. Ïóñòü x ∈ X òàêîé, ÷òî P (x). Òîãäà P ((xι, x−ι)). Çíà÷èò,

xι ∈ Bι(x). Îòêóäà ñëåäóåò x ∈ Cι(x), òî åñòü x ∈ Fix(Cι). Òàê êàê x áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî, ïî-
ëó÷àåì âëîæåíèå {x ∈ X | P (x)} ⊂ Fix(Cι). Ñ ó÷åòîì (3.25) ïîëó÷èì Fix(Cι) = {x ∈ X | P (x)}.
Òàê êàê èíäåêñ ι áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì ïåðâîå âêëþ÷åíèå. Äîêàçàòåëüñòâî çà-

êîí÷åíî. �

� 3.3. �àçìûêàíèå êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè

×àñòî óñëîâèÿ (ïðåäèêàòû) íà ìíîæåñòâå îòîáðàæåíèé �îðìóëèðóþòñÿ êàê ïîòî÷å÷íûå

óñëîâèÿ: äëÿ êàæäîãî àðãóìåíòà òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå òîãî èëè èíîãî óñëîâèÿ íà çíà÷åíèå

îòîáðàæåíèÿ â äàííîé òî÷êå. Òàêèå âûñêàçûâàíèÿ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíúþíêöèè

ïðåäèêàòîâ (ïðîèíäåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâîì îïðåäåëåíèÿ) íà ïðîèçâåäåíèè îáëàñòåé çíà÷å-

íèé ýòèõ îòîáðàæåíèé ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòàõ. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ðàç-

ìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïðî-

èçâåäåíèåì ìíîæåñòâ.

Ïóñòü äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J çàäàíî ñåìåéñòâî P ∈ PR(X),  ∈ J , ïðåäè-

êàòîâ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè X (ñì. (3.20)). Ïóñòü ïðåäèêàò P ∈ PR(X) èìååò âèä

P (x)
def

⇔ (P(x) ∀ ∈ J ), x ∈ X. (3.26)

Ó ñ ë î â è å 3.1. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà (ïðåäèêàòîâ) J íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè ìíîæå-

ñòâà I (ñîìíîæèòåëåé â X).

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3.1 è q ∈ IJ
� íåêîòîðàÿ èíúåêöèÿ èç J â I . Çàäàäèì îòîáðà-

æåíèÿ Bι ∈ P(Xι)
X
âèäà

Bι(x)
def

= {y ∈ Xι | P((y, x−ι))} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I ∀ ∈ J (3.27)

è îòîáðàæåíèÿ B ∈ P(X)
X
âèäà

Bι(x)
def

=

{

Bιq−1(ι)(x)((y, x−ι))}, ι ∈ q(J ),

Xι, ι 6∈ q(J ),
∀x ∈ X ∀ι ∈ I. (3.28)

Çàäàäèì ì/� FP ∈ P(X)X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

FP (x)
def

=
∏

ι∈I

Bι(x) ∀x ∈ X. (3.29)
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Ë å ì ì à 3.6. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî FP ∈ UM(P ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà îñíîâå îòîáðàæåíèé Bι, Bι ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ Cι, Cι ∈
∈ P(X)X , ïîëàãàÿ

Cι(x)
def

= {z ∈ X | zι ∈ Bι(x)}, Cι(x)
def

= {z ∈ X | zι ∈ Bι(x)} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I ∀ ∈ J .
(3.30)

Èç ëåììû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ι ∈ I ,  ∈ J âåðíî âêëþ÷åíèå Cι ∈ UM(P). Òîãäà
ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ Cι(x) = X, ι 6∈ q(J ) (ñì. (3.28), (3.30)), èìååì

⋂

ι∈I

Cι(x) =
⋂

ι∈q(J )

Cιq−1(ι)(x) =
⋂

∈J

Cq()(x) ∀x ∈ X.

Èç (3.11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ G(x)
def

=
⋂

∈J Cq()(x) ∀x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

G ∈ UM(P ). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

⋂

ι∈I

Cι(x) =
∏

ι∈I

Bι(x) ∀x ∈ X. (3.31)

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ Cι äëÿ ëþáûõ  ∈ I è z ∈ X èìååì ðàâåíñòâî (

⋂

ι∈I Cι(z) | {}) = B(z).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî y ∈ X âåðíî

(y ∈
⋂

ι∈I

Cι(x)) ⇔ (y ∈ (
⋂

ι∈I

Cι(x) | {}) ∀ ∈ I) ⇔ (y ∈ B(x) ∀ ∈ I) ⇔ (y ∈
∏

ι∈I

Bι(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. �

Ï ð è ì å ð 3.1. Âûïîëíèì ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà Ps � ¾áûòü ñåäëîâîé òî÷êîé¿. Ïóñòü U,

V � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è íà ïðîèçâåäåíèè X
def

= U×V çàäàíà �óíêöèÿ èñõîäîâ ϕ : U×V 7→ R.

Èãðîê, âûáèðàþùèé u ∈ U, ìèíèìèçèðóåò, à èãðîê, âûáèðàþùèé v ∈ V, ìàêñèìèçèðóåò èñõîä.

Ýëåìåíò x∗ = (u∗, v∗) ∈ X íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (ïðåäèêàò Ps)

Ps(x∗) ⇔ (ϕ(u∗, v) 6 ϕ(u∗, v∗) 6 ϕ(u, v∗) ∀(u, v) ∈ U×V). (3.32)

Èç (3.32) ñëåäóåò, ÷òî Ps åñòü êîíúþíêöèÿ äâóõ ïðåäèêàòîâ:

PU(x∗) ⇔ (ϕ(u∗, v∗) 6 ϕ(u, v∗) ∀u ∈ U), PV(x∗) ⇔ (ϕ(u∗, v) 6 ϕ(u∗, v∗) ∀v ∈ V).

Òàê êàê ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè äâà è ïðåäèêàòà äâà, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3.1 è èìå-

åòñÿ äâå âîçìîæíîñòè óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå q: (PU, PV) 7→ (U,V) è (PU, PV) 7→ (V,U).
Îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòîâ PU, PV óêàçûâàþò íà ïåðâûé âàðèàíò, êàê áîëåå ïðîñòîé. Èñïîëüçóÿ

âûáðàííûé âàðèàíò èíúåêöèè q, ïîñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.27) (3.28) ì/� BU ∈ P(U)X ,
BV ∈ P(V)X :

BU(x∗)
def

= argmin
u∈U

ϕ(u, v∗), BV(x∗)
def

= argmax
v∈V

ϕ(u∗, v).

Çäåñü çíà÷åíèåì îïåðàöèè argmin (argmax) ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, åñëè ìèíèìèçèðóþùèå
(ìàêñèìèçèðóþùèå) ýëåìåíòû îòñóòñòâóþò. Èç îòîáðàæåíèé BU, BV ñîãëàñíî (3.29) ñòðîèì

îòîáðàæåíèå FPs
∈ P(X)X :

FPs
(u, v)

def

= argmin
u′∈U

ϕ(u′, v)× argmax
v′∈V

ϕ(u, v′), (u, v) ∈ X.

Èòàê, â ñèëó ëåììû 3.6 èìååì ðàâåíñòâî FPs
∈ UM(Ps).
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� 4. �àâíîâåñèÿ Íýøà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà èãðîêîâ

� 4.1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è è îïðåäåëåíèå ðàçìûêàþùåé ì/�

Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ðàâíîâåñèé Íýøà. Ïóñòü (X,J) � èãðà ñ I èãðîêàìè â íîðìàëü-

íîé �îðìå, à èìåííî:

X
def

=
∏

ι∈I

Xι, J
def

= (Jι)ι∈I ,

ãäå X � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé èãðû, Xι � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ι-ãî èãðîêà, à Jι � �óíêöèÿ

âûèãðûøà ι-ãî èãðîêà: Jι : X 7→ R, ι ∈ I . Îáîçíà÷èì ÷åðåç PN ∈ PR(X) ïðåäèêàò ¾áûòü

ðàâíîâåñèåì Íýøà¿ â èãðå (X,J):

PN (x) ⇔ (Jι(z, x−ι) 6 Jι(x) ∀z ∈ Xι ∀ι ∈ I) ∀x ∈ X.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðåäèêàò PN ïðåäñòàâëåí êîíúþíêöèåé ïðåäèêàòîâ P ∈ PR(X),  ∈ I , âèäà

P(x) ⇔ (J(z, x−) 6 J(x) ∀z ∈ X) ∀x ∈ X.

Â ñèëó �îðìóëèðîâêè çàäà÷è êîëè÷åñòâî ïðåäèêàòîâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñîìíîæèòåëåé

â ïðîèçâåäåíèè X, òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 3.1. Ïîëîæèì q(ι)
def

= , ι ∈ I , è, èñïîëüçóÿ âû-

áðàííûé âàðèàíò èíúåêöèè q, ïîñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.27) (3.28) ì/� Bι ∈ P(Xι)
X
:

Bι(x)
def

= {y ∈ Xι | Pι((y, x−ι))} =

= {y ∈ Xι | Jι(z, x−ι) 6 Jι(y, x−ι), ∀z ∈ Xι} =

= {y ∈ Xι | sup
z∈Xι

Jι(z, x−ι) 6 Jι(y, x−ι)} = argmax
y∈Xι

Jι(y, x−ι).

Òîãäà â ñèëó (3.29) äëÿ îòîáðàæåíèÿ FPN
∈ P(X)X èìååì

FPN
(x)

def

=
∏

ι∈I

Bι(x) =
∏

ι∈I

argmax
y∈Xι

Jι(y, x−ι) ∀x ∈ X. (4.1)

Îòîáðàæåíèå FPN
ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.6 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçìûêàþùèì äëÿ ïðåäèêàòà PN : FPN
∈ UM(PN ). Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì �àêòîì äëÿ

îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé Íýøà â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà Xι ñóòü êîìïàêòû.

� 4.2. Èñïîëüçîâàíèå ðàçìûêàþùåé ì/� äëÿ ïðåäèêàòà Íýøà

Ïóñòü ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé Xι ι-ãî èãðîêà � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ïîëàãà-

åì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå X ñîñòîÿíèé èãðû íàäåëåíî òîïîëîãèåé òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ [12℄.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (4.1) è òåîðåìîé 2.1 äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé Íýøà.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü Xι, ι ∈ I, � êîìïàêòíûå õàóñäîð�îâû ïðîñòðàíñòâà, äëÿ ëþáîãî

ι ∈ I �óíêöèÿ Jι ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà X, �óíêöèÿ Jι(z, ·) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà X−ι

ïðè ëþáîì z ∈ Xι. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äëÿ ìíîæåñòâà P−1
N (1) ðàâíîâåñèé Íýøà âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà

P−1
N (1) =

⋂

(Oκ)K∈Ofo(X)

⋃

κ∈K

F̂PN
(Oκ) =

⋂

(Oκ)K∈Ofc(X)

⋃

κ∈K

F̂PN
(Oκ).

Â ÷àñòíîñòè, ðàâíîâåñèå Íýøà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïðîèçâîëüíîì

ïîêðûòèè (Oκ)K ∈ Ofc(X) íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Oκ̄ ∈ (Oκ)K , ñîäåðæàùåå äâà ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïðèáëèæåíèÿ Êóðíî:

∀(Oκ)K ∈ Ofc(X) ∃κ̄ ∈ K ∃x, x′ ∈ Oκ̄, x′ ∈ FPN
(x). (4.2)

Ç à ì å ÷ à í è å 5. Â ñëó÷àå êîãäà òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X ìåòðèçóåìà, óñëîâèå (4.2) ïðè-

íèìàåò âèä (2.3): ∀δ > 0 ∃xδ ∈ X d(xδ,FPN
(xδ)) 6 δ. Çäåñü d(xδ,FPN

(xδ)) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿ-

íèå â X îò òî÷êè xδ äî ìíîæåñòâà FPN
(xδ).
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â òåîðåìàõ [11, Theorem 4, 5℄ íåâåðíî ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ íà

�óíêöèè ϕ è Ji: ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïðèâåäåííûå äîêàçàòåëüñòâà íåêîððåêòíû. Ïðàâèëüíûå

óñëîâèÿ ñ�îðìóëèðîâàíû âûøå, â òåîðåìå 4.1; äëÿ �óíêöèè ϕ ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû òðå-

áîâàíèþ íåïðåðûâíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 3.6 èìååì ðàâåíñòâî P−1
N (1) = Fix(FPN

).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ óòâåðæäåíèé òåîðåìû 4.1 îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïðèìåíèìîñòü ðàâåíñòâ (2.1)

ê îòîáðàæåíèþ FPN
, òî åñòü âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 2.1. Êîìïàêòíîñòü è õàóñäîð�îâîñòü

ïðîñòðàíñòâà X ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè è õàóñäîð�îâîñòè ïîðîæäàþùèõ åãî ïðîñòðàíñòâ Xι

è èç ñâîéñòâ òîïîëîãèè òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ [12, òåîðåìû 2.3.11, 3.2.4℄.

Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü ãðà�èêà îòîáðàæåíèÿ FPN
. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X è ι ∈ I

â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó Jι è êîìïàêòíîñòè Xι ìíîæåñòâî argmaxy∈Xι
Jι(y, x−ι) îïðå-

äåëåíî è íåïóñòî. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïðåäåëåíî è íåïóñòî ìíîæåñòâî FPN
(x). �ðà-

�èê G(FPN
) îòîáðàæåíèÿ FPN

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãðà�èêîâ G(Cι) îòîáðàæåíèé Cι
(ñì. (3.24), (3.31)):

G(FPN
) =

⋂

ι∈I

G(Cι).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó àêñèîì ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ G(Cι)
âëå÷åò çàìêíóòîñòü G(FPN

). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ι ∈ I ãðà�èê G(Cι) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

G(Cι) = {(z, w) ∈ X2 | w ∈ Cι(z)} = {(z, w) ∈ X2 | wι ∈ Bι(z)} =

= {(z, w) ∈ X2 | wι ∈ argmax
y∈Xι

Jι((y, z−ι))} = {(z, w) ∈ X2 | Jι((wι, z−ι)) > max
y∈Xι

Jι((y, z−ι))} =

= {((zι, x−ι), (xι, z−ι)) : (z ∈ X)&(Jι((xι, x−ι)) > max
y∈Xι

Jι((y, x−ι)))}.

Èñõîäÿ èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó íà X−ι �óíêöèè Jι(y, ·) ïðè êàæäîì y ∈ Xι ïðîâåðÿåò-

ñÿ (ñì. [13, ïðåäëîæåíèå 1.5℄), ÷òî �óíêöèÿ x 7→ maxy∈Xι
Jι((y, x−ι)) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó

íà X. Òîãäà ñ ó÷åòîì ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó íà X �óíêöèè Jι ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî

H
def

= {x ∈ X | Jι((xι, x−ι)) > maxy∈Xι
Jι((y, x−ι))} çàìêíóòî â X. Ñëåäîâàòåëüíî, G(Cι) ãîìåî-

ìîð�íî (ñì. [12, ïðåäëîæåíèå 2.3.8℄) ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ H è X.

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî G(Cι) çàìêíóòî. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

� 5. Çàäà÷à î íåóïðåæäàþùåì ñåëåêòîðå ì/�

Â ðàáîòàõ [6, 7, 14, 15℄ ìíîæåñòâà íåóïðåæäàþùèõ ñåëåêòîðîâ çàäàííîé ì/� ïðåäñòàâëåíû

â âèäå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñïåöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ (îáîçíà÷åííîãî êàê Γ). Òî åñòü â ýòèõ

ðàáîòàõ âûïîëíåíî ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà ¾áûòü íåóïðåæäàþùèì ñåêòîðîì¿.

Âìåñòå ñ òåì ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ îñòàëñÿ çà ðàìêàìè ðàññìîò-

ðåíèÿ. Â ýòîì ïóíêòå, íà îñíîâå êîíñòðóêöèé èç óêàçàííûõ ðàáîò è ñëåäóÿ ñõåìå (3.26)�(3.29),

ìû ðåàëèçóåì ¾ðóòèííîå¿ ïîñòðîåíèå ýòîãî ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ è ñ åãî ïîìîùüþ äà-

äèì îïèñàíèå ìíîæåñòâà íåóïðåæäàþùèõ ñåëåêòîðîâ çàäàííîé ì/� ïðè îñëàáëåííûõ óñëî-

âèÿõ.

� 5.1. Íåóïðåæäàåìîñòü, ñåëåêòîð

1. Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî I è íåïóñòîå ìíîæåñòâî X. Ïîëà-

ãàåì D
def

= I ×X. Âûáåðåì ìíîæåñòâî C ∈ P
′(XI), ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ

â êà÷åñòâå ðåàëèçàöèé óïðàâëåíèÿ. Ôèêñèðóåì íåïóñòûå ìíîæåñòâà Y è Ω ∈ P
′(Y I). Ýëåìåíòû

ω ∈ Ω áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ðåàëèçàöèé íåîïðåäåëåííûõ �àêòîðîâ. Ââåäåì ìíîæåñòâî

M
def

= P(C)Ω âñåõ ì/� íà Ω ñî çíà÷åíèÿìè â C: α(ω) ⊂ C ïðè ω ∈ Ω, α ∈ M.

2. Ââåäåì íà M ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⊑, ïîëàãàÿ (φ ⊑ ψ)
def

⇔ (φ(ω) ⊂ ψ(ω) ∀ω ∈ Ω) ∀φ,ψ ∈ M.

Ïðîâåðèì, ÷òî ×ÓÌ (M,⊑) îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Φ ∈ P(M), òî

åñòü φ(ω) ∈ P(C) äëÿ âñåõ φ ∈ Φ è ω ∈ Ω. Îáîçíà÷èì Φ∗(ω)
def

=
⋃

φ∈Φ φ(ω), Φ∗(ω)
def

=
⋂

φ∈Φ φ(ω),
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ω ∈ Ω. Òîãäà ïðè ëþáîì ω ∈ Ω âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ Φ∗(ω) ∈ P(C), Φ∗(ω) ∈ P(C). Çíà÷èò,
îòîáðàæåíèÿ ω 7→ Φ∗(ω) è ω 7→ Φ∗(ω) ïðèíàäëåæàò M. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî Φ∗ ⊑ φ ⊑ Φ∗ ∀φ ∈ Φ. Òî åñòü Φ∗ = ⊥Φ, Φ
∗ = ⊤Φ. Òàê êàê Φ âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî,

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ ëþáûõ φ,ψ ∈ M íàçîâåì φ ñåëåêòîðîì ψ, åñëè φ ⊑ ψ.

3. Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ñåìåéñòâî X ∈ P(I). Íàçîâåì ì/� φ ∈ M

X -íåóïðåæäàþùåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇒
(

(φ(ω) |A) ⊂ (φ(ω′) |A)
)

∀A ∈ X ∀ω, ω′ ∈ Ω. (5.1)

Ç à ì å ÷ à í è å 6. Èìïëèêàöèè (5.1) â ñèëó ýêâèâàëåíöèé

(ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇔ (ω ∈ Ω(ω′ |A)) ⇔ ((ω |A) = (ω′ |A)) ∀A ∈ X ∀ω, ω′ ∈ Ω.

è ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ðàâíîñèëüíû èìïëèêàöèÿì

((ω |A) = (ω′ |A)) ⇒
(

(φ(ω) |A) = (φ(ω′) |A)
)

∀A ∈ X ∀ω, ω′ ∈ Ω,

îáû÷íî ïðèíèìàåìûì â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ íåóïðåæäàåìîñòè φ.

4. Ìíîãèå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ïîñòðîåíèþ íàèáîëüøåãî X -íåóïðåæäàþùåãî ñåëåêòîðà íåêî-

òîðîé çàäàííîé ì/� ψ ∈ M, òî åñòü ê ïîñòðîåíèþ X -íåóïðåæäàþùåé ì/� φ ∈ M, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî φ ⊑ ψ, è ïðè âñÿêîé X -íåóïðåæäàþùåé β ∈ M òàêîé, ÷òî β ⊑ ψ,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî β ⊑ φ.

Çà�èêñèðóåì äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåêîòîðîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå M ∈ M,

äëÿ êîòîðîãî è áóäåì ðåøàòü óêàçàííóþ çàäà÷ó ïîèñêà íàèáîëüøåãî X -íåóïðåæäàþùåãî ñå-

ëåêòîðà. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A ∈ X , Ψ ⊂ Ω,
ω ∈ Ω, H ⊂ C, h ∈ C è φ ∈ M ïîëîæèì

Ψ(ω |A)
def

= {ν ∈ Ψ | (ν |A) = (ω |A)}, H(h |A)
def

= {f ∈ H | (f |A) = (h |A)}, (5.2)

Ψ(−ω |A)
def

= Ψ(ω |A) \ {ω}, (5.3)

[φ](ω |A)
def

=
⋂

ν∈Ω(ω |A)

(φ(ν) |A), (5.4)

[φ](−ω |A)
def

=
⋂

ν∈Ω(−ω |A)

(φ(ν) |A). (5.5)

À òàêæå â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.1) îïðåäåëèì ïðåäèêàò Pna ∈ PR(M) ¾áûòü X -íåóïðåæäàþùèì

îòîáðàæåíèåì¿:

Pna(φ)
def

⇔
(

(ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇒
(

(φ(ω) |A) ⊂ (φ(ω′) |A)
)

∀A ∈ X ∀ω, ω′ ∈ Ω
)

, φ ∈ M. (5.6)

� 5.2. �àçìûêàíèå ïðåäèêàòà íåóïðåæäàåìîñòè

Ïðåäñòàâèì M êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Ω ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà P(C). Èç îïðåäåëå-

íèÿ (5.6) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå ïðåäèêàòà Pna â �îðìå êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ Pω âèäà

Pω(φ)
def

⇔
(

(ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇒
(

(φ(ω) |A) ⊂ (φ(ω′) |A)
)

∀A ∈ X
)

, ω ∈ Ω, φ ∈ M. (5.7)

Êàê âèäíî, èíäåêñíîå ìíîæåñòâî â êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ, ïðåäñòàâëÿþùåé Pna, ñîâïàäàåò

ñ èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì â ïðåäñòàâëåíèè M; ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå 3.1. Ïîëîæèì

I
def

= J
def

= Ω è îïðåäåëèì q(ω)
def

= ω ∀ω ∈ Ω. Òîãäà èìååì

Xι
def

= Xω
def

= P(C), ω ∈ Ω, M
def

= X
def

=
∏

ι∈I

Xι
def

=
∏

ω∈Ω

P(C),
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Bι
def

= Bω ∈ P(P(C))M, FPna
(φ)

def

=
∏

ω∈Ω

Bω(φ) ∈ P(P(C))
def

= P(M)M.

Ìû ïðèâåëè ýòîò ñïèñîê ¾äåéñòâóþùèõ ëèö è èñïîëíèòåëåé¿ äëÿ óäîáñòâà îòñëåæèâàíèÿ ñõå-

ìû (3.20)�(3.29). Â äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ ìû íå áóäåì ïåðåõîäèòü ê îáîçíà÷åíèÿì ïóíêòà 3

äëÿ ñîõðàíåíèÿ áîëåå íàãëÿäíîé ñâÿçè ñ ñîäåðæàòåëüíîé ñòîðîíîé çàäà÷è.

Ìîäåðíèçèðóåì îïðåäåëåíèå (5.7), èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (5.4).

Ë å ì ì à 5.1. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

Pω(φ) ⇔
(

[φ](ω |A) = (φ(ω) |A) ∀A ∈ X
)

, ω ∈ Ω, φ ∈ M. (5.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì A ∈ X , ω ∈ Ω è φ ∈ M. Ëåãêî âèäåòü (äîñòàòî÷íî

â ïðàâîé ÷àñòè (5.4) ðàññìîòðåòü ν = ω), ÷òî âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ âëîæåíèÿ

[φ](ω |A) ⊂ (φ(ω) |A). (5.9)

Ïóñòü äëÿ h ∈ C âûïîëíåíî (h |A) ∈ (φ(ω) |A) è ïóñòü Pω(φ) (ñì. (5.7)), òî åñòü ïðèìåíèòåëüíî
ê âûáðàííûì A, ω è φ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇒

(

(φ(ω) |A) ⊂ (φ(ω′) |A)
)

.

Òîãäà âûïîëíåíû èìïëèêàöèè (ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇒
(

(h |A) ∈ (φ(ω′) |A)
)

, òî åñòü

(h |A) ∈
⋂

ω′∈Ω(ω |A)

(φ(ω′) |A)
def

= [φ](ω |A).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà h ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå (φ(ω) |A) ⊂ [φ](ω |A). Ñ ó÷åòîì (5.9)

èìååì ðàâåíñòâî [φ](ω |A) = (φ(ω) |A). Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

(

(ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇒
(

(φ(ω) |A) ⊂ (φ(ω′) |A)
))

⇒
(

[φ](ω |A) = (φ(ω) |A)
)

. (5.10)

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäñòâèå â (5.10). Òîãäà ïðè ω′ ∈ Ω(ω |A) â ñèëó ðàâåíñòâà

[φ](ω |A) = (φ(ω) |A) èìååì (ñì. (5.4)) (φ(ω) |A) ⊂ (φ(ω′) |A). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáî-

ðà ω′
âûïîëíÿþòñÿ èìïëèêàöèè (ω′ ∈ Ω(ω |A)) ⇒

(

(φ(ω) |A) ⊂ (φ(ω′) |A)
)

, òî åñòü ïîñûëêà èç

ñîîòíîøåíèé (5.10). Òàêèì îáðàçîì, â (5.10) ïîñûëêà è ñëåäñòâèå ýêâèâàëåíòíû. Òàê êàê A, ω

è φ âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíöèÿ (5.8). Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. �

Èòàê, èíòåðåñóþùèé íàñ ïðåäèêàò Pna èìååò âèä (ñì. (5.8))

Pna(φ) ⇔ (Pω(φ) ∀ω ∈ Ω) ⇔
(

[φ](ω |A) = (φ(ω) |A) ∀A ∈ X ∀ω ∈ Ω
)

∀φ ∈ M. (5.11)

Âîñïîëüçóåìñÿ (3.28) äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèé Bω ∈ P(P(C))M (â êà÷åñòâå q, êàê îòìå-

÷àëîñü, èñïîëüçóåì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå):

Bω(φ)
def

= {L ∈ P(C) | Pω((L, φ−ω))} ∀ω ∈ Ω ∀φ ∈ M. (5.12)

Íàïîìíèì (ñì. (3.21)), ÷òî äëÿ ëþáûõ L ∈ P(C), φ ∈ M è ω ∈ Ω ì/� (L, φ−ω) ∈ M îïðåäåëåíà

ñîîòíîøåíèÿìè

(L, φ−ω)(ν)
def

=

{

L, ν = ω,

φ(ν), ν ∈ Ω \ {ω}.
(5.13)

Ïðåîáðàçóåì (5.12), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.8):

Bω(φ) = {L ∈ P(C) | [(L, φ−ω)](ω |A) = ((L, φ−ω)(ω) |A) ∀A ∈ X}.

Ñ ó÷åòîì (5.4) è (5.13) èìååì (ïðîäîëæàåì ðàâåíñòâà)

= {L ∈ P(C) |
⋂

ν∈Ω(ω |A)

((L, φ−ω)(ν) |A) = (L |A) ∀A ∈ X}.
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Çàìåòèì, ÷òî â ïåðåñå÷åíèè (ïðè ν = ω) âñòðå÷àåòñÿ ìíîæåñòâî (L |A), ïîýòîìó ïîñëåäíåå

âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. (5.3), (5.5)):

= {L ∈ P(C) | (L |A) ⊂
⋂

ν∈Ω(ω |A)
ν 6=ω

((L, φ−ω)(ν) |A) ∀A ∈ X} =

= {L ∈ P(C) | (L |A) ⊂
⋂

ν∈Ω(−ω |A)

(φ(ν) |A) ∀A ∈ X} =

= {L ∈ P(C) | (L |A) ⊂ [φ](−ω |A) ∀A ∈ X}.

Èñïîëüçóåì âòîðîå èç îïðåäåëåíèé (5.2) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ L (ïðîäîëæàåì ðàâåí-

ñòâà):

= {L ∈ P(C) | L ⊂
⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

C(h |A) ∀A ∈ X}.

Íàêîíåö, ðåàëèçóåì êîíúþíêöèþ ïî A ∈ X è âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì áóëåàíà P (ïðîäîë-

æàåì ðàâåíñòâà):

= {L ∈ P(C) | L ⊂
⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

C(h |A)} = P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

C(h |A)









.

Èòàê, èìååì

Bω(φ) = P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

C(h |A)









∀ω ∈ Ω ∀φ ∈ M.

Ñëåäóÿ (3.29), çàïèøåì ðàçìûêàþùåå îòîáðàæåíèå FPna
∈ P(M)M äëÿ ïðåäèêàòà íåóïðå-

æäàåìîñòè (5.11):

FPna
(φ)

def

=
∏

ω∈Ω

Bω(φ) =
∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

C(h |A)









∀φ ∈ M. (5.14)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.6 èìååì FPna
∈ UM(Pna).

� 5.3. Âûäåëåíèå íàèáîëüøåãî íåóïðåæäàþùåãî ñåëåêòîðà

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé çàäà÷å, íàéäåì ñðåäè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ (5.14) íàè-

áîëüøóþ, ñîäåðæàùóþñÿ â ×ÓÌ (MM,⊑), ãäå MM
def

= {φ ∈ M | φ ⊑ M}. Òàê æå êàê è äëÿ

×ÓÌ (M,⊑), ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ×ÓÌ (MM,⊑) îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó.

Îïðåäåëèì (ñì. (3.8)) ðàçìûêàþùåå îòîáðàæåíèå F(Pna |MM) äëÿ ñóæåíèÿ (Pna |MM) ïðå-
äèêàòà Pna íà íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî MM ⊂ M. Èìååì äëÿ âñåõ φ ∈ MM

F(Pna |MM)(φ) = [FPna
|MM](φ) = MM∩FPna

(φ) = MM

⋂∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

C(h |A)









=

=

(

∏

ω∈Ω

P(M(ω))

)

⋂∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

C(h |A)









=
∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

M(ω)(h |A)









.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.4 äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîçíà÷íîãî ñåëåêòîðà ì/� F(Pna |MM). Çà-

ìåòèì, ýòà ëåììà ïðèìåíèìà, òàê êàê ×ÓÌ (MM,⊑) îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó (è òåì áîëåå

èíäóêòèâíîå ×ÓÌ). Íàïîìíèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå LEMM
(ñì. (3.16))

èìååò âèä LEMM
(α) =

∏

ω∈Ω P(α(ω)), α ∈ MM. Ïîñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè ëåì-

ìû 3.4 îòîáðàæåíèå γ ∈ P(MM)MM
: äëÿ âñåõ φ ∈ MM

γ(φ)
def

= F(Pna |MM)(φ) ∩ LEMM
(φ) =

∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

M(ω)(h |A)









⋂

P(φ(ω)) =

=
∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

φ(ω) ∩M(ω)(h |A)









=
∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

φ(ω)(h |A)









.

Â âûêëàäêàõ èñïîëüçóþòñÿ ðàâåíñòâî P(X)∩P(Y ) = P(X∩Y ), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ìíîæåñòâ X è Y , à òàêæå ñâîéñòâà äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ [10, ãë. IV, � 5℄. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó

âêëþ÷åíèÿ ∅ ∈ P(X), ãäå X � ëþáîå ìíîæåñòâî, ïðè âñÿêîì φ ∈ MM âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

γ(φ) 6= ∅.

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå γ ∈ (MM)MM
âèäà γ(ψ)

def

= sup(MM,⊑) γ(ψ) ∀ψ ∈ MM. Ïðåîáðà-

çóåì åãî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà Y = sup(P(X),⊂) P(Y ), ñïðàâåäëèâûå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ
X è Y òàêèõ, ÷òî Y ⊂ X:

γ(φ) = sup(MM,⊑) γ(φ) = sup(MM,⊑)

∏

ω∈Ω

P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

φ(ω)(h |A)









=

=
∏

ω∈Ω

sup(P(C),⊂) P









⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

φ(ω)(h |A)









=
∏

ω∈Ω

⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

φ(ω)(h |A). (5.15)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (5.15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî φ ∈ MM âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå γ(φ) ∈ γ(φ),
òî åñòü γ(φ) = ⊤γ(φ) ∀φ ∈ MM. Â ñèëó ëåììû 3.4 ïîëó÷àåì, ÷òî γ � ñóæàþùàÿ �óíêöèÿ

è γ ∈ UM((Pna |MM)).
Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäÿùèìè óòâåðæäåíèÿìè òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ îïè-

ñàíèÿ èñêîìîãî íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà. Òàê êàê γ � ñóæàþùåå îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå

â ïîëíîé ðåøåòêå MM, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1 èìååì ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà âñåõ íåóïðå-

æäàþùèõ ñåëåêòîðîâ ì/� M êàê ìíîæåñòâà èñòèííîñòè ïðåäèêàòà (Pna |MM).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 5.1. Ïóñòü α ∈ ORD òàêîâî, ÷òî |MM|+ 4 α. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

(Pna |MM)−1(1) = {γα(ψ) : ψ ∈ MM}. (5.16)

Ïðåäñòàâëåíèå (5.15) óêàçûâàåò íà èçîòîííîñòü �óíêöèè γ â (MM,⊑): äëÿ âñåõ φ,ψ ∈ MM

âûïîëíÿþòñÿ èìïëèêàöèè (φ ⊑ ψ) ⇒ (γ(φ) ⊑ γ(ψ)). Îòñþäà â ñèëó ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

ïðè ëþáîì α ∈ ORD �óíêöèÿ γα òàêæå èçîòîííà. Èç ýòîãî ñëåäóåò (ñì. òåîðåìó Òàðñêî-

ãî [16, Theorem 1℄), ÷òî ìíîæåñòâî Fix(γ) = (Pna |MM)−1(1) îáðàçóåò ïîëíóþ ïîäðåøåòêó

â (MM,⊑). Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Fix(γ) ñîäåðæèò ⊤(Pna |MM)−1(1) � íàèáîëüøåãî íåóïðå-

æäàþùåãî ñåëåêòîðà ì/� M. Âîñïîëüçóåìñÿ èçîòîííîñòüþ γα è ïðåäñòàâëåíèåì (5.16) äëÿ

îïèñàíèÿ íàèáîëüøåãî ñåëåêòîðà ì/� M:

Ï ð å ä ë î æ å í è å 5.2. Ïóñòü α ∈ ORD è |MM|+ 4 α. Òîãäà ⊤(Pna |MM)−1(1) = γα(M).

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé ⊤(Pna |MM)−1(1) = ⊤Fix(γ) = γα(⊤MM
) = γα(M),

â êîòîðûõ âòîðîå ðàâåíñòâî îïèðàåòñÿ íà èçîòîííîñòü γα è ïðåäñòàâëåíèå (5.16).
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� 5.4. Γ è γ

Â êîîðäèíàòíîé �îðìå γ èìååò âèä

γ(φ)(ω) =
⋂

A∈X

⋃

h∈C
(h |A)∈[φ](−ω |A)

φ(ω)(h |A) ∀φ ∈ MM ∀ω ∈ Ω. (5.17)

Ýëèìèíèðóÿ â (5.17) îáîçíà÷åíèÿ (5.2), (5.4), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà Γ(φ)(ω) = γ(φ)(ω), φ ∈ M,

ω ∈ Ω, äëÿ îïåðàòîðà Γ, îïðåäåëåííîãî â ðàáîòàõ [6, 7, 14, 15℄:

Γ(φ)(ω)
def

= {f ∈ φ(ω) | ∀A ∈ X ∀ω′ ∈ Ω(ω |A) (f |A) ∈ (φ(ω′) |A)} ∀φ ∈ M ∀ω ∈ Ω.

Ïðåäëîæåíèå 5.2 îáîáùàåò ïðåäñòàâëåíèå [6, òåîðåìà 6.1℄, ãäå èñïîëüçóåòñÿ α = ω (íàèìåíüøèé

áåñêîíå÷íûé îðäèíàë). Â ïðåäëîæåííîì îïèñàíèè á�îëüøàÿ ìîùíîñòü èòåðàöèé êîìïåíñèðóåò

îòñóòñòâèå óñëîâèé òîïîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà íà Ω, C è M.
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We provide an approah to onstruting a prediate truth set, whih we refer to as unloking of prediate. The approah

redues the problem of searhing for a prediate truth set to searhing for a set of �xed points of some mappings

(hereinafter �unloking mappings�). Unloking of prediate gives an extra opportunity to analyze the truth set and

to build its elements with desired properties. In this paper, we outline how to build unloking mappings for some

general types of prediates: we give a formal de�nition of the prediate unloking operation, rules for the onstrution

and alulation of unloking mappings and their basi properties. As an illustration, we routinely onstrut unloking

mappings for prediates �be a Nash equilibrium� and �be non-antiipating mapping�; then on this basis we provide

expressions for orresponding truth sets.
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