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On the Domain of Dependence for Scalar Conservation Laws

N. I. Pogodaev
Matrosov Institute for System Dynamics and Control Theory of SB RAS,

Irkutsk, Russia
npogo@mail.ru

An upper estimate for the domain of dependence of a scalar multi-
dimensional conservation law is constructed. This estimate is given by a
controllability set of a certain differential inclusion. Its prove is based on
the modified version of the classical Kružkov uniqueness theorem.

УДК 517.929.2+517.977

К свойству пропорциональной локальной управляемости
показателей Ляпунова

систем с дискретным временем

C. Н. Попова1, И. Н. Банщикова2

УдГУ, Ижевск, Россия; ИММ УрО РАН, Екатеринбург, Россия1

УдГУ, Ижевск, Россия2

udsu.popova.sn@gmail.com

Исследуется вопрос о пропорциональной локальной управляемо-
сти показателей Ляпунова каждой системы, принадлежащей обо-
лочке Бебутова заданной линейной управляемой системы с дис-
кретным временем. Получены условия, обеспечивающие эквива-
лентность равномерной полной управляемости исходной системы
и пропорциональной локальной управляемости показателей Ляпу-
нова каждой системы из оболочки Бебутова.

Ключевые слова: показатели Ляпунова, задача о назначении
спектра, нестационарная система с дискретным временем, равно-
мерная полная управляемость, динамическая система сдвигов

Рассмотрим линейную управляемую систему с дискретным време-
нем

(1) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴0(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵0(𝑘)𝑢(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚.

Будем предполагать, что функция 𝐵0(·) ограничена на N, а 𝐴0(·)
вполне ограничена [1], то есть при каждом 𝑘 существует 𝐴−1

0 (𝑘), и най-
дется такое 𝑎0, что sup

𝑘∈N
‖𝐴0(𝑘)‖ 6 𝑎0, sup

𝑘∈N
‖𝐴−1

0 (𝑘)‖ 6 𝑎0.
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Пусть 𝑋0(𝑘, 𝑠) — матрица Коши [2, с. 13–14] соответствующей сво-
бодной системы

(2) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴0(𝑘)𝑥(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛.

В исследованиях вопросов управляемости важнейшую роль играет
матрица управляемости Калмана, которая при 𝑘 > 𝑠 задается ра-
венством

𝑊 (𝑘, 𝑠) =

𝑠−1∑︁
𝑗=𝑘

𝑋0(𝑘, 𝑗 + 1)𝐵0(𝑗)𝐵𝑇0 (𝑗)𝑋𝑇
0 (𝑘, 𝑗 + 1).

Определение 1 ( [3, p. 34]). Система (1) называется равномерно
вполне управляемой, если найдутся 𝛾 > 0 и 𝐾 ∈ N такие, что при всех
𝑘 ∈ N имеет место неравенство 𝑊 (𝑘, 𝑘 +𝐾) > 𝛾𝐸.

Систему (1) отождествим с функцией

𝑘 ↦→ 𝜎0(𝑘)
.
=
(︀
𝐴0(𝑘), 𝐵0(𝑘)

)︀
∈ R𝑛×(𝑛+𝑚).

Обозначим 𝜎𝑠(𝑘)
.
= 𝜎0(𝑘 + 𝑠) — сдвиг 𝜎0 на 𝑠 ∈ N и рассмотрим мно-

жество R(𝜎0) — замыкание множества {𝜎𝑠(·) : 𝑠 ∈ N} в топологии,
порожденной поточечной сходимостью. Метрика в R(𝜎0) может быть
задана равенством 𝜌(𝜎, ̂︀𝜎) = sup

𝑘∈N
min{‖𝜎(𝑘)−̂︀𝜎(𝑘)‖, 𝑘−1}. Пространство

(R(𝜎0), 𝜌) компактно [4, p. 34]. Оно называется оболочкой Бебутова си-
стемы 𝜎0.

Каждый элемент 𝜎(·) .
=
(︀
𝐴(·), 𝐵(·)

)︀
∈ R(𝜎0) отождествим с линей-

ной управляемой системой

(3) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚.

Замкнем систему (3) линейной обратной связью 𝑢(𝑘) = 𝑈(𝑘)𝑥(𝑘),
𝑘 ∈ N, получим систему

(4) 𝑥(𝑘 + 1) =
(︀
𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑈(𝑘)

)︀
𝑥(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛.

Замкнутую систему (4) также отождествляем с 𝜎(·) .
=
(︀
𝐴(·), 𝐵(·)

)︀
∈

R(𝜎0). Будем называть функцию 𝑈 : N → R𝑚×𝑛 матричным управ-
лением для системы (4). Матричное управление 𝑈(·) называется допу-
стимым для системы (4), если матрица коэффициентов 𝐴(·)+𝐵(·)𝑈(·)
этой системы вполне ограничена на N.
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Пусть матричное управление 𝑈(·) допустимо для системы (4). То-
гда для этой системы определен полный спектр показателей Ляпуно-
ва [2, с. 57] 𝜆1(𝐴+𝐵𝑈) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴+𝐵𝑈), то есть набор показателей
Ляпунова нетривиальных решений системы (4) с учетом их кратно-
стей.

Определение 2. Полный спектр показателей Ляпунова систе-
мы (4) называется пропорционально локально управляемым, если су-
ществуют такие 𝛿 > 0 и ℓ > 0, что для любого набора чисел 𝜇1 6 . . . 6
𝜇𝑛, такого, что max

𝑗=1,...,𝑛
|𝜇𝑗 − 𝜆𝑗(𝐴)| 6 𝛿, найдется допустимое для (4)

управление 𝑈(·), удовлетворяющее оценке

sup
𝑛∈N

‖𝑈(𝑛)‖ 6 ℓ max
𝑗=1,...,𝑛

|𝜇𝑗 − 𝜆𝑗(𝐴)|

и обеспечивающее выполнение равенств 𝜆𝑗(𝐴 + 𝐵𝑈) = 𝜇𝑗 при всех
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Здесь 𝜆1(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴) — полный спектр показа-
телей Ляпунова свободной системы, то есть системы (4) с нулевым
управлением.

Определение 3. Система (2) называется системой с интеграль-
ной разделенностью, если она имеет фундаментальную систему реше-
ний 𝑥1(·), . . . , 𝑥𝑛(·), такую, что при некоторых 𝑑 > 0, 𝑎 > 1 и всех
натуральных 𝑗 < 𝑘 выполнены неравенства

‖𝑥𝑖+1(𝑘)‖
‖𝑥𝑖+1(𝑗)‖

> 𝑑𝑎𝑘−𝑗
‖𝑥𝑖(𝑘)‖
‖𝑥𝑖(𝑗)‖

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.

Теорема 1. Пусть (2) — система с интегральной разделенно-
стью. Система (1) равномерно вполне управляема тогда и только
тогда, когда каждая система 𝜎 ∈ R(𝜎0) обладает свойством пропор-
циональной локальной управляемости полного спектра показателей
Ляпунова.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (Проект № 16–01–00346).

Список литературы

1. Демидович В.Б. Об одном признаке устойчивости разностных уравнений
// Дифференц. ур-ния. 1969. Т. 5. № 7. С. 1247–1255.

2. Гайшун И.В. Системы с дискретным временем. Минск: Институт мате-
матики НАН Беларуси, 2001.

3. Halanay A., Ionescu V. Time-Varying Discrete Linear Systems: Input-
Output Operators, Riccati Equations, Disturbance Attenuation. Basel,
Boston, Berlin: Birkhäuser, 1994.
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On the Property of Proportional Local Controllability of the
Lyapunov Exponents of Discrete-Time Systems

S. N. Popova1, I. N. Banshchikova2

Udmurt State University, Izhevsk, Russia; Institute of Mathematics and
Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, Ekaterinburg,

Russia1
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We investigate the question of the proportional local controllability of
the Lyapunov exponents of every system belonging to the Bebutov shell of a
given linear control system with discrete time. We have obtained conditions
that ensure the equivalence of the uniform complete controllability of a
given system and the proportional local controllability of the Lyapunov
exponents of each system from the Bebutov shell.

УДК 517.956.45

Однозначная слабая разрешимость гиперболической
системы с распределенными параметрами на графе

В. В. Провоторов
Воронежский ГУ, Воронеж, Россия

wwprov@mail.ru

Доказана однозначная разрешимость гиперболической системы в
слабой постановке с распределенными параметрами на графе. Об-
щая схема исследования классическая: выбирается функциональ-
ное пространство, в котором решается начально-краевая задача
и специальный базис для него; для приближений решения зада-
чи устанавливаются априорные оценки типа энергетических нера-
венств; показывается слабая компактность семейства приближе-
ний, единственность и непрерывность решения по исходным дан-
ным. Полученные результаты являются основополагающими при
исследовании задач оптимального управления колебаниями сете-
подобных промышленных конструкций.

Ключевые слова: гиперболическая система, распределенные па-
раметры на графе, слабая однозначная разрешимость
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