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УДК 517.977

О назначении спектра посредством статической обратной
связи по выходу для линейных систем с непрерывным и
дискретным временем с запаздываниями по состоянию

В. А. Зайцев, И. Г. Ким
Удмуртский ГУ, Ижевск, Россия

verba@udm.ru (Зайцев В.А.)

Для линейных стационарных управляемых систем с непрерывным
или дискретным временем с несколькими несоизмеримыми запаз-
дываниями в состоянии исследуется задача назначения спектра по-
средством линейной статической обратной связи по выходу с запаз-
дываниями. Получены достаточные условия разрешимости задачи
назначения произвольного спектра.

Ключевые слова: линейные системы с запаздываниями, задача
назначения спектра, обратная связью по выходу

Рассмотрим линейную стационарную дифференциальную систему
с несколькими несоизмеримыми запаздываниями в состоянии

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +

𝑠∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗𝑥(𝑡− ℎ𝑗) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0,(1)

𝑦(𝑡) = 𝐶*𝑥(𝑡)(2)

с начальными условиями 𝑥(𝜏) = 𝜇(𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ𝑠, 0]; здесь 𝐴,𝐴𝑗 ∈
𝑀𝑛,𝑛(K), 𝑗 = 1, 𝑠; 𝐵 ∈𝑀𝑛,𝑚(K), 𝐶 ∈𝑀𝑛,𝑘(K); 0 = ℎ0 < ℎ1 < . . . < ℎ𝑠 —
постоянные запаздывания, 𝜇 : [−ℎ𝑠, 0] → K𝑛 — непрерывная функция;
𝑥 ∈ K𝑛 — фазовый вектор, 𝑢 ∈ K𝑚 — вектор управления, 𝑦 ∈ K𝑘 —
вектор выходных величин, 𝑀𝑚,𝑛(K) — пространство 𝑚 × 𝑛-матриц с
элементами из поля K; K = C или K = R.

Пусть управление в системе (1), (2) строится в виде линейной ста-
тической обратной связи по выходу с запаздыванием

𝑢(𝑡) =

𝜃∑︁
𝜌=0

𝑄𝜌𝑦(𝑡− 𝜏𝜌), 𝑡 > 0, 𝑦(𝜏) = 0, 𝜏 < −ℎ𝑠.(3)

Здесь 𝜃 > 0 — некоторое целое число, 0 = 𝜏0 < 𝜏1 < . . . < 𝜏𝜃 — посто-
янные запаздывания, 𝑄𝜌 ∈ 𝑀𝑚,𝑘(K), 𝜌 = 0, 𝜃, — постоянные матрицы.
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Замкнутая система (1), (2), (3) принимает вид

�̇� = (𝐴+𝐵𝑄0𝐶
*)𝑥(𝑡) +

𝑠∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗𝑥(𝑡− ℎ𝑗) +

𝜃∑︁
𝜌=1

𝐵𝑄𝜌𝐶
*𝑥(𝑡− 𝜏𝜌).(4)

Обозначим через 𝜓(𝜆, 𝑒−𝜆) = det
[︁
𝜆𝐼 −

(︁
(𝐴 + 𝐵𝑄0𝐶

*) +
𝑠∑︀
𝑗=1

𝑒−𝜆ℎ𝑗𝐴𝑗 +

𝜃∑︀
𝜌=1

𝑒−𝜆𝜏𝜌𝐵𝑄𝜌𝐶
*
)︁]︁

характеристический квазиполином замкнутой си-

стемы (4).
Определение 1. Для системы (1), (2) разрешима задача назна-

чения произвольного спектра посредством регулятора (3), если для
любого целого числа ℓ > 0, для любых наперед заданных чисел
0 = 𝜎0 < 𝜎1 < . . . < 𝜎ℓ и для любых наперед заданных 𝛿𝑖𝑗 ∈ K, 𝑖 = 1, 𝑛,
𝑗 = 0, ℓ, найдутся число 𝜃 > 0, числа 0 = 𝜏0 < 𝜏1 < . . . < 𝜏𝜃 и матрицы
𝑄0, . . . , 𝑄𝜃 ∈ 𝑀𝑚,𝑘(K) такие, что характеристический квазиполином
𝜓(𝜆, 𝑒−𝜆) замкнутой системы (4) удовлетворяет равенству

𝜓(𝜆, 𝑒−𝜆) = 𝜆𝑛 +

𝑛∑︁
𝑖=1

ℓ∑︁
𝑗=0

𝛿𝑖𝑗𝜆
𝑛−𝑖𝑒−𝜆𝜎𝑗 .

Теорема 1. Предположим, что коэффициенты системы (1), (2)
имеют следующий вид:

(5)

𝐴 = {𝑎𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, 𝑎𝑖,𝑖+1 ̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛− 1; 𝑎𝑖𝑗 = 0, 𝑗 > 𝑖+ 1;

𝐵 = {𝑏𝑖𝑗}, 𝐶 = {𝑐𝑖𝑠}, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑠 = 1, 𝑘;

𝑏𝑖𝑗 = 0, 𝑖 = 1, 𝑝− 1, 𝑗 = 1,𝑚; 𝑐𝑖𝑠 = 0, 𝑖 = 𝑝+ 1, 𝑛, 𝑠 = 1, 𝑘;

𝐴𝜈 = {𝑎𝜈𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, 𝑎
𝜈
𝑖𝑗 = 0 (𝑖 < 𝑝) ∨ (𝑗 > 𝑝), 𝜈 = 1, 𝑠; 𝑝 ∈ {1, 𝑛}.

Тогда равносильны следующие утверждения.
1. Матрицы 𝐶*𝐵, 𝐶*𝐴𝐵, . . . , 𝐶*𝐴𝑛−1𝐵 линейно независимы.
2. Для системы (1), (2) разрешима задача назначения произволь-

ного спектра посредством регулятора (3).
Замечание 1. Для системы (1), (2) с соизмеримыми запаздывани-

ями теорема 1 была доказана в [1].
Построим по системе с запаздываниями (1), (2) систему без запаз-

дываний, положив 𝐴𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑠, в (1). Назовем такую систему «усе-
ченной» (по отношению к системе (1), (2)). В работе [2] было исследо-
вано свойство согласованности такой линейной управляемой системы
без запаздываний.
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Теорема 2. Предположим, что коэффициенты системы (1), (2)
имеют вид (5). Пусть усеченная система согласованна. Тогда для
системы (1), (2) разрешима задача назначения произвольного спектра
посредством регулятора (3).

Получены следствия о стабилизации системы (1), (2) регулято-
ром (3).

Аналогичные утверждения имеют место для систем с дискретным
временем.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (Проект № 16–01–00346-
а) и Минобрнауки России (Проект 1.5211.2017/8.9).
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On Spectrum Assignment by Static Output Feedback for Linear
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For linear time-invariant continuous-time or discrete-time control
systems with several non-commensurate delays in state, we study a
spectrum assignment problem by linear static output feedback with delays.
Sufficient conditions are obtained for solvability of the arbitrary spectrum
assignment problem.
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