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Рассмотрим линейную управляемую систему с дискретным време­
нем

x (k  +  1) =  А (к)х(к) +  В (к )и (к ), к  6  N, х  £  R n, и £ Кт , (1)

с вполне ограниченной [1] матрицей Л(-) и ограниченной матрицей 
£?(•). Управление и(-) в системе (1) выберем в виде линейной обратной 
связи и(к) =  U (k)x(k), получим замкнутую систему вида

х (к  +  1) =  (A(ifc) +  B {k )U (k ))x , k e N ,  х £  R". (2)

Будем называть [/(•) матричным управлением дл я  системы (2). Будем 
говорить, что матричное управление [/(•) допустимо для системы (2), 
если матрица Л(-) +  B(-)U (-) вполне ограничена на N.

Пусть зафиксировано некоторое допустимое для (2) матричное 
управление {/(•). Тогда для замкнутой системы (2) с выбранным 
управлением U (•) определены всевозможные асимптотические (ляпу- 
новские) инварианты, то есть величины (свойства), которые не меня­
ются под действием преобразований Ляпунова, в частности, полный



спектр [2] показателей Ляпунова Ai (t1 +  B U ) ^  АП(Л +  B U ) и
коэффициент неправильности Ляпунова

п -  к —1

<тл(А +  BU) =  У 2 \,(А  +  BU) -  ]ш  -  y"ln\det(A{k) +  B(k)U{k))\.
7=1 к^°° к  7=1

Определение 1. Будем говорить, что система (2) обладает  
свойством одновременной пропорциональной локальной управляемо­
сти полного спектра и коэффициента неправильности Ляпунова, ес­
ли найдутся такие I  >  0 и 6 >  0 , что для любого набора чисел 
М1 ^  <  р п, удовлетворяющ их неравенству  max \pi — А*(Л) I ^  8.

и любого числа а  £  [0 , <5] существует допустимое для системы  (2) 
матричное управление U(-), такое, что

sup ||t/(fc)|| С гпах{<7, I Pi -  А*(Л)| : г =  1 , . . .  , п}
ке N

и
А;(Л +  B U ) =  pi, г =  1 , . . . ,  тг, гтд(Л +  B U ) =  а.

Определение 2. [2] Линейная однородная система

х (к  +  1) =  А (к)х{к), к  е  N, х  е  К", (3)

с вполне ограниченной матрицей  Л(-) называет ся правильной, если 
<тл(-4) =  0 .

Определение 3. [3] Система (1) называет ся равномерно вполне 
управляемой, если существуют такие а  >  0 и К  €  N, что матрица 
Калмана

k+K  — 1

W (k ,k  +  K ) =  Y ,  X ( k , j  +  l ) B ( j ) B T( j ) X T( k , j  +  l)
j= k

при всех к  £  N удовлетворяет неравенству W (k ,k  +  К )  ^  а Е ;  здесь  
X ( k ,s ) — матрица Коши свободной системы  (3).

Теорема 1. Если система (1) равномерно вполне управляема, а 
система (3) правильна, то система (2) обладает свойством одновре­
менной пропорциональной локальной управляемости полного спектра 
и коэффициента неправильности Ляпунова.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 16- 
01-00346).
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Рассматриваются эколого-экономические модели оптимального 
сбора ресурса, заданные дифференциальными уравнениями с им­
пульсным воздействием, зависящими от случайных параметров. Пред­
полагаем, что длины интервалов вк =  — Тк между моментами
импульсов Тк являются случайными величинами и размеры импульс­
ного воздействия зависят от случайных параметров Vk, к  =  1 , 2 , . . . .  
Одним из примеров таких объектов является уравнение с импуль­
сами, моделирующее динамику популяции, подверженной промыслу; 
при отсутствии эксплуатации развитие популяции задается уравнени­
ем х  =  д(х ), а в моменты Тк из популяции извлекается случайная доля 
ресурса vk, к  =  1 , 2 , ---- Здесь вк €  С  [сц, Д ], где 0 <  ад <  /Зх <  оо,
vk е п 2 с [о, 1].

Пусть имеется возможность влиять на процесс сбора ресурса таким 
образом, чтобы остановить заготовку в том случае, когда ее доля ока­
жется достаточно большой (больше некоторого значения u* е  [0 , 1) в 
момент Тк), чтобы сохранить возможно больший остаток ресурса для 
увеличения размера следующего сбора. Тогда доля добываемого ре­
сурса будет равна 4  =  e(vk,uk), где i ( v k , Uk)  =  vk, если vk < и* и
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