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О ЛОКАЛЬНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ
НЕКОТОРЫХ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ИНВАРИАНТОВ

СИСТЕМ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

С.Н. Попова

Рассмотрим линейную управляемую систему с дискретным временем

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚. (1)

Будем предполагать, что матрица 𝐵 : N → R𝑛×𝑚 ограничена, а матрица 𝐴 : N →
→ R𝑛×𝑛 вполне ограничена [1], т.е. 𝐴(𝑘) обратима при каждом 𝑘 ∈ N, и

sup
𝑘∈N

(‖𝐴(𝑘)‖+ ‖𝐴−1(𝑘)‖) <∞.

Управление 𝑢(·) в системе (1) выберем в виде линейной обратной связи 𝑢(𝑘) =
= 𝑈(𝑘)𝑥(𝑘), получим замкнутую систему вида

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑈(𝑘))𝑥, 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛. (2)

Будем называть 𝑈(·) матричным управлением для системы (2). Будем говорить, что
матричное управление 𝑈(·) допустимо для системы (2), если матрица 𝐴(·)+𝐵(·)𝑈(·)
вполне ограничена на N.

Пусть зафиксировано некоторое допустимое для (2) матричное управление 𝑈(·).
Тогда для замкнутой системы (2) с выбранным управлением 𝑈(·) определены всевоз-
можные асимптотические (ляпуновские) инварианты, т.е. величины (свойства), ко-
торые не меняются под действием преобразований Ляпунова, в частности, полный
спектр [2] показателей Ляпунова 𝜆1(𝐴 + 𝐵𝑈) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴 + 𝐵𝑈) и коэффициент
неправильности Ляпунова

𝜎Л(𝐴+𝐵𝑈) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗(𝐴+𝐵𝑈)− lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

ln | det(𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑈(𝑘))|.

Определение 1. Будем говорить, что система (2) обладает свойством одновре-
менной пропорциональной локальной управляемости полного спектра и коэффициен-
та неправильности Ляпунова, если найдутся такие ℓ > 0 и 𝛿 > 0, что для любого
набора чисел 𝜇1 6 . . . 6 𝜇𝑛, удовлетворяющих неравенству max

𝑖=1,. . . ,𝑛
|𝜇𝑖 − 𝜆𝑖(𝐴)| 6 𝛿, и

любого числа 𝜎 ∈ [0, 𝛿] существует допустимое для системы (2) матричное управление
𝑈(·), такое, что sup

𝑘∈N
‖𝑈(𝑘)‖ 6 ℓmax{𝜎, |𝜇𝑖 − 𝜆𝑖(𝐴)| : 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} и 𝜆𝑖(𝐴 + 𝐵𝑈) = 𝜇𝑖,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝜎Л(𝐴+𝐵𝑈) = 𝜎.
Определение 2 [2]. Линейная однородная система

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛, (3)

с вполне ограниченной матрицей 𝐴(·) называется правильной, если 𝜎Л(𝐴) = 0.
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Определение 3 [3]. Система (1) называется равномерно вполне управляемой, если
существуют такие 𝛼 > 0 и 𝐾 ∈ N, что матрица Калмана

𝑊 (𝑘, 𝑘 +𝐾)
.
=

𝑘+𝐾−1∑︁
𝑗=𝑘

𝑋(𝑘, 𝑗 + 1)𝐵(𝑗)𝐵𝑇 (𝑗)𝑋𝑇 (𝑘, 𝑗 + 1)

при всех 𝑘 ∈ N удовлетворяет неравенству 𝑊 (𝑘, 𝑘 + 𝐾) > 𝛼𝐸; здесь 𝑋(𝑘, 𝑠) —
матрица Коши свободной системы (3).
Теорема. Если система (1) равномерно вполне управляема, а система (3) пра-

вильна, то система (2) обладает свойством одновременной пропорциональной ло-
кальной управляемости полного спектра и коэффициента неправильности Ляпунова.

Рассмотрены также вопросы о пропорциональной локальной управляемости коэф-
фициентов неправильности Перрона и Гробмана.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 16–01–00346).
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О СУЩЕСТВОВАНИИ ОПРЕДЕЛЁННЫХ НА ОТРЕЗКЕ РЕШЕНИЙ
СО СЧЁТНЫМ ЧИСЛОМ НУЛЕЙ ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ

УРАВНЕНИЙ ТИПА ЭМДЕНА — ФАУЛЕРА ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В.В. Рогачев

Рассматривается сингулярное уравнение типа Эмдена — Фаулера третьего порядка
с переменным коэффициентом:

𝑦′′′ + 𝑝(𝑡, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)|𝑦|𝑘 sgn 𝑦 = 0, (1)

где 𝑘 ∈ (0, 1), функция 𝑝(𝑡, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) непрерывна по всем переменным, удовлетворяет
условию Липшица по переменным 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, и, для некоторых действительных 𝑚,𝑀,
условию 0 < 𝑚 6 𝑝(𝑡, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) 6𝑀 < +∞.

В работах [1–3] установлено, что уравнение типа Эмдена — Фаулера произвольного
порядка 𝑛 > 3 с аналогичным ограничением на коэффициент — причём уравнение
как регулярное (𝑘 > 1), так и сингулярное (𝑘 ∈ (0, 1)) — на любом заданном отрезке
[𝑎, 𝑏] и для любого целого 𝑆 > 2 имеет решение, у которого на [𝑎, 𝑏] ровно 𝑆 нулей,
и, вдобавок, решение равно нулю в точках 𝑎 и 𝑏.

Теперь мы пытаемся расширить результат на случай, когда 𝑆 выражает собой
счётное число нулей. Например, уже известно ([4]), что уравнение (1), у которого
𝑝(𝑡, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ≡ 𝑝0 > 0, имеет решение со счётным числом нулей на отрезке.
Теорема. Для любого отрезка [𝑎, 𝑏] существует решение уравнения (1), опреде-

лённое на [𝑎, 𝑏], равное нулю в точках 𝑎 и 𝑏 и имеющее на отрезке счётное число
нулей.
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