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Ââåäåíèå.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî íà îñíîâå ëåêöèé, êîòîðûå áûëè ïðî-
÷èòàíû àâòîðîì ñòóäåíòàì Óäìóðòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
íàïðàâëåíèÿ ïîäãîòîâêè "Èíôîðìàöèîííàÿ áåçîïàñíîñòü". Äîñòàòî÷íî
áîëüøîé îáú¼ì íåîáõîäèìîãî äëÿ èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïðè îãðàíè÷åí-
íîì êîëè÷åñòâå âðåìåíè íå äà¼ò âîçìîæíîñòè äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî èç-
ëîæåíèÿ ïðåäìåòà â äîñòàòî÷íîé ïîëíîòå ñî ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.
Ïîýòîìó àâòîð ñòàðàëñÿ ëèáî äàòü èäåþ âûâîäà òåõ èëè èíûõ óòâåðæäå-
íèé, ëèáî ïðåäëîæèòü ïðàâäîïîäîáíîå ðàññóæäåíèå. Ñèñòåìàòè÷åñêîå
èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â ó÷åáíèêå ß.Ñ. Áóãðîâà è
Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî "Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè".

Ê îñîáåííîñòÿì èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà â ïðåäëàãàåìîì ïîñîáèè ìîæ-
íî îòíåñòè èíäóêòèâíîå èçëîæåíèå òåîðåìû Êðàìåðà â ñâÿçêå ñ òåîðèåé
îïðåäåëèòåëåé, ýâðèñòè÷åñêîå èçëîæåíèå ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, à òàê æå ïîïûòêà ñèñòåìàòèçàöèè çàäà÷
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ïðîñòðàíñòâå ïî ìåòîäàì ðåøåíèÿ. Ïîäðîá-
íî èçëàãàÿ ìàòåðèàë î ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå,
àâòîð ñ÷¼ë íåîáõîäèìûì îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òîò ôàêò, ÷òî
ýòè íîâûå ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîé ôîðìàëèçàöèåé. à òàê æå íåêîòî-
ðûì îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ èäåé è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåìåíòàðíîé
ìàòåìàòèêè.
Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî èíäóêòèâíîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ñ ïîñëåäóþùèì
àêñèîìàòè÷åñêèì îáîáùåíèåì ïîçâîëèò ñòóäåíòàì íåìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
ïðàâëåíèé ïîñòåïåííî ïðîíèêíóòüñÿ äîëæíûì ïî÷òåíèåì ê àêñèîìàòè-
÷åñêîìó ìåòîäó èçëîæåíèÿ, òàê ÷àñòî âñòðå÷àþùåìóñÿ â ó÷åáíèêàõ è
ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå, âûçûâàÿ òðóäíîñòè âîñïðèÿ-
òèÿ ìàòåðèàëà.
Äëÿ âûðàáîòêè íàâûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, â ïîñîáèè ïðèâîäÿòñÿ òåñòî-
âûå çàäà÷è ñ ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè, òðåáóþùèå îò êàæäîãî ó÷àùåãîñÿ
òùàòåëüíîé ïðîðàáîòêè. Äëÿ áîëåå îñíîâàòåëüíîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòó
íåîáõîäèìî ïðîðàáîòàòü çàäà÷è, ïðèâåäåííûå â êîíöå êàæäîé ãëàâû â
ïðåäëàãàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3



Ãëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà è ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé.

�1. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå î âåêòîðàõ è îïåðà-

öèè íàä íèìè.

Íàðÿäó ñî ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü
îäíèì ÷èñëîì, ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóåìûå êàê âåëè÷èíîé,
òàê è íàïðàâëåíèåì. Ïðèìåðàìè òàêèõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
ñêîðîñòü, ñèëà, óñêîðåíèå è ò.ä. Òàêîãî òèïà âåëè÷èíû íàçûâàþò âåê-
òîðíûìè. Èç êóðñà ôèçèêè íàì èçâåñòíî ïðàâèëî èõ ñëîæåíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîð � ýòî íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ðàñïîëî-
æåííûé â ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâå.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñóììîé âåêòîðîâ ā è b̄ íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáî-
çíà÷àåìûé ā+ b̄ è îïðåäåëÿåìûé ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.

Äëèíà âåêòîðà ā îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì |ā|.
Îïð å ä å ë å í è å. Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ā íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ

âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé λā, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà |λ||ā| , ïðè÷åì âåêòîðû ā
è λā íàïðàâëåíû îäèíàêîâî, åñëè λ > 0, è íàïðàâëåíû ïðîòèâîïîëîæíî,
åñëè λ < 0 (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2.
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Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðû ā è b̄ íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè
ïðè íåêîòîðîì ÷èñëå λ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ā = λb̄.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðû ā è b̄ íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè â ðå-
çóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà èõ â îáùåå íà÷àëî ýòè âåêòîðû ñîâïà-
äàþò.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðû ā, b̄ è c̄ íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè,
åñëè â ðåçóëüòàòå èõ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà â îáùåå íà÷àëî îíè îêàçû-
âàþòñÿ ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

�2. Áàçèñ âî ìíîæåñòâå âåêòîðîâ. Êîîðäèíàòû âåêòîðà

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîð h̄ = λ1ā + λ2b̄ + λ3c̄ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ā, b̄, c̄.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà âåêòîðîâ ā, b̄, c̄ ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè íè îäèí èç âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà ā, b̄ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íà-
çûâàåòñÿ íåïîëíîé â äàííîì ìíîæåñòâå âåêòîðîâ, åñëè åå ìîæíî äîïîë-
íèòü õîòÿ áû îäíèì âåêòîðîì c̄ ýòîãî ìíîæåñòâà òàêèì, ÷òîáû ñèñòåìà
ā, b̄, c̄ òàêæå îêàçàëàñü ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Ñèñòåìà ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé èëè áàçèñîì ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ, åñëè ëþáîé âåêòîð ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà.

Ïðèìåðû:
1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ ī, j̄ òàêèõ, ÷òî |̄i| = 1, |j̄| = 1, ī⊥j̄ îáðàçóåò áàçèñ
â ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ïëîñêîñòè xOy(ðèñ.3) 2. Ëþáàÿ ïàðà ā, b̄ íåêîë-
ëèíåàðíûõ âåêòîðîâ îáðàçóåò áàçèñ âî ìíîæåñòâå âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â
ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ā, b̄.
3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ ī, j̄, k̄ òàêèõ, ÷òî |̄i| = 1, |j̄| = 1, |k̄| = 1, ī⊥j̄, ī⊥k̄,
j̄⊥k̄ îáðàçóåò áàçèñ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 3).
4. Ëþáàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ îáðàçóåò áàçèñ â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.
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Ðèñ. 3.

Îïð å ä å ë å í è å. Ðàâåíñòâî ā = a1ī+ a2j̄+ a3k̄ íàçûâàþò ðàçëîæå-
íèåì âåêòîðà ā ïî áàçèñó ī, j̄, k̄, à ÷èñëà a1, a2, a3 íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà ā â ýòîì áàçèñå.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàçíûõ áàçèñàõ îäèí è òîò æå âåêòîð áóäåò èìåòü
ðàçíûå íàáîðû êîîðäèíàò. Åñëè áàçèñ ôèêñèðîâàí, òî âåêòîð ā = a1ī +
a2j̄+a3k̄ óäîáíî çàïèñûâàòü â êîîðäèíàòàõ â âèäå: ā = {a1; a2; a3}, ïðè÷åì
ā+ b̄ = {a1 + b1; a2 + b2; a3 + b3} è λā = {λa1;λa2;λa3}.

Óòâ å ðæä å í è å. (Êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè).
Âåêòîðû ā = {a1; a2; a3}, b̄ = {b1; b2; b3} êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû, ò. å.
a1

b1

=
a2

b2

=
a3

b3

.

Óòâ å ðæä å í è å. Ëþáîé âåêòîð ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî áàçèñó, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Òàêèì îáðàçîì, â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ðàâíûå âåêòîðû èìåþò ðàâ-
íûå êîîðäèíàòû, ò.å. ðàâåíñòâî: ā = b̄ îçíà÷àåò, ÷òî a1 = b1, a2 = b2,
a3 = b3.

Âûâîä. Âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå � ýòî ñèñòåìà èç òðåõ
óðàâíåíèé äëÿ èõ êîîðäèíàò.

Ç à ä à ÷ à �1. Ðàçëîæèòü äàííûå âåêòîðû ā è b̄ ïî áàçèñó ī , j̄ (ñì.
ðèñ. 4).
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Ðèñ. 4.

Ðåøåíè å . ×òîáû ðàçëîæèòü âåêòîð ā ïî áàçèñó, îáîçíà÷èì íà÷à-
ëî è êîíåö âåêòîðà áóêâàìè A è B ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî AB =
AO+OB. Íî AO = 3̄i, OB = 2j̄, ñëåäîâàòåëüíî, ā = 3̄i+ 2j̄. Àíàëîãè÷íî
CO = 4j̄, OD = −2̄i, ñëåäîâàòåëüíî, b̄ = −2̄i + 4j̄. Íàêîíåö, ā = {3; 2},
b̄ = {−2; 4} � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â áàçèñå ī, j̄.

�3. Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè òî÷åê è âåêòîðîâ. Åäè-

íè÷íûé âåêòîð â äàííîì íàïðàâëåíèè

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè.
Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîð OA íàçûâàþò ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè

è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì r̄A.
Îïð å ä å ë å í è å. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè A íàçûâàþò êîîðäèíàòû

ðàäèóñà-âåêòîðà OA.
Âàæíûé âûâ î ä. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò êàêîé-ëèáî òî÷êè

äîñòàòî÷íî íàéòè êîîðäèíàòû ðàäèóñà-âåêòîðà ýòîé òî÷êè.
Ç à ä à ÷ à �2. A(−1; 3), AB = {5; −6}. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè B.
Ðåøåíè å. Ñîåäèíèì òî÷êè A è B ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò (òî÷êà O,

ðèñ. 5).
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Ðèñ. 5.

Çàìåòèì, ÷òî r̄A = {−1; 3}. Íàäî íàéòè r̄B. Èç òðåóãîëüíèêà ÎÀÂ íà
îñíîâàíèè ïðàâèëà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ èìååì: r̄B = r̄A +AB = {−1; 3}+
{5;−6} = {4;−3}. Îòâåò: B(4;−3) � èñêîìàÿ òî÷êà.

Ç à ä à ÷ à �3. A(2;−5), B(4; 1). Íàéòè âåêòîð AB.
Ðåøåíè å. Èìååì r̄A = {2;−5}, r̄B = {4; 1}. Èç òðåóãîëüíèêà OAB

èìååì óðàâíåíèå r̄A +AB = r̄B, ñëåäîâàòåëüíî, AB = r̄B − r̄A = {4; 1} −
− {2;−5} = {2; 6}(ñì. ðèñ. 6).

Ðèñ. 6.

Äëèíû âåêòîðîâ ā = {a1; a2}, b̄ = {b1; b2; b3} îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâà-
íèè òåîðåìû Ïèôàãîðà ïî ôîðìóëàì:

|ā| =
√
a2

1 + a2
2, |b̄| =

√
b2

1 + b2
2 + b2

3.

Âåêòîð ē =
1

|ā|
· ā = { a1

|ā|
;
a2

|ā|
} èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó è íàïðàâëåí

òàê æå, êàê è âåêòîð ā.
Òàêîé âåêòîð áûâàåò óäîáåí ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ò.ê. èãðàåò ðîëü ýòà-

ëîíà âåêòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ëþáîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé âåê-
òîðó ā. Ïîëåçíîñòü åäèíè÷íîãî âåêòîðà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé çà-
äà÷åé.

Ç à ä à ÷ à �4. A(−1; 3), B(2;−1), |AC1| = |AC2| = 2. Íàéòè òî÷êè C1

è C2 íà ïðÿìîé AB, åñëè à) AC1 ↑↑ AB; á) AC2 ↑↓ AB.
Ðåøåíè å. Íàéäåì ñíà÷àëà òî÷êó C1(ñì. ðèñ. 7).
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Ðèñ. 7.

Èìååì r̄A = {−1; 3}, r̄B = {2;−1}. Íàäî íàéòè r̄C1 . Äëÿ íàõîæäåíèÿ r̄C1

ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì r̄C1 = r̄A + AC1. Ó íàñ ïîêà íåò
âåêòîðà AC1, îäíàêî, ìû ëåãêî ìîæåì íàéòè âåêòîð AB (ñì. çàä. �3).
AB = r̄B− r̄A = {2;−1}−{−1; 3} = {3;−4}. Çíàÿ äëèíû âåêòîðîâ, ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìîé AC, ëåãêî íàéòè è ñàìè âåêòîðû, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ

ýòàëîíîì â íàïðàâëåíèè ïðÿìîé AB, ò. å. åäèíè÷íûì âåêòîðîì ē =
AB

|AB|
.

Íî |AB| =
√

32 + 42 = 5⇒ ē =
1

5
{3;−4} = {0, 6;−0, 8},

AC1 = 3ē = 3{0, 6;−0, 8} = {1, 8;−2, 4}. AC2 = −3ē = {−1, 8; 2, 4},
¯rC1 = r̄A + AC1 = {−1; 3}+ {1, 8;−2, 4} = {0, 8; 0, 6}.
¯rC2 = r̄A + AC2 = {−1; 3}+ {−1, 8; 2, 4} = {−2, 8; 5, 4}.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû òî÷êè: C1(0, 8; 0, 6), C2(−2, 8; 5, 4).

�4. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ.

Îïð å ä å ë å í è å. Óãëîì îò âåêòîðà ā äî âåêòîðà b̄ íàçûâàåòñÿ óãîë
α ∈ [0; 2π], íà êîòîðûé íàäî ïîâåðíóòü âåêòîð ā ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
äî ñîâìåùåíèÿ ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà b̄.

Îïð å ä å ë å í è å. Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè ā è b̄ íàçûâàåòñÿ óãîë
ϕ ∈ [0;π], îáðàçîâàííûé ýòèìè âåêòîðàìè, ïðèëîæåííûìè ê îáùåìó íà-
÷àëó. Óãëû α è ϕ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 8.

Ðèñ. 8.
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Îïð å ä å ë å í è å. Óãîë α îò áàçèñíîãî âåêòîðà ī äî âåêòîðà ā íà-
çûâàåòñÿ óãëîì íàêëîíà âåêòîðà ā ê îñè Ox.

Óòâ å ðæä å í è å.Ëþáîé âåêòîð ā ïëîñêîñòè xOy ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå: ā = |ā|{cosα; sinα}, ãäå α � óãîë íàêëîíà âåêòîðà ā ê îñè
Ox.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ā = {a1; a2},
b̄ = {b1; b2} ïëîñêîñòè xOy â áàçèñå ī, j̄ (ñì. ðèñ. 9).

Ðèñ. 9.

Èìååì ϕ = β − α ⇒ cosϕ = cos(β − α) = cosαcosβ + sinαsinβ.

Íî cosα =
a1

|ā|
, sinα =

a2

|ā|
, cosβ =

b1

|b̄|
, sinβ =

b2

|b̄|
. Ñëåäîâàòåëü-

íî, cosϕ =
a1a2

|ā||b̄|
+

b1b2

|ā||b̄|
=
a1a2 + b1b2

|ā||b̄|
.

Ïóñòü ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ā = {a1; a2; a3}, b̄ = {b1; b2; b3} íà
êîòîðûõ, êàê íà ñòîðîíàõ, ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì.Òîãäà íà îñíîâàíèè
òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ äëèí åãî äèàãîíàëåé ā − b̄, ā + b̄ ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà:
|ā+ b̄|2 = |ā|2 + |b̄|2 + 2|ā||b̄|cosϕ, |ā− b̄|2 = |ā|2 + |b̄|2 − 2|ā||b̄|cosϕ.
Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì:

(a1 + b1)2 + (a2 + b2)2 + (a3 + b3)2 − (a1 − b1)2 − (a2 − b2)2 − (a3 − b3)2 =

= 4(a1b1 + a2b2 + a3b3)

Îòñþäà, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè:

cosϕ =
a1b1 + a2b2 + a3b3

|ā||b̄|
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè a1b1 + a2b2 + a3b3 > 0, òî óãîë ϕ � îñòðûé, åñëè
a1b1 + a2b2 + a3b3 < 0, òî óãîë ϕ � òóïîé, à åñëè a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0, òî
óãîë ϕ � ïðÿìîé, ò. å. âåêòîðû îðòîãîíàëüíû.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ôàêò ïîáóæäàåò íàñ ââåñòè âàæíîå
Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ

ā = {a1; a2; a3}, b̄ = {b1; b2; b3}, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïðàâèëó

(ā, b̄) = a1b1 + a2b2 + a3b3 = |ā||b̄|cosϕ

íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
Óòâ å ðæä å í è å. (Êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ). Âåêòî-

ðû ā è b̄ îðòîãîíàëüíû (ïåðïåíäèêóëÿðíû) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(ā, b̄) = 0.

Ç à ä à ÷ à �5.Íàéòè âåðøèíóB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàABC
ñ ïðÿìûì óãëîì â òî÷êå C(−1; 3), åñëè A(3; 6), |AB| = 3. (ñì.ðèñ.10)

Ðèñ. 10.

Ðåøåíè å. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è r̄A = {3; 6}, r̄C = {−1; 3} � ðàäèóñû-
âåêòîðû òî÷åê A è C. Ïîëîæåíèÿ èñêîìûõ òî÷åê B1 è B2 îïðåäåëèì èç
ðàâåíñòâ: ¯rB1 = r̄C + CB1, ¯rB2 = r̄C + CB2. Èç óðàâíåíèÿ r̄C = r̄A + AC
îïðåäåëÿåì AC = r̄C − r̄A = {−1; 3} − {3; 6} = {−4;−3}
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåêòîðîâ CB1 è CB2 íàéäåì êàêîé-ëèáî
âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð b̄, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðó AC. Ñëåäóÿ ìå-
òîäó Äåêàðòà, ââåäåì íåèçâåñòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà b̄ = {x, y}, êî-
òîðûå îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ ïåðåïåíäèêóëÿðíîñòè: (b̄, AC) = 0, ò. å.
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−4x− 3y = 0.
Ïîëàãàÿ x = 3, íàõîäèì y = −4, b̄ = {3;−4}, |b̄| =

√
32 + 42 = 5.

Íàõîäèì åäèíè÷íûé âåêòîð è âåêòîðû CB1 è CB2. ē =
b̄

|b̄|
=

1

5
{3;−4} =

= {0, 6;−0, 8}, CB1 = 3ē = {1, 8;−2, 4}, CB2 = −CB1 = {−1, 8; 2, 4}.
Íàêîíåö, ¯rB1 = {−1; 3}+ {−1, 8; 2, 4} = {0, 8; 0, 6}, ¯rB2 = {−1; 3}+
+{1, 8;−2, 4} = {−2, 8; 5, 4}. Èñêîìûå òî÷êè: B1(0, 8; 0, 6) è B2(−2, 8; 5, 4).

Ç àì å ÷ à í è è å . Âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð b̄ ìîæíî áûëî áû ïîëó-

÷èòü èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîâîðîòà âåêòîðà AC íà óãîë
π

2
ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè (ñì. §8).
Îïð å ä å ë å í è å. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà ā íà âåêòîð b̄

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå êàê Ïðb̄ā. Ïðè÷¼ì Ïðb̄ā = |ā|cosϕ,
ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ā è b̄. Ïîñêîëüêó (ā, b̄) = a1a2 + b1b2 =
= |ā||b̄|cosϕ, òî ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

(ā, b̄) = |b̄|Πpb̄ā, (1)

îïðåäåëÿþùóþ ñâÿçü ìåæäó ïðîåêöèåé âåêòîðà íà âåêòîð è ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ā è b̄ îòëè÷àåòñÿ îò
ïðîåêöèè âåêòîðà íà âåêòîð ëèøü ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ïðî-
åêöèè âåêòîðà íà âåêòîð.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) (ā, b̄+ c̄) = (ā, b̄) + (ā, c̄), èáî î÷åâèäíî, ÷òî Ïðā(b̄+ c̄) =Ïðāb̄+Ïðāc̄.
2) (λā, b̄) = λ(ā, b̄), èáî Ïðb̄λā = λÏðb̄ā.
3) (ā, b̄) = (b̄, ā).
4) (ā, ā) ≥ 0, ïðè÷åì (ā, ā) = 0⇔ êîãäà ā = 0.

Ñâîéñòâî 3) ïîä÷¼ðêèâàåò ïðåèìóùåñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåä
ïîíÿòèåì ïðîåêöèè âåêòîðà ā íà âåêòîð b̄, èáî â îáùåì ñëó÷àå èìååì
Ïðb̄ā 6= Ïðāb̄.

�5. Ðåøåíèå âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé.

Ïîíÿòèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà íà âåêòîð è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà-
õîäÿò ïðèìåíåíèå áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:
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ā = b̄⇔


Πpūā = Πpūb̄

Πpv̄ā = Πpv̄ b̄

Πpw̄ā = Πpw̄b̄

⇔


(ā, ū) = (b̄, ū)

(ā, v̄) = (b̄, v̄)

(ā, w̄) = (b̄, w̄)

,

ãäå ū, v̄, w̄ � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå.
Òåïåðü õîðîøî âèäíî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå óñïåøíî âçÿëî íà

ñåáÿ ðîëü îïåðàöèè ïðîåöèðîâàíèÿ âåêòîðà íà âåêòîð.
Ïîëåçíîñòü ýòîãî ìîæíî îöåíèòü ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Ç à ä à ÷ à �6. Ðàçëîæèòü âåêòîð h̄ = {20;−2} ïî áàçèñó, îáðàçîâàí-
íîìó âåêòîðàìè ū1 = {3; 2}, ū2 = {−4; 5}.

Ðåøåíè å. Íàäî íàéòè ÷èñëà λ1, λ2 èç ðàâåíñòâà

h̄ = λ1ū1 + λ2ū2. (2)

×òîáû èç ýòîãî ðàâåíñòâà èñêëþ÷èòü âåëè÷èíó λ1 óìíîæèì åãî ñêàëÿðíî
íà âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó ū1.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð γ̄1 = {−2; 3} îðòîãîíàëåí âåêòîðó ū1. Òîãäà
ïîëó÷èì (h̄, γ̄1) = λ1(ū1, γ̄1) + λ2(ū2, γ̄1), íî (ū1, γ̄1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ2 =
(h̄, γ̄1)

(ū2, γ̄1)
=
−2 · 20− 3 · 2
−4 · (−2) + 5 · 3

= −46

23
= −2. Âûáåðåì òåïåðü âåêòîð

γ̄2 = {5; 4} è óìíîæèì íà íåãî ñêàëÿðíî ðàâåíñòâî (2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(γ̄2, ū2) = 0, íàõîäèì λ1 =
(h̄, γ̄2)

(ū1, γ̄2)
=

20 · 5− 2 · 4
3 · 5 + 2 · 4

=
92

23
= 4.

Èòàê, h̄ = 4ū1 − 2ū2 � èñêîìîå ðàçëîæåíèå.
Ïîëåçåí è âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî îò ðàâåíñòâà âåêòîðîâ ïåðåéäåì ê ðàâåíñòâó èõ êîîðäèíàò.(

20
−2

)
= λ1

(
3
2

)
+ λ2

(
−4
5

)
ò. å. {

3λ1 − 4λ2 = 20

2λ1 + 5λ2 = −2
.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, óìíî-
æèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 5, à âòîðîå íà 4 è ñëîæèì ïîëó÷åííûå óðàâíå-
íèÿ. Ïîëó÷àåì 23λ1 = 92⇒ λ1 = 4 è ò.ä.

Èç ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò
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Âûâ î ä 1. Çàäà÷à î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å î ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå
ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé{

a1x+ b1y = h1

a2x+ b2y = h2

.

åäèíñòâåííî, åñëè âåêòîðû

(
a1

a2

)
,

(
b1

b2

)
îáðàçóþò áàçèñ.

Ïåðåíîñÿ âñ¼ ñêàçàííîå íà ñëó÷àé âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

a1x+ b1y + c1z = h1

a2x+ b2y + c2z = h2

a3x+ b3y + c3z = h3

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè âåêòîðû

ū1 =

a1

a2

a3

, ū2 =

b1

b2

b3

, ū3 =

c1

c2

c3

 îáðàçóþò áàçèñ. Ñèñòåìó èç òðåõ

óðàâíåíèé ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó î ðàçëîæåíèè âåêòîðà

h̄ =

h1

h2

h3

 ïî áàçèñó èç âåêòîðîâ ū1, ū2, ū3, ò.å.

h̄ = xū1 + yū2 + zū3.

Âûâ î ä 2. Ñðàâíèâàÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ, îòìå÷àåì, ÷òî ïðèìåíåííûé
âûøå ìåòîä ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé � ýòî, ïî ñóòè äåëà, ìåòîä àëãåáðàè-
÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, èçëîæåííûé íà ÿçûêå âåêòîðîâ.

Ç àì å ÷ à í è è å . Âåêòîðíàÿ òðàêòîâêà ñèñòåìû èç òð¼õ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è âçãëÿä íà ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïî ìåòîäó àëãåáðàè÷åñêî-
ãî ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì îñíîâàíèåì äëÿ ââåäåíèÿ
òàêîé ôóíêöèè, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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�6. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òåîðåìà Êðàìå-

ðà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèñòåìó èç 2-õ óðàâíåíèé:{
a11x1 + a12x2 = h1

a21x1 + a22x2 = h2

, (3)

îïðåäåëÿåìóþ ìàòðèöåé A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

1-å óðàâíåíèå óìíîæèì íà ÷èñëî A11, à 2-å íà ÷èñëî A21 è ñëîæèì èõ.
×èñëà A11 è A21 âûáåðåì òàê, ÷òîáû íåèçâåñòíîå x2 îêàçàëîñü èñêëþ÷åí-
íûì èç ïîëó÷åííîãî ïóòåì ñëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ.
Ââåäåííàÿ íàìè äâîéíàÿ èíäåêñàöèÿ äëÿ ÷èñåë A11 è A21 ñîîòâåòñòâóåò
äâîéíîé èíäåêñàöèè êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíîì x1 è íåîáõîäèìà
äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî ëåã÷å îáíàðóæèòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ a12A11 + a22A21 = 0 äëÿ íåèçâåñòíîãî x1

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

(a11A11 + a21A21)x1 = h1A11 + h2A21. (4)

Äëÿ âåëè÷èí A11 è A21 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå: A11 = −a22A21

a12

. Ïîëàãàÿ

A21 = −a12, ïîëó÷àåì A11 = a22. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (4) íàõîäèì

x1 =
h1a22 − h2a12

a11a22 − a21a12

. (5)

Ìû òåïåðü ëåãêî ìîæåì íàéòè íåèçâåñòíîå x2 ïóòåì ïîäñòàíîâêè íàé-
äåííîãî çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî x1 â îäíî èç óðàíåíèé. Îäíàêî, æåëàÿ
îáíàðóæèòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè, ìû áóäåì äåéñòâîâàòü íåçàâèñèìî è
ñèììåòðè÷íî. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì 1-å óðàâíåíèå íà A12, à 2-å � íà A22

è ñëîæèì èõ. Â ðåçóëüòàòå íåèçâåñòíîå x1 áóäåò èñêëþ÷åíî, åñëè áóäåò
âûïîëíåíî óñëîâèå:

a11A12 + a21A22 = 0. (6)

Òîãäà äëÿ íåèçâåñòíîãî x2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

(a11A12 + a22A22)x2 = h1A12 + h2A22. (7)
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Èç ðàâåíñòâà (6) íàõîäèì ñîîòíîøåíèå: A12 = −a21A22

a11

.

Ïîëàãàÿ A22 = a11, ïîëó÷àåì A12 = −a21. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (7) íàõîäèì

x2 =
−h1a21 + h2a11

a11a22 − a21a12

. (8)

Ôîðìóëû (5) è (8) íàäî ïðèâåñòè ê óäîáíîìó âèäó. Çíàìåíàòåëè â ýòèõ
ôîðìóëàõ ñîâïàäàþò, ïðè÷åì çíàìåíàòåëü ïîñòðîåí èç ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû ñèñòåìû (3) ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó. Äëÿ íåãî óäîáíî ââåñòè

îáîçíà÷åíèå

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22−a21a12. Èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå è äëÿ

÷èñëèòåëåé ôîðìóë (5) è (8), ïîëó÷àåì:

x1 =

∣∣∣∣h1 a12

h2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , x2 =

∣∣∣∣a11 h1

a21 h2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ . (9)

Îïð å ä å ë å í è å. Îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ

÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå ñèìâîëîì:

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣, à òàêæå ñèìâîëîì det(A), êî-

òîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

det(A) =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12. (10)

Ôîðìóëà (10) íîñèò íàçâàíèå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåí-
òàì 1-ãî ñòîëáöà, à ðàâåíñòâà (9) èçâåñòíû êàê ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (3).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðåøèì òåïåðü ñèñòåìó èç 3-õ óðàâíåíèé:
a11x1 + a12x2 + a13x3 = h1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = h2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = h3

, (11)

îïðåäåëÿåìóþ ìàðòèöåé A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

. Äëÿ ýòîãî 1-å óðàâíåíèå

óìíîæèì íà ÷èñëî A11, 2-å � íà ÷èñëî A21, 3-å � íà A31 è ñëîæèì âñå
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óðàâíåíèÿ. ×èñëà A11, A21, A31 íåîáõîäèìî âûáðàòü òàê, ÷òîáû â ïîëó-
÷åííîì óðàâíåíèè îñòàëîñü òîëüêî íåèçâåñòíîå x1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè
÷èñëà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé:{

a12A11 + a22A21 + a32A31 = 0

a13A11 + a23A21 + a33A31 = 0
(12)

è òîãäà íåèçâåñòíîå x1 îïðåäåëèòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

(a11A11 + a21A21 + a31A31)x1 = h1A11 + h2A21 + h3A31. (13)

Ç àì å ÷ à í è è å . Îòìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèÿ, âûáðàííûå äëÿ ÷èñåë
A11, A21, A31, ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì ïðè íåèçâåñòíîì x1.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) ìû ïîëó÷èì ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà
(9), îáúÿâèâ íåèçâåñòíîå A31 ñâîáîäíûì:

A11 =

∣∣∣∣−a32A31 a22

−a33A31 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a22

a13 a23

∣∣∣∣ , A21 =

∣∣∣∣a12 −a32A31

a13 −a33A31

∣∣∣∣∣∣∣∣a12 a22

a13 a23

∣∣∣∣ . (14)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà
îïðåäåëèòåëåé 2-ãî ïîðÿäêà.

1. Âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãî ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòîëáöû ñ÷èòàòü ñòðîêàìè, à ñòðîêè � ñòîëáöàìè, ò. å.∣∣∣∣a12 a22

a13 a23

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ .
Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàöèÿ, ïðè êîòîðîé ñòîëáöû çàìåíÿþò ñîîò-

âåòñòâóþùèìè ñòðîêàìè, íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì îïðåäåëè-
òåëÿ.

2. Åñëè ñòîëáöû îïðåäåëèòåëÿ 2-ãî ïîðÿäêà ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî
çíàê åãî èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

3. Ïðè óìíîæåíèè ýëåìåíòîâ êàêîãî-ëèáî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ íà
îäíî è òî æå ÷èñëî k îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà ýòî ÷èñëî k.

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ñâîéñòâ ïîëó÷àåì:∣∣∣∣−a32A31 a22

−a33A31 a23

∣∣∣∣ = −A31

∣∣∣∣a32 a22

a33 a23

∣∣∣∣ = A31

∣∣∣∣a22 a32

a23 a33

∣∣∣∣ = A31

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ ,
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∣∣∣∣a12 −a32A31

a13 −a33A31

∣∣∣∣ = −A31

∣∣∣∣a12 a32

a13 a33

∣∣∣∣ = −A31

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣a12 a22

a23 a33

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ .
Ç àì å ÷ à í è è å . Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ôîðìóë äëÿ ÷èñåë A11, A21,

A31 ìû ðóêîâîäñòâîâàëèñü èäååé îäèíàêîâîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
aij â èñõîäíîé ìàòðèöå A è â âûðàæåíèÿõ äëÿ ïîëó÷àåìûõ ôîðìóë.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ â ôîðìóëàõ (14) A31 =

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣, ïîëó÷àåì
A11 =

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣, A21 = −
∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣.
Èç óðàâíåíèÿ (13) íàõîäèì:

x1 =

h1

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− h2

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ h3

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣
a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ a31

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
h1 a12 a13

h2 a22 a23

h3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
. (15)

Ïðè íàïèñàíèè ôîðìóëû (15) ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùåå

Îïð å ä å ë å í è å. Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


èëè îïðåäåëèòåëåì 3-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî det(A), êîòîðîå íà-
õîäèòñÿ ïî ïðàâèëó:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ a31

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ .
(16)

Ïðàâèëî (16) èìåíóþò êàê ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåí-
òàì 1-ãî ñòîëáöà.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëå-
äóþùèõ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ:

1) Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû íå èçìåíÿåò âåëè÷èíû îïðåäåëèòåëÿ.
2) Ïåðåñòàíîâêà ñîñåäíèõ ñòîëáöîâ (ñòðîê) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ

çíàêà îïðåäåëèòåëÿ.
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3) Ïðè óìíîæåíèè êàêîãî-ëèáî ñòîëáöà ìàòðèöû íà ÷èñëî k åå îïðå-
äåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà ýòî æå ÷èñëî.

4) Îïðåäåëèòåëü ìîæíî âû÷èñëÿòü ðàçëîæåíèåì ïî ýëåìåíòàì 1-é
ñòðîêè ñîãëàñíî ôîðìóëå

det(A) = a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ .
Äëÿ êðàòêîñòè ôîðìóëó (15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

x1 =
det(A1)

det(A)
, (17)

ãäå ìàòðèöà A1 ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïóòåì çàìåíû 1-ãî ñòîëáöà íà
ñòîëáåö èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ íåèçâåñòíîãî x2 ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü àíàëîãèåé. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (11) â âèäå: 

a12x2 + a11x1 + a13x3 = h1

a22x2 + a21x1 + a23x3 = h2

a32x2 + a31x1 + a33x3 = h3

. (18)

Ýòà ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé A′ =

a12 a11 a13

a22 a21 a23

a32 a31 a33

, êîòîðàÿ ïî-

ëó÷åíà èç èñõîäíîé ìàòðèöû A ïåðåñòàíîâêîé 1-ãî è 2-ãî ñòîëáöîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì x2 =
det(A′2)

det(A′)
, ãäå ìàòðèöà A′2 ïîëó÷àåòñÿ

èç ìàòðèöû A′ ïóòåì çàìåíû 1-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö èç ñâîáîäíûõ ÷ëå-
íîâ. Íà îñíîâàíèè 2-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà èìååì
det(A′) = −det(A), det(A′2) = −det(A2), ãäå ìàòðèöà A2 ïîëó÷åíà èç ìàò-
ðèöû A ïóòåì çàìåíû 2-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Òîãäà ïîëó÷àåì

x2 =
det(A2)

det(A)
,

ãäå ìàòðèöà A2 ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïóòåì çàìåíû 2-ãî ñòîëáöà íà
ñòîëáåö èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì è ôîðìóëó x3 =
det(A3)

det(A)
, â êîòîðîé ìàòðèöà

A3 ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïóòåì çàìåíû 3-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö èç
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà

Òå î ð åì à Êð àì å ð à . Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû íå ðàâåí íó-
ëþ, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

xi =
det(Ai)

det(A)
, i = 1, 2, 3, (19)

ãäå ìàòðèöà Ai ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïóòåì çàìåíû i-ãî ñòîëáöà íà
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé (11).

Îïð å ä å ë å í è å. Îïðåäåëèòåëü 2-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìûé ïóòåì
óäàëåíèÿ i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ýëåìåíòà aij
îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Mij.

Îïð å ä å ë å í è å. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij îïðå-
äåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Aij = (−1)i+jMij.
Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà ñïðàâåäëèâî

Ñâîéñòâî 5) Åñëè êàêîé ëèáî ñòîëáåö (ñòðîêà) îïðåäåëèòåëÿ ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, òî òàêîé îïðåäåëèòåëü ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ îïðåäåëèòåëåé, â êàæäîì èç êîòîðûõ â
ñîîòâåòñòâóþùåì ñòîëáöå (ñòðîêå) áóäåò òîëüêî îäíî èç ýòèõ ñëàãàåìûõ.
Ýòî ñâîéñòâî ñòàíåò âïîëíå î÷åâèäíûì, åñëè ðàçëîæèòü îïðåäåëèòåëü ïî
ýëåìåíòàì óïîìÿíóòîãî ñòîëáöà (ñòðîêè).

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ ñëåäóåò, ÷òî åãî ìîæíî
âû÷èñëÿòü ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ýëåìåíòàì ëþáîé ñòðîêè, à òàêæå ïî
ýëåìåíòàì ëþáîãî ñòîëáöà. Â ñâÿçè ñ ââåäåííûì îïðåäåëåíèåì, ðàçëî-
æåíèå îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà ïî ýëåìåíòàì j-ãî ñòîëáöà èìååò âèä:∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a1jA1j + a2jA2j + a3jA3j. (20)

Ç àì å ÷ à í è è å . Âûâîä òåîðåìû Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìû ñ áîëüøèì
÷èñëîì íåèçâåñòíûõ áóäåò ïðîäîëæåí â òðåòüåé ãëàâå íàñòîÿùåãî ïîñî-
áèÿ.

Ïðèì å ð. Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü, óáåäèòüñÿ â åäèíñòâåííîñòè ðå-
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øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé:
3x− 4y + 5z = 4

2x− 7y − 4z = −9

5x− y + 3z = 7

Ðåøåíè å. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ýëåìåí-
òàì ïåðâîãî ñòîëáöà.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
3 −4 5
2 −7 −4
5 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣−7 −4
−1 3

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣−4 5
−1 3

∣∣∣∣+ 5

∣∣∣∣−4 5
−7 −4

∣∣∣∣ =

= 3(−21− 4)− 2(−12 + 5) + 5(16 + 35) = 194.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ, òî ñècòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ýëåìåíòàì âòîðîãî ñòîëá-
öà.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
3 −4 5
2 −7 −4
5 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = 4

∣∣∣∣2 −4
5 3

∣∣∣∣− 7

∣∣∣∣3 5
5 3

∣∣∣∣+

∣∣∣∣3 5
2 −4

∣∣∣∣ =

= 4(6 + 20)− 7(9− 25) + (−12− 10) = 194.

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü, åñëè èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå
Ñâ îé ñ ò â î 6). Âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåí-
òàì êàêîé-ëèáî åãî ñòðîêè (ñòîëáöà) ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-
ìåíòû äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåííûå íà îäíî è òî æå ÷èñëî.
Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò îáíóëèòü âñå ýëåìåíòû âûáðàííîé ñòðî-
êè (ñòîëáöà) êðîìå îäíîãî. Ïðèìåíÿÿ ýòî ñâîéñòâî, âû÷èñëèì îïðåäå-
ëèòåëü, îáíóëÿÿ ýëåìåíòû âòîðîãî ñòîëáöà ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ åãî
ñòðîê.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
3 −4 5
2 −7 −4
5 −1 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−17 0 −7
−33 0 −25

5 −1 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−17 7
−33 −25

∣∣∣∣ =

= 25 · 17− 7 · 33 = 194.
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Êîììå í ò à ð è é . Êî âòîðîé ñòðîêå ìû ïðèáàâèëè òðåòüþ ñòðîêó,
óìíîæåííóþ íà -7, à ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâèëè òðåòüþ ñòðîêó, óìíî-
æåííóþ íà -4.
Òåïåðü âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü îáíóëåíèåì òðåòüåé ñòðîêè, ïðåîáðàçóÿ
åãî ñòîëáöû.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
3 −4 5
2 −7 −4
5 −1 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−17 −4 −7
−33 −7 −25

0 −1 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−17 7
−33 −25

∣∣∣∣ =

= 25 · 17− 7 · 33 = 194.

Ç àì å ÷ à í è å . Íàø âûáîð îáíóëÿåìîé ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèë-
ñÿ íàëè÷èåì åäèíèöû â ýòîé ñòðîêå (ñòîëáöå). Åñëè æå â îïðåäåëèòåëå
îòñóòñòâóåò ýëåìåíò ðàâíûé åäèíèöå, òî åãî íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïóòåì
ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ íà îñíîâàíèè óêàçàííî-
ãî ñâîéñòâà.

�7. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

Ç à ä à ÷ à �7. Ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî âåêòîð c̄, îðòîãîíàëüíûé êàæ-
äîìó èç âåêòîðîâ ā = {3;−2; 4} è b̄ = {5; 1;−6}.

Ðåøåíè å. Ïóñòü c̄ = {x; y; z} � èñêîìûé âåêòîð. Çàïèñûâàÿ óñëî-
âèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåêòîðîâ{

(c̄, ā) = 0

(c̄, b̄) = 0
,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
3x− 2y + 4z = 0

5x+ y + 6z = 0
.

Èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíîå y, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 13x+16z = 0⇒ x = −16
13
z.

Èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíîå x, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 13y − 2z = 0 ⇒ y = 2
13
z.

Ïîëàãàÿ z = 13, ïîëó÷àåì x = −16, y = 2, ò. å. c̄ = {−16; 2; 13} � èñêîìûé
âåêòîð.
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Ç àì å ÷ à í è å. Ðåøàÿ òàêóþ æå çàäà÷ó â îáùåì âèäå äëÿ âåêòîðîâ
ā = {a1; a2; a3}, b̄ = {b1; b2; b3} ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà Êðàìåðà íàé-
ä¼ì, ÷òî âåêòîð

c̄ =

{∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣}
îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ ā è b̄. Ýòîò âåêòîð óäîáíî çàïèñàòü â
âèäå ñèìâîëè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ:

c̄ =

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ , (21)

â êîòîðûì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî ýëåìåíòàì 1-é ñòðîêè.
Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîð c̄, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (21), íàçûâà-

þò âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ā è b̄ è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì
c̄ = ā× b̄.

Ç àì å ÷ à í è å. Çàïèñü âåêòîðà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå ôîð-
ìóëû (22) âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð c̄ � åñòü îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïî-
ðÿäêà. Ýòî âñåãî ëèøü óäîáíàÿ ôîðìà çàïèñè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà c̄ ïî
áàçèñó, îáðàçîâàííîìó òðîéêîé âåêòîðîâ ī, j̄, k̄, èñïîëüçóþùàÿ ñèìâîëè-
êó îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà.

Óïðàæíåíèå.Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè ñëå-
äóþùèõ ðàâåíñòâ: ī× ī = 0, k̄ × j̄ = −ī, ī× j̄ = k̄, k̄ × ī = j̄.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) ā× (b̄+ c̄) = ā× b̄+ ā× c̄
2) ā× b̄ = −b̄× ā
3) λā× b̄ = λ(ā× b̄), λ ∈ R.
Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 1) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 5) îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî

ïîðÿäêà. Îñòàëüíûå ñâîéñòâà î÷åâèäíû.
Îïð å ä å ë å í è å. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ā, b̄, c̄ íàçûâà-

åòñÿ ïðàâîé, åñëè ïðè âçãëÿäå ñ îñòðèÿ âåêòîðà c̄ ïîâîðîò îò âåêòîðà ā
äî ñîâìåùåíèÿ ñ âåêòîðîì b̄ â êðàò÷àéøåì íàïðàâëåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåêòîð c̄ = ā × b̄ îðèåíòèðîâàí òàê, ÷òî âåêòîðû ā, b̄,
ā× b̄ îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ, ïîäîáíî òðîéêå âåêòîðîâ ī, j̄, k̄.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðíî-ñêàëÿðíûì (ñìåøàííûì) ïðîèçâåäåíè-
åì òðîéêè âåêòîðîâ ā = (a1, a2, a3), b̄ = (b1, b2, b3), c̄ = (c1, c2, c3) íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî (ā× b̄, c̄).
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Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèé âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèé íà-
õîäèì, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî îïðåäåëèòåëþ 3-ãî ïîðÿäêà,
ñòðîêè êîòîðîãî ñîñòàâëåíû èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ â ïîðÿäêå èõ ñëåäî-
âàíèÿ, ò.å.

(ā× b̄, c̄) =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ ,
Îòìåòèì. ÷òî åñëè (ā × b̄, c̄) > 0, òî òðîéêà âåêòîðîâ ā, b̄, c̄ � ïðàâàÿ, à
èíà÷å � ëåâàÿ. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî âàæíîå

Óòâ å ðæä å í è å. (Êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè òðîéêè âåêòîðîâ)
Òðîéêà âåêòîðîâ ā, b̄, c̄ êîìïëàíàðíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðå-
äåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ ðàâåí íóëþ.

Óòâ å ðæä å í è å. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ âåêòîðà ā × b̄)
Ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ā× b̄ ðàâåí ïëîùàäè S ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ā, b̄ êàê íà ñòîðîíàõ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäåëàåì äâà âñòðå÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

|ā× b̄|2 = (a2b3 − b2a3)2 + (a1b3 − b1a3)2 + (a1b2 − b1a2)2 = a2
2b

2
3 + a2

3b
2
2+

+a2
1b

2
3 + a2

3b
2
1 + a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1 − 2(a2a3b2b3 + a1a3b1b3 + a1a2b1b2),

S2 = |ā|2|b̄|2sin2ϕ = |ā|2|b̄|2(1− cos2ϕ) = |ā|2|b̄|2 − (ā, b̄)2 =
= (a2

1 +a2
2 +a2

3)(b2
1 +b2

2 +b2
3)−(a1b1 +a2b2 +a3b3)2 = a2

2b
2
3 +a2

3b
2
2 +a2

1b
2
3 +a2

3b
2
1+

+a2
1b

2
2 + a2

2b
2
1 − 2(a2a3b2b3 + a1a3b1b3 + a1a2b1b2),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò ðàâåíñòâî S = |ā× b̄|, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
×òîáû âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé (11), èññëåäóåì äåéñòâèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

ȳ = x1ā1 + x2ā2 + x3ā3, (22)

ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ëåâóþ ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû. Çäåñü ā1, ā2, ā3 �âåê-
òîðû-ñòîëáöû ìàòðèöû ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì îáðàç êóáà, ïîñòðî-
åííîãî íà âåêòîðàõ ī, j̄, k̄. Íàõîäèì ȳ(̄i) = 1 · ā1 + 0 · ā2 + 0 · ā3 = ā1,
ȳ(j̄) = 0 · ā1 +1 · ā2 +0 · ā3 = ā2, ȳ(k̄) = 0 · ā1 +0 · ā2 +1 · ā3 = ā3. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îáðàçîì êóáà ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä, ïîñòðîåííûé íà âåêòîðàõ
ā1, ā2, ā3. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòî-
ðàõ ā1, ā2 ðàâíà S = |ā1×ā2|. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð c̄ = ā1×ā2 ïåðïåíäèêó-

ëÿðåí ê îñíîâàíèþ. Âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà h = Πp̄ā3 =
|(c̄, ā3)|
|c̄|

,

ò.å.
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h =
|(ā1 × ā2, ā3)|
|ā1 × ā2|

è òîãäà V = Sh = |(ā1 × ā2, ā3)| � îáú¼ì ïàðàëëåëåïè-

ïåäà, ò.å. V = |det(AT )| = |det(A)|. Ýòèì îáîñíîâàíî
Óòâ å ðæä å í è å. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû.)

Ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (22) åñòü êî-
ýôôèöèåíò èñêàæåíèÿ îáú¼ìà îòîáðàæàåìîé îáëàñòè.

�8. Ïîâîðîò âåêòîðà â ïëîñêîñòè xOy.

Ç à ä à ÷ à �7. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà b̄, îáðàçîâàííîãî ïîâîðî-
òîì âåêòîðà ā = {a1; a2} íà äàííûé óãîë γ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðåøåíè å. Ïóñòü α � óãîë íàêëîíà âåêòîðà ā. Òîãäà α + γ � óãîë
íàêëîíà âåêòîðà b̄ ê îñè Ox (ñì. ðèñ. 11).

Ðèñ. 11.

Âåêòîðû ā è b̄ ìîæíî çàïèñàòü òàê: ā = {a1, a2} = {|ā| cosα, |ā| sinα},
b̄ = {b1, b2} = {|ā| cos(α+ γ), |ā| sin(α+ γ)} = {|ā|(cosα cos γ − sinα sin γ),
|ā|(sinα cos γ+ cosα sin γ)} = {a1 cos γ− a2 sin γ, a2 cos γ+ a1 sin γ}. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà b̄ = {b1, b2}:{

b1 = a1 cos γ − a2 sin γ

b2 = a1 sin γ + a2 cos γ
. (23)

Ââîäÿ ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A =

(
a b
c d

)
íà âåêòîð x̄ =

(
x1

x2

)
ðàâåíñòâîì Ax̄ =

(
a b
c d

)(
x1

x2

)
=

(
ax1 + bx2

cx1 + dx2

)
,

ôîðìóëó (23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:(
b1

b2

)
=

(
cosγ −sinγ
sinγ cosγ

)(
a1

a2

)
. (24)
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Ïðè ýòîì ìàòðèöà C =

(
cos γ −sinγ
sinγ cosγ

)
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîâî-

ðîòà âåêòîðîâ íà óãîë γ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ç àì å ÷ à í è å. Ìàòðèöà D =

(
cosγ sinγ
−sinγ cosγ

)
îïðåäåëÿåò ïîâîðîò

âåêòîðîâ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

�9. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Èñòîðè÷åñêè êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïîÿâèëèñü â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î íà-
õîæäåíèè êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

y3 + ay2 + by + c = 0. (25)

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé: y = x+ h.

(x+ h)3 + a(x+ h)2 + b(x+ h) + c = 0.

x3 + 3hx2 + 3hx+ h3 + a(x2 + 2hx+ h2) + b(x+ h) + c = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âûáðàòü ïàðàìåòð h èç óñëîâèÿ 3h + a = 0, ò. å.

h = −a
3
, òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (35) ïðèíèìàåò âèä:

x3 + 3px+ q = 0. (26)

Ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê ñèñòåìå èç 2-õ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè
α è β, ïîëàãàÿ x = α + β. Òîãäà ïîëó÷àåì:

(α + β)3 + 3p(α + β) + q = 0

α3 + β3 + 3αβ(α + β) + 3p(α + β) + q = 0

α3 + β3 + 3(αβ + p)(α + β) + q = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå áóäåò ñóùåñòâåííî ïðîùå, åñëè ïîëîæèòü
αβ + p = 0.
Òåì ñàìûì óðàâíåíèå (26) ïðèâåäåíî ê ñèñòåìå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:{

α3 + β3 = −q
α3β3 = −p3

,

ðåøàÿ êîòîðóþ, ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:
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(α3)2 + qα3 − p3 = 0. (27)

Íàõîäèì α3 = −q
2

+

√
q2

4
+ p3, β3 = −q

2
−
√
q2

4
+ p3.

x = α + β =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+ p3 +

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+ p3. (28)

Ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó Êàðäàíî, êîòîðàÿ òåðÿåò ñìûñë, åñëè äèñêðè-
ìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (27) îòðèöàòåëåí.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èìåííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êóáè÷åñêîå óðàâíå-
íèå èìååò òðè êîðíÿ, äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (27) îòðèöàòåëåí.

×òîáû ôîðìóëà Êàðäàíî (28) íå ïîòåðÿëà ñìûñë, ìû ðàñøèðèì ÷èñ-
ëîâîå ìíîæåñòâî, ïåðåéäÿ îò ìíîæåñòâà òî÷åê ÷èñëîâîé îñè Ox ê ìíîæå-
ñòâó âåêòîðîâ ïëîñêîñòè xOy. Òîãäà ìíîæåñòâó òî÷åê îñè Ox áóäåò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñè Ox. Î÷åâèäíî, ÷òî
èçâåñòíûé íàì ñïîñîá ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì ñïîñîáà ñëîæåíèÿ ÷èñåë, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê âåêòîðû âäîëü
÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåïåðü, ÷òîáû îïðàâäàòü âñå ïðîäåëàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàì íåîá-
õîäèìî ââåñòè òàêîå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè, äëÿ êîòî-
ðîãî áóäóò âûïîëíåíû âñå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë:
ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè ìíîæèòåëåé è ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê.
×òîáû ðàçóìíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ,
ïðåäñòàâèì âåêòîðû â âèäå:

ā = |ā|{cosα, sinα}, b̄ = |b̄|{cos β, sin β}.
Âî èçáåæàíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ÷èñåë, î÷åâèäíî,

÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå: |āb̄| = |ā||b̄|.
Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, êàê äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ óãîë íàêëîíà âåêòîðà

āb̄ ê îñè Ox.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî óãëà íå äîëæíî ïðîòèâîðå-

÷èòü ïðàâèëó, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ ýòîò óãîë ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë,
êàê âåêòîðîâ, íàïðàâëåííûõ âäîëü îñè Ox.

Èñõîäÿ èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà: (−1) · (−1) = 1, èììèòèðóþùåãî
óìíîæåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà −ī íà ñàìîãî ñåáÿ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
−ī · (−ī) = ī.

27



Íî òàê êàê âåêòîð −ī èìååò óãîë íàêëîíà π, à âåêòîð ī èìååò óãîë
íàêëîíà 2π, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî óãîë íàêëîíà
âåêòîðà āb̄ ê îñè Ox äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ, êàê ñóììà óãëîâ íàêëîíà
âåêòîðîâ ā è b̄ ê îñè Ox.

Èòàê, ïîëó÷àåì ïðàâèëî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ â âèäå:

āb̄ = |ā||b̄|{cos(α + β), sin(α + β)}. (29)

Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ âåêòîðà b íà åäèíè÷íûé âåêòîð
ā = {cosϕ, sinϕ}. áóäåò âåêòîð, îáðàçîâàííûé ïîâîðîòîì âåêòîðà b íà
óãîë ϕ.

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî ââåäåííîå òàêèì ñïîñîáîì ïðàâèëî óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìûì ñâîéñòâàì îïåðàöèè óìíîæåíèÿ:

āb̄ = b̄ā (30)

ā(b̄+ c̄) = āb̄+ āc̄ (31)

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðàâèëà (30) � î÷åâèäíà. Â ñïðàâåäëèâîñòè ïðàâèëà
(31) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðåäïîëîæèâ, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî âåê-
òîð ā åäèíè÷íûé, ò. å. ā = {cosϕ, sinϕ}.
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (31) ïîëó÷àåòñÿ êàê ñóì-
ìà âåêòîðîâ b̄ è c̄ ñ ïîñëåäóþùèì åãî ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ. Âåêòîð â
ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîâîðîòà âåêòîðîâ b̄ è c̄
íà óãîë ϕ ñ ïîñëåäóþùèì èõ ñëîæåíèåì. Ðàâåíñòâî îáîèõ ýòèõ âåêòîðîâ
î÷åâèäíà. Òàêîå íàøå ðàññóæäåíèå âïîëíå îáîñíîâûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ôîðìóëû (31).

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ ââåäåííîé ïî ôîðìóëå (29)
îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðåøèòü óðàâíåíèå: z2 = {−1; 0}, ãäå z � âåêòîð
ïëîñêîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé âåêòîð

j̄ =
{

cos
π

2
; sin

π

2

}
= {0; 1}, èáî

j̄2 = j̄j̄ = {cos
π

2
, sin

π

2
}{cos

π

2
, sin

π

2
} = {cosπ, sin π} = {0; 1}.

Îáîçíà÷àÿ âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy, íàïðàâëåííûå âäîëü ÷èñëîâîé îñè
Ox ïðèâû÷íûì îáðàçîì, â âèäå îáûêíîâåííûõ ÷èñåë, à âåêòîðû, íàïðàâ-
ëåííûå âäîëü îñè Oy � â âèäå ci, ãäå i � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè Oy,
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ïîëó÷àåì i2 = −1.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà z1,2 = ±i ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ z2 = −1.

Îòíûíå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìû áóäåì ïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ âåê-
òîðà z ïî áàçèñó âåêòîðîâ 1, i, ò. å. â âèäå: z = a+ bi.
Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, â îòëè÷èè îò òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìû, ðàññìîòðåííîé ðàíåå. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
z1 = a1 + b1i è z2 = a2 + b2i ìîæíî íàõîäèòü, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì (31)
ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà i2 = −1, ò.å.

z1z2 = (a1 + b1i)(a2 + b2i) = a1a2 + b1a2i+ a1b2i+ b1b2i
2 =

= a1a2 − b1b2 + (b1a2 + a1b2)i.

Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëà z1 = a+bi è z2 = a−bi íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûìè. Î÷åâèäî, ÷òî òîãäà ÷èñëà z1z2 è z1+z2 � äåéñòâèòåëüíûå.

Çàìåòèì, ÷òî âõîäÿùèå â ôîðìóëó Êàðäàíî âåëè÷èíû

α3 = −p
2

+

√
p2

4
+ q è β3 = −p

2
−
√
p2

4
+ q

ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, åñëè ÷èñëà p è q äåéñòâèòåëüíûå,

à ÷èñëî
p2

4
+ q îòðèöàòåëüíîå. Ïîñëåäíèé øàã, îïðàâäûâàþùèé âûâîä

ôîðìóëû Êàðäàíî, ìû ñäåëàåì íèæå, êîãäà îïðåäåëèì îïåðàöèþ èçâëå-
÷åíèÿ êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà α è β
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë, à çíà÷èò âñå
êîðíè óðàâíåíèÿ (37) îêàæóòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè.

Òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë � äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî, èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (a+bi)z = c+di.
Äëÿ ýòîãî ðàâåíñòâî óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî a− bi, ÿâëÿþùååñÿ ñîïðÿæåí-
íûì çíàìåíàòåëþ. Ïðè ýòîì îïåðàöèþ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

z =
c+ di

a+ bi
=

(c+ di)(a− bi)
(a+ bi)(a− bi)

=
ac+ bd+ (ad− bc)i

a2 + b2

Äëÿ âîçâåäåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â ñòåïåíü, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ wn = z êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi óäîáíî ïðåäñòàâèòü â
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

z = |z|(cosϕ+ i sinϕ), ϕ ∈ [0; 2π].
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Óãîë íàêëîíà ϕ ê îñè Ox ÷èñëà z îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ϕ =


arccos

(
a

|z|

)
, åñëèϕ ∈ [0; π],

−arccos

(
a

|z|

)
+ 2π, åñëèϕ ∈ [π; 2π].

Ðåøàÿ óðàâíåíèå wn = z, wn = |z|(cosϕ+ i sinϕ) è çàïèñûâàÿ êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî w â âèäå

w = |w|(cosψ + i sinψ),

íàõîäèì: wn = |w|n(cosnψ + i sinnψ).
Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, çàïèñàííûå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ ìîäóëè, à àðãóìåíòû îòëè÷àþòñÿ íà âåëè-
÷èíó êðàòíóþ 2π. Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà

|w|n(cosnψ + i sinnψ) = |z|(cosϕ+ i sinϕ)

íàõîäèì ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà w

|w| = n
√
|z|, ψk =

ϕ+ 2kπ

n
, k = 0, 1, ..., n− 1.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ wn = z îáîçíà÷àþò â òðà-
äèöèîííîì âèäå, êàê w = n

√
z.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü w = 3
√
z, z = −3− 4i

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ ∈ [π; 2π]. Íàõîäèì |z| = 5, |w| = 1, 71,
cosϕ = −0, 6, ϕ = 2π − arccos(−0, 6) = 4, 069,

ψ0 =
4, 069

3
= 1, 356,ψ1 =

4, 069 + 2π

3
= 3, 451,ψ2 =

4, 069 + 4π

3
= 5, 545,

cosψ0 = 0, 213, sinψ0 = 0, 977, cosψ1 = −0, 9525, sinψ1 = −0, 3045,
cosψ2 = 0, 7397, sinψ2 = −0, 6730.
Ïî ôîðìóëå w = |w|(cosψ + i sinψ) íàõîäèì:
w0 = 1, 71(0, 213 + 0, 977i) = 0, 364 + 1, 671i,
w1 = 1, 71(−0, 9525− 0, 3045i) = −1, 629− 0, 521i,
w2 = 1, 71(0, 7397− 0, 673i) = 1, 265− 1, 151i.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà γ âåêòîðû ā = {1; 5}, b̄ = {−3; γ}
a) êîëëèíåàðíû;
á) îðòîãîíàëüíû?

2. Òî÷êè A(−1; 2) è B(2; 6) � âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà, C(5; 10) �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Íàéòè îñòàëüíûå âåðøèíû.

3. Íàéòè êàêîé-ëèáî âåêòîð ē â íàïðàâëåíèè áèññåêòðèñû óãëà A òðå-
óãîëüíèêà ABC, åñëè A(−1; 3), B(2; 7), C(−9; 9).

Ó ê à ç à í è å . Ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíîé â òî÷êå A, ñòîðîíû êîòîðîãî áóäóò ëåæàòü íà ïðÿìûõ AB è
AC.

4. Íàéòè òî÷êóD ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà À òðåóãîëüíèêàABC
ñî ñòîðîíîé BC.

Ó ê à ç à í è å . Èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî áèññåêòðèñû, îñíîâàííîå íà ïî-
äîáèè òðåóãîëüíèêîâ.

5. Íàéòè âåðøèíó C ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC,
åñëè A(−1; 3), B(2; 7), |AB| = |AC|, ∠BAC = 30◦.

Ó ê à ç à í è å . Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó ïîâîðîòà âåêòîðà íà äàííûé óãîë
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

6. Ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êè A(−1; 3), B(4; 5), C(2;−3) íà îäíîé
ïðÿìîé.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà AB îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé: r̄M = (1− λ)r̄A + λr̄B, λ ∈ [0; 1].

8. Äîêàçàòü, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð r̄S =
1

3
(r̄A + r̄B + r̄C) îïðåäåëÿåò êî-

îðäèíàòû òî÷êè S ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.
9. Òî÷êà M äåëèò ñòîðîíó AB òðåóãîëüíèêà ABC â îòíîøåíèè 2:3, à

òî÷êà D äåëèò ñòîðîíó AC â îòíîøåíèè 3:1. Îïðåäåëèòü, â êàêîì îòíî-
øåíèè òî÷êà S ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ CM è BD äåëèò ýòè îòðåçêè.

Óê à ç à í è å . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó çàäà÷è �7 çàïèñàòü âåêòîð AS äâó-
ìÿ ñïîñîáàìè: èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî òî÷êà S ëåæèò íà îòðåçêå BD, à òàêæå
èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî òî÷êà S ëåæèò íà îòðåçêå CM . Ïðè ýòîì óäîáíî ââå-
ñòè îáîçíà÷åíèÿ ū = AB, v̄ = AC è âûðàçèòü âåêòîðû CM è BD ÷åðåç
âåêòîðû ū è v̄.
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Ãëàâà 2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

�1. Î ìåòîäå Äåêàðòà

Ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è ôèëîñîô Ðåíå Äåêàðò ïðåäëîæèë ìåòîä
ðåøåíèÿ, ðàñ÷èòûâàÿ, ÷òî ýòèì ìåòîäîì ìîæíî áóäåò ðåøèòü åäâà ëè íå
âñå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòîò ìåòîä íå îêàçàëñÿ
ïàíàöååé, Äåêàðòó óäàëîñü ïðèâåñòè íå òîëüêî êëàññ çàäà÷, ïîääàþùèõ-
ñÿ ýòîìó ìåòîäó, íî è îòêðûòü òî, ÷òî ñåé÷àñ íàçûâàþò àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèåé. Ñóòü ìåòîäà Äåêàðòà â òîì, ÷òî îí ââîäèë íåèçâåñòíûå, êî-
òîðûå âïîñëåäñòâèè ìîãëè áûòü îïðåäåëåíû èç óðàâíåíèé èëè èç ñèñòåì
óðàâíåíèé. ×òîáû ïðîñëåäèòü ñóòü ýòîãî ìåòîäà, ðåøèì îäíó çàäà÷ó.

Ç à ä à ÷ à �1. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC A(−5; 0), B(7; 9),
C(5;−5). Íàéòè îñíîâàíèå âûñîòû (òî÷êó D), îïóùåííîé èç âåðøèíû C
íà ñòîðîíó AB (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì r̄D � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè D è îòìåòèì äâå
îñîáåííîñòè ïîëîæåíèÿ ýòîé òî÷êè:

1) Âåêòîð CD = r̄D − r̄C è âåêòîð AB = r̄B − r̄A îðòîãîíàëüíû, ñëå-
äîâàòåëüíî,

(r̄B − r̄A, r̄D − r̄C) = 0. (1)

2) Âåêòîð AD = r̄D − r̄A è âåêòîð AB = r̄B − r̄A êîëëèíåàðíû, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì ÷èñëå t èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî AD = tAB, ò. å.
r̄D − r̄A = t(r̄B − r̄A) èëè

r̄D = r̄A + t(r̄B − r̄A). (2)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
(r̄B − r̄A, r̄A + t(r̄B − r̄A)− r̄C) = 0, åäèíñòâåííûì íåèçâåñòíûì â êîòîðîì
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî t.

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðèõîäèì ê óðàâíå-
íèþ: (r̄B − r̄A, r̄A − r̄C) + t(r̄B − r̄A, r̄B − r̄A) = 0

Íàõîäèì r̄B − r̄A = {12; 5}, r̄A − r̄C = {−10; 5},
(r̄B − r̄A, r̄B − r̄A) = 122 + 92 = 144 + 81 = 225,

(r̄B − r̄A, r̄A − r̄C) = −120 + 45 = −75, ò. å. −75 + t · 225 = 0, t =
1

3
.

Èç óðàâíåíèÿ (2) íàõîäèì r̄D = {−5; 0}+
1

3
{12; 9} = {−1; 3}.

Òàêèì îáðàçîì, D(−1, 3) � èñêîìàÿ òî÷êà.
Îïð å ä å ë å í è å. Âñÿêîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðàäèóñ-âåêòîð

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé.
Ç àì å ÷ à í è å. Òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè N ïðÿìîé CD CN ⊥ AB,

òî óðàâíåíèå (1) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé òî÷êè N , à çíà÷èò ìîæåò áûòü
íàçâàíî óðàâíåíèåì ïðÿìîé CN .

Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ òî÷êà M ïðÿìîé AB óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(2), à çíà÷èò îíî òàêæå ìîæåò áûòü íàçâàíî óðàâíåíèåì ïðÿìîé AB. Ìû
óáåäèëèñü, ÷òî òàêîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó îáúåêòó, êàê ïðÿìàÿ íà ïëîñêî-
ñòè, ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíî óðàâíåíèå, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ëèáî
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè, ëèáî óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ. Îáðàç-
íî âûðàæàÿñü, òàêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîìî÷íûì Àëãåáðàè÷åñêèì
ïðåäñòàâèòåëåì ïðÿìîé êàê ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà.

Ââèäó ñêàçàííîãî, â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè âûäåëÿþòñÿ çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì óðàâíåíèé òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ,
êàê ïðÿìàÿ, îòðåçîê ïðÿìîé, ïëîñêîñòü èëè ÷àñòü ïëîñêîñòè. Â ñëåäóþ-
ùåì ïàðàãðàôå ìû âûäåëèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå
ñ íàõîæäåíèåì òàêèõ óðàâíåíèé.

�2. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïëîñêîñòè ñ çàäàííûì íàïðàâ-

ëÿþùèì âåêòîðîì.

Îïð å ä å ë å í è å. Ëþáîé âåêòîð s̄, ïàðàëëåëüíûé äàííîé ïðÿìîé,
íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé.

Ç à ä à ÷ à �2. Ïóñòü s̄ = {s1, s2} � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé l
è M(x0, y0) � òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé ïðÿìîé.
Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé l.
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Ðåøåíè å. Òàê êàê ìû ñîáèðàåìñÿ íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ò. å.
óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðÿìîé, òî
ýòó ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó îáîçíà÷èì M(x; y) (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà M(x; y) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé l òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âåêòîðû s̄ = {s1, s2} è AM = r̄M−r̄A = {x−x0, y−y0} êîëëè-
íåàðíû. Çàïèñûâàÿ óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè â âèäå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì

x− x0

s1

=
y − y0

s2

(3)

� êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé.
Çàïèñûâàÿ óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè â âèäå AM = ts̄, ò. å. r̄M−r̄A = ts̄,

ïîëó÷àåì âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â âèäå:

r̄M = r̄A + ts̄ (4)

Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (4) ê ðàâåíñòâó êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè-
÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé l :{

x = x0 + s1t

y = y0 + s2t
. (5)

Îïð å ä å ë å í è å. Âñÿêèé âåêòîð n̄, îðòîãîíàëüíûé äàííîé ïðÿìîé
l, íàçûâàþò íîðìàëüíûì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé.

Ç à ä à ÷ à �3. Ïóñòü n̄ = {A,B} � íîðìàëüíûé âåêòîð ïðÿìîé l, ëå-
æàùåé â ïëîñêîñòè xOy, è M0(x0, y0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïðÿìîé
(ñì. ðèñ. 3). Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé l.
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Ðèñ. 3.

Ðåøåíè å.Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé � ýòî çíà÷èò îïðåäåëèòü ðàäèóñ-
âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðÿìîé èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñîñòàâèòü óðàâ-
íåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðÿìîé.

Ïîýòîìó îáîçíà÷èìM(x; y) � ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðÿìîé. Òîãäà r̄ =
{x; y} � åå ðàäèóñ-âåêòîð. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà ïðÿìîé l
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû n̄ èM0M = r̄M− r̄0 � îðòîãîíàëüíû,
ò. å. êîãäà èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Ïîëó÷àåì âåêòîðíîå
óðàâíåíèå ïðÿìîé l:

(r̄M − r̄0, n̄) = 0. (6)

Íî r̄M − r̄0 = {x − x0, y − y0}, n̄ = {A,B}, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå
(6) ïðèíèìàåò âèä:

A(x− x0) +B(y − y0) = 0. (7)

Óðàâíåíèÿ (6) è (7) íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ñ çàäàííûì íîð-
ìàëüíûì âåêòîðîì n̄ = {A,B}.

Ç à ä à ÷ à �4. Âîñïðîèçâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è (1), ñîñòàâëÿÿ óðàâ-
íåíèÿ ïðÿìûõ CN è AM â êîîðäèíàòíîì âèäå.

Ç à ä à ÷ à �5. A(−1; 3), B(2; 5), C(8; 3). Íàéòè óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó C
à) ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé AB, á) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé AB.

Ðåøåíè å. Âåêòîð AB = r̄B − r̄A = (3; 2) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì
äëÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé ÀÂ, ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ôîð-
ìóë (5) âûïèñûâàåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé{

x = 8 + 3t

y = 3 + 2t
.

Êðîìå òîãî, âåêòîð AB ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äëÿ ïðÿìîé, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ïðÿìîé ÀÂ, ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (7) âûïèñû-
âàåì óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé

3(x− 8) + 2(y − 3) = 0.
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�3. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Ç à ä à ÷ à �6. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ
òî÷êó M0(x0, y0, z0) ýòîé ïðÿìîé ïàðàëëåëüíî íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó
s̄ = {s1, s2, s3} (ñì. ðèñ. 4).

Ðèñ. 4.

Ðåøåíè å. Âîñïðîèçâîäÿ âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è (1), ïîëó÷àåì âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé l
â âèäå:

r̄ = r̄0 + ts̄, t ∈ R, (8)

íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿ-
ìîé â âèäå: 

x = x0 + ts1

y = y0 + ts2

z = z0 + ts3

, t ∈ R (9)

Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t èç óðàâíåíèé (9), ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíå-
íèå ïðÿìîé:

x− x0

s1

=
y − y0

s2

=
z − z0

s3

. (10)

Ç àì å ÷ à í è å. Âåñüìà ïîëåçíî ïî çàäàííîìó óðàâíåíèþ ïðÿìîé â
ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèòü åå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð è êàêóþ-íèáóäü òî÷-
êó. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ

Ç à ä à ÷ à �7. Íàéòè íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé è êàêóþ-ëèáî

åå òî÷êó, åñëè
x− 1

2
=
y + 2

−3
=
z

5
� êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå åå.

Ðåøåíè å. Ñðàâíèâàÿ çàäàííîå óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì (10), íà-
õîäèì, ÷òî s̄ = {2;−3; 5} � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé. Ïîëàãàÿ,

x− 1

2
=
y + 2

−3
=
z

5
= t, t ∈ R
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ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ çàäàííîé ïðÿìîé:
x = 1 + 2t

y = −2− 3t

z = 5t

, t ∈ R

Ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, t = 1 ïîëó÷àåì x = 3; y = −5; z = 5, ò. å.
M1(3;−5; 5) îäíà èç òî÷åê ïðÿìîé. Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì òî÷êóM0(1;−2; 0)
è ò. ä.

Ç à ä à ÷ à �8. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

M1(−5; 2; 3) ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé l :
x− 3

−2
=
y + 2

3
=
z − 1

4
(ñì. ðèñ. 5).

Ðèñ. 5.

Ðåøåíè å. Çàìåòèì, ÷òî íàïðàâëÿþùèé âåêòîð s̄ = {−2; 3; 4} ïðÿ-
ìîé l ÿâëÿåòñÿ òàêæå è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì èñêîìîé ïðÿìîé.

Òåïåðü, îáðàùàÿñü ê ôîðìóëå (10), ìîæåì íàïèñàòü
x+ 5

−2
=
y − 2

3
=
z − 3

4
� èñêîìîå óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Ç àì å ÷ à í è å. Âåñüìà ïîëåçíî óìåíèå ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïóòåì
íåïîñðåäñòâåííîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ èäåè ðåøåíèÿ, ò. å. ââåñòè ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó M(x, y, z) ïðÿìîé è çàïèñàòü óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè
âåêòîðîâ s̄ èM1M â êàêîé-ëèáî ôîðìå, ïîëó÷àÿ óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿ-
ìîé ëèáî â âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîì, ëèáî â ïàðàìåòðè÷åñêîì, ëèáî â
êàíîíè÷åñêîì âèäå.

�4. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü êàêèì-ëèáî âåê-
òîðîì n̄, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ýòîé ïëîñêîñòè. Òàêîé âåêòîð íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì âåêòîðîì äàííîé ïëîñêîñòè.

Ç à ä à ÷ à �9. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, íîðìàëüíûé âåêòîð êî-
òîðîé ðàâåí n̄ = {A,B,C} è M0(x0, y0, z0) � òî÷êà íà ïëîñêîñòè.
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Ðåøåíè å. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè � ýòî óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå
ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ïëîñêîñòè, èëè èíà÷å � ýòî óðàâ-
íåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè.

Ïóñòü M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Òîãäà âåêòîðû
M0M = r̄− r̄0 è n̄ îðòîãîíàëüíû (ñì. ðèñ. 6). Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
ïîëó÷àåì:

(r̄ − r̄0, n̄) = 0

� âåêòîðíîå óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 6.

Íî r̄− r̄0 = {x− x0, y− y0, z− z0}, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê êîîðäè-
íàòàì, ïîëó÷àåì

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0 (10)

� óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä:

Ax+By + Cz +D = 0 (11)

Ç àì å ÷ à í è å.Ïî çàäàííîìó óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè îêàçûâàåòñÿ âåñü-
ìà ïîëåçíûì îïðåäåëèòü íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè è êàêóþ-ëèáî åå
òî÷êó.

Ç à ä à ÷ à �10. Óêàçàòü íîðìàëüíûé âåêòîð, à òàê æå íàéòè êàêóþ-
ëèáî òî÷êó ïëîñêîñòè 3x− y + 2z − 10 = 0.

Ðåøåíè å. Ñðàâíèâàÿ íàøå óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì (2), íàõîäèì,
÷òî n̄ = {3;−1; 2} � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå ïëîñêî-
ñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, èìå-
þùåå áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Âûðàçèì êàêîå-ëèáî íåèçâåñòíîå ÷å-
ðåç îñòàëüíûå, íàïðèìåð, y = 3x + 2z − 10. ×òîáû âûäåëèòü êàêîå-ëèáî
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êîíêðåòíîå ðåøåíèå èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, çàäàäèì, íà-
ïðèìåð, x = 0, z = 1. Òîãäà y = −8, ò. å. òî÷êà M0(0;−8; 1) ëåæèò â
ïëîñêîñòè.

Ç à ä à ÷ à �11. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-

êó M0(−1; 8;−2), ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé
x− 1

4
=
y + 2

3
=
z − 1

−2
.

Ðèñ. 7.

Ðåøåíè å. Çàìåòèì, ÷òî íàïðàâëÿþùèé âåêòîð s̄ = {4; 3;−2} ïðÿ-
ìîé ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 7). Ïîýòîìó íà
îñíîâàíèè ôîðìóëû (11) ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â âèäå
4(x+ 1) + 3(y − 8)− 2(z − 2) = 0

Óïð àæí å í è å. Ðåøèòü çàäà÷ó �11, ââåäÿ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
M(x, y, z) ïëîñêîñòè, è âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
âåêòîðîâ M0M = r̄M − ¯rM0 è s̄ = {4; 3;−2}.

Ç à ä à ÷ à �12. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M0(4;−2; 5), ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè 3x+ y − 6z + 10 = 0 (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8.

Ðåøåíè å. Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè íàõîäèì åå íîð-
ìàëüíûé âåêòîð n̄ = {3; 1;−6}, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì s̄ èñêîìîé ïðÿìîé. Òåïåðü ïî íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó è òî÷êå

âûïèñûâàåì èñêîìîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:
x− 4

3
=
y + 2

1
=
z − 5

−6
.

Óïð àæí å í è å. Çàäà÷ó �12 ðåøèòü, èñõîäÿ íå èç ãîòîâîé ôîð-
ìóëû, à èç îñíîâíîé èäåè. Äëÿ ýòîãî íàäî ââåñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
M(x, y, z) ïðÿìîé è âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ
n̄ è M0M = r̄M − ¯rM0 â âèäå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè êîîðäèíàò ýòèõ âåêòî-
ðîâ.
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�5. Íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ïðèåìû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîëåçíî îâëàäåòü
íåêîòîðûìè ñòàíäàðòíûìè ïðèåìàìè. Ñëåäóþùèå íèæå çàäà÷è �13-24
èëëþñòðèðóþò òàêèå ïðèåìû ðåøåíèÿ.

Ç à ä à ÷ à �13. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

l :
x− 6

5
=
y − 2

6
=
z − 5

2
è ïëîñêîñòè Q : 5x+ 6y + 2z + 13 = 0.

Ðåøåíè å. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:
x = 5t+ 6

y = 6t+ 2

z = 2t+ 5

.t ∈ R

Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t òî÷êà ïðÿìîé îêàæåòñÿ â ïëîñ-
êîñòè, ò. å. åå êîîðäèíàòû áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, 5(5t + 6) + 6(6t + 2) + 2(2t + 5) + 13 = 0; 65t + 65 = 0;
t = −1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé,
íàõîäèì x = 1, y = −4, z = 3.
Îòâåò: N(1;−4; 3) � èñêîìàÿ òî÷êà.

Ç à ä à ÷ à �14. Íàéòè óðàâíåíèå ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé{
3x− y + 2z − 10 = 0

5x+ 2y − 3z + 15 = 0
.

Ðåøåíè å. Îáúÿâëÿåì ïåðåìåííóþ z ñâîáîäíîé è èñêëþ÷àåì ïåðå-
ìåííóþ y èç óðàâíåíèé. Ïîëó÷àåì 11x+ z − 5 = 0. Ïîëàãàÿ z = 11t+ 5,
ïîëó÷àåì x = −t. y = 3x+ 2z− 20 = −3t+ 2(11t− 5)− 20 = 19t− 30. Ò. å.

x = −t
y = 19t− 30

z = 11t+ 5

� ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t, íàõîäèì
x

−1
=
y + 30

19
=
z − 5

11
� êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Ç à ä à ÷ à �15. Íàéòè îñòðûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè Q1 è Q2

(ñì. ðèñ. 9). Q1 : 3x− y + 2z − 10 = 0, Q2 : x+ 2y − 3z + 15 = 0,
íàõîäèì n̄1 = {3;−1; 2} � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè Q1,
n̄2 = {1; 2;−3} � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè Q2.
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Ðèñ. 9.

Íàõîäèì (n̄1, n̄2) = 3−2−6 = −5, ñëåäîâàòåëüíî, ̂̄n1, n̄2 � òóïîé óãîë.
Áåðåì ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð n̄2

′ = {−1;−2; 3}. Òîãäà (n̄1, n̄2
′) = 5.

Íàõîäèì cosϕ =
(n̄1, n̄2

′)

| n̄1 || n̄2
′ |

=
5√

9 + 1 + 4
√

1 + 4 + 12
= 0.32, ϕ ' 71◦.

Ç à ä à ÷ à �16. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè
Q : x+ 2y − 3z + 15 = 0 è ïðÿìîé l.

l :


x = 2 + 4t

y = −1 + t

z = 5 + 2t

, t ∈ R.

Ðåøåíè å. Èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîì âè-
äå: r̄ = r̄0 +ts̄, íàõîäèì íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé s̄ = {4; 1; 2} è îäíó
èç åå òî÷åê A(2;−1; 5).

Íàõîäèì n̄ = {1; 2;−3} � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè. Òàê êàê
(s̄, n̄) = 4+2−6 = 0, òî ïðÿìàÿ ëèáî ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, ëèáî ëåæèò
â ïëîñêîñòè. Íî òàê êàê êîîðäèíàòû òî÷êè A óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
ïëîñêîñòè Q, òî ïðÿìàÿ l ëåæèò â ïëîñêîñòè.

Ç à ä à ÷ à �17. (Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Íàé-
òè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C(6; 3; 0) ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïðÿìûì l1 è l2 (ñì. ðèñ. 10).

l1 :
x+ 2

3
=
y + 12

8
=
z − 4

−1
, l2 :

x− 8

5
=
y − 1

6
=
z − 3

2
.
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Ðèñ. 10.

Ðåøåíè å. Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé ïðÿìûõ íàõîäèì èõ íàïðàâ-
ëÿþùèå âåêòîðû s̄1 = {3; 8;−1}, s̄2 = {5; 6; 2}. Íàõîäèì íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð èñêîìîé ïðÿìîé l : s̄ = s̄1×s̄2 =

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
3 8 −1
5 6 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣8 −1
6 2

∣∣∣∣ ī−∣∣∣∣3 −1
5 2

∣∣∣∣ j̄+∣∣∣∣3 8
5 6

∣∣∣∣ k̄ = 22̄i− 11j̄ − 22k̄. Â ÷àñòíîñòè, è âåêòîð s̄′ = 1
11
s̄ = {2;−1;−2}

ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì äëÿ ïðÿìîé l.
Íàêîíåö, ïî çàäàííîé òî÷êå C(6; 3; 0) è âåêòîðó s̄′ íàõîäèì óðàâíåíèå

ïðÿìîé:
x− 6

2
=
y − 3

−1
=

z

−2
.

Ç à ä à ÷ à �18. (Ïðèìåð èñïîëüçîâíèÿ óñëîâèÿ êîìïëàíàðíîñòè).
Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Q, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B(6; 2; 5), ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ëèíèè l ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé P1 è P2.
P1 : 7x+ 10y + 2z − 72 = 0, P2 : 3x− 2y + 4z − 12 = 0.

Ðåøåíè å. ÏóñòüM(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè Q. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòè P1 è P2 ïåðïåíäèêóëÿðíû èñêîìîé ïëîñêîñòè, ò. ê.
ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ l, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 11).

Ðèñ. 11.

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíûå âåêòîðû ýòèõ ïëîñêîñòåé n̄1 = {7; 10; 2},
n̄2 = {3;−2; 4} ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Q, à çíà÷èò âåêòîðû n̄1, n̄2 è
BM = r̄M − r̄B = {x− 6; y − 2; z − 5} êîìïëàíàðíû. Èç óñëîâèÿ êîìïëà-
íàðíîñòè ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè:
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∣∣∣∣∣∣
x− 6 y − 2 z − 5

7 10 2
3 −2 4

∣∣∣∣∣∣ = 0

44(x− 6)− 22(y − 2)− 44(z − 5) = 0, 2(x− 6)− (y − 2)− 2(z − 5) = 0,
2x− y − 2z = 0 � èñêîìàÿ ïëîñêîñòü.

Ç à ä à ÷ à �19. (Ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé ñ ïîìîùüþ ïðîåê-
öèè âåêòîðà íà âåêòîð). Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(3;−5; 1) äî ïðÿ-

ìîé l :
x+ 2

3
=
y + 12

8
=
z − 4

−1
(ñì. ðèñ. 12).

Ðèñ. 12.

Ðåøåíè å. Âîçüìåì êàêóþ-ëèáî òî÷êó ïðÿìîé, íàïðèìåð, òî÷êó
A(10; 20; 0) (ñì. çàäà÷ó �6). Íàéäåì äëèíó p âåêòîðà AB êàê àáñîëþò-
íóþ âåëè÷èíó ïðîåêöèè âåêòîðà MA = r̄A − r̄M = {7; 25;−1} íà íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð s̄ = {3; 8;−1}.

| AB |= p =|Ïps̄MA |= (|MA, s̄) |
| s̄ |

=
| 21 + 200 + 1 |√

32 + 82 + 12
=

√
222√
74

=
√

3.

Òåïåðü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì èñêîìîå ðàññòîÿíèå:

d =
√
|MA|2 − p2 =

√
72 + 252 + 12 − 3 =

√
672.

Ç à ä à ÷ à �20. (Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî-
ñòè âåêòîðîâ). Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè M0(3;−5; 1) íà ïðÿìóþ l, çàäàí-

íóþ óðàâíåíèåì:
x− 6

5
=
y − 2

6
=
z − 5

2
(ñì. ðèñ. 13).

Ðèñ. 13.
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Ðåøåíè å. Ïåðåõîäÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ïðÿìîé l, çà-
ìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ÷èñëà t òî÷êà M(5t + 6; 6t + 2; 2t + 5)
ïðèíàäëåæèò ýòîé ïðÿìîé. ÒîãäàM0M = r̄M − r̄0 = {5t+3; 6t+7; 2t+4}.
Äëÿ èñêîìîé òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: M0M ⊥ s̄, ãäå s̄ = {5; 6; 2} �
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé, ñëåäîâàòåëüíî, (M0M, s̄) = 0,
ò. å. 5(5t+3)+6(6t+7)+2(2t+4) = 0, ò. å. 65t+65 = 0, t = −1. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t òî÷êà M ïðÿìîé çàíèìàåò èñêîìîå ïîëîæåíèå,
ò. å. M1(1;−4; 3) � èñêîìàÿ òî÷êà.

Ç à ä à ÷ à �21. (Ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ ñâÿçêè ïëîñêîñòåé). Íàéòè
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Q, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B(8; 1; 3) è ëèíèþ ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé P1 è P2.
P1 : 7x+ 10y + 2z + 126 = 0, P2 : 3x− 2y + 4z − 12 = 0.

Ðåøåíè å. Çàìåòèì, ÷òî âñå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ëèíèþ
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé P1 è P2 îïðåäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûì óðàâíå-
íèåì ñâÿçêè ïëîñêîñòåé: γ1(7x+10y+2z+126)+γ2(3x−2y+4z−12) = 0,
ãäå γ1 è γ2 � ïàðàìåòðû.

Òî÷êà B, ëåæàùàÿ â èñêîìîé ïëîñêîñòè ïðè íåêîòîðîì ñîîòíîøåíèè
ïàðàìåòðîâ γ1 è γ2 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ñâÿçêè ïëîñêîñòåé,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ åå êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:
γ1(7 · 8 + 10 · 1 + 2 · 3 + 126) + γ2(3 · 8− 2 · 1 + 4 · 3− 12) = 0⇒ γ2 = −9γ1.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå ñâÿçêè, ïîëó÷àåì:

7x+ 10y + 2z + 126− 9(3x− 2y + 4z − 12) = 0,

ò. å. −20x+ 28y − 34z + 234 = 0 � èñêîìîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.
Èíîãäà çàäà÷à òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè óêàçàííûõ ïðèåìîâ

ðåøåíèÿ.
Ç à ä à ÷ à �22. (Ïðèìåíåíèå óñëîâèÿ êîìïëàíàðíîñòè è ïåðåõîä ê

ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïðÿìûõ). Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-

ìûõ l1 è l2, l1 :
x− 6

5
=
y − 2

6
=
z − 5

2
, l2 :

x+ 2

3
=
y + 12

8
=
z − 4

−1
,

ïðåäâàðèòåëüíî óáåäèâøèñü â òîì, ÷òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþùèåñÿ.
Ðåøåíè å. Î÷åâèäíî, ÷òî M1(6; 2; 5) è M2(−2;−12; 4) � òî÷êè íà

ïðÿìûõ l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âåêòîðû s̄1 = {5; 6; 2}, s̄2 = {3; 8;−1} è M2M1 = {8; 14; 1}
� êîìïëàíàðíû. Íàõîäèì îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
5 6 2
3 8 −1
8 14 1

∣∣∣∣∣∣ = 5

∣∣∣∣ 8 −1
14 1

∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣3 −1
8 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣3 8
8 14

∣∣∣∣ = 110− 66− 44 = 0.
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Ò. ê. ∆ = 0, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìûõ â
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

l1 :


x = 5t1 + 6

y = 6t1 + 2

z = 2t1 + 5

, t1 ∈ R l2 :


x = 3t2 − 2

y = 8t2 − 12

z = −t2 + 4

, t2 ∈ R

⇒


5t1 + 6 = 3t2 − 2

6t1 + 2 = 8t2 − 12

2t1 + 5 = −t2 + 4

⇒


5t1 − 3t2 = −8

6t1 − 8t2 = −14

2t1 + t2 = −1

.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì t2 = 1, t1 = −1 (ñîâìåñòíîñòü ýòîé ñè-
ñòåìû ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ). Èç óðàâíåíèé
ïðÿìûõ íàõîäèì: x = 1, y = −4, z = 3. Ò. å. Q(1;−4; 3) � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìûõ.

Ç à ä à ÷ à �23. Íàéòè óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äâóì
ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì l1 è l2

l1 :
x+ 2

3
=
y + 12

8
=
z − 4

−1
, l2 :

x− 8

5
=
y − 1

6
=
z − 3

2
.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì s̄1 = {3; 8;−1} è s̄2 = {5; 6; 2} � íàïðàâ-
ëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ (ðèñ. 14). r̄02 = {8; 1; 3}, r̄01 = {−2;−12; 4}
� ðàäèóñû-âåêòîðû òî÷åê íà ïðÿìûõ l2 è l1 ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì
óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ â âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå: r̄1 = r̄01 + t1s̄1,
r̄2 = r̄02 + t2s̄2. Íàõîäèì r̄2 − r̄1 = r̄02 − r̄01 + t2s̄2 − t1s̄1.

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ t1 è t2 áóäåì èìåòü:{
r̄2 − r̄1 ⊥ s̄1

r̄2 − r̄1 ⊥ s̄1

ò.å.

{
(r̄2 − r̄1, s̄1) = 0

(r̄2 − r̄1, s̄2) = 0

ò.å.

{
(r̄02 − r̄01 + t2s̄2 − t1s̄1, s̄1) = 0

(r̄02 − r̄01 + t2s̄2 − t1s̄1, s̄2) = 0

ò.å.

{
(r̄02 − r̄01, s̄1) + t2(s̄2, s̄1)− t1(s̄1, s̄1) = 0

(r̄02 − r̄01, s̄2) + t2(s̄2, s̄2)− t1(s̄1, s̄2) = 0
.

Íàõîäèì r̄02 − r̄01 = {10; 13;−1}, (s̄1, s̄1) = 32 + 82 + 12 = 74,
(s̄2, s̄2) = 52 + 62 + 22 = 65, (s̄1, s̄2) = (s̄2, s̄1) = 15 + 48− 2 = 61.

45



(r̄02 − r̄01, s̄1) = 10 · 3 + 13 · 8− 1 · (−1) = 135,
(r̄02 − r̄01, s̄2) = 10 · 5 + 13 · 6− 1 · 2 = 126. Ïîëó÷àåì{

135 + 61t2 − 74t1 = 0

126− 61t1 + 65t2 = 0

{
61(t2 + 1)− 74(t1 − 1) = 0

65(t2 + 1)− 61(t1 − 1) = 0
, t2 = −1, t1 = 1.

⇒ s̄ = r̄2− r̄1 = {10; 13;−1}−{5; 6; 2}−{3; 8;−1} = {2;−1;−2} � íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð èñêîìîé ïðÿìîé.

Íàõîäèì r̄1 = r̄01 + t1s̄1 = r̄02 − r̄01 + t2s̄2 − t1s̄1 = {−2;−12; 4}+
+{3; 8;−1} = {1;−4; 3} � ò. å. M1(−5;−20; 5) � òî÷êà íà èñêîìîé ïðÿìîé

è
x− 1

2
=
y + 4

−1
=
z − 3

−2
� èñêîìàÿ ïðÿìàÿ â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

Ç àì å ÷ à í è å. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî áûëî ðåøàòü èíà÷å: 1) Íàéòè íîð-
ìàëüíûå âåêòîðû ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëèçìà P1 è P2 (ðèñ. 14).

Ðèñ. 14.

2) Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Q1, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ l1, ïà-
ðàëëåëüíî âåêòîðó n̄ = s̄1 × s̄2 (âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì êîìïëàíàðíî-
ñòè).

3) Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Q2 àíàëîãè÷íî ï. 2.
4) Íàéòè èñêîìóþ ïðÿìóþ M1M2 êàê ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé

Q1 è Q2.
Ç à ä à ÷ à �24. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ-

ìûìè l1 :
x+ 2

3
=
y + 12

8
=
z − 4

−1
è l2 :

x− 8

5
=
y − 1

6
=
z − 3

2
.

Óêà ç à í è å. 1) Íàéòè íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëèç-
ìà n̄ = s̄1 × s̄2.

2) Âçÿòü êàêèå-ëèáî òî÷êè M1 è M2 íà ïðÿìûõ l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî
(ñì. ðèñ. 15).
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Ðèñ. 15.

3) Íàéòè d =|Ïpn̄M1M2 | � èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

�6. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîä Äåêàðòà ïîçâîëÿåò òàê æå ïðåäñòàâèòü òàêèå êðèâûå êàê ýë-
ëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà â âèäå óðàâíåíèé. Âèä ýòèõ óðàâíåíèé çàâè-
ñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Îïð å ä å ë å í è å. Îêðóæíîñòü � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè
ðàâíîóäàëåííûõ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå R îò äàííîé òî÷êè C � öåíòðà
îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 16).

Ðèñ. 16.

Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå C. Ïóñòü
M(x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè. Òîãäà CM = {x; y} � ðàäèóñ-
âåêòîð. Ïî óñëîâèþ | CM |= R, ò. å. | CM |2= R2, ò. å. x2 + y2 = R2 �
óðàâíåíèå îêðóæíîñòè.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè öåíòð îêðóæíîñòè C(x0, y0) íå ñîâïà-
äàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè áóäåò èìåòü âèä:
(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2.

Îïð å ä å ë å í è å. Ýëëèïñ � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åêM ïëîñêîñòè, ñóì-
ìà ðàññòîÿíèé êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê F1 è F2, íàçûâàåìûõ ôî-
êóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ò. å. | F1M | + | F2M |= const
(ñì. ðèñ. 17).
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Ðèñ. 17.

Îáîçíà÷èì 2c � ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè, 2a � äëèíó ëîìàíîé
F1MF2. Î÷åâèäíî, a > c. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò xOy ñ íà÷àëîì â
ñåðåäèíå îòðåçêà F1F2 è îñüþ Ox � âäîëü ýòîãî îòðåçêà.

Òîãäà F1(−c; 0), F2(c; 0) � êîîðäèíàòû ôîêóñîâ (ñì. ðèñ. 18).

Ðèñ. 18.

F1M = r̄M−r̄1 = {x+c; y}, F2M = r̄M−r̄2 = {x−c; y}. Èç îïðåäåëåíèÿ
ýëëèïñà èìååì: | F1M | + | F2M |= 2a, ò. å.

√
(x+ c)2 + y2 +

+
√

(x− c)2 + y2 = 2a. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:
x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1.

Îáîçíà÷àÿ b2 = a2 − c2, ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà:
x2

a2
+
y2

b2
= 1

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî a � äëèíà áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà, b � äëèíà

ìàëîé ïîëóîñè. Íàêîíåö, óðàâíåíèå
(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1 � îïðåäå-

ëÿåò ýëëèïñ â òî÷êå ñ öåíòðîì â òî÷êå C0(x0, y0).
Îïð å ä å ë å í è å. Ãèïåðáîëà � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê M ïëîñêîñòè,

äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê F1 è F2 � åñòü
âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ (ñì. ðèñ. 19).
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Ðèñ. 19.

Âûáèðàÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà ïîëó÷èì,
÷òî òî÷êè ãèïåðáîëû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ: || F1M | − | F2M ||= 2a.
Î÷åâèäíî, ÷òî a < c. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
|
√

(x+ c)2 + y2−
√

(x− c)2 + y2 |= 2a, êîòîðîå ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:
x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1. Ïîëàãàÿ b2 = c2 − a2,

ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû
x2

a2
− y2

b2
= 1.

Ïðÿìûå y = ± b
a
x ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû, ò. ê. ìîæíî äî-

êàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå òî÷åê ãèïåðáîëû äî ýòèõ ïðÿìûõ íåîãðàíè÷åíî
óáûâàåò ïðè x→∞.

Óðàâíåíèå
(x− x0)2

a2
− (y − y0)2

b2
= 1 � îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëó ñ öåíòðîì

â òî÷êå C0(x0, y0).
Îïð å ä å ë å í è å. Ïàðàáîëà � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê M ïëîñêîñòè,

ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷êè F � ôîêóñà è îò äàííîé ïðÿìîé l � äèðåêòðèñû.
Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç p � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé F è ïðÿìîé l, è âû-

áèðàÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 20, èç ðàâåíñòâà

d =| FM | ïîëó÷àåì | x+
p

2
|=
√

(x− p

2
)2 + y2.
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Ðèñ. 20.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì: y2 = 2px � êàíîíè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ âåòâÿìè âïðàâî (ïðè p > 0).
Î÷åâèäíî, ÷òî (y − y0)2 = 2p(x − x0) � óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ öåíòðîì
â òî÷êå C0(x0, y0), à óðàâíåíèå x2 = 2py îïðåäåëÿåò ïàðàáîëó ñ âåòâÿìè
ââåðõ ïðè p > 0.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãèïåðáîëó è ýëëèïñ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæå-
ñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé äî ôîêóñà è äî äèðåê-
òðèñû � âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ε, è íàçûâàåìàÿ ýêñ-
öåíòðèñèòåòîì. Ïðè÷åì, åñëè ε > 1, òî ïîëó÷àåì ãèïåðáîëó, åñëè ε < 1

� ýëëèïñ, åñëè ε = 1 � ïàðàáîëó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ε =
c

a
è x = ±a

ε
�

óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ.
Åñëè òåïåðü ââåñòè ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, ϕ), ãäå r � ðàñ-

ñòîÿíèå îò òî÷êè äî ïîëþñà, ϕ � óãîë íàêëîíà ê îñè Ox è âûáðàòü â
êà÷åñòâå ïîëþñà ïðàâûé ôîêóñ, ëþáîé èç íàøèõ êðèâûõ (ñì. ðèñ. 21), òî

åå óðàâíåíèå â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèíèìàåò âèä: r =
ρ

1− εcos(ϕ)
,

ãäå ρ � ïàðàìåòð, ε � ýêñöåíòðèñèòåò êðèâîé. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå êðè-
âûõ âòîðîãî ïîðÿäêà óäîáíî â íåáåñíîé ìåõàíèêå äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèé
íåáåñíûõ òåë.

Ðèñ. 21.
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�7. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìåòîä ñå÷åíèé.

×òîáû ðàñïîçíàòü, êàêóþ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò òî èëè èíîå óðàâ-
íåíèå, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé.

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 � óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,

èáî â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ z = 0 ïîëó÷àåì ýëëèïñ
x2

a2
+
y2

b2
= 1 è ò. ä.

Óðàâíåíèå
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 îïðåäåëÿåò îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä,

îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ àïïëèêàò (ðèñ. 22). Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ
z = h, h ∈ R, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì ýëëèïñ, îïðåäåëÿåìûé

óðàâíåíèåì
x2

a2(1 +
h2

c2
)

+
y2

b2(1 +
h2

c2
)

= 1. Ïîëóîñè ýòîãî ýëëèïñà ðàñòóò

âìåñòå ñ ðîñòîì âåëè÷èíû h. Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x = 0 ïîëó÷àåì

ãèïåðáîëó
y2

b2
− z2

c2
= 1 è ò. ä.

Ðèñ. 22.

Óðàâíåíèå −x
2

a2
− y

2

b2
+
z2

c2
= 1 îïðåäåëÿåò äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä,

èáî â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ z = h, |h| > c ïîëó÷àåì ýëëèïñ
x2

a2(
h2

c2
− 1)

+
y2

b2(
h2

c2
− 1)

= 1, à â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x = 0 ïîëó÷àåì

ãèïåðáîëó
z2

c2
− y2

b2
= 1 (ñì. ðèñ. 23).
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Ðèñ. 23.

Óðàâíåíèå z =
x2

a2
+
y2

b2
îïðåäåëÿåò ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ñ îñüþ,

ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ àïïëèêàò, èáî â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ z = h, h > 0

ïîëó÷àåì ýëëèïñ
x2

a2h
+

y2

b2h
= 1, à â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x = 0 ïîëó÷àåì

ïàðàáîëó z =
y2

b2
(ñì. ðèñ. 24).

Ðèñ. 24.

Óðàâíåíèå z =
√
x2 + y2 îïðåäåëÿåò êðóãîâîé êîíóñ, èáî â ñå÷åíèè

ïëîñêîñòüþ z = h, h > 0 èìååì îêðóæíîñòü x2 + y2 = h2, à â ñå÷åíèè
ïëîñêîñòüþ x = 0 ïîëó÷àåì ïàðó ïðÿìûõ z = ±y (ñì. ðèñ. 25).

Ðèñ. 25.

Óðàâíåíèå z = −x2+y2 îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ñåä-
ëîâóþ ïîâåðõíîñòü), èáî â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ z = h, h ∈ R ïîëó÷àåì
ãèïåðáîëó −x2 + y2 = h, â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x = 0 � ïàðàáîëó z = y2,
â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ y = 0 � ïàðàáîëó z = −x2 (ñì. ðèñ. 25).
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
A1(−2;−12; 4), B1(6; 2; 5), C1(4; 4; 2).

2. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C2(6; 3; 0) è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìûì
l1 : x+2

3
= y+12

8
= z−4
−1

, l2 : x−8
5

= y−1
6

= z−3
2
.

3. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå è ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèÿ
ïðÿìîé, çàäàííîé ïëîñêîñòÿìè
γ : 7x+ 10y + 2z − 72 = 0 è α : 2x− y − 2z = 0.

4. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè M2 íà ïðÿìóþ l2 : x−6
5

= y−2
6

= z−5
2
.

5. Íàéòè óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëèçìà, ñîäåðæàùèõ ñêðåùè-
âàþùèåñÿ ïðÿìûå l1 : x+2

3
= y+12

8
= z−4

−1
, l2 : x−8

5
= y−1

6
= z−3

2
. Íàé-

òè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ l1 ïåðïåíäèêóëÿðíî
ïëîñêîñòÿì ïàðàëëåëèçìà.

6. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A2(0;−13; 2) äî ïëîñêîñòè
α : 2x− y − 2z = 0.

7. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M2(3;−5; 1) äî ïðÿìîé
l1 : x+2

3
= y+12

8
= z−4
−1

.
8. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

l1 : x+2
3

= y+12
8

= z−4
−1

, l2 : x−8
5

= y−1
6

= z−3
2
.

9. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè D2(−2;−11;−1) íà ïëîñêîñòü A1B1C1, åñëè
A1(−2;−12; 4), B1(6; 2; 5), C1(4; 4; 2).

10. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
l1 : x−6

5
= y−2

6
= z−5

2
, l2 : x+2

3
= y+12

8
= z−4
−1

.
11. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Q, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B2(8; 1; 3)

è ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé
β : 7x+ 10y + 2z + 126 = 0 è δ : 3x− 2y + 4z − 12 = 0.

12. Ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êè A(−2;−12; 4), B(6; 2; 5), C(4; 4; 2),
D(−8; 1; 7) â îäíîé ïëîñêîñòè.

13. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè
A1(−2;−12; 4), B1(6; 2; 5), C1(4; 4; 2).

14. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
A2(0;−13; 2), D2(−2;−11;−1) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè
2x− y − 2z = 0.

15. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
B1(6; 2; 5) è ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòÿì
γ : 7x+ 10y + 2z − 72 = 0 è δ : 3x− 2y + 4z − 12 = 0.
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Ãëàâà 3. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé.

�1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn.

Â ïåðâîé ãëàâå, ïðåñëåäóÿ öåëü ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ìû
ââåëè ïîíÿòèå âåêòîðà, êàê íàïðàâëåííîãî îòðåçêà, êîòîðûé ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì áàçèñå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè
÷èñåë ā = (a1, a2, a3).

Åñëè æå ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, òî íàì íåîáõîäèìî
îáîáùèòü ïîíÿòèå âåêòîðà.

Îïð å ä å ë å í è å. Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ā = (a1, a2, . . . , an), ñîñòàâ-
ëåííûé èç n ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì âåêòîðîì, à ñàìè ÷èñëà
a1, a2, . . . , an � êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ā.

Îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ā è b̄ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà
íà ÷èñëî λ ïî ïðàâèëàì

ā+ b̄ = (a1 + b1, a2 + b1, . . . , an + bn), λā = (λa1, λa2, . . . , λan).

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðû ū1, ū2, . . . , ūn íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûìè, åñëè íè îäèí èç íèõ íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ. Íàïðèìåð, âåêòîðû
ē1 = (1, 0, 0, . . . , 0), ē2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ēn = (0, 0, . . . , 0, 1) ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé âåêòîð ā = (a1, a2, . . . , an)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ âåêòîðîâ, ò.å. ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå

ā = a1ē1 + a2ē2 + . . .+ anēn.

Îïð å ä å ë å í è å. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ ū1, ū2, . . . , ūn îá-
ðàçóþò áàçèñ â äàííîì ìíîæåñòâå âåêòîðîâ, åñëè êàæäûé âåêòîð ýòîãî
ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû ē1, ē2, . . . , ēn îáðàçóþò áàçèñ âî ìíîæåñòâå
n-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, êîìïîíåíòû âåêòîðà ā ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê åãî êîîðäèíàòû â ýòîì áàçèñå. Çàìåòèì, ÷òî â îäíîì è
òîì æå ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå áàçèñû. Íàïðèìåð,
áàçèñ âî ìíîæåñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþò è âåêòîðû
v̄1 = (1, 1, . . . , 1), v̄2 = (0, 1, . . . , 1), . . . , v̄n = (0, 0, . . . , 0, 1).
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Îïð å ä å ë å í è å.Ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ââåäåííûìè îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Rn.

Óòâ å ðæä å í è å. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ā ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà
Rn, ñîñòàâëåííîãî èç îïðåäåëåííûõ âåêòîðîâ ū1, ū2, . . . , ūn, ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì.

Äîïóñêàÿ ïðîòèâíîå, ìû ìîæåì ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî ïðè òàêîì
ïðåäïîëîæåíèè ñèñòåìà âåêòîðîâ ū1, ū2, . . . , ūn îêàæåòñÿ ëèíåéíî çàâè-
ñèìîé, òåì ñàìûì ñâèäåòåëüñòâóÿ î ïðîòèâîðå÷èè.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = h1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = h2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = hn

(1)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà:

x1ā1 + x2ā2 + . . .+ xnān = h̄, (2)

ãäå h̄ = (h1, h2, . . . , hn), ā1 = (a11, a21, . . . , an1), ā2 = (a12, a22, . . . , an2),. . . ,
ān = (a1n, a2n, . . . , ann).

Â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû ā1, ā2, . . . , ān îáðàçóþò áàçèñ â Rn, ò.å. ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, ðàâåíñòâî (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
çàäà÷ó î ðàçëîæåíèè âåêòîðà h̄ ïî áàçèñó, ñîñòàâëåííîìó èç âåêòîðîâ
ā1, ā2, . . . , ān. Îòñþäà ñëåäóåò

Óòâ å ðæä å í è å. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå, åñëè âåêòîðû ā1, ā2, . . . , ān îáðàçóþò áàçèñ â R

n,
Îïð å ä å ë å í è å. Óðàâíåíèå t1(a11x1+a12x2+. . .+a1nxn)+t2(a21x1+

+a22x2 + . . .+ a2nxn) + . . .+ tn(an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn) = t1h1 + t2h2+
+ . . . + tnhn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (1),
åñëè õîòÿ áû äâà èç ÷èñåë ti íå ðàâíû íóëþ.

�2. Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé

Â îñíîâå ìåòîäà Ãàóññà ëåæèò èçâåñòíîå èç êóðñà ñðåäíåé øêîëû ïðå-
îáðàçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî ìåòîäó àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ,
ñóòü êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå
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Óòâ å ðæä å í è å. Åñëè â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1) çàìåíèòü îäíî èç
óðàâíåíèé íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ êàêèìè-ëèáî äðó-
ãèìè, òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì. Íà ïåð-
âîì øàãå ìåòîäà Ãàóññà ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = h1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = h2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = hn

(3)

ïðåîáðàçóåòñÿ äåëåíèåì íà ÷èñëî a11. Äàëåå èç îñòàâøèõñÿ n− 1 óðàâíå-
íèé èñêëþ÷àåòñÿ íåèçâåñòíîå x1. Äëÿ ýòîãî èç 2-ãî óðàâíåíèÿ âû÷èòàåì
ïðåîáðàçîâàííîå 1-å óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà a21. Èç 3-ãî óðàâíåíèÿ
âû÷èòàåì ïðåîáðàçîâàííîå 1-å óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà a31 è ò.ä. Òàê
çàêàí÷èâàåòñÿ 1-é øàã ïðåîáðàçîâàíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì
ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà

x1 + b12x2 + . . .+ b1nxn = p1

b22x2 + . . .+ b2nxn = p2

b32x2 + . . .+ b3nxn = p3

. . . . . . . . . . . . . . .

bn2x2 + . . .+ bnnxn = pn

(4)

Íà 2-ì øàãå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû äåëèì 2-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) íà
b22 ñ ïîñëåäóþùèì èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíîãî x2 èç îñòàâøèõñÿ (n−2)-õ
óðàâíåíèé.

Íàêîíåö, íà n-ì øàãå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ òðåóãîëüíîé ìàò-
ðèöåé 

x1 + c12x2 + . . .+ c1nxn = q1

x2 + . . .+ c2nxn = q2

. . . . . . . . . . . . . . .

xn = qn

(5)

Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïðÿìîé õîä ïî ìåòîäó Ãàóññà, è
íà÷èíàåòñÿ îáðàòíûé õîä.
Íà 1-ì øàãå îáðàòíîãî õîäà èñêëþ÷àåì èç ïåðâûõ n− 1 óðàâíåíèé íåèç-
âåñòíîå xn. Äëÿ ýòîãî èç 1-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) âû÷èòàåì n-å óðàâ-
íåíèå, óìíîæåííîå íà c1n. Èç 2-ãî óðàâíåíèÿ âû÷èòàåì n-å óðàâíåíèå,
óìíîæåííîå íà c2n è ò.ä.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

x1 + d12x2 + . . .+ d1,n−1xn−1 = r1

x2 + . . .+ d2,n−1xn−1 = r2

. . . . . . . . . . . . . . .

xn−1 = rn−1

xn = qn

(6)

Íà 2-ì øàãå îáðàòíîãî õîäà èñêëþ÷àåì èç ïåðâûõ (n − 2)-õ óðàâíåíèé
íåèçâåñòíîå xn−1, óìíîæàÿ òåïåðü n − 1-å óðàâíåíèå íà ïîäõîäÿùèå êî-
ýôôèöèåíòû d1,n−1, d2,n−1, . . . , dn−2,n−1 ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èòàíèåì ïîëó-
÷åííîãî óðàâíåíèÿ èç ïåðâûõ (n− 2)-õ óðàâíåíèé ñèñòåìû.

Ïîñëå n − 1 øàãîâ îáðàòíîãî õîäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé.

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ïðîöåññà ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó Ãàóññà, âñå îáîçíà-
÷åííûå ìàíèïóëÿöèè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íàä ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
A, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû (3)

A =


a11 a12 a13 . . . a1n h1

a21 a22 a23 . . . a2n h2

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann hn


Ç àì å ÷ à í è å. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé öåëî÷èñëåííàÿ, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) ìîæíî çàìåíèòü
ïîäõîäÿùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êàêèõ-ëèáî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòå-
ìû, â êîòîðîé ïðè íåèçâåñòíîì x1 áóäåò ïîëó÷åí êîýôôèöèåíò, ðàâíûé
åäèíèöå. 2-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) òàê æå ìîæíî çàìåíèòü ïîäõîäÿùåé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êàêèõ-ëèáî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû, íà÷èíàÿ ñî
âòîðîãî, â êîòîðîé ïðè íåèçâåñòíîì x2 áóäåò ïîëó÷åí êîýôôèöèåíò, ðàâ-
íûé åäèíèöå è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé âñå ïîëó÷àåìûå ìàòðèöû ïðè âû-
ïîëíåíèè ïðÿìîãî õîäà îêàæóòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûé âåêòîð
(x1, x2, . . . , xn), òî íåèçìåííûì ðåçóëüòàòîì âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé íà îá-
ðàòíîì õîäå òàêæå áóäóò öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàóññà ðàññìîòðèì ïðîöåññ
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ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé
5x1 − 10x2 − x3 = −11

4x1 − 7x2 + 3x3 = −3

3x1 + 2x2 + 3x3 = 13

Äëÿ ýòîãî "çàøèôðóåì" ýòó ñèñòåìó ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé è ïîäâåðã-
íåì ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ðàíåå îïèñàííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ñ ïîñëåäó-
þùèì êîììåíòàðèåì. 5 −10 −1 −11

4 −7 3 −3
3 2 3 13

 (1)∼

 1 −3 −4 −8
4 −7 3 −3
3 2 3 13

 (2)∼

∼

 1 −3 −4 −8
0 5 19 29
0 11 15 37

 (3)∼

 1 −3 −4 −8
0 1 −23 −21
0 5 19 29

 (4)∼

∼

 1 −3 −4 −8
0 1 −23 −21
0 0 134 134

 (5)∼

 1 −3 −4 −8
0 1 −23 −21
0 0 1 1

 (6)∼

∼

 1 −3 0 −4
0 1 0 2
0 0 1 1

 (7)∼

 1 0 0 2
0 1 0 2
0 0 1 1



x1 = 2

x2 = 2

x3 = 1

� ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Êîììåíòàðèé.
1-å ïðåîáðàçîâàíèå. Èç 1-ãî óðàâíåíèÿ âû÷ëè 2-å óðàâíåíèå.
2-å ïðåîáðàçîâàíèå. Èç 2-ãî óðàâíåíèÿ âû÷ëè 1-å óðàâíåíèå,

óìíîæåííîå íà 4, à èç 3-ãî óðàâíåíèÿ âû÷ëè 1-å óðàâíåíèå,
óìíîæåííîå íà 3.

3-å ïðåîáðàçîâàíèå. Èç 3-ãî óðàâíåíèÿ âû÷ëè 2-å óðàâíåíèå,
óìíîæåííîå íà 2.

4-å ïðåîáðàçîâàíèå. Èç 3-ãî óðàâíåíèÿ âû÷ëè 2-å óðàâíåíèå,
óìíîæåííîå íà 5.

5-å ïðåîáðàçîâàíèå. 3-å óðàâíåíèå ïîäåëèëè íà ÷èñëî 134. Ýòèì
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çàêîí÷åí ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà.
6-å ïðåîáðàçîâàíèå. Ê 1-ìó óðàâíåíèþ ïðèáàâèëè 3-å óðàâíå-

íèå, óìíîæåííîå íà 4, à êî 2-ìó óðàâíåíèþ ïðèáàâèëè 1-å
óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà 23.

7-å ïðåîáðàçîâàíèå. Ê 1-ìó óðàâíåíèþ ïðèáàâèëè 2-å óðàâíå-
íèå, óìíîæåííîå íà 3.

�3. Ïîëíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé{
a11x1 + a12x2 = h1

a21x1 + a22x2 = h2

, (7)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé A =

(
a11 a12

a21 a22

)
. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ìå-

òîäîì àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, ìû îäíî èç óðàâíåíèé îñòàâëÿåì íåèç-
ìåííûì, à äðóãîå çàìåíÿåì íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óðàâíåíèé:

λ1(a11x1 + a12x2) + λ2(a21x1 + a22x2) = λ1h1 + λ2h2

Ñóòü ìåòîäà àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû â ïî-
ëó÷åííîì óðàâíåíèè îñòàâàëîñü òîëüêî îäíî èç íåèçâåñòíûõ. Íàïðèìåð,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λ1a11 +λ2a21 = 0 áóäåò èñêëþ÷åíî íåèçâåñò-
íîå x2.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ñîñòàâèòü ñðàçó äâå ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèè óðàâíåíèé ñèñòåìû (7), ïåðåõîäÿ òåì ñàìûì ê ñèñòåìå èç äâóõ
îáíîâëåííûõ óðàâíåíèé.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì íàçû-
âàòü ïîëíûì, åñëè â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîå èç óðàâíå-
íèé çàìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èñõîäíûõ óðàâíå-
íèé ñèñòåìû.
×òîáû îáíàðóæèòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè, èìåþùèå ìåñòî ïðè ïîëíîì
ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìû âïðåäü íå áóäåì ñòà-
âèòü ïåðåä ñîáîé öåëè èñêëþ÷åíèÿ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ â ïîëó÷àåìûõ
óðàâíåíèÿõ. Îñóùåñòâëÿÿ ïîëíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (7), ïåðâóþ
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîñòàâèì ñ ïîìîùüþ ïàðû ÷èñåë b11, b12, à âòî-
ðóþ � ñ ïîìîùüþ ïàðû ÷èñåë b21, b22.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
b11(a11x1 + a12x2) + b12(a21x1 + a22x2) = b11h1 + b12h2

b21(a11x1 + a12x2) + b22(a21x1 + a22x2) = b21h1 + b22h2

, (8)

êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:{
(b11a11 + b12a21)x1 + (b11a12 + b12a22)x2 = b11h1 + b12h2

(b21a11 + b22a21)x1 + (b21a12 + b22a22)x2 = b11h1 + b12h2

, (9)

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ëèíåéíûõ
ôóíêöèé y1 = a11x1 +a12x2, y2 = a21x1 +a22x2, îïðåäåëÿåìûõ ìàòðèöàìè-
ñòðîêàìè (a11 a12) è (a21 a22), ñîñòàâëÿþùèìè âìåñòå êâàäðàòíóþ ìàò-

ðèöó A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Òî÷íî òàê æå ëåâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) èìååò âèä:
b11y1 + b12y2

b21y1 + b22y2,
ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ïàðó ëèíåéíûõ ôóíêöèé:

z1 = b11y1 + b12y2, z2 = b21y1 + b22y2,

îïðåäåëÿåìûõ ìàòðèöàìè-ñòðîêàìè (b11 b12) è (b21 b22),

ñîñòàâëÿþùèìè âìåñòå êâàäðàòíóþ ìàòðèöó B =

(
b11 b12

b21 b22

)
.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (9) òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ëèíåéíûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëÿåìûõ ìàòðèöàìè-ñòðîêàìè:
(b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22) è (b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22),
êîòîðûå ñîñòàâëÿþò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

BA =

(
b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22

b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22

)
, (10)

ïîñòðîåííóþ èç ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B. Ýòó ìàòðèöó íàçûâàþò ïðîèç-
âåäåíèåì ìàòðèöû B íà ìàòðèöó A .

Êîíöåíòðèðóÿ ñâîå âíèìàíèå íà ñïîñîáå ïîëó÷åíèÿ êàæäîé ñòðîêè
ìàòðèöû BA, ïîëó÷àåì ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû-ñòðîêè íà êâàä-
ðàòíóþ ìàòðèöó A â âèäå:

(γ1 γ2)

(
a11 a12

a21 a22

)
= (γ1a11 + γ2a21, γ1a12 + γ2a22), (11)
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ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà-ñòðîêà.
Êîíöåíòðèðóÿ ñâî¼ âíèìàíèå íà ñïîñîáå ïîëó÷åíèÿ êàæäîãî ñòîëá-

öà ìàòðèöû BA, ïîëó÷àåì ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû B íà ìàòðèöó-
ñòîëáåö â âèäå: (

b11 b12

b21 b22

)(
q11

q21

)
=

(
b11q1 + b12q2

b21q1 + b22q2

)
, (12)

ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà-ñòîëáåö.
Îñíîâûâàÿñü íà ôîðìóëàõ (11) è (12), âûäåëèì äâà ïîëåçíûõ ïðàâèëà

ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû BA.
Ïðàâèëî ñòðîê: Ñòðîêè ìàòðèöû BA ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ

êàæäîé èç ñòðîê ìàòðèöû B íà ìàòðèöó A ïî ïðàâèëó (11).
Ïðàâèëî ñòîëáöîâ: Ñòîëáöû ìàòðèöû BA ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì óìíî-

æåíèÿ ìàòðèöû B íà êàæäûé èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ïî ïðàâèëó (12).
Âûâîäû.

1. Ââåäåííîå íàìè ïðàâèëî (12) óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (7) â ìàòðè÷íîì âèäå:(

a11 a12

a21 a22

)(
x1

x2

)
=

(
h1

h2

)
èëè êîðîòêî, â âèäå:

AX = H, (13)

ãäå X =

(
x1

x2

)
, H =

(
h1

h2

)
� ìàòðèöû-ñòîëáöû, à ïðàâèëî ïîëíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ìàòðèöû B
ñëåâà íà ðàâåíñòâî (13), ñ ïåðåõîäîì ê ðàâåíñòâó B(AX) = BH. Êîíå÷-
íûì ðåçóëüòàòîì òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

(BA)X = BH, (14)

2. Ìåòîä ïîëíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîá-
ùåíèåì ìåòîäà àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ.

�4. Ëèíåéíûå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Íà ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî ìåòîäó Ãàóññà ñîâåðøåííî
íåîáõîäèìî ïîñìîòðåòü ñ ïîçèöèè ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé, ÷òîáû
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îáíàðóæèòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè. Çàäà÷à î ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíå-
íèé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ âåêòîðíîé ôóíêöèåé âåêòîðíîãî àðãóìåí-
òà A(x̄), îïðåäåëÿåìîé ñîâîêóïíîñòüþ èç n ðàâåíñòâ

y1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn

,

êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
âåêòîðíîãî àðãóìåíòà x̄ = (x1, x2, . . . , xn).

li(x̄) = ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn, i = 1, 2, . . . , n,

îïðåäåëÿåìóþ ìàòðèöåé-ñòðîêîé (ai1, ai2, . . . , ain).
Îïð å ä å ë å í è å. Óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü èç n òàêèõ ôóíê-

öèé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ȳ = A(x̄), äåéñòâóþùèì íà ïðî-
ñòðàíòñâå Rn. Ëèíåéíûé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ,

ñîñòàâëåííîé èç ìàòðèö-ñòðîê ëèíåéíûõ ôóíêöèé li(x̄). Òåïåðü ñèñòå-
ìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå çàäà÷è îá
îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíîãî àðãóìåíòà x̄ ∈ Rn, ïî èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ h̄
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ȳ = A(x̄) èëè â êîìïàêòíîì âèäå A(x̄) = h̄, èëè â
ðàçâ¼ðíóòîì âèäå

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann



x1

x2
...
xn

 =


h1

h2
...
hn

 .

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1) ìû ðàíåå ïðåäñòàâ-
ëÿëè â âèäå çàäà÷è î ðàçëîæåíèè âåêòîðà h̄ = (h1, h2, . . . , hn) ïî áàçèñó,
ñîñòàâëåííîìó èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A (ñì. ôîðìóëó (2)).
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Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíûé îïåðàòîð ȳ = A(x̄) íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííûì, åñëè îí îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó äâóìÿ ýêçåìïëÿðàìè ïðîñòðàíñòâà Rn.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó Ãàóññà ñâÿçàí ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé li(x̄), îáðàçóþùèõ ëèíåéíûé îïåðàòîð â âèäå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ìàòðèö-ñòðîê, îïðåäåëÿþùèõ ýòè ôóíêöèè.

Ïðè ýòîì ìû çàìåòèëè, ÷òî ìàòðèöû-ñòðîêè ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òåì æå
ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, êàê è âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà
Rn.

Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn âîçíèêàåò è
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàí-
ñòâåRn, êîòîðîå íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l(x̄) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåä-
ñòâèÿ èç ðàâåíñòâà âåêòîðîâ â âèäå: ā = h̄ ⇒ l(ā) = l(h̄) èëè â âèäå:
A(x̄) = h̄⇒ l(A(x̄)) = l(h̄).
Åñëè æå ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñðàçó n òàêèõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îá-
ðàçóþùèõ åùå îäèí ëèíåéíûé îïåðàòîð z̄ = B(ȳ) íà Rn, òî ïîëó÷àåìûå
ñëåäñòâèÿ âûãëÿäÿò òàê

ā = h̄⇒ B(ā) = B(h̄)

èëè

A(x̄) = h̄⇒ B(A(x̄)) = B(h̄).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò óæå ðàññìîòðåííîå íàìè ïîëíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì, åñëè
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå z̄ = B(ȳ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçàèìíî - îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ Rn, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì.

Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíûé îïåðàòîð z̄ = C(x̄), ÿâëÿþùèéñÿ ðå-
çóëüòàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
ȳ = A(x̄), z̄ = B(ȳ), íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âèäà
z̄ = B(A(x̄)), à åãî ìàòðèöà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö B è A, îïðåäå-
ëÿþùèõ ëèíåéíûå îïåðàòîðû B(ȳ) è A(x̄), ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. C = BA.

×òîáû îñíîâàòåëüíî, âî âñåõ ïîäðîáíîñòÿõ îñîçíàòü ïðîöåññ ïðèìå-
íåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ ïðåîáðàçóþùèé ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðèâåäåì ðåøåíèå ñëåäóþùåãî óïðàæíåíèÿ.
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Çàäà÷à. Ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé{
3x1 − 4x2 = 7

5x1 + 2x2 = 3
,

1) Ïðèìåíÿÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè l1(ȳ) = 7y1− 6y2, l2(ȳ) = 8y1 + 9y2, îïðå-
äåëÿåìûå ìàòðèöàìè-ñòðîêàìè (7 − 6) è (8 9).
2) Ïðèìåíÿÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð z̄ = B(ȳ), îïðåäåëÿåìûé ìàòðèöåé

B =

(
7 −6
8 9

)
,

ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

B(ȳ) =

(
7 −6
8 9

)(
y1

y2

)
è A(x̄) =

(
3 −4
5 2

)(
x1

x2

)
Ðåøåíèå.
1 ñïîñîá. Îò èñõîäíîé ñèñòåìû A(x̄) = h̄ ïåðåéäåì ê ñèñòåìå óðàâíå-

íèé âèäà {
l1(Ax̄) = l1(h̄)

l2(Ax̄) = l2(h̄)
,

ò.å. 
(7 − 6)

(
3x1 − 4x2

5x1 + 2x2

)
= (7 − 6)

(
7

3

)

(8 9)

(
3x1 − 4x2

5x1 + 2x2

)
= (8 9)

(
7

3

) .

Ïðîèçâåäÿ ïîäðîáíûå äåéñòâèÿ, ïîëó÷àåì{
7(3x1 − 4x2)− 6(5x1 + 2x2) = 7 · 7− 6 · 3
8(3x1 − 4x2) + 9(5x1 + 2x2) = 8 · 7 + 9 · 3

,

{
−9x1 − 40x2 = 31

69x1 − 14x2 = 83
.

2 ñïîñîá. Îò èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé A(x̄) = h̄ ïåðåéäåì ê ýêâè-
âàëåíòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé B(Ax̄) = B(h̄) â âèäå ðàâåíñòâà
(BA)(x̄) = B(h̄), ò.å.((

7 −6
8 9

)(
3 −4
5 2

))(
x1

x2

)
=

(
7 −6
8 9

)(
7
3

)
,
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(
21− 30 −28− 12
24 + 45 −32 + 18

)(
x1

x2

)
=

(
31
83

)
,(

−9 −40
69 −14

)(
x1

x2

)
=

(
31
83

)
,{

−9x1 − 40x2 = 31

69x1 − 14x2 = 83
.

Çàìåòèì òàê æå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû

óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó B1 =

(
1 0
8 9

)
áóäåò ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
3x1 − 4x2 = 7

69x1 − 14x2 = 83
,

à ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó

B2 =

(
7 −6
0 1

)
áóäåò ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
−9x1 − 40x2 = 31

5x1 + 2x2 = 3
,

÷òî èëëþñòðèðóåò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ïî
ìåòîäó àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ.

Óòâ å ðæä å í è å. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l(x̄) è ëèíåéíûé îïåðàòîð
A(x̄) îáëàäàþò î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè:
1) l(x̄1 + x̄2) = l(x̄1) + l(x̄2), A(x̄1 + x̄2) = A(x̄1) + A(x̄2)
2) l(λx̄1) = λl(x̄), A(λx̄) = λA(x̄)

Óòâ å ðæä å í è å. Åñëè ȳ = A(x̄)� íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð, îñóùåñòâëÿþùèé âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà Rn è âåêòîðû ē1, ē2, . . . , ēk (k ≤ n) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è âåê-
òîðû v̄1 = A(ē1), v̄2 = A(ē2), . . . , v̄k = A(ēk) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè ëèíåéíûõ ôóíê-
öèé, ìû ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ, îáíàðóæèâàÿ ñëåäñòâèåì ëèíåéíóþ çà-
âèñèìîñòü âåêòîðîâ ē1, ē2, . . . , ēk.
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�5. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ

âåêòîðà ïî áàçèñó.

Ïóñòü v̄1, v̄2, . . . , v̄k � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
Îïð å ä å ë å í è å.Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

âåêòîðîâ v̄1, v̄2, . . . , v̄k íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ýòîé ñèñòåìû, îáî-
çíà÷àåìîé ñèìâîëîì < v̄1, v̄2, . . . , v̄k >.

Îïð å ä å ë å í è å.ÌíîæåñòâîB n-ìåðíûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Rn, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû v̄1, v̄2 âåêòîðîâ
ýòîãî ìíîæåñòâà âåêòîð v̄ = λ1v̄1 + λ2v̄2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ýòîãî æå
ìíîæåñòâà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ λ1, λ2 ∈ R. Òàêîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà
B íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì åãî çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ åãî ýëåìåíòîâ.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ < v̄1, v̄2, . . . , v̄k > ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ïðîñòðàíñòâà Rn, òàê êàê ýòî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ.

Ïîäïðîñòðàíñòâî B âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ k-ìåðíûì, åñëè ìàêñèìàëü-
íàÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñî-
ñòîèò èç k âåêòîðîâ, îáðàçóÿ åãî áàçèñ.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ
ā = (1; 3;−3;−4), b̄ = (2; 1;−1; 2), c̄ = (8; 9;−9;−2), d̄ = (5; 5;−5; 0).

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé ñòàíóò âåêòîðû
ā, b̄, c̄, d̄, è ïðåîáðàçóåì åå ïî ñõåìå Ãàóññà

1 3 −3 −4
2 1 −1 2
8 9 −9 −2
5 5 −5 0

 ∼


1 3 −3 −4
0 −5 5 10
0 −15 15 30
0 −10 10 20

 ∼


1 3 −3 −4
0 −5 5 10
0 0 0 0
0 0 0 0

.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà âåêòîðîâ ā, b̄−2ā îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè
òàê æå, êàê è ïàðà âåêòîðîâ ā, b̄, à ñàìà ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ
äâóìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Èç ðàâåíñòâ c̄−2ā−3b̄ = 0, d̄− ā−5b̄ = 0, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ
c̄ è d̄ ïî áàçèñó ā,b̄ : c̄ = 2ā+ 3b̄, d̄ = ā+ 5b̄. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî óñïåøíî
èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé.
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Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, çàäà÷à î ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = h1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = h2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = hn

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå çàäà÷è î ðàçëîæåíèè âåêòîðà
h̄ = (h1, h2, . . . , hn) ïî áàçèñó, ñîñòàâëåííîãî èç âåêòîðîâ
ā1 = (a11, a21, . . . , an1), ā2 = (a12, a22, . . . , an2), . . . , ān = (a1n, a2n, . . . , ann)

x1ā1 + x2ā2 + . . .+ xnān = h̄

Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ïóò¼ì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû
âåêòîðîâ ā1, ā2, . . . , ān, h̄ ïî ñõåìå ìåòîäà Ãàóññà.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ïóò¼ì ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ñèñòåìó óðàâíåíèé
x1 − 4x2 + 3x3 = 2

2x1 − 5x2 + 7x3 = 13

3x1 − 16x2 + 6x3 = 14

.

Ðåøåíèå. Çàäàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå:
x1ā1 + x2ā2 + x3ā3 = h̄, ãäå ā1 = (1; 2; 3), ā2 = (−4;−5;−16), ā3 = (3, 7, 6),
h̄ = (2; 13; 14). Ðàñïîëîæèì ýòè âåêòîðû â âèäå ñòðîê ìàòðèöû

ā1 = (1; 2; 3)

ā2 = (−4;−5;−16)

ā3 = (3, 7, 6)

h̄ = (2; 13; 14)

.

Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó âåêòîðîâ ïî ñõåìå Ãàóññà, îáðàçóÿ ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ñ íóëåâîé ïåðâîé êîìïîíåíòîé

ā2 + 4ā1 = (0; 3;−4)

ā3 − 3ā1 = (0; 1;−3)

h̄− 2ā1 = (0; 9; 8)

.
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Èç ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ òàê æå îáðàçóåì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñ íó-
ëåâîé âòîðîé êîìïîíåíòîé{

ā2 + 4ā1 − 3(ā3 − 3ā1) = (0; 0; 5)

h̄− 2ā1 − 9(ā3 − 3ā1) = (0; 0; 35)
.

Ïîëó÷åííûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëëèíåàðíûå
âåêòîðû. Íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ êîëëèíåàðíîñòè ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
7(13ā1+ā2−3ā3) = h̄+25ā1−9ā3, èç êîòîðîãî íàõîäèì èñêîìîå ðàçëîæåíèå
h̄ = 66ā1 + 7ā2 − 12ā3 è âìåñòå ñ ýòèì � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé:
x1 = 66, x2 = 7, x3 = −12.

Ê äîñòîèíñòâàì ýòîãî ìåòîäà ìîæíî îòíåñòè îòñóòñòâèå îáðàòíîãî
õîäà è íàãëÿäíîñòü ïðîèçâîäèìûõ îïåðàöèé.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Ãàóññà îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ìàòðèöàìè-ñòðîêàìè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, â òî
âðåìÿ êàê ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó îñíîâàí íà
ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
Ïîëåçíî åù¼ ðàç îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ëèíåéíûé
îïåðàòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äâóõ âèäàõ: â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè,
ñîñòàâëåííîé èç n âåêòîðîâ, à òàê æå â â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èç
n ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îáðàçóþùåãî ëèíåéíûé îïåðàòîð

y1

y2
...
yn

 = x1


a11

a21
...
an1

+ x2


a12

a22
...
an2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n
...
ann

,

y1

y2
...
yn

 =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann



x1

x2
...
xn

.
Ýòî î÷åðåäíîé ðàç ïîä÷åðêèâàåò ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûì âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì Rn è ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà Rn.
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�6. Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ïàðà ñîïðÿæåí-

íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ.

Ñëåäóÿ ìåòîäó àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, äëÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = h1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = h2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = hn

(15)

ïîñòàâèì çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé ïîçâîëèò ñðàçó îïðåäåëèòü íåèçâåñò-
íîå x1. Äëÿ ýòîãî 1-å óðàâíåíèå óìíîæèì íà γ1, 2-å � íà γ2,..., n-å �
íà γn. Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû è, òðåáóÿ îò ÷èñåë γi
âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ

a11γ1 + a21γ2 + . . .+ an1γn = 1

a12γ1 + a22γ2 + . . .+ an2γn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1nγ1 + a2nγ2 + . . .+ annγn = 0

, (16)

ïîëó÷èì íåèçâåñòíîå x1 â âèäå:

x1 = γ1h1 + γ2h2 + . . .+ γnhn. (17)

Îïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (16), îïðåäåëÿåìàÿ ìàòðèöåé
AT , ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû A èñõîäíîé ñèñòåìû,
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé, ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûé îïåðàòîð � ñîïðÿ-
æåííûì, à ìàòðèöà AT � òðàíñïîíèðîâàííîé.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (17) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ëèíåé-
íîé ôóíêöèè Γ(ȳ) = γ1y1 +γ2y2 +. . .+γnyn, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì
(16) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (15).

Êîðîòêî ïðîöåäóðà ïðèìåíåíèÿ ýòîé ôóíêöèè âûãëÿäèò òàê: Γ(Ax̄) =
Γ(h̄). È åñëè â êà÷åñòâå ìàòðèöû-ñòðîêè ëèíåéíîé ôóíêöèè âçÿòü ðåøå-
íèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ AT γ̄ = δ̄1, ãäå
δ̄1 = (1, 0, · · · , 0)T , òî ïîëó÷àåì íåèçâåñòíîå x1 = Γ(h̄).

Íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâå Rn,
ââåäåì îïåðàöèè:
(λΓ)(ȳ) = λΓ(ȳ), (Γ1 + Γ2)(ȳ) = Γ1(ȳ) + Γ2(ȳ).
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Îïð å ä å ë å í è å.Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
ïðîñòðàíñòâå Rn, íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì è
îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Rn∗.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîïðÿæåííûì ëèíåéíîìó îïåðàòîðó AT (x̄) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûé îïåðàòîð A(x̄) à ñîïðÿæåííûì âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó Rn∗

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn.
Ïîýòîìó óìåñòíî ãîâîðèòü î ïàðå ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ Rn è Rn∗

è ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ A(x̄) è AT (ȳ).
Ïðè ýòîì âåñüìà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ

Óòâ å ðæä å í è å. Ñèñòåìà óðàâíåíèé A(x̄) = h̄, x̄, h̄ ∈ Rn èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé AT (ȳ) = q̄, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ãäå ȳ, q̄ ∈ Rn∗.

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìàòðèö-ñòîëáöîâ
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ìàòðèö-ñòðîê è
îáðàòíî.

Îïð å ä å ë å í è å. Ðàíãîì ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ȳ = A(x̄),
x̄ ∈ Rn, ȳ ∈ Rm íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìàòðèö-ñòðîê
(ìàòðèö-ñòîëáöîâ).

�7. Ïàðà âçàèìíî îáðàòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà

ïðîñòðàíñòâå Rn. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà è åå íàõîæäåíèå

ïî ìåòîäó Ãàóññà.

Ïðîäîëæàÿ èäåþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (15), ïðåäñòàâëåííóþ
ðàâåíñòâîì (17), ïîäâåðãíåì å¼ ïîëíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïðèìåíåíèåì
ëèíåéíûõ ôóíêöèé Γi(ȳ) = γi1y1 + γi2y2 + . . . + γinyn, i = 1, 2, . . . , n, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:
AT γ̄i = δ̄i, ãäå δ̄1 = {1, 0, . . . , 0}, δ̄2 = {0, 1, . . . , 0}, . . ., δ̄n = {0, 0, . . . , 1}.
Òîãäà ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû (15) â âèäå:

xi = γi1h1 + γi2h2 + . . .+ γinhn, i = 1, 2, . . . , n. (18)

Âûðàæàÿñü èíà÷å, ìû ïîäâåðãëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (15) ïîëíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ ïóò¼ì óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðèöó

A−1 =


γ11 γ12 . . . γ1n

γ21 γ22 . . . γ2n

. . . . . . . . . . . .
γn1 γn2 . . . γnn

 ,
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Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò â âèäå öåïî÷êè ðàâåíñòâ:
A−1(Ax̄) = A−1h̄, (A−1A)x̄ = A−1h̄, x̄ = A−1h̄. Ââîäÿ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó
E â âèäå

E =


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1

 ,

ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó A−1A = E. Îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
îáëàäàåò õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì: AE = EA = A.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàòðèöà A−1, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
A−1A = E, íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå A.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöû A è A−1 îïðåäåëÿþò ïàðó âçàèìíî îáðàòíûõ
îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå Rn, ò.å. A−1A = AA−1 = E.
Ðàâåíñòâî AA−1 = E ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó ïî ìåòîäó
Ãàóññà, èáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n ñèñòåì óðàâíåíèé

Ax̄i = δ̄i, i = 1, 2, . . . , n, (19)

ãäå δ̄1 =


1
0
...
0

, δ̄2 =


0
1
...
0

, . . ., δ̄n =


0
0
...
1

 .

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïî ìåòîäó Ãàóññà ñ ïîìîùüþ
îáðàòíîé ìàòðèöû 

x1 − x2 + 2x3 = 5

3x1 − 2x3 = −3

2x1 − x2 + x3 = 3

.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ñðàçó âñå n ñèñòåì óðàâíåíèé (19) â âèäå ñîñòàâ-
íîé ìàòðèöû, êîòîðóþ ïðåîáðàçóåì ïî ìåòîäó Ãàóññà: 1 −1 2 1 0 0

3 0 −2 0 1 0
2 −1 1 0 0 1

 ∼
 1 −1 2 1 0 0

0 −3 8 3 −1 0
0 −1 3 2 0 −1

 ∼
∼

 1 −1 2 1 0 0
0 −1 3 2 0 −1
0 −3 8 3 −1 0

 ∼
 1 −1 2 1 0 0

0 1 −3 −2 0 1
0 0 1 3 1 −3
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Ìû çàâåðøèëè ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óæå ïîëó-
÷åíà 3-ÿ ñòðîêà îáðàòíîé ìàòðèöû. Âî èçáåæàíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îøè-
áîê, ìû ïðèîñòàíîâèì ïðîöåññ è ïðîâåðèì ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åíèÿ ýòîé
ñòðîêè. Ïðè ýòîì ìû áóäåì èñõîäèòü èç ñìûñëà êàæäîé ñòðîêè îáðàòíîé
ìàòðèöû, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ôîðìóëîé (18). Ýòà ôîðìóëà ïðåäëàãàåò
èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ 3-þ ñòðîêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíîãî x3

ïî ìåòîäó àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ñîãëàñíî ñõåìå:

+


x1 − x2 + 2x3 = 5 (3)

3x1 − 2x3 = −3 (1)

2x1 − x2 + x3 = 3 (3)

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò
âèä: 0 · x1 + 0 · x2 + 1 · x3 = 3, ò.å. x3 = 3.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Íàëè÷èå êîýôôèöèåíòîâ 0,0,1 ïðè íåèçâåñòíûõ
x1, x2, x3 â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü íàõîæ-
äåíèÿ 3-é ñòðîêè ìàòðèöû A−1. Îñóùåñòâëÿÿ îáðàòíûé õîä ïî ìåòîäó
Ãàóññà, ñíà÷àëà ïîëó÷àåì 2-þ ñòðîêó ìàòðèöû A−1, à ïîòîì è 1-þ.

∼

 1 −1 0 −5 −2 6
0 1 0 7 3 −8
0 0 1 3 1 −3

 ∼
 1 0 0 2 1 −2

0 1 0 7 3 −8
0 0 1 3 1 −3


Ïîïóòíî ïðîâåðÿåì ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ îñòàëüíûõ ñòðîê, îïðåäå-
ëÿÿ çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåèçâåñòíûõ ñîãëàñíî ñõåìå ìåòîäà àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ:

+


x1 − x2 + 2x3 = 5 (7)

3x1 − 2x3 = −3 (3)

2x1 − x2 + x3 = 3 (−8)

+


x1 − x2 + 2x3 = 5 (2)

3x1 − 2x3 = −3 (1)

2x1 − x2 + x3 = 3 (−2)

Ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî:
0 · x1 + 1 · x2 + 0 · x3 = 2, ò.å. x2 = 2 è 1 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 = 1, ò.å. x1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 =

2 1 −2
7 3 −8
3 1 −3

 è

ðåøåíèå çàäà÷è: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.
Ç àì å ÷ à í è å 2.Ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, óñòà-

íîâëåíèåì ðàâåíñòâà A−1A = E, çäåñü áûëà îñóùåñòâëåíà â ïðîöåññå
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ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïóòåì ïðîâåðêè ðàâåíñòâ Γ1A = (1, 0, 0),
Γ2A = (0, 1, 0), Γ3A = (0, 0, 1), ãäå Γi � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A−1, i = 1, 2, 3.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü ñèñòåìó ïóòåì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû
x1 − 3x2 + 2x3 = −1

2x1 − 5x2 + 3x3 = −1

3x1 − 3x2 + 7x3 = 10
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ñîñòàâíóþ ìàòðèöó ïî ìåòîäó Ãàóññà: 1 −3 2 1 0 0

2 −5 3 0 1 0
3 −3 7 0 0 1

 ∼
 1 −3 2 1 0 0

0 1 −1 −2 1 0
0 6 1 −3 0 1

 ∼
∼

 1 −3 2 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
0 0 7 9 −6 1

 ∼
Äëÿ îáëåã÷åíèÿ îáðàòíîãî õîäà ïî ìåòîäó Ãàóññà óìíîæèì

1-þ è 2-þ ñòðîêè ñîñòàâíîé ìàòðèöû íà 7, ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæèì ïðîöåññ
ïðåîáðàçîâàíèÿ

∼

 7 −21 14 7 0 0
0 7 −7 −14 7 0
0 0 7 9 −6 1

 ∼
 7 −21 0 −11 12 −2

0 7 0 −5 1 1
0 0 7 9 −6 1

 ∼
∼

 7 0 0 −26 15 1
0 7 0 −5 1 1
0 0 7 9 −6 1


Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî õîäà ìû èìåëè âîçìîæíîñòü ïðî-

âåðÿòü ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñòðîê ìàòðèöû

A
′

=

−26 15 1
−5 1 1
9 −6 1

 òàê æå, êàê è ïðè ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Ïðè ýòîì áóäóò ïîëó÷åíû ðàâåíñòâà: 7x3 = 7, 7x2 = 14, 7x1 = 21. Òàêèì
îáðàçîì, x1 = 3, x2 = 2, x3 = 1 � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Êàê âèäíî, ìàòðèöà A
′
íåêîòîðûì îáðàçîì âûïîëíÿåò ôóíêöèþ îá-

ðàòíîé ìàòðèöû, èáî A
′
A = 7E. Ñëåäîâàòåëüíî,

A−1 =
1

7

−26 15 1
−5 1 1
9 −6 1

 � îáðàòíàÿ ìàòðèöà.
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�8. Òåîðåìà Êðàìåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé.

Ôîðìóëèðîâêà è âûâîä òåîðåìû Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìû èç 3-õ óðàâ-
íåíèé, à òàê æå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé 3-ãî ïîðÿëêà èçëîæåíû â 1-îé
ãëàâå. Çäåñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, à òàê æå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé ìû ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü ïðåäëîæåííûé â 1-îé
ãëàâå ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç 4-õ óðàâíåíèé ñ 4-ìÿ íåèçâåñòíûìè,
òî ïðè îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíîãî x1 äëÿ îïðåäåëèòåëÿ 4-ãî ïîðÿäêà ìû
ïîëó÷èì ôîðìóëó:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣∣
a22 a23 a24

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣+
+a31

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a22 a23 a24

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣− a41

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a22 a23 a24

a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ôîðìóëû íàì ïîíàäîáèëèñü ñâîé-

ñòâà îïðåäåëèòåëåé 3-ãî ïîðÿäêà, ñôîðìóëèðîâàííûå â 1-îé ãëàâå.
Òàêîé ðåçóëüòàò è èíäóêòèâíûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì äëÿ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1jxj + . . .+ a1nxn = h1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2jxj + . . .+ a2nxn = h2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ anjxj + . . .+ annxn = hn

ââåñòè
Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëî, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑
i=1

aijAij, j = 1, 2, . . . , n, (20)

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà, ãäå Aij = (−1)i+jMij,
Mij � îïðåäåëèòåëü (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìûé èç èñõîäíîãî ïóòåì
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óäàëåíèÿ i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà (òàêîé îïðåäåëèòåëü íàçûâàþò ìè-
íîðîì ýëåìåíòà aij).

Ðàâåíñòâî (20) íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì
j-ãî ñòîëáöà.

Îïð å ä å ë å í è å. Ðàâåíñòâî

∆′ =
n∑
i=1

a1jA1j, A1j = (−1)1+jM1j. (21)

íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè.
Ïðåæäå ÷åì âûâîäèòü ôîðìóëû Êðàìåðà, íàì ñíà÷àëà íåîáõîäèìî

äîêàçàòü ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå óòâåðæäàåò ñëå-
äóþùàÿ

Òå î ð åì à .
1) Âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñòîëáöà, ïî êîòîðîìó
ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå.
2) Îïðåäåëèòåëü ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýëåìåíòàì 1-é ñòðîêè, ò.å. ∆

′
= ∆.

3) Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíÿåò åãî çíà÷åíèÿ.
4) Ïðè óìíîæåíèè êàæäîãî ýëåìåíòà j-ãî ñòîëáöà (j = 1, 2, . . . , n) íà îäíî
è òî æå ÷èñëî âåñü îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà ýòî æå ñàìîå ÷èñëî.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû, íàì ïîíàäî-
áèòñÿ

Îïð å ä å ë å í è å. Ìèíîðîì ïàðû ýëåìåíòîâ aij, akl îïðåäåëèòåëÿ
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì Mkl

ij , ïîëó÷àåìûé èç
èñõîäíîãî ïóòåì óäàëåíèÿ i-îé è k-îé ñòðîê è j-ãî è l-ãî ñòîëáöîâ.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ï. 1 òåîðåìû ëåæèò ñëåäóþùàÿ
Ëåììà . Çíàê ïåðåä ìèíîðîì ïàðû ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîì

ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî j-ìó è l-ìó ñòîëáöàì íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïîðÿäêà ýòèõ ðàçëîæåíèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
j < l.

1) Ïóñòü i < k è ïóñòü ðàçëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî j-ìó ñòîëáöó.
Òîãäà ïåðåä ìèíîðîì ýëåìåíòà aij áóäåò çíàê (−1)i+j. Â ïîëó÷åííûõ ïî-
ñëå 1-ãî ðàçëîæåíèÿ ìèíîðàõ l-ûé ñòîëáåö òåïåðü áóäåò(l − 1)-ì, à k-àÿ
ñòðîêà ñòàíåò (k − 1)-îé. Òîãäà ïåðåä ìèíîðîì Mkl

ij ïàðû ýëåìåíòîâ aij,
akl áóäåò çíàê (−1)i+j · (−1)k−1+l−1 = (−1)i+j+k+l.

Ïóñòü òåïåðü 1-îå ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî l-ìó
ñòîëáöó. Òîãäà ïåðåä ìèíîðîì ýëåìåíòà akl áóäåò çíàê (−1)k+l. Â ïîëó-
÷åííûõ ïîñëå 1-ãî ðàçëîæåíèÿ ìèíîðàõ j-é ñòîëáåö îñòàíåòñÿ j-ì, i-àÿ
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ñòðîêà � i-îé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåä ìèíîðîì ïàðû ýëåìåíòîâ áóäåò çíàê
(−1)k+l · (−1)i+j = (−1)i+j+k+l,
ò.å. çíàê ïîëó÷èòñÿ òàêîé æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

2) Ïóñòü i > k è 1-å ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî j-ìó
ñòîëáöó. Òîãäà ïåðåä ìèíîðîì ýëåìåíòà aij áóäåò çíàê (−1)i+j, à ïåðåä
ìèíîðîì Mkl

ij ïàðû ýëåìåíòîâ aij, akl áóäåò çíàê (−1)i+j · (−1)k+l−1, èáî
òåïåðü k-àÿ ñòðîêà îñòàëàñü k-îé.

Åñëè æå 1-îå ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ áóäåò îñóùåñòâëåíî ïî l-ìó
ñòîëáöó, òî ïåðåä ìèíîðîìMkl

ij ïàðû ýëåìåíòîâ aij, akl áóäåò çíàê (−1)k+l·
(−1)i−1+j, èáî i-ÿ ñòðîêà ñòàíåò (i− 1)-é.
Ìû ñíîâà íàáëþäàåì ñîâïàäåíèå çíàêîâ ïðè ìèíîðàõ ïàðû ýëåìåíòîâ,
÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû . Äîêàçàòåëüñòâî ï. ï. 1, 2 îñó-
ùåñòâèì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâàíèå èíäóêöèè óñòàíîâëåíî â 6-îì ïàðàãðàôå 1-îé
ãëàâû, êîãäà ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî îïðåäåëèòåëè 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêîâ
óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì 1-4.

Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ïóíêòû 1-4 òåî-
ðåìû âûïîëíåíû äëÿ âñåõ îïðåäåëèòåëåé äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Â èíäóêòèâíîì ïåðåõîäå íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî
1) îïðåäåëèòåëü n+1-ãî ïîðÿäêà, ðàçëîæåííûé ïî ýëåìåíòàì j-ãî ñòîëá-
öà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàçëîæåííûì ïî ýëåìåíòàì l-ãî ñòîëáöà;
2) òðàíñïîíèðîâàííûé îïðåäåëèòåëü n+ 1-ãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ èñõîä-
íûì îïðåäåëèòåëåì n+ 1-ãî ïîðÿäêà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï. 1. Îòìåòèì â íà÷àëå, ÷òî ìèíîðû â ðàçëî-
æåíèè îïðåäåëèòåëÿ n+1-ãî ïîðÿäêà ïî ýëåìåíòàì j-ãî èëè l-ãî ñòîëáöîâ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïðåäåëèòåëè n-ãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ, ñîãëàñíî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñâîéñòâî 1 âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü âñå ìèíîðû n-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå â ðàçëîæåíèè ïî ýëå-
ìåíòàì l-ãî ñòîëáöà, ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì áûâøåãî j-ãî ñòîëáöà, à âñå
ìèíîðû n-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå â ðàçëîæåíèè ïî ýëåìåíòàì j-ãî ñòîëá-
öà, ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì áûâøåãî l-ãî ñòîëáöà. Ñîãëàñíî äîêàçàííîé
ëåììå, ìû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùèå ðàçëîæå-
íèÿ, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 1-ãî ïóíêòà òåîðåìû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï. 2. Çàìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè îïðåäåëè-
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òåëÿ ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè

∆′ =
n+1∑
j=1

(−1)1+ja1jM1j, (22)

à òàê æå â ðàçëîæåíèè ïî ýëåìåíòàì 1-ãî ñòîëáöà

∆ =
n+1∑
i=1

(−1)i+1ai1Mi1, (23)

ïåðâûå ñëàãàåìûå ñîâïàäàþò.
Ìèíîðû M1j â ôîðìóëå (22) ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì 1-ãî ñòîëáöà

M1j =
n+1∑
i=2

(−1)i+1ai1M
i1
1j , (24)

à ìèíîðû Mi1 â ôîðìóëå (23) ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè

Mi1 =
n+1∑
j=2

(−1)j+1a1jM
1j
i1 . (25)

Òàê êàê M1j
i1 = M i1

1j , òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (24) è (25) â
ôîðìóëû (22) è (23) ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììû ∆ è ∆′ ñîñòîÿò
èç îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü â ï. 2 òåîðåìû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï. 3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü ïîä-
âåðãíóòü îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ, à ïîòîì ðàçëîæèòü ïî ýëåìåíòàì
1-ãî ñòîëáöà è ïîëó÷åííûå â ðàçëîæåíèè ìèíîðû n-ãî ïîðÿäêà ñíîâà
òðàíñïîíèðîâàòü (ýòî íàì ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè),
òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì 1-îé
ñòðîêè, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï. 4. Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü, îòëè÷àþùèé-
ñÿ îò èñõîäíîãî òîëüêî òåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû 1-ãî ñòîëáöà óìíîæåíû
íà îäíî è òî æå ÷èñëî k, è ðàçëîæèì ïîëó÷åííûé, à òàê æå èñõîäíûé
îïðåäåëèòåëè ïî ýëåìåíòàì 1-ãî ñòîëáöà. Ïîñëåäóþùåå ñðàâíåíèå ýòèõ
ðàçëîæåíèé è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ï. 4 òåîðåìû.

Òå î ð åì à Êð àì å ð à . Ñèñòåìà óðàâíåíèé
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1jxj + . . .+ a1nxn = h1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2jxj + . . .+ a2nxn = h2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ anjxj + . . .+ annxn = hn

(26)

77



èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ. Ïðè
ýòîì ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

xj =
∆j

∆
, j = 1, 2, . . . , n, (27)

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, ∆j � îïðåäåëèòåëü, îáðàçîâàííûé ïóòåì
çàìåíû j-ãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ ∆ íà ñòîëáåö èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (26).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ìåòîäîì èíäóêöèè ïî ÷èñëó n óðàâ-
íåíèé. Îòìåòèì, ÷òî áàçà èíäóêöèè óæå óñòàíîâëåíà â 6-ì ïàðàãðàôå
1-îé ãëàâû.

Âûäâèãàÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, ñ÷èòàåì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû èç íå áîëåå ÷åì n− 1 óðàâíåíèé.

Òåïåðü äëÿ âûâîäà ôîðìóë Êðàìåðà (27), äîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (26), óìíîæèì 1-îå óðàâíåíèå íà íåêîòîðîå ÷èñëî A1j,
2-îå � íà A2j è ò. ä., íàêîíåö, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå óìíîæèì íà ÷èñ-
ëî Anj è ñëîæèì âñå ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì íàì íåîáõîäèìî
âûáðàòü ÷èñëà Aij òàê, ÷òîáû â ïîëó÷åííîì ïîñëå ñëîæåíèÿ óðàâíåíèè
áûëè èñêëþ÷åíû âñå íåèçâåñòíûå, êðîìå xj. Äëÿ ýòîãî ìû ïîòðåáóåì,
÷òîáû ÷èñëà A1j óäîâëåòâîðÿëè îäíîðîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

a11A1j + a21A2j + . . .+ an1Anj = 0

a12A1j + a22A2j + . . .+ an2Anj = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1,j−1A1j + a2,j−1A2j + . . .+ an,j−1Anj = 0

a1,j+1A1j + a2,j+1A2j + . . .+ an,j+1Anj = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1nA1j + a2nA2j + . . .+ annAnj = 0

(28)

Òîãäà äëÿ íåèçâåñòíîãî xj ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

(a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj)xj = h1A1j + . . .+ hnAnj. (29)

Ïîëàãàÿ ÷èñëî Anj ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì, ðåøèì ñèñòåìó (28) èç
n− 1 óðàâíåíèé ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

Akj =
∆k

∆0

, k = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . , n− 1, (30)
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ãäå

∆0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 . . . ak1 . . . an−1,1

a12 a22 . . . ak2 . . . an−1,2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1,j−1 a2,j−1 . . . ak,j−1 . . . an−1,j−1

a1,j+1 a2,j+1 . . . ak,j+1 . . . an−1,j+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . akn . . . an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆k � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èç îïðåäåëèòåëÿ ∆0 ïóòåì çàìåíû k-ãî
ñòîëáöà íà ñòîëáåö èç ÷èñåë
−an1Anj, −an2Anj, . . ., −an,j−1Anj, −an,j+1Anj, . . . ,−annAnj.
Îïðåäåëèòåëü ∆0 ïîäâåðãíåì îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïîñëå ÷åãî çà-
ìåòèì, ÷òî ÷èñëî ∆0 ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ìèíîðà ýëåìåíòà anj îïðå-
äåëèòåëÿ ñèñòåìû (26), òî åñòü èìååì ðàâåíñòâî

∆0 = Mnj. (31)

Â îïðåäåëèòåëå ∆k âûíåñåì ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü −Anj èç k-ãî ñòîëá-
öà, à ñòîëáåö èç ýëåìåíòîâ an1, an2, . . ., ann ïîñðåäñòâîì n−1−k ïåðåìåí
ìåñò ñ ñîñåäíèìè ñòîëáöàìè ïåðåíåñåì âïðàâî íà n − 1-óþ ïîçèöèþ è,
ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì îïðåäåëèòåëü ïîäâåðãíåì îïåðàöèè òðàíñïî-
íèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ∆k ïåðåìåíèò çíàê n−1−k ðàç è ïðèìåò
âèä:

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n

a21 a22 . . . a2,j−1 a2,j+1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak−1,1 ak−1,2 . . . ak−1,j−1 ak−1,j+1 . . . ak−1,n

ak+1,1 ak+1,2 . . . ak+1,j−1 ak+1,j+1 . . . ak+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(−1)n−k−2 · Anj,

÷òî îçíà÷àåò ∆k = Mkj · (−1)n−k−2 · Anj. Ïîëàãàÿ Anj = (−1)n+j ·Mnj,
ïîëó÷àåì ∆k = Mkj · (−1)2n−2−k+j ·Mnj. Îäíàêî (−1)2m−k = (−1)2m−k ·
(−1)2k = (−1)k. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

∆k = (−1)k+j ·Mkj ·Mnj. (32)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (31) è (32) ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû (28)

Akj = (−1)k+j ·Mkj, k = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . , n− 1.
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Òåïåðü óðàâíåíèå (29) ïðèíèìàåò âèä:

((−1)1+ja1jM1j + (−1)2+ja2jM2j + . . .+ (−1)n+janjMnj)xj =

= (−1)1+jh1M1j + (−1)2+jh2M2j + . . .+ (−1)n+jhnMnj. (33)

Íî ìíîæèòåëü ïåðåä íåèçâåñòíûì xj â ðàâåíñòâå (33) � ýòî íè÷òî
èíîå, êàê ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆ ñèñòåìû óðàâíåíèé (26) ïî ýëå-
ìåíòàì j-ãî ñòîëáöà, à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (33) � ýòî ðàçëîæåíèå
îïðåäåëèòåëÿ ∆j n-ãî ïîðÿäêà ïî ýëåìåíòàì h1, h2, . . ., hn j-ãî ñòîëáöà.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (33) ïðèíèìàåò âèä: ∆ · xj = ∆j, ò. å.

xj =
∆j

∆
, j = 1, 2, . . . , n, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Êðàìåðà.
Ç àì å ÷ à í è è å . Èç ïðîöåññà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êðàìåðà (ñì.

ôîðìóëû (28) è (29)) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà-ñòðîêà 1
∆

(A1j, A2j, . . . , Anj)
âûïîëíÿåò ðîëü j-é ñòðîêè îáðàòíîé ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (26).
Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

A−1 =
1

det(A)


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 .

�9. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ
ā = (a1, a2, . . . , an), b̄ = (b1, b2, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå
ñèìâîëîì (ā, b̄) è îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâèëó

(ā, b̄) = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (ā, ā) ≥ 0, ïðè÷åì (ā, ā) = 0 òîëüêî åñëè
ā = 0.

Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëî |ā|, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó |ā| =
√

(ā, ā)
íàçûâàåòñÿ äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà ā.

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðû ā è b̄ íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè
(ā, b̄) = 0.

Åñëè ëþáûå äâà âåêòîðà èç ñèñòåìû âåêòîðîâ ū1, ū2, . . . , ūk îðòîãî-
íàëüíû, òî òàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.
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Ïðèìåð. Ñèñòåìà âåêòîðîâ ē1 = (1, 0, . . . , 0), ē2 = (0, 1, 0, . . . , 0),
ēn = (0, . . . , 0, 1) îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, èáî
(ēi, ēj) = 0 åñëè i 6= j è |ēi| = 1, i = 1, . . . , n.

Óòâ å ðæä å í è å. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ
ū1, ū2, . . . , ūk, k ≤ n ïðîñòðàíñòâà Rn ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â âèäå ðàâåíñòâà
ūk = λ1ū1 + λ2ū2 + . . .+ λk−1 ¯uk−1, óìíîæèì åãî ñêàëÿðíî íà âåêòîð
ūj(j 6= k). Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, è âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèÿìè îðòîãîíàëü-
íîñòè ïîëó÷èì λj(ūj, ūj) = 0, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî λj = 0,
j = 1, 2, . . . , k − 1, ñâèäåòåëüñòâóÿ î ïðîòèâîðå÷èè.

Ïóñòü ē1
′, ē2

′, . . . , ēn
′ � êàêîé-ëèáî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn. Òî-

ãäà ðàâåíñòâî
x̄ = x1ē1

′ + x2ē2
′ + . . .+ xnēn

′

íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x̄ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó, ïðè-
÷åì ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïèôàãîðà:

|x̄|2 = x1
2 + x2

2 + . . .+ xn
2.

Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé òð¼õ âåêòîðîâ.

Çàäà÷à. Ïóñòü âåêòîðû v̄1 è v̄2 îðòîãîíàëüíû, à ñèñòåìà âåêòîðîâ
v̄1, v̄2, w̄ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ïðè÷åì âåêòîð w̄ íå îðòîãîíàëåí âåêòîðàì
v̄1 è v̄2. Ïîñòðîèòü âåêòîð v̄3 îðòîãîíàëüíûé âåêòîðàì v̄1 è v̄2, ïðè÷åì
v̄3 ∈< v̄1, v̄2, w̄ >.

Ðåøåíèå. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìûì
áóäåò âåêòîð v̄3 = w̄−(λ1v̄1+λ2v̄2), åñëè ÷èñëà λ1 è λ2 îïðåäåëÿòü èç óñëî-
âèé: (v̄3, v̄i) = 0, i = 1, 2, ò.å. (w̄−λ1v̄1−λ2v̄2, v̄i) = 0, (w̄, v̄i)−λi(v̄i, v̄i) = 0,

λi =
(w̄, v̄i)

|v̄i|2
, i = 1, 2.

Ðèñ. 22.
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È òîãäà ïîëó÷àåì èñêîìûé âåêòîð â âèäå:

v̄3 = w̄ −
(

(w̄, v̄1)

|v̄1|2
v̄1 +

(w̄, v̄2)

|v̄2|2
v̄2

)
,

êîòîðûé íàçûâàþò ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïîäïðîñòðàíñòâó < v̄1, v̄2 >.

Â ñâîþ î÷åðåäü, âåêòîð ū =
(w̄, v̄1)

|v̄1|2
v̄1+

(w̄, v̄2)

|v̄2|2
v̄2 íàçûâàþò îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèåé âåêòîðà w̄ íà ïîäïðîñòðàíñòâî < v̄1, v̄2 >, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ âåêòîðà w̄, ò.å. ðåøåíèåì ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè:

|w̄ − (λ1v̄1 + λ2v̄2)| → min.

Ââåäåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ (x̄, ȳ) =
n∑
i=1

xiyi ïðåäîñòàâëÿåò íàì óäîáíóþ

ôîðìó ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ê ðàâåíñòâó âåêòîðîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïðèìåíèòåëüíî ê ðàâåíñòâó Ax̄ = h̄ ïîëó÷àåì ïîëåçíîå ñëåäñòâèå:
(ȳ, Ax̄) = (ȳ, h̄), åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Äàëåå, èñõîäÿ èç î÷å-
âèäíîãî ðàâåíñòâà (ȳ, Ax̄) = (AT ȳ, x̄), óäîáíî ïåðåéòè îò èñõîäíîé çàäà÷è
Ax̄ = h̄ ê ñîïðÿæåííîé çàäà÷å AT ȳ = γ̄, ïîçâîëÿþùåé îïðåäåëèòü ïîäõî-
äÿùèé ýëåìåíò γ̄ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn∗.

Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíûé îïåðàòîð ȳ = Ax̄ íàçûâàåòñÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííûì, åñëè îïðåäåëÿþùàÿ åãî ìàòðèöà A ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé
AT ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, ò.å. åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî AT = A.
Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ðàâåíñòâî (x̄, Aȳ) = (Ax̄, ȳ), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä: Aȳ = γ̄, ãäå γ̄, ȳ ∈ Rn.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàòðèöà A = ||aij|| íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé,
åñëè å¼ ýëåìåíòû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, îáðà-
çîâàííîé ýëåìåíòàìè aii, i = 1, 2, . . . , n, ñîâïàäàþò.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
A = AT , à çíà÷èò ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà � ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ.

�10. Îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíî-
ðîäíîé, åñëè å¼ ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç
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íóëåé, ò.å. èìååò âèä:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

(34)

îïðåäåëÿåìàÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé A = ||aij||.
Â ñëó÷àå êîãäà m = n è detA 6= 0 åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð, òàê êàê ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðå-
ìû Êðàìåðà. Åñëè æå m < n, òî àêòóàëåí âîïðîñ î ìíîæåñòâå ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íà êîòîðûé îòâå÷àåò

Òå î ð åì à .Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îá-
ðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðñòðàíñòâà Rn, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà
k = n− r, ãäå r � ðàíã ìàòðèöû A.

Ïðàêòè÷åñêè ðåøåíèå ñèñòåìû (34) ëåãêî îñóùåñòâèòü ïî ìåòîäó Ãàóñ-
ñà. Îñóùåñòâèâ ïðÿìîé õîä, ïðèâåä¼ì åå ê òðàïåöèèäàëüíîìó âèäó

x1 + a′12x2 + . . .+ a′1kxk + . . .+ a1nxn = 0

x2 + . . .+ a′2kxk + . . .+ a2nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . .

xk + . . .+ aknxn = 0

, k ≤ n

Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé êàêîå-ëèáî óðàâíåíèå îêàæåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ óðàâíåíèé, òî åãî íåîáõîäèìî èçúÿòü èç
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû.

Äàëåå îñóùåñòâëÿåì îáðàòíûé õîä ïî ìåòîäó Ãàóññà, ïðèâîäÿ òðå-
óãîëüíóþ ïîäìàòðèöó k - ãî ïîðÿäêà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Ïîëàãàÿ íåèçâåñòíûå xk+1, . . . , xn ñâîáîäíûìè è ïðåñëåäóÿ öåëü ïîëó-
÷åíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé, áóäåì çàäàâàòü ýòè íåèçâåñòíûå
òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ-ðåøåíèé. Íà-
ïðèìåð, ïîëàãàÿ âíà÷àëå xk+1 = 1,
xk+2 = 0, . . . , xn = 0, äàëåå xk+1 = 0, xk+2 = 1,. . . , xn = 0, ïîòîì
xk+1 = 0, xk+2 = 0, xk+3 = 1, . . . , xn = 0 è ò.ä.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû
óðàâíåíèé:
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x1 − 4x2 + 3x3 − 2x4 + 5x5 = 0

2x1 − 7x2 + 4x3 − x4 + 9x5 = 0

3x1 − 11x2 + 8x3 − 4x4 + 18x5 = 0

4x1 − 15x2 + 12x3 − 7x4 + 27x5 = 0

. (35)


1 −4 3 −2 5
2 −7 4 −1 9
3 −11 8 −4 18
4 −15 12 −7 27

 ∼


1 −4 3 −2 5
0 1 −2 3 −1
0 1 −1 2 3
0 1 0 1 7

 ∼

∼


1 −4 3 −2 5
0 1 −2 3 −1
0 0 1 −1 4
0 0 2 −2 8

 ∼


1 −4 3 −2 5
0 1 −2 3 −1
0 0 1 −1 4
0 0 0 0 0

 ∼
∼

1 −4 3 −2 5
0 1 −2 3 −1
0 0 1 −1 4

 ∼
1 −4 0 1 −7

0 1 0 1 7
0 0 1 −1 4

 ∼
∼

1 0 0 5 21
0 1 0 1 7
0 0 1 −1 4


Ïîëàãàÿ íåèçâåñòíûå x4 è x5 ñâîáîäíûìè, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû

â âèäå:
x1 = −5x4 − 21x5

x2 = −x4 − 7x5

x3 = x4 − 4x5

Ïîëàãàÿ x4 = 0, x5 = 1, íàõîäèì x3 = −4, x2 = −7, x1 = −21 è
v̄1 = (−21,−7,−4, 0, 1) � ðåøåíèå ñèñòåìû.

Ïîëàãàÿ x4 = 1, x5 = 0, íàõîäèì x3 = 1,x2 = −1, x1 = −5 è
v̄2 = (−5,−1, 1, 1, 0) � ðåøåíèå ñèñòåìû.
Âåêòîðû v̄1 è v̄2 îáðàçóþò áàçèñ âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàâåíñòâî

x̄ = λ1v̄1 + λ2v̄2 = λ1(−21,−7,−4, 0, 1) + λ2(−5,−1, 1, 1, 0)

� åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ãäå λ1, λ2 ∈ R.
Ç àì å ÷ à í è å. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé. Â ýòîì ñëó÷àå
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êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ
îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A(x̄) = h̄ ñ ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ìàòðèöåé A íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé, åñëè å¼ ïðàâàÿ ÷àñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåíóëåâîé âåêòîð h̄.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé A(x̄) = h̄ â âèäå çàäà÷è î ðàçëîæåíèè
âåêòîðà h̄ ïî âåêòîðàì-ñòîëáöàì ìàòðèöû A.

x1


a11

a21
...
am1

+ x2


a12

a22
...
am2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n
...

amn

 =


h1

h2
...
hm

 .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü ðåøåíèå ëèøü òîãäà, êî-
ãäà âåêòîð h̄ áóäåò ïðèíàäëåæàòü ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû íå óâåëè÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ïó-
ò¼ì äîáàâëåíèÿ â íå¼ âåêòîðà h̄ â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà. Îòñþäà
ñëåäóåò

Òå î ð åì à Êð îí å ê å ð
à -Ê à ï å ë ë è .Íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàò-
ðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.
Âàæíîå ñâîéñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âûðàæàåò
ñëåäóþùåå

Óòâ å ðæä å í è å. Ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé A(x̄) = h̄ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû A(x̄) = 0.
Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò âàæíàÿ

Òå î ð åì à .(Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé).
Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé A(x̄) = h̄
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êàêîãî-ëèáî îäíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû è ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû A(x̄) = 0.
Ïðèìåð. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé A(x̄) = h̄, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïðåä-
ñòàâëåíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé (35), à â êà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè ðàññìîòðåòü

äâà âàðèàíòà: h̄1 =


5
9
18
27

, h̄2 =


5
9
18
28

.
Ðåøåíèå. Îáå ýòè ñèñòåìû áóäåì ðåøàòü îäíîâðåì¼ííî ìåòîäîì Ãàóñ-

ñà, ïðåîáðàçóÿ ñîñòàâíóþ ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé ïðåäïîñëåä-
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íèé è ïîñëåäíèé ñòîëáöû � ýòî âåêòîðû h̄1 è h̄2, ñîîòâåòñòâåííî.
Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâåä¼ì òîëüêî èñõîäíóþ ìàò-
ðèöó è ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîãî õîäà
ìåòîäà Ãàóññà.


1 −4 3 −2 5 3 3
2 −7 4 −1 9 7 7
3 −11 8 −4 18 14 14
4 −15 12 −7 27 21 22

 ∼ . . . ∼


1 −4 3 −2 5 3 3
0 1 −2 3 −1 1 1
0 0 1 −1 4 4 4
0 0 0 0 0 0 1


Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé A(x̄) = h̄1 èìååò ðåøåíèå, à ñèñòåìà
óðàâíåíèé A(x̄) = h̄2 íå èìååò ðåøåíèé, òàê êàê ïîñëåäíåå óðàâíåíèå òå-
ðÿåò ñìûñë. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ
òåîðåìîé Êðîíåêåðà-Êàïåëëè, èáî ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé A(x̄) = h̄2 èìååò ðàíã ðàâíûé 4-ì, â òî âðåìÿ êàê ìàòðèöà ñèñòåìû
èìååò ðàíã ðàâíûé 3-ì. Îñóùåñòâèâ îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà, ïîëó-
÷èì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé 1-îé íåîäíîðîäíîé ñèñòå-
ìû: 

x1 = −5x4 − 21x5 + 27

x2 = −x4 − 7x5 + 9

x3 = x4 − 4x5 + 4

Ïîëàãàÿ çäåñü x4 = x5 = 1, íàõîäèì x1 = x2 = x3 = 1, ò.å.
x̄ = (1, 1, 1, 1, 1) � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Òåïåðü, ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ðåøåíèå ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (35), è â ñîãëàñèè ñ
òåîðåìîé î ñòðóêòóðå ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì ìíîæå-
ñòâî âñåõ å¼ ðåøåíèé â âèäå:

x̄ = λ1v̄1 + λ2v̄2 = (1, 1, 1, 1, 1) + λ1(−21,−7,−4, 0, 1) + λ2(−5,−1, 1, 1, 0)

�11. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ū ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
ȳ = A(x̄), çàäàâàåìîãî íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé
A = ||aij||, i, j = 1, 2, . . . , n íàçûâàåòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ âåêòîð, îïðåäå-
ëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Aū = λū, (36)
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â êîòîðîì ìíîæèòåëü λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà A(x̄).
Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî (A−λE)ū = 0, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåå ñîáîé îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ðåøàÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè íåíóëåâûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåì, òàê íàçûâàåìîå, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå

det(A− λE) = 0, (37)

ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì n-é ñòåïåíè. Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåá-
ðû, óðàâíåíèå (37) èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè.

Ïðèìåð. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåéíî-

ãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìîãî ìàòðèöåé A =

6 0 0
1 −1 −2
2 4 5

 .

Ðåøåíèå. Íàõîäèì A− λE =

6− λ 0 0
1 −1− λ −2
2 4 5− λ


det(A− λE) = (6− λ)

∣∣∣∣−1− λ −2
4 5− λ

∣∣∣∣ = (6− λ)((λ− 5)(λ+ 1) + 8) =

= (6− λ)(λ2 − 4λ+ 3) = (6− λ)(λ− 1)(λ− 3).
Òàêèì îáðàçîì λ1 = 6, λ2 = 3, λ3 = 1 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

Ïðè λ = λ1 = 6 óðàâíåíèå (36) ïðèíèìàåò âèä (A− 6Eū1) = 0, ò.å.0 0 0
1 −7 −2
2 4 −1

α1

β1

γ1

 = 0.


0 · α1 + 0 · β1 + 0 · γ1 = 0

α1 − 7β1 − 2γ1 = 0

2α1 + 4β1 − γ1 = 0

.

Èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíîå γ1 èç 2-ãî è 3-ãî óðàâíåíèé, íàõîäèì
3α1 + 15β1 = 0, α1 = −5β1.
Ïîëàãàÿ β1 = 1, íàõîäèì α1 = −5. Òîãäà

γ1 = 2α1 + 4β1 = −10 + 4 = −6.
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Èòàê ū1 =

−5
1
−6

 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ = 6.
Ïðîâåðêà.

Íàõîäèì Aū1 =

6 0 0
1 −1 −2
2 4 5

−5
1
−6

 =

−30
6
−36

 = 6

−5
1
−6

 .

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî Aū1 = 6ū1 ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ ÷èñëà λ1 = 6 è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ū1.

Ïðè λ = λ2 = 3 óðàâíåíèå (36) ïðèíèìàåò âèä:3 0 0
1 −4 −2
2 4 2

α2

β2

γ2

 = 0,


3α2 = 0

α2 − 4β2 − 2γ2 = 0

2α2 + 4β2 + 2γ2 = 0

Èç 1-ãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì: α2 = 0. Òîãäà èç 2-ãî èëè 3-ãî óðàâíåíèé
ïîëó÷àåì γ2 = −2β2. Ïîëàãàÿ β2 = 1, íàõîäèì γ2 = −2, ò.å.

ū2 =

 0
1
−2

 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ = 3.
Ïðè λ = λ3 = 1 óðàâíåíèå (36) ïðèíèìàåò âèä:5 0 0

1 −2 −2
2 4 4

α3

β3

γ3

 = 0.

Îòêóäà ëåãêî íàõîäèì α3 = 0, β3 = −γ3, ò.å. ū3 =

 0
1
−1

 � ñîáñòâåííûé

âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1.

Ïðèìåð. A =

 2 −1 −1
3 −2 −3
−1 1 2

 .

Íàõîäèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïîëàãàÿ

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 −1

3 2− λ −3
−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0,
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(2− λ)

∣∣∣∣−2− λ −3
1 2− λ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 3 −3
−1 2− λ

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ 3 −2− λ
−1 1

∣∣∣∣ = 0,

(2− λ)(λ2 − 1) + (3− 3λ)− (−λ+ 1) = 0,
(2− λ)(λ− 1)(λ+ 1)− 3(λ− 1) + (λ− 1) = 0,
(λ− 1)((2− λ)(λ+ 1)− 2) = 0, λ1 = 1, λ− λ2 = 0.
Èòàê, λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà.
Ïðè λ = λ1 = λ2 = 1 ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé 1 −1 −1

3 −3 −3
−1 1 1

α1

β1

γ1

 = 0


α1 − β1 − γ1 = 0

3α1 − 3β1 − 3γ1 = 0

−α1 + β1 + γ1 = 0

Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé òîëüêî îäíî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì:
ïîëó÷àåì α1 = β1 + γ1.

Ïîëàãàÿ β1 = 1, γ1 = 1, íàõîäèì α1 = 1 è ū1 =

1
1
0

 � ñîáñòâåííûé

âåêòîð.

Ïîëàãàÿ β1 = 0, γ1 = 1, íàõîäèì α1 = 1 è ū2 =

1
0
1

 � ñîáñòâåííûé

âåêòîð.
Ïðè λ3 = 0 ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé 2 −1 −1

3 −2 −3
−1 1 2

α3

β3

γ3

 = 0


2α3 − β3 − γ3 = 0

3α3 − 2β3 − 3γ3 = 0

−α3 + β3 + 2γ3 = 0

Èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíîå β3 èç 2-ãî è 3-ãî óðàâíåíèé, íàõîäèì:
α3 + γ3 = 0. Ïîëàãàÿ γ3 = −1, ïîëó÷àåì: α3 = 1. Èç 3-ãî óðàâíåíèÿ

íàõîäèì β3 = α3 − 2γ3 = 3, ò.å. ū3 =

 1
3
−1

 � ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Äðóãèå ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðèâåäåíû â ïà-
ðàãðàôàõ 1 è 2 ïðèëîæåíèÿ.

Óòâ å ðæä å í è å. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îïðå-
äåëÿåìîãî ìàòðèöåé A = ||aij||, è ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿå-
ìîãî ìàòðèöåé AT , ñîâïàäàþò.

89



Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

det(A− λE) = det(A− λE)T = det(AT − λE).

Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íå ñîâïàäà-
þò ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè èñõîäíîãî îïåðàòîðà.
Áåç äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì âàæíîå

Óòâ å ðæä å í è å. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-
ðà � äåéñòâèòåëüíûå, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû � îðòîãîíàëüíû.

�12. Àêñèîìàòè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà è ëèíåéíûõ îïåðàöèé íà í¼ì

Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà x̄ = (x1, x2, . . . , xn), êàê
óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èç n ÷èñåë, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíà-
òû ýòîãî âåêòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå
ē1 = (1, 0, . . . , 0), ē2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , ēn = (0, 0, . . . , 0, 1). Î÷åâèäíî, ÷òî
â äðóãîì áàçèñå ýòîò æå âåêòîð x̄ áóäåò èìåòü äðóãèå êîîðäèíàòû. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå, â îáùåì ñëó÷àå, ãîâîðÿ î êîîðäèíàòàõ âåêòîðà, ìû äîëæ-
íû òàêæå îòìå÷àòü áàçèñ (v̄1, v̄2, . . . , v̄n), â êîòîðîì äàííûé âåêòîð èìååò
ýòè êîîðäèíàòû.

Òî÷íî òàê æå, ãîâîðÿ î ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè èëè î ëèíåéíîé
ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå Rn, ìû îáðàòèëè âíèìàíèå, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòèì ôóíêöèÿì ìàòðèöû òàêæå ïîäâåðãàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî òðåáóåò àêñèîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ âåêòîðà ïîçâîëÿåò ëó÷øå
ðàçëè÷àòü îáúåêòû, êîòîðûå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âåêòîðàìè.

Îïð å ä å ë å í è å. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî V ýëåìåíòîâ, íàçûâàå-
ìûõ âåêòîðàìè, îáðàçóåò âåêòîðíîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî, åñëè íà
ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ
íà ÷èñëà, íå âûâîäÿùèå çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà V , ò.å. íàðÿäó ñ ïàðîé
âåêòîðîâ v̄1, v̄2 âåêòîð λ1v̄1 + λ2v̄2 ïðèíàäëåæèò ê ìíîæåñòâó V , è ïðè
ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1) x̄+ ȳ = ȳ + x̄,
2) (x̄+ ȳ) + z̄ = x̄+ (ȳ + z̄),
3) ñóùåñòâóåò 0-âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì x̄+ 0 = x̄,
4) äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x̄ ∈ V ñóùåñòâóåò âåêòîð −x̄, íàçûâàåìûé

ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó x̄ è òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
x̄+ (−x̄) = 0,
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5) 1 · x̄ = x̄,
6) λ(δx̄) = (λδ)x̄,
7) (λ1 + λ2)x̄ = λ1x̄+ λ2x̄,
8) λ(x̄1 + x̄2) = λx̄1 + λx̄2.

Òàêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò âåùåñòâåííûì, â îòëè÷èå îò
êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì îïðåäåëåíî óìíîæå-
íèå âåêòîðîâ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ïðèìåðû. Âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îáðàçóþò:
1) ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
2) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòå-

ïåíè íå âûøå n,
3) Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îäíîé è òîé æå

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåð-

íûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Íàïðèìåð ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 îáðàçóåò n-ìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ëþáîé ñòåïåíè îáðà-
çóåò áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïð å ä å ë å í è å. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
l(x̄) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V̄ , åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) l(x̄1 + x̄2) = l(x̄1) + l(x̄2);
2) l(λx̄) = λl(x̄).
Îïð å ä å ë å í è å. Ãîâîðÿò, ÷òî íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V̄ çàäàí

ëèíåéíûé îïåðàòîð ȳ = A(x̄), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:
1) A(x̄1 + x̄2) = A(x̄1) + A(x̄2);
2) A(λx̄) = λA(x̄).
Ïóñòü ē1, ē2, . . . , ēn � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V̄ , l(x̄) � ÷èñëîâàÿ ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ è x̄ = x1ē1 + x2ē2 + . . .+ xnēn � ðàçëîæåíèå âåêòîðà x̄ ïî áàçèñó
ïðîñòðàíñòâà V . Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ 1) è 2) ïîëó÷èì

A(x̄) = x1A(ē1) + x2A(ē2) + . . .+ xnA(ēn)

l(x̄) = x1l(ē1) + x2l(ē2) + . . .+ xnl(ēn)

Îáîçíà÷èâ l(ē1) = b1, l(ē2) = b2, . . . , l(ēn) = bn, ïîëó÷àåì
l(x̄) = b1x1 +b2x2 + . . .+bnxn, ò.å. ëèíåéíîé ôóíêöèè l(x̄) â äàííîì áàçèñå
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ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöû-ñòðîêà L = (b1, b2, . . . , bn), à âåêòîðó x̄ ñîîòâåò-

ñòâóåò ìàòðèöà-ñòîëáåö X =


x1

x2
...
xn

 .

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè âûêëàäîê, ïîëàãàåì, ÷òî ȳ = A(x̄) � ëèíåé-
íûé îïåðàòîð íà òðåõìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà íà îñíîâà-
íèè ñâîéñòâ 1) è 2) ïîëó÷àåì

A(x̄) = x1A(ē1) + x2A(ē2) + x3A(ē3).

Çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ A(ē1), A(ē2), A(ē3) ïî áàçèñó:
A(ē1) = a11ē1 + a21ē2 + a31ē3, A(ē2) = a12ē1 + a22ē2 + a32ē3,

A(ē3) = a13ē1 + a23ē2 + a33ē3.
Òåïåðü ïîëó÷àåì A(x̄) = x1(a11ē1+a21ē2+a31ē3)+x2(a12ē1+a22ē2+a32ē3)+
+x3(a13ē1 + a23ē2 + a33ē3) = (a11x1 + a21x2 + a31x3)ē1 + (a21x1 + a22x2 +
+ a23x3)ē2 + (a31x1 + a32x2 + a33x3)ē3 = y1ē1 + y2ē2 + y3ē3

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîìó îïåðàòîðó ȳ = A(x̄) ñîîòâåòñòâóåò íàáîð
ëèíåéíûõ ôóíêöèé 

y1 = a11x1 + a21x2 + a31x3

y2 = a21x1 + a22x2 + a23x3

y3 = a31x1 + a32x2 + a33x3

, (38)

è ìàòðèöà A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíà-

òàìè îáðàçîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ē1, ē2, ē3 ñîîòâåòñòâåííî.
Ââîäÿ ìàòðèöû-ñòîëáöû X, Y âåêòîðîâ x̄ è ȳ â áàçèñå ē1, ē2, ē3, ðàâåí-

ñòâà (38) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

Y = AX (39)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîðû áàçèñà ē1, ē2, ē3 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ȳ = A(x̄) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè λ1, λ2, λ3, òî ïîëó÷èì

A(ē1) = λ1ē1, A(ē2) = λ2ē2, A(ē3) = λ3ē3
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È òîãäà ôîðìóëà (38) ïðèìåò âèä:
y1 = λ1x1

y2 = λ2x2

y3 = λ3x3

.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî âàæíîå
Óòâ å ðæä å í è å. Â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöà ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà A(x̄) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.
Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ

x̄, ȳ íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé, åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ,
ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

B(x̄1 + x̄2, ȳ) = B(x̄1, ȳ) +B(x̄2, ȳ),

B(x̄, ȳ1 + ȳ2) = B(x̄, ȳ1) +B(x̄, ȳ2),

B(λx̄, ȳ) = λB(x̄, ȳ),

B(x̄, λȳ) = λB(x̄, ȳ).

Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèè â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå
ē1, ē2, . . . , ēn n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü x̄ =
n∑
i=1

xiēi, ȳ =
n∑
j=1

yj ēj � ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ ïî áàçèñó.

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ëèíåéíîñòè ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ ïîëó÷àåì:

B(x̄, ȳ) = B(
n∑
i=1

xiēi,
n∑
j=1

yj ēj) =
n∑
i=1

xiB(ēi,
n∑
j=1

yj ēj) =

=
n∑
i=1

xi

n∑
j=1

yjB(ēi, ēj) =
n∑
i=1

xi

n∑
j=1

bijyj. (40)

Òàêèì îáðàçîì, áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â áàçèñå ē1, ē2, . . . , ēn îïðåäåëÿ-
åòñÿ ìàòðèöåé B = ||bij||, ïðè÷¼ì bij = B(ēi, ēj), i, j = 1, 2, . . . , n.
Ôîðìóëà (40) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå.

Ïóñòü X, Y � ìàòðèöû-ñòîëáöû âåêòîðîâ x̄, ȳ â áàçèñå ē1, ē2, ē3, è
XT � ìàòðèöà-ñòðîêà, ïîëó÷åííàÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû-ñòîëáöà
X. Òîãäà ôîðìóëà (40) ïðèíèìàåò âèä:
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B(x̄, ȳ) = XTBY. (41)

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííîå ðàíåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
x̄, ȳ ïðîñòðàíñòâà Rn ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áèëèíåéíîé ôóíêöèè,
äëÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþùåé ìàòðèöåé ñëóæèò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E.

Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ q(x̄) = B(x̄, x̄), ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèè B(x̄, ȳ) íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

q(x̄) = XTBX =
n∑
i=1

n∑
j=1

bijxixj.

Îïð å ä å ë å í è å. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
ïðè÷åì q(x̄) = 0 òîëüêî åñëè x̄ = 0.

Ç àì å ÷ à í è å. Èç ïðîäåëàííûõ íàìè âûêëàäîê ñëåäóåò, ÷òî ìàòðè-
öà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè � ñèììåòðè÷åñêàÿ, ò.å. cij = cji, i 6= j.

Òå î ð åì à (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè âñå åå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû, ò.å.

b11 > 0,

∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

... ... ...
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

�13. Ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó áóäóò èçìåíÿòüñÿ íå
òîëüêî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, íî è ìàòðèöû ëèíåéíûõ, áèëèíåéíûõ ôóíê-
öèé è ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü ē1, ē2, . . . , ēn � ñòàðûé áàçèñ è ē1
′, ē2

′, . . . , ēn
′ � íîâûé áàçèñ n-

ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è

x̄ =
n∑
i=1

xiēi, ȳ =
n∑
i=1

yiēi, x̄ =
n∑
i=1

x′iēi
′, ȳ =

n∑
i=1

y′iēi
′ (42)

� ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ x̄ è ȳ ïî áàçèñàì, X, Y,X ′, Y ′ � ìàòðèöû-ñòîëáöû
ýòèõ âåêòîðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ, ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâàìè:
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ē1
′ = c11ē1 + c21ē2 + . . .+ cn1ēn, ē2

′ = c12ē1 + c22ē2 + . . .+ cn2ēn, . . . ,

ēn
′ = c1nē1 + c2nē2 + . . .+ cnnēn. (43)

Îïð å ä å ë å í è å. Ìàòðèöà C = ||cij||, i-é ñòîëáåö êîòîðîé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà ēi

′ â ñòàðîì áàçèñå, íàçûâàåòñÿ ìàò-
ðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà ē1, ē2, . . . , ēn ê áàçèñó ē1

′, ē2
′, . . . , ēn

′ è èìååò âèä:

C =


c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

... ... ...
cn1 cn2 . . . cnn

 (44)

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (42), (43) ïîëó÷àåì

x̄ = x′1ē1
′ + x′2ē2

′ = x′1(c11ē1 + c21ē2) + x′2(c12ē1 + c22ē2) =

= (c11x
′
1 + c12x

′
2)ē1 + (c21x

′
1 + c22x

′
2)ē2 = x1ē1 + x2ē2

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
x̄ â ñòàðîì è íîâîì áàçèñàõ:(

x1

x2

)
=

(
c11 c12

c21 c22

)(
x′1
x′2

)
, ò.å. X = CX ′ (45)

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (45) ìàòðèöó ïåðåõîäà åùå íàçûâàþò ìàòðè-
öåé ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Ïóñòü òåïåðü B(x̄, ȳ) � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ â áàçè-
ñå ē1, ē2, . . . , ēn ìàòðèöåé B. Òîãäà íà îñíîâàíèè ôîðìóë (41) è (45) è
î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà (CX ′)T = (X ′)TCT ïîëó÷àåì:

B(x̄, ȳ) = XTBY = (CX ′)TBCY ′ = X ′TCTBCY ′ = X ′TB′Y ′

Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå ē1
′, ē2

′, . . . , ēn
′ ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
B′ = CTBC. (46)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå áèëèíåéíîé ôóíêöèè âçÿòü ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå R2, òî ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ â íîâîì áàçèñå ïî ôîðìóëå:

B′ = CTC (47)
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Îïð å ä å ë å í è å. Ìàòðèöà C íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

CT = C−1. (48)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà C ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîé, òî ïðåäëîæåííàÿ ðàíåå ôîðìóëà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ, îïðåäå-
ëÿåìîãî ôîðìóëîé (45).
Îá îñîáîé ðîëè îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ãîâîðèò

Òå î ð åì à . Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ìàò-
ðèöàìè ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ê äðóãîìó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà CTC ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Áîëåå òîãî,
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ïîëîæè-
òåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ýòîé ìàò-
ðèöåé.

Ç àì å ÷ à í è å.Ôîðìóëà (47) íàâîäèò íàñ íà èäåþ äàëüíåéøåãî îáîá-
ùåíèÿ ïîíÿòèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàí-
íîì áàçèñå â âèäå ôóíêöèè [x̄, ȳ] = X ′GY , ãäå X � ìàòðèöà-ñòîëáåö
âåêòîðà x̄ â áàçèñå ē1, ē2, . . . , ēn, G � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåë¼ííàÿ ìàòðèöà.
Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò ââåäåíî
íèæå.

Ïóñòü l(x̄) = l1x1 +l2x2 + . . .+lnxn � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ
ìàòðèöåé-ñòðîêîé L = (l1, l2, . . . , ln) â áàçèñå ē1, ē2, . . . , ēn è ìàòðèöåé-
ñòðîêîé L′ = (l′1, l

′
2, . . . , l

′
n) â áàçèñå ē1

′, ē2
′, . . . , ēn

′, ò.å. l(x̄) = LX = L′X ′.
Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (45) ïîëó÷àåì:

l(x̄) = LX = LCX ′,

èç ÷åãî ïðèõîäèì ê ôîðìóëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîé ôóíê-
öèè:

L′ = LC. (49)

Ïóñòü òåïåðü ȳ = A(x̄) � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà n-ìåðíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå, çíà÷åíèå êîòîðîãî â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ē1, ē2, . . . , ēn
îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé A = ||aij|| ïî ôîðìóëå Y = AX, à â áàçèñå
ē1
′, ē2

′, . . . , ēn
′ � ïî ôîðìóëå Y ′ = A′X ′, ãäåX,X ′, Y, Y ′ � ìàòðèöû-ñòîëáöû

âåêòîðîâ x̄ è ȳ ñîîòâåòñòâåííî.
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Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (45) èìååì:

X = CX ′, Y = CY ′, ñëåäîâàòåëüíî,

CY ′ = ACX ′, îòêóäà íàõîäèì

Y ′ = C−1ACX ′.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ

A′ = C−1AC. (50)

Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäà îðòîãîíàëüíàÿ, ò.å. èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî CT = C−1, òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ìàòðèöû
áèëèíåéíîé è ñîîòâåòñòâóþùåé åé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå
ê íîâîìó áàçèñó ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî îäèíàêîâûì ôîðìóëàì:

A′ = CTAC. (51)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé C îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðå-
õîä ê áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, òî â ñè-
ëó ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ, ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò
äèàãîíàëüíûé âèä, à ñàìà êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ñóììå
êâàäðàòîâ, ò.å. ê âèäó:

q(x̄) = λ1x
′
1

2
+ λ2x

′
2

2
+ . . .+ λnx

′
n

2
.

Ýòîò ôàêò óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè êðèâûõ, îïðåäåëÿ-
åìûõ îáùèì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð. Ïðåîáðàçîâàòü îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà, îïðå-
äåëÿåìîé óðàâíåíèåì 16x2

1 + 24x1x2 + 9x2
2 + 250x2 + 425 = 0.

Çäåñü A =

(
16 12
12 9

)
� ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

Íàõîäèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èç óðàâíåíèÿ

det(A− λE) = 0, (16− λ)(9− λ)− 122 = 0,

λ2 − 25λ = 0, λ1 = 25, λ2 = 0 − ñîáñòâåííûå ÷èñëà.
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Íàõîäèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû èç óðàâíåíèé

(A− λiE)ūi = 0, i = 1, 2.

Ïðè λ1 = 25 ïîëó÷àåì:(
−9 12
12 −16

)(
α1

β1

)
= 0

{
−9α1 + 12β1 = 0

12α1 − 16β1 = 0
.

Ïîëàãàÿ α1 = 4, íàõîäèì β1 = 3 è ū1 =

(
4
3

)
� ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ïðè

λ2 = 0 ïîëó÷àåì:(
16 12
12 9

)(
α2

β2

)
= 0

{
16α2 + 12β2 = 0

12α2 + 9β2 = 0
.

Ïîëàãàÿ α2 = −3, íàõîäèì β2 = 4 è ū2 =

(
−3
4

)
� ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Äëÿ ïðîâåðêè óáåæäàåìñÿ â îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ū1 è ū2, îïðåäå-
ëÿÿ èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ū1, ū2) = 4 · (−3) + 3 · 4 = 0. Íàõîäèì

|ū1| = |ū2| =
√

32 + 42 = 5. Âåêòîðû ē1
′ =

ū1

|ū1|
=

1

5

(
4
3

)
,

ē2
′ =

ū2

|ū2|
=

1

5

(
−3
4

)
� îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ñëåäîâàòåëüíî, C =
1

5

(
4 −3
3 4

)
� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà

ē1 = (1, 0), ē2 = (0, 1) ê áàçèñó ē1
′, ē2

′. Îíà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è
îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â âèäå

(
x1

x2

)
=

1

5

(
4 −3
3 4

)(
x′1
x′2

)
, ò.å.


x1 =

1

5
(4x′1 − 3x′2)

x2 =
1

5
(3x′1 + 4x′2)

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â óðàâíåíèå êðèâîé, è ïðîèçâîäÿ óïðîùåíèÿ,
ïîëó÷àåì

x′1
2

+ 6x′1 + 8x′2 + 17 = 0 èëè (x′1 + 3)2 = −8(x′2 + 1).

Ýòî óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ âåðøèíîé â òî÷êå M0(−3,−1) è âåòâÿìè, îá-
ðàùåíûìè âëåâî.
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Âìåñòî ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ x1 è x2 â îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé
ìû ìîãëè áû ïåðåñ÷èòàòü ìàòðèöó A êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè è ìàòðèöó
ëèíåéíîé ôóíêöèè L = (0, 250). Äëÿ ýòîãî ïî ôîðìóëå (51) íàõîäèì:

A′ = CTAC =
1

25

(
4 3
−3 4

)(
16 12
12 9

)(
4 −3
3 4

)
=

=
1

25

(
100 75
0 0

)(
4 −3
3 4

)
=

(
4 3
0 0

)(
4 −3
3 4

)
=

(
25 0
0 0

)
è çíà÷èò êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ â íîâîì áàçèñå ïðèíèìàåò âèä:
q(x̄) = 25x′1

2.
Ïî ôîðìóëå (49) íàõîäèì ìàòðèöó ëèíåéíîé ôóíêöèè

L′ = LC = (0, 250) · 1

5

(
4 −3
3 4

)
= (150, 200).

È çíà÷èò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â íîâîì áàçèñå ïðèíèìàåò âèä:
l(x̄) = 150x′1 + 200x′2.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êðèâîé

25x′1
2

+ 150x′1 + 200x′2 + 425 = 0,

x′1
2

+ 6x′1 + 8x′2 + 17 = 0,

ñîâïàäàþùåå ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå.

�14. Îáîáùåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ââåäííîå ðàíåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Rn ïî ôîð-

ìóëå (x̄, ȳ) =
n∑
i=1

xiyi îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1◦. Ëèíåéíîñòüþ ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ

(x̄1 + x̄2, ȳ) = (x̄1, ȳ) + (x̄2, ȳ)

(x̄, ȳ1 + ȳ2) = (x̄, ȳ1) + (x̄, ȳ2)

(λx̄, ȳ) = λ(x̄, ȳ); (x̄, λȳ) = λ(x̄, ȳ)

2◦. Ñèììåòðèåé
(x̄, ȳ) = (ȳ, x̄)
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3◦. Ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ, ò.å.

(x̄, x̄) ≥ 0, ïðè÷åì (x̄, x̄) = 0, òîëüêî åñëè x̄ = 0.

Îïð å ä å ë å í è å. Ãîâîðÿò, ÷òî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, åñëè êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x̄, ȳ ñòàâèòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ÷èñëî (x̄, ȳ) òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñâîéñòâàì 1◦ − 3◦.

Ïðèìåð. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí îïðåäåëåííûé áàçèñ

ē1, ē2, . . . , ēn. Ïóñòü x̄ =
n∑
i=1

xiēi, ȳ =
n∑
i=1

yiēi � ðàçëîæåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ

ïî áàçèñó. Ââîäÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâåíñòâîì (x̄, ȳ) =
n∑
i=1

xiyi, ìû

àïðèîðíî ñ÷èòàåì ýòîò áàçèñ îðòîãîíàëüíûì.
Ïî ôîðìóëå |x̄| =

√
(x̄, x̄) îïðåäåëèì äëèíó âåêòîðà, à âåêòîðû x̄, ȳ, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (x̄, ȳ) = 0, ïî-ïðåæíåìó áóäåì íàçûâàòü
îðòîãîíàëüíûìè, îáîçíà÷àÿ ýòîò ôàêò â âèäå x̄ ⊥ ȳ.

Çàìåòèì, ÷òî |x̄ + ȳ|2 = (x̄ + ȳ, x̄ + ȳ) = (x̄, x̄) + 2(x̄, ȳ) + (ȳ, ȳ) è åñëè
x̄ ⊥ ȳ, òî (x̄, ȳ) = 0 è òîãäà ïîëó÷àåì òåîðåìó Ïèôàãîðà:

|x̄+ ȳ|2 = |x̄|2 + |ȳ|2.

Èñõîäÿ èç ñâîéñòâà 3◦, èìååì íåðàâåíñòâî (x̄− tȳ, x̄− tȳ) ≥ 0, èç êîòîðîãî
íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ 1◦, 2◦ ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî
|ȳ|2t2 − 2(x̄, ȳ)t+ |x̄|2 ≥ 0, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ t.
Îòñþäà ñëåäóåò íåïîëîæèòåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà

(x̄, ȳ)2 − |x̄|2|ȳ|2 ≤ 0

è íåðàâåíñòâî Êîøè |(x̄, ȳ)| ≤ |x̄||ȳ|,
íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïîñëå íåáîëüøèõ âûêëàäîê

|x̄+ ȳ|2 = |x̄|2 + 2(x̄, ȳ) + |ȳ|2 ≤ |x̄|2 + 2|x̄, ȳ|+ |ȳ|2 = (|x̄|+ |ȳ|)2

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

|x̄+ ȳ| ≤ |x̄|+ |ȳ|.

Òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ, òî â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ē1, ē2, . . . , ēn îíî
èìååò âèä:

(x̄, ȳ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

gijxiyj,
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ãäå gij = (ēi, ēj) � ýëåìåíòû ìàòðèöû


(ē1, ē1), (ē1, ē2), . . . , (ē1, ēn)
(ē2, ē1), (ē2, ē2), . . . , (ē2, ēn)

. . .
(ēn, ē1), (ēn, ē2), . . . , (ēn, ēn)

 ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà. Íàïðèìåð. îïðåäåëÿÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì ñîãëàñíî ðàâåíñòâà (x̄, ȳ) =
n∑
i=1

xiyi, ìû â êà÷å-

ñòâå ìàòðèöû Ãðàìà áåðåì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

Ïðèìåð. Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ôîðìóëà îáîáùåííîãî ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååò âèä:

(x̄, ȳ) = g11x1y1 + 2g12x1y2 + g22x2y2.

Òîãäà äëèíà âåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà:

|x̄|2 = (x̄, x̄) = g11x
2
1 + 2g12x1x2 + g22x

2
2.

Ïîëàãàÿ çäåñü |x̄| = 3, g11 = 5, g12 = 4, g22 = 5, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
"îêðóæíîñòè"ðàäèóñà 3 â âèäå:

5x2
1 + 8x1x2 + 5x2

2 = 9.

Ïðè òðàäèöèîííîì çàäàíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå ðàâåí-
ñòâà (x̄, ȳ) = x1y1 + x2y2., ïîëó÷åííîå íàìè óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì ýëëèïñà, â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó
îðòîíîðìèðàâàííîìó áàçèñó ïî ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò:

(
x1

x2

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
x′1
x′2

)
, ò.å.


x1 =

1√
2

(x′1 − x′2)

x2 =
1√
2

(x′1 + x′2)
,

ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå:

9(x′1)2 + (x′2)2 = 9.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà, ïî ïðàâèëó Êðàìåðà è ñ
ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû

x1 + 3x2 − 5x3 = −2

2x1 + 7x2 − 6x3 = 6

3x1 + 10x2 − 10x3 = 6


4x1 − 5x2 + 2x3 = 5

3x1 − 2x2 + 5x3 = 9

5x1 − 6x2 + 2x3 = 6

2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàçëîæåíèåì ïî ýëåìåíòàì 1-
ãî ñòîëáöà, à òàê æå ïî ýëåìåíòàì 2-é ñòðîêè. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû B îáíóëåíèåì 2-ãî ñòîëáöà, à òàê æå îáíóëåíèåì 3-é ñòðîêè.

A =

 2 −1 −1
3 −2 −3
−1 1 2

 , B =


−3 4 7 −5
6 2 −4 3
4 1 3 −1
5 3 2 −2

 .

3. Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó
x1 − 4x2 + 3x3 = 0

2x1 − 9x2 + 8x3 = 2

3x1 − 13x2 + 12x3 = 4


x1 − 3x2 + 4x3 = 4

2x1 − 5x2 + 6x3 = 6

3x1 − 8x2 + 9x3 = 8

4. Ðåøèòü îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
x1 − 2x2 − x3 + 3x4 − 4x5 = 0

2x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 − 3x5 = 0

3x1 − 5x2 + 2x3 + 6x4 − 5x5 = 0

4x1 − 7x2 − x3 + 11x4 − 13x5 = 0

,


x1 + 2x2 − 3x3 + 3x4 − 4x5 = 0

2x1 + 5x2 − 4x3 + x4 − 5x5 = 0

3x1 + 7x2 − 6x3 + 2x4 − 8x5 = 0

4x1 + 9x2 − 8x3 + 3x4 − 11x5 = 0

.

5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ, çàäàííûõ ìàòðèöàìè−1 0 −2

1 5 3
5 0 6

 ,

3 −4 2
1 −2 3
0 0 −2

 ,

4 −1 −1
1 2 −1
1 −1 2

 ,

1 −1 1
1 1 −1
0 −1 2

 .

6. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèÿ êðèâûõ 2-ãî ïîðÿäêà

3x2
1 − 2x1x2 + 3x2

2 − 6x1 + 2x2 + 1 = 0, 4x1x2 + 4x1 + 4x2
2 + 1 = 0.
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Ïðèëîæåíèå

�1. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî ìåòîäó Ýéëåðà

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè âûêëàäîê, ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{

x′1 = a11x1 + a12x2

x′2 = a21x1 + a22x2

, (I)

îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåé A =

(
a11 a12

a21 a22

)
. Ðåøèòü ñèñòåìó (I), ýòî çíà÷èò

íàéòè ïàðó ôóíêöèé x1(t), x2(t), â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè êîòîðûõ â ðà-
âåíñòâà (I), áóäóò ïîëó÷åíû äâà âåðíûõ òîæäåñòâà.

Ââîäÿ ïðîèçâîäíóþ âåêòîð-ôóíêöèè

(
x1

x2

)′
=

(
x′1
x′2

)
, ñèñòåìó (I) ïåðåïè-

øåì â ìàòðè÷íîì âèäå
x̄′ = Ax̄. (II)

Óðàâíåíèå (II) áóäåì ðåøàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà A èìååò
ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû ū1 è ū2. Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó ïåðåìåííîé, ââåäÿ íîâóþ
íåèçâåñòíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ y(t) ïî ôîðìóëå:

x̄(t) = Cȳ(t), (III)

ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû

A, ïðèâîäÿùàÿ ìàòðèöó A ê äèàãîíàëüíîìó âèäó A1 =

(
λ1 0
0 λ2

)
. Òîãäà

x̄′(t) = Cȳ′(t) è íàøà ñèñòåìà (II) ïðèíèìàåò âèä:

Cȳ′ = ACȳ.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà ìàòðèöó C−1 è ïîëàãàÿ
C−1AC = A1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

ȳ′ = A1ȳ,

êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå
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(
y′1
y′2

)
=

(
λ1 0
0 λ2

)(
y1

y2

)
, ò.å.

{
y′1 = λ1y1

y′2 = λ2y2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî y1 = B1e
λ1t, y2 = B2e

λ2t � ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé, ãäå B1, B2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

Âîçâðàùàÿñü ê âåêòîð-ôóíêöèè x̄(t), ïîëó÷àåì(
x1

x2

)
= x̄(t) =

(
c11 c21

c12 c22

)(
y1

y2

)
= ū1y1 + ū2y2,

ãäå ū1 =

(
c11

c12

)
, ū2 =

(
c21

c22

)
� ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå:

x̄ = B1ū1e
λ1t +B2ū2e

λ2t. (IV)

Èòàê, ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1) Íàõîäèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . , λn ìàòðèöû A èç óðàâ-
íåíèÿ det(A− λE) = 0.

2) Íàõîäèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ū1, ū2, . . . , ūn ìàòðèöû A èç óðàâíå-
íèÿ det(A− λiE)ūi = 0, i = 1, 2, . . . , n.

3) Âûïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (IV)
â âåêòîðíîì âèäå è â ïîêîìïîíåíòíîì âèäå.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
x′ = 3x− y + z

y′ = x+ y + z

z′ = 4x− y + 4z

.

Ðåøåíèå.
1) Íàõîäèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ñèñòåìû∣∣∣∣∣∣

3− λ −1 1
1 1− λ 1
4 −1 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0
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∣∣∣∣1 1
4 4− λ

∣∣∣∣+ (1− λ)

∣∣∣∣3− λ 1
4 4− λ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣3− λ 1
1 1

∣∣∣∣ = 0

−λ+ (1− λ)((λ− 3)(λ− 4)− 4) + 2− λ = 0

(1− λ)(λ2 − 7λ+ 8) + 2(1− λ) = 0

(1− λ)(λ2 − 7λ+ 10) = 0

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5 − ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

2) Íàõîäèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ū1, ū2, ū3.

Ïðè λ1 = 1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

2 −1 1
1 0 1
4 −1 3

αβ
γ

 = 0


2α− β + γ = 0

α + γ = 0

4α− β + 3γ = 0

,

{
α = −γ
β = −γ

.

Ïîëàãàÿ γ = 1, íàõîäèì α = −1, β = −1, ū1 =

−1
−1
1

 .

Ïðè λ2 = 2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1 −1 1
1 −1 1
4 −1 2

αβ
γ

 = 0

{
α− β + γ = 0

4α− β + 2γ = 0
,


α = −1

3
γ

β =
2

3
γ

.

Ïîëàãàÿ γ = 3 , íàõîäèì α = −1, β = 2, ū2 =

−1
2
3

 .

Ïðè λ3 = 5 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

−2 −1 1
1 −4 1
4 −1 −1

αβ
γ

 = 0


−2α− β + γ = 0

α− 4β + γ = 0

4α− β − γ = 0

,


α =

1

3
γ

β =
1

3
γ

.
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Ïîëàãàÿ γ = 3, íàõîäèì α = 1, β = 1, ū3 =

1
1
3

 .

3) Ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå âåêòîð-ôóíêöèè ïî ôîðìóëå (IV)xy
z

 = C1

−1
−1
1

 et + C2

−1
2
3

 e2t + C3

1
1
3

 e5t,

ò.å. 
x = −C1e

t − C2e
2t + C3e

5t

y = −C1e
t + 2C2e

2t + C3e
5t

z = C1e
t + 3C2e

2t + 3C3e
5t

� îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

�2 Ìåòîä Äàëàìáåðà ðåøåíèÿ ñèñòåì îäíîðîäíûõ ëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èäåþ ìåòîäà Äàëàìáåðà ïðîñëåäèì â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåé
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{

x′ = 3x− y
y′ = x+ 3y

.

Âû÷èòàÿ èç 1-ãî óðàâíåíèÿ 2-å à òàê æå ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì{
(x− y)′ = 2(x− y)

(x+ y)′ = 4(x+ y)
.

Ðåøàÿ êàæäîå èç ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé:{

x− y = 2C1e
2t

x+ y = 2C2e
2t

,

{
x = C1e

2t + C2e
4t

y = −C1e
2t + C2e

4t
,

Ìåòîä Äàëàìáåðà ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå óäîáíûì, åñëè ÷èñëî ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé ñèñòåìû.
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè

x̄′ = Ax̄ (I)

Ïóñòü λ1, λ2, λ3 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A è ū1, ū2, ū3 � ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîé (òðàíñïîíèðîâàííîé) ìàòðèöû AT .
Óìíîæèâ èñõîäíóþ ñèñòåìó ñêàëÿðíî íà âåêòîðû ūi, i = 1, 2, 3, ïîëó÷à-
åì:

(ūi, x̄
′)′ = (ūi, Ax̄) = (AT ūi, x̄).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî AT ūi = λiūi, i = 1, 2, 3, ïðèõîäèì ê
ïðîñòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

(ūi, x̄)′ = (λiūi, x̄) = λi(ūi, x̄).

Îòñþäà ïîëó÷àåì (ūi, x̄) = Cie
λit, i = 1, 2, 3.

Åñëè ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé, òî ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

u11x1 + u12x2 + u13x3 = C1e
λ1t

u21x1 + u22x2 + u23x3 = C2e
λ2t

u31x1 + u32x2 + u33x3 = C3e
λ3t

. (II)

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Íåäîñòàòîê ìåòîäà Äàëàìáåðà, â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì Ýéëåðà, â
íåîáõîäèìîñòè ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé.

Äîñòîèíñòâî ìåòîäà Äàëàìáåðà îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé.
Íàïðèìåð, åñëè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îêàçûâàåòñÿ íà îäèí ìåíüøå, ÷åì
óðàâíåíèé, òî ðàçðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (II), ìû îïðåäåëèì çàâèñèìî-
ñòè x1(xn(t)), x2(xn(t)), . . . , xn−1(xn(t)), ÷òî ïîçâîëèò ïðèâåñòè èñõîäíóþ
ñèñòåìó ê îäíîìó íåîäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ, ðåøåíèå êîòîðîãî íå âñòðåòèò çàòðóäíåíèé.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé x̄′ = Ax̄, ãäå A =

4 2 −2
1 3 −1
3 3 −1

 .
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1) Íàõîäèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A (îíè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâå-
íûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû AT .)∣∣∣∣∣∣

4− λ 2 −2
1 3− λ −1
3 3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

(4− λ)

∣∣∣∣3− λ −1
3 −1− λ

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣1 −1
3 −1− λ

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣1 3− λ
3 3

∣∣∣∣ = 0

(4− λ)(λ2 − 2λ)− 2(2− λ)− 2(3λ− 6) = 0

(4λ− λ2)(λ− 2)− 4(λ− 2) = 0

(λ− 2)(4λ− λ2 − 4) = 0

(λ− 2)3 = 0,

ò.å. λ = 2 � òðåõêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
ëèøü äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ ìåòîäó Äàëàìáåðà, íà-

õîäèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîé ìàòðèöûAT =

 4 1 3
2 3 3
−2 −1 −1


èç óðàâíåíèÿ (AT − λE)ū = 0. 2 1 3

2 1 3
−2 −1 −3

αβ
γ

 = 0. 2α + β + 3γ = 0.

Ïîëàãàÿ γ = 0, β = 2, íàõîäèì α = −1, ū1 = (−1, 2, 0).
Ïîëàãàÿ γ = 2, β = 0, íàõîäèì α = −3, ū2 = (−3, 0, 2).
Ïîëó÷åííûå íàìè ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìû çàïèñàëè â âèäå âåêòîðîâ-
ñòðîê, ò.ê. ýòî ýëåìåíòû ñîïðÿæåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Âûïèñûâàåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (II):{

−x1 + 2x2 = 2C1e
2t

−3x1 + 2x3 = 2C2e
2t

.

Îòñþäà íàõîäèì x2 =
1

2
x1 + C1e

2t, x3 =
3

2
x1 + C2e

2t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â

1-å óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì

x′1 = 4x1 + 2x2 − 2x3 = 4x1 + x1 + 2C1e
2t − 3x1 − 2C2e

2t,
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x′1 − 2x1 = 2(C1 − C2)e2t � íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Âîñïîëüçîâàâøèñü çàìåíîé ïåðåìåííîé x1 = e2ty(t), ïîëó÷àåì x′1 = 2e2ty+
e2ty′ è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ïîñëåäóþùå-
ãî ñîêðàùåíèÿ íà e2t ïîëó÷àåì:

2y + y′ − 2y = 2(C1 − C2), y′ = 2(C1 − C2), y = 2(C1 − C2)t+ 2C3.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
x1 = (2(C1 − C2)t+ 2C3)e2t

x2 =
1

2
x1 + C1e

2t = ((C1 − C2)t+ C3 + C1)e2t

x3 =
3

2
x1 + C2e

2t = (3(C1 − C2)t+ 3C3 + C2)e2t

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ðåøèòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäàìè Ýéëåðà è Äà-
ëàìáåðà {

x′ = 2x− y
y′ = −x+ y

,

{
3x′ = 2x+ 8y

3y′ = 4x− 2y.
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