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Математический диктант -  короткая письменная самостоятельная работа, во время которой дети воспринимают 
задание на слух (полностью или частично), решают его или записывают только ответ. Это система связанных между собой 
вопросов. Продолжительность -  10—5 минут [2].

Перед началом изучения новой темы необходимо убедиться, что ученикиусвоили предыдущую тему в полной мере. 
Целесообразно вместо опроса как традиционной формы проверки знаний провести математический диктант. Это будет 
более эффективно, поскольку большинству учеников устный ответ одноклассника у доски совсемне помогает повторить 
изученный материал. Получается, что работают только несколько человек, а остальные дети пассивны.

Цель этого вида работы: во-первых, подготовить учащихся к продуктивной работе на всем протяжении урока, значит, 
среди этих упражнений должны быть задания на восстановление опорных заданий и умений. Во-вторых, первичная 
проверка знаний по теме. И, в-третьих, постоянно проводить работу по поддержанию и совершенствованию ранее 
сформулированных знаний и умений, в частности, вычислительных навыков.

Как правило, школьникам проще разобраться с задачей, условие которой они могут прочитать. Но если диктанты 
проводятся часто, дети постепенно овладевают необходимым навыком. А ценность такого умения неоспорима [3].

Задания математических диктантов весьма разнообразны. Для развигия критического мышления наиболее подходят 
задания вариативного типа. Чтобы справиться с таким заданием, школьнику нридегся из всего арсенала математических 
знаний выделить те, которые необходимы для его решения. Ученику надо воспользоваться интуицией, суметь найти выход 
из необычной ситуации. Это упражнения на сообразительность, «с изюминкой» [4]. Также учитель нарочно может включать 
задание с ошибкой, которое в принципе не решаемо на данный момент. Ведь ребенок должен думать не только над 
решением задания, но и уметь проанализировать условие. В жизни мы встречаемся с большим количеством 
неожиданностей и часто большая часть людей к ним не готова. Такими небольшими хитростями на уроках мы готовим 
обучающихся заранее анализировать ситуацию и избегать возможны* ошибок.

Важно правильно организовать проверку диктантов. Обычный способ проверки, когда ответы учащихся учитель 
собирает и проверяет дома, малоэффективен: ученик жаждет узнать результаты своей работы непосредственно после 
завершения, а на следующий день они его интересуют гораздо меньше. Учитывая эго, рекомендуется организовывать 
проверку сразу после его завершения. В связи с этим, учителю предлагается заранее подготовить бланки ответов, а после 
завершения диктанта, обсудить наиболее интересные задания. Учитель контролирует процесс проверки: предлагает сверить 
ответ к первому заданию и подмять руку всем, кто с ним не справился. Если неправильных ответов много, а задание важное, 
он или кто-то из учеников делают необходимые пояснения. Тахим образом сверяются ответы ко всем заданиям.

Также можно предложить ученикам самостоятельно оценить свои работы, по заданным учителем критериям. Еще 
один положительный момент немедленной проверки диктантов: появляется возможность обсудить все те вопросы, которые 
вызвали затруднения или особенно важны для понимания нового материала [5].

Использование математических диктантов для развигия критического мышления актуально в наше время, так как 
актуальной остается необходимость использования различных способов восприятия.
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Аннотация. В статье рассматриваются особенности преподавания раздела «Фракталы» курса «Увлекательная математика» 
для учащихся 7-8 классов в рамках дополнительного образования, Разработка раздела «Фракталы» включает методические 
рекомендации к таким темам, как фрактальная геометрия природы, самоподобие фракталов, конструктивные фракталы и 
их применение, системы Линденмайера.
Summary. The article deals with the features of teaching the section "Fractals" of the course "Fascinating mathematics" for students 
of the 7-8"' grades in the framework of additional education. The elaboration of the section "Fractals" contains guidelines for topics 
such as fractal geometry of nature, self-similarity of fractals, constructive fractals and their application, Lindenmayer systems. 
Ключевые слова: увлекательная математика, фрактальная геометрия, конструктивные фракталы, дополнительное 
образование.
Keywords: fascinating mathematics, fractal geometry, constructive fractals, additional education.

В последнее время у школьников среднего звена появился интерес, а у их родителей соответственно запрос на 
дополнительное образование, связанное не столько с олимпиадной подготовкой, сколько с расширением кругозора и 
практическими приложениями математики, ориентированными как на информационные технологии, так и на
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естествознание. Поэтому в прошлом году в рамках проекта «Лаборатория XXI века» автором был предложен курс 
«Увлекательная математика», апробированный на базе Центра довузовского образования Удмуртского госуниверситета.

Цель курса: показать, что математика -  это увлекательно, интересно, совсем нескучно и встречается повсюду. В ходе 
изучения курса школьники должны приобрести опыт:

• планирования и выполнения заданных и конструирования новых алгоритмов для поиска путей и способов решения 
задачи;

• исследовательской деятельности: развития идей, проведения экспериментов, обобщения, постановки и 
формулирования новых задач;

• ясного, точного, грамотного изложения своих мыслей для аргументации и доказательства; выдвижения гипотез и их 
обоснования.

В школьном курсе математики практически не уделяется внимание современным ее разделам. Разобщенность 
большинства изучаемых в школе предметов затрудняет формирование у школьников целостной картины мира и приводит к 
ограниченному восприятию науки и культуры. Теория фракталов -  один из современных разделов математики, 
формирующий целостную картину мира и имеющий междисциплинарный характер. Фрактальная геометрия, с одной 
стороны, создаёт хорошие условия для приобщения учащихся к творческой деятельности и способствует расширению их 
кругозора. А с другой стороны, показывает красоту и практическую значимость математики. Поэтому в авторском курсе 
«Увлекательная математика» для учащихся 7-8 классов разделу «Фракталы» отводится 12 часов. Остановимся подробнее на 
содержании занятий по каждой теме.

Тема «Фрактальная геометрия природы» начинается с обсуждения вопросов и постановки проблемы: «Какие 
геометрические объекты вы знаете?Можно ли с их помощью описать такие природные объекты, как деревья, облака, горы, 
молнию? Как вы думаете, с чем это связано?» Затем дается небольшой экскурс о том, как в 1960-1970-х годах французский 
математик Бенуа Мандельброт открыл новый взгляд на природу и мир в целом. За основу он взял очень простую идею: 
бесконечное по красоте и разнообразию множество фигур можно получить из простых конструкций при помощи всего двух 
операций -  копирования и масштабирования. Таким странным и повторяющимся формам, маленький кусочек которых 
выглядит в точности, как объект целиком, Мандельброт в 1975 году дал название -  фракталы и стал основоположником 
нового раздела математики -  фрактальной геометрии. Далее проводится обсуждение, почему представленные в презентации 
объекты окружающего мира фрактапьны.

Для перехода ко второй теме «Самоподобие фракталов» необходимо вспомнить понятия «подобие» и «подобные 
фигуры». С помощью предложенных картинок животных и птиц (кошка-котенок, курица-цыпленок и т. п.), графиков 
поведения курса валюты и криптовалют (биткоин) за год, квартал, месяц, день учащиеся рассуждают о строгом и 
приближенном (нестрогом) подобии и самоподобии. Одно из основных свойств, объединяющих все фракталы -  это 
геометрическое повторение самого себя на любом масштабном уровне (самоподобие). Другими словами, самоподобный 
объект в точности или приближенно совпадает с частью себя самого, то есть целое имеет ту же форму, что и одна или более 
частей.

Конструктивные или геометрические фракталы [1] являются самыми наглядными, в них самоподобие видно сразу. 
Для построения геометрических фракталов характерно задание "основы" и "фрагмента", повторяющегося при каждом 
уменьшении масштаба. Методика построения: сначала изображается основа. Затем некоторые части основы заменяются на 
фрагмент. На каждом следующем этапе части уже построенной фигуры, аналогичные замененным частям основы, вновь 
заменяются на фрагмент, взятый в подходящем масштабе. Всякий раз масштаб уменьшается. Когда изменения становятся 
визуально незаметными, считают, что построенная фигура хорошо приближает фрактал и дает представление о его форме. 
Для получения самого фрактала нужно бесконечное число этапов (здесь очень интересно порассуждать с ребятами, что 
такое бесконечность, ввести понятие итерация). Меняя основу и фрагмент, можно получить много разных геометрических 
фракталов. Построению конструктивных фракталов можно отвести 5-6 часов.

Вначале рассматриваются примеры и варианты построения таких классических фракталов, как пыль и гребень 
Кантора, кривая Коха; рассказываются истории их появления и области применения. Берётся отрезок единичной длины. Па 
первом шаге он делится на три равные части, и вынимается средний отрезок. На втором шаге подобной процедуре деления 
на три равные части и последующего удаления середины подвергается каждый из двух оставшихся отрезков. Так, 
продолжая до бесконечности, получим множество точек -  пыль Кантора. Заметим, что не для любого школьника это может 
быть под силу: как имея дело с отрезками, в итоге получается множество точек, причем мы их не сможем посчитать 
(несчетное множество точек, количество которых больше, чем у множества натуральных чисел).

Для кривой Коха тоже за основу берёгся отрезок, который делится на три равные части. Затем центральная часть 
достраивается до правильного треугольника и «выкидывается» -  получаем ломаную линию, состоящую из четырех 
отрезков. Далее повторяем операцию к каждому из отрезков. Продолжая данную процедуру, через бесконечное число шагов 
получим кривую Коха. Исследуются различные модификации на основе кривой Коха:

• снежинка Коха строится с основы -  равностороннего треугольника, на каждой стороне которого идет построение, 
как у кривой Коха;

• снежинка Коха «наоборот» получается, если строить кривые Коха внутрь исходного равностороннего 
треугольника;

• квадратный вариант кривой Коха:вместо треугольников достраиваются квадраты.
Еще интересные возможности для исследования и построения фракталов открывают ковер (квадрат) и решето 

(треугольник) Сернинского, канторова пыль на квадрате (за основу берётся квадрат, каждая его сторона делится на три 
части и происходит удаление из исходного квадрата «креста», т. е. остается 4 квадратика при вершинах, процедура 
повторяется на каждом оставшемся квадрате). Здесь можно подойти к уроку творчески. Для этого нужно попросить детей 
принести на урок цветные карандаши, фломастеры или краски, можно вырезать из цветной бумаги. Мы подготовили 
каждому ученику, вырезанные из бумаги одинакового размера основы треугольников для построения решета Серпинского и 
квадратов для построения ковра Серпинского и пыли Кантора на квадрате. В процессе построения ребята с удовольствием 
раскрашивали так, как им хотелось. Затем на большом ватмане мы объединили полученные квадраты (треугольники) в один 
большой.

Пифагор, доказывая свою знаменитую теорему, построил фигуру, где на сторонах прямоугольного треугольника 
расположены квадраты («пифагоровы штаны»). Теперь эту фигуру Пифагора можно превратить в целое дерево. Впервые



дерево Пифагора построил А.Е. Босман во время второй мировой войны, используя обычную чертежную линейку. Одним из 
свойств дерева Пифагора является то, что если площадь первого квадрата равна единице, то на каждом уровне сумма 
площадей квадратов тоже будет равна единице. В классическом дереве Пифагора за основу берём квадрат и на одной из 
сторон строим прямоугольный треугольник с углами 45° при основании. Затем на катетах этого треугольника строим 
квадраты ("пифагоровы штаны"). Повторяем процесс для каждого квадрата. Если использовать другие углы, то можно 
построить обдуваемое ветром дерево Пифагора. Если изображать только отрезки, соединяющие каким-либо образом 
выбранные «центры» треугольников, то получается обнаженное дерево Пифагора. При угле 60° все три квадрата окажутся 
равными, а дерево превратится в периодический узор на плоскости.

Интересным примером самоподобной кривой является «дракон Хартера-Хейтуэя», впервые исследованный физиками 
Дж. Хейтуэем, Б. Бэнксом и В. Хартером. Вначале лучше провести эксперимент с бумагой, построив кривую дракона 
своими руками. Возьмем длинную, тонкую и узкую полоску бумаги. Необходимо сложить ее пополам в одном направлении 
несколько раз. Возможно, больше 7-8 раз сложить полоску не получится, так как она становится слишком толстой, чтобы 
сложить её аккуратно еще раз. Теперь разогнем бумагу так, чтобы образовался угол 90° в местах сгибов, и разложим 
полоску на столе. Вот перед нами и появился фрактал под названием «Кривая дракона». При построении фрактала дракон за 
основу возьмем отрезок. Затем повернем его на 90°вокруг одной из вершин и добавим полученный отрезок к исходному. 
Получим угол из двух отрезков. Повторим описанную процедуру, повернув угол на 90° вокруг вершины и добавив 
полученную ломаную к исходной. Повторяя шаги, будем получать все более сложные ломаные, напоминающие китайского 
дракона

Можно рассмотреть и более сложные варианты построения конструктивных фракталов: колбаса Минковского и 
остров Леви, кривые Пеано, Гильберта и Госпера, фракталы спирали и фракталы звезды.

Одним из удобных способов моделирования большинства конструктивных фракталов служат системы Линденмайера. 
Венгерский биолог Аристид Линденмайер в 1968 году предложил L-систему [1] для описания поведения клеток растений и 
моделирования процесса развития растений. Данная система состоит из алфавита и порождающих правил. Механизмом для 
визуализации систем Линденмайера является черепашья графика: каждому символу L-системы соответствует графическая 
операция для черепашки. Черепашья 1рафика -  это специальная графика, в которой точка (черепашка) перемещается по 
экрану или бумаге и поворачивается в заданных направлениях, при этом при движении она оставляет или не оставляет за 
собой нарисованный след в зависимости от правил. В каждый момент времени у черепашки есть определённое положение 
на экране и определённое направление, куда она смотрит. При этом основная цель -  управлять черепашкой так, чтобы она 
нарисовала нужную линию. На первом занятии, посвященном L-системам, изучается суть «черепашьей» графики и 
проводятся построения изображений с помощью карандаша и линейки. На следующих двух занятиях лучше использовать 
компьютеры и бесплатные онлайн-ресурсы (например, http://codemore.ru/2014/10/09/1-svstems.htmll. Можно подготовить 
правила и аксиомы для построения уже изученных фракталов, и учащимся требуется самим ввести их, получив 
соответствующий результат. Были даны им возможность и время поэкспериментировать -  менять правила, аксиомы и 
остальные параметры, чтобы получать собственные картинки фракталов.

На последнем из занятий по фракталам исследованы возможности их применения в различных областях человеческой 
деятельности: медицина, география и геология, физика, телекоммуникации, информационные технологии, компьютерные 
игры, кино, искусство и многое другое. Организовано было такое занятие в виде семинара (мини-конференции), где 
учащиеся обсудили подготовленные ими заранее доклады.

Ниже представлены задания для школьников, часть из которых предлагалась на дом, а часть решалась на занятии.
1. Найдите примеры фракталов в окружающем мире: а) созданные человеком, б) в природе. Объясните, почему 

выбранный объект является фракталом.
2. Приведите примеры подобных и самоподобных объектов в окружающем мире.
3. Как вы думаете, чему равна длина отрезков, удаленных из пыли Кантора при построении? Вычислите сумму длин 

отрезков, удаленных из пыли Кантора при построении.
4. Постройте модифицированное множество Кантора (6-7 этапов), полученного при делении исходного отрезка на 5 

частей и удаления одного центрального отрезка, длины 1/5 часть исходного. Чему равна сумма длин отрезков, удаленных 
при построении данного множества?

5. Постройте остров Коха (5 шагов). За основу нужно взять квадрат и на каждой его стороне выполнить построения 
аналогичные кривой Коха.

6. Постройте крест Коха (5 шагов). За основу берётся квадрат, а построения проводятся внутрь.
7. Придумайте свою модификацию кривой Коха.
8. Вычислите длину кривой Коха.
9. Придумайте свои фракталы (на треугольнике, квадрате, шестиугольнике и т. п.). Опишите алгоритм их построения.
Как показал наш опыт преподавания, раздел «Фракталы» у школьников 7-8-х классов способствует повышению

интереса к изучению математики, расширению кругозора и улучшению общего уровня математических знаний.
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