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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА
ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

И. Н. Банщикова

Рассматривается линейная однородная система с дискретным временем

(1) x(m+ 1) = A(m)x(m),

где аргумент m пробегает множество Z+ целых неотрицательных чисел; неиз-
вестная функция x принимает значения в R

n; коэффициент A(m) при каждом
m принадлежит пространству Mn(R) вещественных n × n матриц. Всюду ниже
будем предполагать, что функция A(·) вполне ограничена [1], то есть при каждом
m существует A−1(m), и найдется такое a0, что sup

m

(

‖A(m)‖+ ‖A−1(m)‖
)

6 a0.

В задачах управления асимптотикой решений линейных систем с дискретным
временем важную роль играет понятие полного спектра показателей Ляпунова.
Известно (см., например, [2]), что в общем случае показатели Ляпунова систе-
мы (1) не обладают свойством устойчивости по отношению к малым возмущени-
ям коэффициентов системы. Это обстоятельство сильно затрудняет возможность
управления показателями, а потому и асимптотикой решений системы (1). По-
этому важной задачей является исследование условий, обеспечивающих устой-
чивость показателей Ляпунова системы (1). Введем необходимые понятия.

Для произвольного нетривиального решения x(·) системы (1) определим его
показатель Ляпунова равенством λ[x]

.
= lim

m→∞

m−1 ln ‖x(m)‖ и обозначим через Λ

спектр показателей Ляпунова системы (1), то есть множество всех чисел λ ∈ R,

для каждого из которых существует нетривиальное решение x(·) системы (1) с
показателем λ. Известно [3, с. 51–52], что спектр показателей Ляпунова систе-
мы (1) состоит не более чем из n различных чисел и расположен на отрезке
[− ln a0, ln a0]. Пусть Λ = {Λ1(A), . . . ,Λq(A)}, где Λ1 < . . . < Λq, q 6 n. Показа-
тель Ляпунова тривиального решения полагаем равным −∞.

Для каждого j ∈ {1, . . . , q} рассмотрим множество Ej всех решений систе-
мы (1), показатели которых не превосходят Λj . Множество E0 считаем состоящим
из тривиального решения системы (1). Тогда [3, с. 54] каждое из множеств Ej яв-
ляется линейным подпространством, имеют место строгие вложения E0 ⊂ E1 ⊂
. . . ⊂ Eq и неравенства 0 = dim E0 < dim E1 < . . . < dim Eq = n. Положим nj =
dim Ej − dim Ej−1 и назовем nj кратностью показателя Λj , j = 1, . . . , q. Заметим,
что n1 + n2 + . . . , nq = n. Набор n чисел Λ1(A), . . . ,Λ1(A), . . . ,Λ2(A), . . . ,Λq(A),
где каждое Λj повторяется nj раз, называется полным спектром показателей
Ляпунова системы (1). Будем обозначать его λ1(A) 6 . . . 6 λn(A).

Определение 1 [4]. Показатели Ляпунова линейной системы (1) называются
устойчивыми, если для любого ε > 0 найдется такое δ = δ(ε) > 0, что для
всякой мультипликативно возмущенной системы вида y(m+1) = A(m)R(m)y(m)
с возмущением R : Z+ → Mn(R), удовлетворяющим условию sup

m

‖R(m)−E‖ < δ,

выполнены неравенства |λi(A)− λi(AR)| < ε, i = 1, . . . , n.

Определение 2. Пусть D : Z+ → Mk(R) — произвольная вполне ограни-
ченная функция. Верхним центральным показателем (Винограда) и младшим
центральным показателем показателем (Миллионщикова) функции D(·) будем
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называть соответственно величины

Ω(D) = lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

m
∑

j=1

ln
∥

∥

jT−1
∏

l=(j−1)T

D(l)
∥

∥,

ω(D) = lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

m
∑

j=1

ln
∥

∥

∥

(

jT−1
∏

l=(j−1)T

D(l)
)

−1
∥

∥

∥

−1

.

Определение 3. Преобразованием Ляпунова системы (1) называется линей-
ное преобразование вида

(2) z(m) = L(m)x(m),

где матрица L : Z+ → Mn(R) вполне ограничена.

Теорема. Показатели Ляпунова системы (1) устойчивы тогда и только то-
гда, когда существует преобразование Ляпунова (2), приводящее систему (1) к
системе z(m + 1) = D(m)z(m) с блочно-диагональной матрицей коэффициентов
D(m) = diag

(

D1(m), . . . , Dq(m)
)

, обладающей следующими свойствами:
1) для каждого j ∈ {1, . . . , q} матрица Dj(m) ∈ Mnj

(R) нижняя треугольная;
2) имеют место равенства Ω(Dj) = ω(Dj) = Λj , j = 1, . . . , q;
3) блоки D1(·), . . . , Dq(·) интегрально отделены, то есть существуют такие α > 1
и γ > 0, что при всех m > s и j ∈ {1, . . . , q − 1} справедливы неравенства

∥

∥

∥

(

m−1
∏

l=s

Dj+1(l)
)

−1
∥

∥

∥

−1

> γαm−s
∥

∥

m−1
∏

l=s

Dj(l)‖.

Аналогичное утверждение для систем с непрерывным временем было получено
В. М. Миллионщиковым [5] и Б. Ф. Быловым, Н. А. Изобовым [6].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 18-51-41005).
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