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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àëãîðèòìîâ íà òðåõìåðíûõ
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, ó÷èòûâàþùèõ ñëîæíûå ïàðàëëåëüíûå ïðîöåññû ñèíõðîíèçàöèè, âîïðîñû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè è õðàíåíèÿ äàííûõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîñëîéí îå ðàçäåëåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà ïîäîáëàñòè
áåç âåòâëåíèÿ âíóòðåííèõ ãðàíèö, óïðîùàþùåå äîñòóï ê íåçàâèñèìûì äàííûì è ïàðàëëåëüíûì âû÷èñëåíè-
ÿì íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ í à íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ â ìíîãîñâÿçíûõ
îáëàñòÿõ. Àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðå ìåííîé ýôôåêòèâíîñòè è ðåñóðñîåìêîñòè ïðåäëî-
æåííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðèâîäèòñÿ àíàëèç ðåñóðñíîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ â ïîýëåìåíòíîé
ñõåìå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî íèç-
êàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ïîäñèñòåìû ïàìÿò è, à íå ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ ïðîöåññîðîâ. Ãðà-
ôè÷åñêàÿ ïàìÿòü îáëàäàåò áîëüøåé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ , ÷åì îïåðàòèâíàÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
óâåëè÷èòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìà íà GPU.
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Ââåäåíèå
Äëÿ ðåøåíèÿ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ íåëüçÿ íàäåÿòüñÿ òîëüêî íà âîçðàñòàþùóþ

ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ è óâåëè÷åíè ÿ èõ ÷èñëà â ñóïåðêîìïüþòåðàõ. Ïîâû-
øåíèå ïàðàëëåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé ñëåäóåò äîñòèãàòü çà ñ÷åò îïòèìèçàöèè îáìåíîâ
â ñèñòåìå ïðîöåññîð�ïàìÿòü, â àëãîðèòìàõ, îáëàäàþùèõ âûñîê îé èíòåíñèâíîñòüþ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé è ëîêàëèçàöèåé äîñòóïà ê èñïîëüçóåìûì äàííûì. Äëÿ â û÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ õàðàêòåðíû îïåðàöèè íàä äàííûìè, êîòîðûå ïðåâûøàþò îáúåìû êýø-
ïàìÿòè ïðîöåññîðîâ è òðåáóþò íåðåãóëÿðíîãî äîñòóïà ê ïàìÿò è, îïðåäåëÿåìîãî íóìåðàöèåé ñå-
òî÷íûõ äàííûõ (óçëîâ, ðåáåð, ãðàíåé, ÿ÷ååê). Îäèí èç ñïîñîá îâ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
âû÷èñëåíèé è ýôôåêòèâíîñòè äîñòóïà ê ïàìÿòè, íå òðåáóþùèé ìî äèôèêàöèè ñòðóêòóðû äàííûõ,
çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè íîâûõ ðàçäåëåíèé íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè, îïðåäåëÿþùèõ âàðèàíòû ïî-
ðÿäêà îáðàùåíèÿ ê íèì è îáðàáîòêè.

Ðàçðàáîòêà íîâûõ ðåñóðñî-ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è èõ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ
äîëæíà îñíîâûâàòüñÿ íà ñîâðåìåííûõ ìåòîäàõ ïðîãðàììèðîâà íèÿ è ñõåìàõ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ,
ïîçâîëÿþùèõ îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé, èñõîäÿ èç à íàëèçà èõ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ðåàëüíîé àðõèòåêòóðå ãèáðèäíûõ ïàðàëëåëüíûõâû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ÷òî òàêæå
ñâÿçàíî ñ ïðèìåíåíèåì äåêîìïîçèðîâàííûõ ñåòî÷íûõ ìîäåëåé [1]. Âîçíèêàåò òàêæå íåîáõîäèìîñòü
ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ è ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçàðåñóðñíîé ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëè-
òåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Âàæíåéøèì è îäíèì èç ðåñóðñîåìêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýòàïîâ ÷èñë åííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòê àõ ÿâëÿåòñÿ ýòàï ôîðìèðîâàíèÿ
ãëîáàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Âðåìåííûå çàòðàòû íà
ýòàïû ôîðìèðîâàíèÿ ãëîáàëüíîé ìàòðèöû è ðåøåíèÿ ÑËÀÓ âî ìíîãî ì îïðåäåëÿþò ïîëíîå âðåìÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îïåðàöèÿ ïîèñêà íóæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ â ñòðó êòóðå õðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ìàòðèöû
çàíèìàåò ïðàêòè÷åñêè ïîëîâèíó âðåìåííûõ çàòðàò ôîðìèðîâà íèÿ ÑËÀÓ íà áîëüøèõ íåñòðóêòóðè-
ðîâàííûõ òðåõìåðíûõ ñåòêàõ.

Èññëåäîâàíèå ðàçíîîáðàçíûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ â îáë àñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëè-
çà ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñëåäóþùåå íàïðàâëåíèå èõ ðàçâèòèÿ: ôîðìèðîâàíèå ãëîáàëüíîé ìàòðèöû
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ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çà ñ÷åò ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ àëãîðèòìè÷ åñêèõ ðåøåíèé, ïîâûøàþùèõ ïà-
ðàëëåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü çà ñ÷åò îïòèìèçàöèè îïåðàöèé àäðåñàöèè è äîñòóïà ê äàííûì íå òîëüêî
íà ýòàïàõ ôîðìèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, íî íà ýòàïàõ ïîñòðîåíèÿ è ïåðåñòðîåíèÿ
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê.

Â ðàáîòàõ àâòîðîâ [2] ïðåäëîæåíî ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå íåñò ðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê äëÿ ìàñ-
øòàáèðóåìûõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ñîâðåìåííûõ ãèáðèä íûõ àðõèòåêòóðàõ. Îáîáùåíèå ïî-
ñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ áåç âåòâëåíèÿ âíóòðåííèõ ãðàíèö äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ àëãîðèòìîâ íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ â ìíî ãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ âûïîëíåíî â [3].

Â äàííîé ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿ àëãîðèòì ïîýëåìåíòíîé ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà
äâóõóðîâíåâîì ïîñëîéíîì ðàçäåëåíèè, ïîëó÷åííîì íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàôà Ðèáà äëÿ
ìíîãîñâÿçíîé òðèàíãóëèðîâàííîé îáëàñòè, è ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ
ñ îöåíêàìè èõ ðåñóðñíîé ýôôåêòèâíîñòè â óíèâåðñàëüíîé ìîäå ëè ìàñøòàáèðóåìîñòè è ìîäåëè
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Ÿ 1. Îïòèìèçàöèè îïåðàöèé àäðåñàöèè è äîñòóïà ê ñåòî÷íûì äàí íûì
Ïàðàëëåëüíûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëàãàþ ò ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ, â êîòî-

ðûõ êðîìå ïàðàëëåëüíûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñóùåñòâóþò îïåðàöèè, ñóììèðóþùèå
äàííûå èç ïàðàëëåëüíûõ âåòâåé àëãîðèòìà íà îñíîâå íåêîòîðî ãî ðàçäåëåíèÿ. Ðàíåå òàêèå îïåðàöèè
íàçâàíû êîìïîçèöèåé èëè îïåðàöèÿìè êîìïîçèöèè [2].

Íà ýòàïå ñáîðêè â ÌÊÝ âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå ëîêàëüíûõ ìàò ðèö æåñòêîñòè êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ â ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè ñèñòåìû êîíå÷íî-ýëå ìåíòíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäûé ýëåìåíòkIJ ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòèK åñòü ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ke

ij
ëîêàëüíûõ ìàòðèö æåñòêîñòèK e. Èíäåêñû I è J ïðèíàäëåæàò îòðåçêó[1; N ] � Z, à ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ëîêàëüíûå èíäåêñû i è j � îòðåçêó [1; Ne] � Z, ãäåN � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû âñåé
ñèñòåìû, à Ne � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e; êàê ïðàâèëî, Ne � N . Çàïèøåì
â ìàòðè÷íîì âèäå: K =

P m
e=1 CT

e K eCe, K 2 RN � N , K e 2 RNe � Ne ; Ce � ìàòðèöà èíöèäåíòíî-
ñòèZNe � N , êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ëîêàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû (íîìåðîâ íåèçâåñòíûõ
è óðàâíåíèé â ñåòî÷íîé ÑËÀÓ) [1; 2; : : : ; Ne] â ãëîáàëüíîå [1; 2; : : : ; N ]; m � ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ (ÿ÷ååê ñåòêè). Òàêîå îòîáðàæåíèå â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïðèëîæåíèè ðåàëèçóåòñÿ ïðè êîñâåí-
íîé èíäåêñàöèè íåèçâåñòíûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîìåðîâ óçëîâ ñåòêè èëè óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó
èíöèäåíòíîñòè, íàèáîëåå ýôôåêòèâíî âûïîëíÿåìûì íà ãðàôè÷ åñêèõ óñêîðèòåëÿõ. Õðàíåíèå ìàò-
ðèöû K ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò ðàçìåð èñïîëüçóåìîé ñåòî÷íîé ìîä åëè è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëè îáùåé ïàìÿòè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñóïå ðêîìïüþòåðîâ áîëåå ýôôåêòèâíî
ïàðàëëåëüíî ôîðìèðîâàòü áëîêè äàííîé ìàòðèöû â ïàìÿòè âû÷è ñëèòåëüíûõ ìîäóëåé áåç õðàíåíèÿ
âñåéK íà îäíîì ìîäóëå ñ ïîñëåäóþùèì ðàçäåëåíèåì íà áëîêè.

Äðóãèì ïîäõîäîì, øèðîêî ïðèìåíÿåìûì â ÌÊÝ, ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâà åìûå ïîýëåìåíòíûå ñõå-
ìû [4], â êîòîðûõ ñáîðêà ïåðåíîñèòñÿ íà ýòàï ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ý ëåìåíòíîé ñèñòåìû èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì è ïðèìåíÿåòñÿ óæå íå ê ìàòðèöàì, à ê âåêòîðàì � ðåçóëü òàòàì ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

q = Kp =
mX

e=1

CT
e K eCep =

mX

e=1

CT
e ~qe =

mX

e=1

qe; (1.1)

çäåñüq; p; qe 2 RN , ~qe 2 RNe .
Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè âûðàæåíèÿ (1.1) â ðàìêàõ ìîäåëè îáùåé ïàìÿòè âåêòîðû p è q íàõîäÿò-

ñÿ â îáùåé ïàìÿòè ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ/íèòåé, à ìàòðèöû K e, Ce, CT
e è âåêòîðû qe � â ïàìÿòè

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîöåññà. Â ýòîì ñëó÷àå êîíôëèêòû, ïðèâîäÿ ùèå ê îøèáêàì âû÷èñëåíèé, âîç-
íèêàþò ïðè ñóììèðîâàíèè âåêòîðîâ qe, íàõîäÿùèõñÿ â ðàçíûõ ïðîöåññàõ è èìåþùèõ íåíóëåâûå
êîìïîíåíòû ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè.

Ïðåäñòàâèì K â ñëåäóþùåì âèäå K = CT ~KC , ãäå ~K 2 R ~N � ~N � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
èç áëîêîâ ~K ii = K e, ~N = m � Ne, CT 2 ZN � ~N ñîñòàâëåíà èç ìàòðèöCT

e 2 ZN � Ne , à C 2 Z ~N � N �
èç Ce 2 ZNe � N .
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Ïðîèçâåäåíèå q = Kp = CT ~KCp çàïèøåì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé: ôîðìèðî-
âàíèÿ ðàçíåñåííîãî âåêòîðà �p = Cp, �p 2 R ~N , ïðîèçâåäåíèÿ ~q = ~K ~p è ñáîðêè q = CT ~q, êîòîðûå
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ïî âû÷èñëèòåëüíûì è êîììóíèêàöèîíí ûì çàòðàòàì, êàê ñëåäñòâèå ðàçëè÷-
íîé ëîêàëèçàöèè äàííûõ (äîñòóï ïî ëîêàëüíûì è ãëîáàëüíûì íî ìåðàì óçëîâ), îñîáåííî â ñëó÷àå
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê, è, êðîìå òîãî, èìåþò ðàçíûé ïîò åíöèàë ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Êðèòè-
÷åñêîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿïàðàëëåëüíîé ñáîðêè, ïðè êîòîðîé
âîçíèêàþò êîíôëèêòû â îáùåé ïàìÿòè.

Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè íà n ïîòîêîâ êàæäûé ïàðàëëåëüíûé ïðîöåññ (ïîòîê) âûïîëíÿåò âû÷ èñ-
ëåíèÿ íàä mi � m=n êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, ãäå i � íîìåð ïðîöåññà. Ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò
ïðîèçâåäåíèÿ èìååò âèä

q = Kp =
nX

i =1

CT (i ) ~K (i )C(i )p =
nX

i =1

CT (i )
~q(i ) = A(~q); (1.2)

ãäå C(i ) � ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè, ñîñòàâëåííàÿ èç mi ìàòðèö Ce; ~K (i ) � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç mi ìàòðèö ~K e, ~q(i ) � âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ mi âåêòî-
ðîâ ~qe. Ââåäåì îïåðàòîð ñáîðêè A âåêòîðàq, êîòîðûé âûïîëíÿåò ñóììèðîâàíèå, êàê âíóòðè ïîòîêà i
â âèäåq(i ) = CT (i ) ~q(i ) , òàê è ìåæäó ïîòîêàìè q =

P n
i =1 q(i ) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû íå äîïóñòèòü óêàçàííûå âûøå êîíôëèêòû, íåîáõîä èìî èñêëþ÷èòü îäíîâðåìåí-
íûé äîñòóï ê îáùåé ïàìÿòè èç ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ/ïîòîêîâ ïðè ñáîðêå A(~q). Ñóùåñòâóþùèå
ìåòîäû è ïîäõîäû ê ðàçðåøåíèþ êîíôëèêòîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ï ðîãðàììíûå, àëãîðèòìè÷åñêèå
è ìåòîäû ðàñêðàñêè ðàçäåëåíèÿ ãðàôîâ.

Ÿ 1.1. Ïðîãðàììíûå è àëãîðèòìè÷åñêèå ïîäõîäû

Ðàçðåøåíèå êîíôëèêòîâ â ðàìêàõ òåõíîëîãèè ìíîãîïîòî÷íîãî ï ðîãðàììèðîâàíèÿ OpenMP îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè äèðåêòèâû critical . Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò êîäà, â êî-
òîðîì ñóììèðîâàíèå êîìïîíåíò âåêòîðà qe â êîìïîíåíòû âåêòîðà q âûïîëíÿåòñÿ îäíîé íèòüþ
OpenMP â êðèòè÷åñêîé ñåêöèè. Â ïðåäñòàâëåííîì ïðîãðàììíîì êîäå èñïîëüçîâàí öåëî÷èñëåííûé
ìàññèâ I[m][Ne] , çàäàþùèé ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãëîáàëüíûìè I è ëîêàëüíûìè i íîìåðàìè ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû. Ïðåèìóùåñòâî ïîäõîäà â òîì, ÷òî ìàññèâ I[m][Ne] êàê ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè (ñïèñîê íîìåðîâ óçëîâ äëÿ êàæäîé
ÿ÷åéêè ñåòêè). Ê ñîæàëåíèþ, íåäîñòàòîê äàííîãî ïîäõîäà � çà ìåäëåíèå ðàáîòû äàæå â ñðàâíåíèè
ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì âàðèàíòîì.

#pragma omp parallel for
for(int e=0; e<m; e++) // öèêë ïî êîíå÷íûì ýëåìåíòàì

for(int i=0; i<Ne; i++) // öèêë ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû
// â êîíå÷íîì ýëåìåíòå

{
#pragma omp critical // êðèòè÷åñêàÿ ñåêöèÿ

q[I[e][i]] += qe[Ne*e+i];
}

Ðèñ. 1.Ïîýëåìåíòíàÿ ñáîðêà âåêòîðà ñ ñèíõðîíèçàöèåé

Ñëåäóþùèé óðîâåíü � ýòî èçìåíåíèå àëãîðèòìà ñáîðêè. Êëàññè÷å ñêèå öèêëû ïî êîíå÷íûì ýëå-
ìåíòàì è ñòåïåíÿì ñâîáîäû â êàæäîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå çàìåíÿ þòñÿ íà öèêë ïî ãëîáàëüíûì ñòå-
ïåíÿì ñâîáîäû (ðèñ. 2). Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàò ü öåëî÷èñëåííûå ìàññèâû e_[N]
è i_[N] , çàäàþùèå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãëîáàëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîä û I è íîìåðàìè êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ e, à òàêæå ìåæäóI è ëîêàëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû i .

Ðàçâèòèåì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå íà ìàòðèöó èí öèäåíòíîñòè (ðèñ. 3). Ìàòðè÷íî-
âåêòîðíîå óìíîæåíèå ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåòñÿ íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ, à ðàçðåæåííîñòü ìàò-
ðèöû è çíà÷åíèÿ åå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü ç àòðàòû êàê íà åå õðàíåíèå (õðà-
íÿòñÿ íà÷àëüíûå ïîçèöèè ñòðîê bI_[N+1] è íîìåðà ñòîëáöîâ CJ_[Nnz] íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
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#pragma omp parallel for
for(int I=0; I < N; I++) // öèêë ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû

q[I] += qe[Ne*e_[I]+i_[I]];

Ðèñ. 2.Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ñáîðêè íà ¾ïîóçëîâîå¿

ìàòðèöû C), òàê è ïðè âû÷èñëåíèÿõ (îïóñêàåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäè-
ìî îïðåäåëèòü Nnz � ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C � è ñôîðìèðîâàòü ñòðóêòóðó äëÿ åå
õðàíåíèÿ.

#pragma omp parallel for
for(int I=0; I < N; I++) // öèêë ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû

for(int pos=bI[I]; pos<bI[I+1]; pos++)
q[I] += qfe[CJ[pos]];

Ðèñ. 3.Óìíîæåíèå íà ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè

Ïîñêîëüêó íà ýôôåêòèâíîñòü ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ âëèÿþò õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì, òî â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïîäõîäîâ íåîáõîäèìî ðàññìàò ðèâàòü ñîâåðøåíñòâîâàíèå èõ òðåáîâà-
íèé ê ðåñóðñàì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è äîñòóïó ê ðàñ÷åòíûì äàíí ûì. Êðîìå òîãî, ïîìèìî âðåìåííîé
ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äîïîëíèòåë üíûå îöåíêè, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííî-
ñòè àëãîðèòìà è åãî ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïðè ðàáîòå ñ îáùèì è ðàñ÷åòíûìè äàííûìè.

Ÿ 1.2. Ðàçðåøåíèå êîíôëèêòîâ ðàñêðàñêîé ñåòêè

Êîíôëèêòû ïðè ïàðàëëåëüíîé ñáîðêå âåêòîðîâ/ìàòðèö ìîãóò ó ñòðàíÿòüñÿ ñïåöèàëüíûì óïîðÿ-
äî÷åíèåì ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Äëÿ ýòîãî ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà ðàçäåëÿåòñÿ íà óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíî-
æåñòâà ÿ÷ååê (êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ÿ÷ååê èç ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ
ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè â ïîäìíîæåñòâàõ íå èìååò îáùèõ âåðøèí. Äàííîå óñëîâèå ìîæíî ñìÿã-
÷èòü, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû íå ñîâïàäàëè ëîêàëüíûå íîìåðà îáùèõ âåðøèí. Òîãäà ïðè ïàðàëëåëüíîé
ñáîðêå êàæäûé ïîòîê âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèÿ íàä äàííûìè, ïðèí àäëåæàùèìè ñâîåìó ïîäìíîæåñòâó
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ïðèìåíÿåòñÿ ìíîãîöâåòíàÿ ðàñêðàñ êà äóàëüíîãî ãðàôà èëè ÿ÷ååê ñåò-
êè (ðèñ. 4). Òàê, â ðàáîòå [5] ÿ÷åéêè ñåòêè ðàçäåëÿåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç ïîäìíîæåñòâà íå èìå þò îáùèõ âåðøèí ñåòêè. Ðàñêðàñêà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâîé ÿ÷åéêå íàçíà÷àåòñÿ íåêîòîðûé ¾öâåò¿, ñîñåäíèì ÿ÷åé-
êàì íàçíà÷àåòñÿ ¾öâåò¿, îòëè÷íûé îò òåêóùåãî, äàëåå íå ðàñêðàøåííûì ÿ÷åéêàì íàçíà÷àåòñÿ íîâûé
¾öâåò¿. Ðàñêðàñêà çàâåðøàåòñÿ, êîãäà âñå ÿ÷åéêè ñåòêè ðàñêðàøåíû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåñáà-
ëàíñèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå ÿ÷ååê ïî ¾öâåòàì¿. Íà âòîðîì ýò àïå ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå
ÿ÷ååê ïî öâåòàì ñ ïðîâåðêîé íà íàëè÷èå îáùèõ âåðøèí. Ïåðåðàñïð åäåëåíèå çàâåðøàåòñÿ, êîãäà
áîëüøèíñòâî ïîäìíîæåñòâ èìåþò ìîùíîñòü, áëèçêóþ ê ñðåäíåé, è ëè êîãäà èç ïîäìíîæåñòâ áîëü-
øåé ìîùíîñòè íåâîçìîæíî ïåðåìåñòèòü ÿ÷åéêó èç-çà îãðàíè÷åíè ÿ íà ñâÿçíîñòü ÿ÷ååê. Ðåçóëüòàòîì
òàêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ÿ÷ååê ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ìîçàè÷íîå ðà çäåëåíèå ñåòêè, òðåáóþùåå ïåðåñòðîå-
íèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ñåòêè.

à) á)

Ðèñ. 4.Ðàñêðàñêà/óïîðÿäî÷åíèå/ðàçäåëåíèå äóàëüíîãî ãðàôà èëè ÿ÷ååê ñåòêè: à) ìíîãîöâåò-
íàÿ ðàñêðàñêà ÿ÷ååê ñåòêè; á) ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå
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Ðàçâèòèåì àëãîðèòìîâ ðàñêðàñêè ñåòêè ñòàëî ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå, êîãäà â êà÷åñòâå èñõîäíîé
áåðåòñÿ íå îäíà ÿ÷åéêà, à çàäàííîå ìíîæåñòâî ÿ÷ååê íà ãðàíèöå îáëàñòè, íà ìåæñåòî÷íûõ èíòåðôåé-
ñàõ, íà ãðàíèöàõ ïåðåñòðîåíèÿ è äðóãèõ îñîáåííîñòÿõ ðàñ÷åòíûõ ñåòî÷íûõ îáëàñòåé.

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ è ìíîãî÷èñëåí íûå ýêñïåðèìåíòû íà ñåòî÷íûõ îá-
ëàñòÿõ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òîëüêî ñòðóêòóðû ñîñåäñòâà ÿ÷ååê ðàñ÷åò-
íîé ñåòêè äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íåñâÿçíûõ ñëîåâ è ôîðìèðîâàíèå ï îäîáëàñòåé áåç ðàçðûâîâ îêàçûâàåò-
ñÿ íåäîñòàòî÷íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé è ò ðèàíãóëÿöèé ïðè íàëè÷èè ëîêàëüíûõ
çîí ñ ðåçêèì èçìåíåíèåì øàãà ñåòêè.

Â ñåðèè ðàáîò [3, 6, 7] ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ íà îñíîâå ïî-
ñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàôà Ðèáà äëÿ îáëàñòåé, èìåþùèõ ïðîèçâîëüíóþ òîïîëîãèþ è èñ-
ïîëüçóþùèõ àëãîðèòì ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ íà îñíîâå ñîñåäñ òâà (ñìåæíîñòè) ÿ÷ååê ñåòêè [8].

Ÿ 2. Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå ñåòêè íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîã î
ãðàôà Ðèáà

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò ãðàôàìè è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäîáëà-
ñòåé ïðè ðàçäåëåíèè â ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè îá ëàñòè [9].

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ Ìîðñà, îïðåäåëèì ñïîñîá îïèñàíèÿ ôîðìû ïî âåðõíîñòè, îñíîâàííûé íà ýâî-
ëþöèè ïîâåðõíîñòè èçîëèíèé óðîâíåé f (z) (ñì. ðèñ. 5, à). Äëÿ îïèñàíèÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ ðàñ-
÷åòíûõ îáëàñòåé áóäåì ïðèìåíÿòü äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ìîðñà, êîòîðûå èìåþò ìèíèìàëüíûé íàáîð
òèïîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê [10]. Íà èõ îñíîâå ïîñòðîèì ïðîèçâî ëüíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ è êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè êîòîðûõ íàçîâåì ñëîÿìè. Òðèàíãóëèðîâàí íàÿ ïîâåðõíîñòü îáëàñòè ðàçáèâàåòñÿ,
òàêèì îáðàçîì, íà îáúåäèíåíèå ñëîåâ è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè.

Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäûé ñëîé îäíîé òî÷êå è ââîäÿ åñòåñòâåííóþ ôàêòîð-òîïîëîãèþ â ïðîñòðàíñòâå
ñëîåâ, ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿ âëÿåòñÿ ãðàôîì Ðèáà ôóíêöèè Ìîðñà [11].
Âåðøèíàìè ãðàôà Ðèáà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, îòâå÷àþùèå ñëîÿì èñõîäíîé ôóíêöèè, ñîäåðæàùèå êðèòè-
÷åñêèå ôóíêöèè. Âåðøèíû ãðàôà ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè ðîâíî îäíîãî
ðåáðà ãðàôà è îòâå÷àþò ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì è ìàêñèìóìàì ôóí êöèè. Âñå îñòàëüíûå âåðøèíû
âíóòðåííèå, êîòîðûå îòâå÷àþò îñîáûì ñëîÿì ôóíêöèè, ñîäåðæ àùèì ñåäëîâûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
(ñì. ðèñ. 5, á). Òîãäà ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó, îïèñûâàþùóþ êðèòè÷åñêèå òî÷êè çà-
äàííîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåò ýòó ïîâåðõíîñòü îäíîçíà÷íî è ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü òîïîëîãèþ
ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 5, â).

Îòìåòèì, ÷òî ãðàô Ðèáà õîðîøî îòðàæàåò îñíîâíóþ òîïîëîãèþ äâ óìåðíûõ îáëàñòåé, ïðè àíà-
ëèçå ìíîãîñâÿçíûõ òðåõìåðíûõ îáëàñòåé ïðîïóñêàþòñÿ âàæíû å îñîáåííîñòè, òàêèå êàê âíóòðåííèå
îòâåðñòèÿ è äð. (ñì. ðèñ. 5).

Äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ âåòâëåíèÿ òîïîëîãèè â ñëó÷àå ìíîãîñâÿç íûõ òðåõìåðíûõ îáëàñòåé èñ-
ïîëüçîâàíèå òîëüêî ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèè è îäíîé äèñ êðåòíîé ôóíêöèè Ìîðñà îêàçûâàåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôà Ðèáà íåîáõîäèìî èñïîë üçîâàòü ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå îáúåì-
íîé ñåòêè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ââîäèòü ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàô Ðèáà (ñì. ðèñ. 6).

Îïðåäåëèì äåðåâî ñâÿçåé ìåæäó êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìèvc è ïîñòðîèì ãðàô Ðèáà R(V; E) ñ ðåá-
ðàìè e(vi ; vj ) 2 E äëÿ òðèàíãóëÿöèè, ñîñòîÿùåé èç 3-ñèìïëåêñîâ. Â îòëè÷èè îò ðåàëèçîâàííîãî
ðàíåå ïîäõîäà ôîðìèðîâàíèÿ ãðàôà Ðèáà [4], â äàííîì àëãîðèò ìå èñïîëüçóåòñÿ îáúåìíàÿ òðèàí-
ãóëÿöèÿ îáëàñòè, à 2-ñèìïëåêñû òðèàíãóëÿöèè, ïðèíàäëåæàùåå ïîâåðõíîñòè îáëàñòè èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïëîñêîãî ãðàôà.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè ¾óðîâíÿ¿ Ìîðñà f â ðàçíûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åêvc ââåäåì ïàðàìåòð c(vc), ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëó èñõîäÿùèõ èç íåå
ðåáåð è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå: 1 � îäíî ðåáðî; 2 � äâà ðåáðà; 3 � â åòâü; 0 � âñïîìîãàòåëüíàÿ
òî÷êà va, êîòîðàÿ ñ áëèæàéøèìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìèvc îáðàçóþò êðèâîëèíåéíûå äóãè ìåæäó
êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ïðè âåòâëåíèè (ñì. ðèñ. 6) .

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â ëèòåðàòóðå íå áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ íåñòðóêòóðèðî-
âàííûõ ñåòîê íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàôà Ðèáà, ÷òî ÿâ ëÿåòñÿ íîâûì íàïðàâëåíèåì â ïîñòðî-
åíèè ìíîãîóðîâíåâûõ ðàçäåëåíèé. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ãðàôà Ðèáà ïðåäñòàâëåíî â [6,7].
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PSfrag replacements

f (z)

à)

PSfrag replacements

vc va

á) â)

Ðèñ. 5.Ïîñòðîåíèå ïëîñêîãî ãðàô Ðèáà: à) ôóíêöèÿ Ìîðñà � ëèíèè óðîâ íÿ ïî f (z); á) êðè-
òè÷åñêèåvc è âñïîìîãàòåëüíûå va âåðøèíû; â) ïëîñêèé ãðàô ÐèáàR(V; E).

PSfrag replacements

vc
va

à)
á)

â)

Ðèñ. 6. Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàôà Ðèáà RV (V; E): à) êðèòè÷åñêèå âåðøèíû
ôóíêöèé Ìîðñà ïî z è x; á) ãðàô ñëîÿ ïî f (x); â) ãðàô Ðèáà äâóõ ôóíêöèé Ìîðñà f (z)
è f (x).

Ðàçäåëåíèå òðåõìåðíûõ ìîäåëåé íà áîëåå ïðîñòûå ïîäîáëàñòè ïåðñïåêòèâíî âî ìíîãèõ íà-
ïðàâëåíèÿõ èññëåäîâàíèé: â çàäà÷àõ ðåêîíñòðóêöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé èç òðèàíãóëèðîâàí-
íûõ îáëàñòåé è âîêñåëüíûõ ìîäåëåé ñ ïîñëåäóþùåé îáúåìíîé äåêî ìïîçèöèåé íà êîíñòðóêòîðñêî-
òåõíîëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû; ïîñòðîåíèÿ â çàäà÷àõ ñæàòèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ñåòîê â îáëàñòè âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ãåîìåòðèè è ãðàôèêè; â ìåòîäàõ ïðîñòðàíñòâåííî- âðåìåííîé äåêîìïîçèöèè ïðè ÷èñëåí-
íîì ðåøåíèè óðàâíåíèé; ïðè ïîèñêå òîïîëîãèè â îöèôðîâàííûõ ì îäåëÿõ â çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîãî
çðåíèÿ è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ïîëó÷åíèå ðàçäåëåíèÿ íà çàäàííîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé ìîæåò á ûòü îáåñïå÷åíî ðåêóðñèâíûì
äåëåíèåì ïîëó÷åííûõ ïîäîáëàñòåé íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåò êè è âûäåëåíèåì ñëîåâ ÿ÷ååê, îáåñïå-
÷èâàþùèõ íåçàâèñèìûé äîñòóï ê äàííûì.

Ïåðñïåêòèâíûå ãèáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå àðõèòåêòóðû ïðåäïîëàãàþò ëîêàëèçàöèþ èñïîëü-
çóåìûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòî÷íûõ äàííûõ â áëîêàõ ìàëîé ðàçìåðíîñò è, îáåñïå÷èâàþùèõ ìíîãîêðàòíûå
îáðàùåíèÿ è êîïèðîâàíèå. Ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû ðàçäåëåí èÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ïîäîáëàñòè,
èìåþùèå òîëüêî äâå îáùèå ãðàíèöû è ñîñòîÿùèå èç íåïåðåêðûâàþùèõ ñÿ ñëîåâ ÿ÷ååê [2], êîòîðûå
íå ñîäåðæàò îáùèõ âåðøèí è äîïóñêàþò ïàðàëëåëüíóþ îáðàáîòêó, à òàêæå èõ âîçìîæíóþ äàëüíåé-
øóþ îäíîìåðíóþ äåêîìïîçèöèþ. Ïîñòðîåííûå ðàçäåëåíèÿ ñåòî÷ íûõ îáëàñòåé áëàãîäàðÿ èñêëþ÷å-
íèþ âåòâëåíèé âíóòðåííèõ ãðàíèö óìåíüøàþò êîëè÷åñòâî è óïðî ùàþò ñòðóêòóðó îáìåíîâ ìåæäó
âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîöåññàìè â ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìàõ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Ïîñëîéíîå óïîðÿ-
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äî÷åíèå ÿ÷ååê â ïîäîáëàñòÿõ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè èñêëþ÷àåò êîíôëèêòû ïðè âû÷èñëåíèÿõ
â îáùåé ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðîé.

Ÿ 3. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ
Ðàññìîòðèì äåêîìïîçèöèþ íåñòðóêòóðèðîâàííîé òåòðàýäðàë üíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè äëÿ îáëàñòè

òèïà ¾ðàìà¿, ñîäåðæàùåé 485843 ÿ÷ååê è 120949 óçëîâ. Ñëîæíîñòü òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè îáëà-
ñòè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü íàëè÷èåì 8 ãëóõèõ è 24 ñêâîçíûõ îòâåðñòèé ñ ôàñêàìè, ðàçëè÷íûìè
âûòî÷êàìè.

a) á) â) ã)

Ðèñ. 7.Ðàçäåëåíèå îáëàñòè ¾ðàìà¿: à) áëî÷íîå; á) íå÷åòíîå+÷åòíîå; â) METIS; ã) ïîñëîéíîå
ðàçäåëåíèå ãðàôà Ðèáà â ïîäîáëàñòÿõ, ïîëó÷åííûõ METIS

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ðàçäåëåíèÿ îáëàñòè ¾ðàìà¿, ïîëó÷åííûå îáúåäèíåíèåì ñëîåâ ÿ÷ååê ñåò-
êè [9] ìíîãîóðîâíåâûì ãðàôîâûì àëãîðèòìîì k-way èç METIS [1 2], à òàêæå c ïîñëîéíûì ðàçäåëå-
íèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàôà Ðèáà.

Â áëî÷íîì-âàðèàíòå ïîäîáëàñòè ñåòêè îáðàçóþòñÿ ïîñëåäîâà òåëüíûì îáúåäèíåíèåì ñîñåäíèõ
ñëîåâ, â âàðèàíòå íå÷åòíîå+÷åòíîå êàæäàÿ ïîäîáëàñòü ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå÷åòíûõ ñëî-
åâ, çà êîòîðîé ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòíûõ ñëîåâ. Ïðåäñòàâëåííûå àëãîðèòìû, èñïîëüçóþò
ñëîè ÿ÷ååê ñåòêè è ïðèâîäÿò ê ðàçäåëåíèþ áåç âåòâëåíèÿ âíóòðåííèõ ãðàíèö. Íà ðèñ. 7, ã ïîêà-
çàíî ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ìîðñà äëÿ ïîäîáë àñòåé, ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîì
METIS k-way. Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå â ïîäîáëàñòÿõ ñîäåðæàëî îò 20 äî 35 ñëîåâ è äëÿ âñåé îáëà-
ñòè ñîîòâåòñòâåííî 146 ñëîÿì. Ñáàëàíñèðîâàííîñòü âû÷èñëåíèé â ñëîÿõ äîñòèãàåòñÿ ðàçëè÷íûìè
âàðèàíòàìè èõ îáúåäèíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ òàêæå íåçàâèñèìûé äîñòóï ê äàííûì.

a) á) â)

Ðèñ. 8.Ðàçäåëåíèå ìíîãîñâÿçíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè: à ) ôóíêöèåé Ìîðñà f (y);
á) ôóíêöèåé Ìîðñà f (z); â) ðàçäåëåíèå METIS k-way.

Íà ðèñ. 8, a, á ïîêàçàíû ðàçäåëåíèÿ íà ïîäîáëàñòè áåç âåòâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè Ìîðñà
ïî ðàçíûì êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíî ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ì îðñà ïî ðàçíûì êîîðäèíàò-
íûì îñÿì. Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå íà ðèñ. 9, à ïî ôóíêöèè Ìîðñà f (y) èìååò 23 ñëîÿ, ãäå â êàæäîé
ïîäîáëàñòè íàõîäèòñÿ îò 10234 äî 18231 ÿ÷ååê. Ðàçäåëåíèå íàðèñ. 9,á ïî ôóíêöèè Ìîðñà f (z)
èìååò 48 ñëîåâ â êàæäîì èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ îò 8526 äî 15351 ÿ÷ååê.

Âàæíûì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíèÿ êîíôëèêò îâ ïðè ïàðàëëåëüíîé îïåðàöèè
ñáîðêè âåêòîðàq çà ñ÷åò ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ ñåòêè. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíà îöåíêà âîçìîæíûõ
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a) á)

Ðèñ. 9.Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå ôóíêöèåé Ìîðñà ìíîãîñâÿçíîé ñåòî÷íî é îáëàñòè ïî ðàçíûì
êîîðäèíàòíûì îñÿì: à) ïî îñè y; á) ïî îñè z

êîíôëèêòîâ, ïîñòðîåííàÿ íà ñîâïàäåíèè íîìåðîâ ÿ÷ååê (÷èñë èòåëü), ñîäåðæàùèõ îáùèå óçëû è ïî-
çèöèé óçëîâ (çíàìåíàòåëü) â ÿ÷åéêàõ â ïîäîáëàñòÿõ ñåòêè, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì ïàðàëëåëüíûì
ïîòîêàì.

Òàáëèöà 1.×èñëî âîçìîæíûõ êîíôëèêòîâ ïðè ïàðàëëåëüíîé ñáîðêå âåêòîð à q.

n ïî ïîñòðîåíèþ METIS áëî÷íîå íå÷åòíîå+÷åòíîå 3D ãðàô Ðèáà
Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ¾ðàìà¿,m = 485843

8 284/88 7/2 0 0 0
16 623/198 13/4 0 0 0
32 1144/352 60/25 0 0 0
60 2425/815 169/71 167/40 4/3 0

Ïîÿâëåíèå êîíôëèêòîâ ïðè ðàçäåëåíèè íà 60 ïîäîáëàñòåé ñâÿç àíî ñ îòñóòñòâèåì óïîðÿäî÷åíèÿ
ÿ÷ååê â ñëîÿõ. Ýòè êîíôëèêòû èñêëþ÷àþòñÿ ïðè ââåäåíèè óïîðÿäî÷åíèÿ ÿ÷ååê ïî êîîðäèíàòíûì
íàïðàâëåíèÿì èëè âäîëü ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð û ÿ÷ååê ñëîÿ, à òàêæå â ñëó÷àå ïîä-
îáëàñòåé ñîñòîÿùèõ èç äâóõ è áîëåå ñëîåâ ÿ÷ååê ñåòêè.

Êàê âèäíî íà ðèñ. 10, à, ïðèìåíåíèå êðèòè÷åñêèõ ñåêöèé äëÿ ðàçðåøåíèÿ êîíôëèêòîâ ñóùåñòâåí-
íî ñíèæàåò óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíîé ñáîðêè, ÷òî ïðèâîäèò ê óì åíüøåíèþ óñêîðåíèÿ ïðè âû÷èñëå-
íèè q = Kp íà 61-ÿäåðíîì ïðîöåññîðå àðõèòåêòóðû MIC äî óðîâíÿ ìíîãîÿä åðíîãî CPU (ðèñ. 10, á).
Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèìåíåíèå ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ ïîçâîëèë î ïîëó÷èòü óñêîðåíèå áëèçêîå ê ëè-
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Ðèñ. 10.Óñêîðåíèå íà ñîïðîöåññîðå àðõèòåêòóðû MIC: à) ñáîðêèq = A(~q); á) ïðîèçâåäåíèÿ
q = Kp â âèäå (1.1)
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íåéíîìó S(nt ) = nt , çäåñünt � ÷èñëî ïîòîêîâ OpenMP.
Âûïîëíåíû èññëåäîâàíèÿ óñêîðåíèÿ ïàðàëëåëüíîé ñáîðêè íà ì íîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ ðàç-

ëè÷íîé àðõèòåêòóðû, â õîäå êîòîðûõ ñòðîèëàñü ìîäåëü óñêîðåíèÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ è óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè ìàñøòàáèðóåìîñòè USL (Univer sal Scaling Law) [13], òàêæå ïðî-
ãíîçèðîâàëîñü ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìîå óñêîðåíèå.

Óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü ìàñøòàáèðóåìîñòè Ãþíòåðà (USL) ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè èìååò âèä

SU (nt ) =
�n t

1 + � (nt � 1) + �n t (nt � 1)
; (3.1)

ãäå� � êîýôôèöèåò, îïðåäåëÿþùèé ëèíåéíóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü; � � äîëÿ ñåðèàëèçîâàííîé (íåïà-
ðàëëåëèçèðóåìîé) ÷àñòè âû÷èñëåíèé;� � êîýôôèöèåíò âçàèìíîãî âëèÿíèÿ, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïðè
âçàèìîäåéñòâèè ïîòîêîâ.

Íàèáîëåå õàðàêòåðíûå âàðèàíòû ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèå ïî âåäåíèå ìîäåëè, ïðåäñòàâèì
â ñëåäóþùåì âèäå:

� 0 < � 6 1, �; � = 0 � ëèíåéíàÿ (íåîãðàíè÷åííàÿ) ìàñøòàáèðóåìîñòü (îòäåëüíûå ñ îñòàâëÿþ-
ùèå ñèñòåìû ðàáîòàþò áåç âçàèìîäåéñòâèé);

� 0 < � 6 1, � > 0, � = 0 � ìàñøòàáèðóåìîñòü îãðàíè÷åíà êîíêóðåíöèåé (êîíôëèêòû ìåæ äó
÷àñòÿìè ñèñòåìû, âûçâàííûå ñåðèàëèçàöèåé è î÷åðåäÿìè) â ïðåäåëå ðàâíà1=� , ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò çàêîíó Àìäàëÿ;

� 0 < � 6 1, � � 0, � = 0 � ÷èñëî êîíôëèêòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ è ðîñò óñêîðåíèÿ ñèëüíî
çàìåäëÿåòñÿ;

� 0 < � 6 1, � � 0, � > 0 � ìàñøòàáèðóåìîñòü îãðàíè÷åíà êîãåðåíòíîñòüþ (ïîääåðæàíè å
ñèñòåìû â ñîãëàñîâàííîì ñîñòîÿíèè êýø-ïàìÿòè) è äîñòèãàåò ìà êñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè
nmax =

p
(1 � � )=� , à ïðè áîëüøåì ÷èñëå ïîòîêîâ ïàðàëëåëüíîå óñêîðåíèå çàìåäëÿ åòñÿ;

� � > 1 � äîñòèæåíèå ñâåðõëèíåéíîãî óñêîðåíèÿ â ìîäåëè (3.1) âîçìî æíî â ñðåäíåì (ïðè íåêî-
òîðîì ÷èñëå ïîòîêîâ), åñëè ïðåäïîëîæèòü � < 0, à ðàçìåðû ïàðàëëåëüíûõ ÷àñòåé ýôôåêòèâíî
ïîìåùàþòñÿ â êýøè-ïàìÿòè ïðîöåññîðà.

Â ìîäåëè (3.1) íàëè÷èå ñåðèàëèçàöèè è î÷åðåäåé ïðèâîäèò ê òîìó ÷òî áóäåò íàáëþäàòüñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê ïðåäåëó ïàðàëëåëüíîãî óñêîðåíèÿ. Ïðè ìàêñèìàëüíîé îöåíêå çàòðàò íà
ñîãëàñîâàíèå äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîòîêîâ íà ïîëíîì ãðàô å ìîäåëü îïèñûâàåò ìèíèìàëüíî
äîñòèæèìûå óñêîðåíèÿ. Òåì ñàìûì â ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû îöåí êè äâóõ ìåõàíèçìîâ äîñòèæåíèÿ
è âîçìîæíîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ âûñîêîé ìàñøòàáèðóåìîñòè, ñ âÿçàííûå ñ óìåíüøåíèåì çàòðàò íà
ñåðèàëèçàöèþ, ñîçäàíèå î÷åðåäåé ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòè àëãîðèòìà è çàòðàò íà ñîãëàñîâàíèå ðà-
áîòû ïàðàëëåëüíûõ ÷àñòåé àëãîðèòìà (ñì. òàáë. 2).

Ñëàãàåìûå â ìîäåëè (3.1) ñ ïàðàìåòðàìè � è � ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷àñòü âðåìåíè ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Ïðè �; � = 0 è � = (1 � f ), ãäå(1 � f ) � ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ÷àñòü
àëãîðèòìà, ïîëó÷àåì çàêîí Àìäàëÿ:

SA (nt ) =
1

(1 � f ) + f
n t

:

Òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî âû÷èñëåííàÿ âåëè÷èíà, íàïðè ìåð � = 0 :01, ñîñòàâëÿåò îäèí ïðî-
öåíò çàòðà÷èâàåìîãî âðåìåíè íà ñèíõðîíèçàöèþ è ñîãëàñîâàí èÿ ïðîöåññîâ îò âðåìåíè ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè äàííûõ èçìåðåíèé âðåìåíè âûïîëí åíèÿ è óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé
ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå ïðîöåññîâ íà ò îì èëè ïðîöåññîðå èëè óñêîðèòåëå
âû÷èñëåíèé, ïàðàìåòðû ìîäåëè óñêîðåíèÿ (3.1) îïðåäåëÿþòñ ÿ ïðè ïîìîùè ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåãðåññèîííîì àíàëèçå â ðåìåíè ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ
íåáîëüøîãî ÷èñëà ïîòîêîâ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïàðàìåòðà � ìåíüøå íóëÿ, òåì ñàìûì äîïóñêàåòñÿ
âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîãî ñâåðõëèíåéíîã î óñêîðåíèÿ. Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå òàêæå
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Òàáëèöà 2.Ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññîðîâ è ïàðàìåòðîâ USL ìîäåëè ïðè îïå-
ðàöèè ñáîðêè

Xeon Opteron Xeon Xeon GeForce
E5-2609 8435 E5-2690 Phi 7110X GTX 980

nt 4 6 8 61 2048

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, ÃÁ/ñ
pmbw mic-meter gpumemb

L1 27/69 8/57 30/199 45/2700 1155
L2 25/62 7/57 25/179 3.5/� 480
L3 22/53 7/20 20/150 � �

RAM 7/16 3/5 7/18 5/160 180
A ind A inc

� 0.1 0.021 0.08 0.006 0.0018
� 0.0001 0.02 0.0001 0.00006 0.00000044

(S=n)max 3.1/4 3.5/5 5.2/8 39.4/60 219/384
(SUSL =nUSL )max 8.4/ 94 3.6/7 10/96 46.8/129 318.9/1511

õàðàêòåðíî â ñëó÷àå íåòî÷íîé îöåíêè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëã îðèòìà îäíèì ïîòîêîì. Â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàëèñü âàðèàíòû, êîãäà â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå íàêëàäûâàëèñü îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëîæè-
òåëüíîå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè, òàê è áåç îãðàíè÷åí èé.

Â êà÷åñòâå ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè èñïîëüçîâàëàñü ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû Ëåâåí-
áåðãa�Ìàðêâàðäòà ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíûõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, óñèëåííàÿ ïåðåñ÷åòîì ìàòðè-
öû Ãåññå öåëåâîé ôóíêöèè ïî ñõåìå ïåðåìåííîé ìåòðèêè � àëãîð èòì NL2SOL [14].

Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè óñêîðåíèÿ îöåíèâàëèñü êàê îïåð àöèÿ ïàðàëëåëüíîé ñáîðêè íà
ðàçëè÷íûõ àïïàðàòíûõ àðõèòåêòóðàõ (ñì. ðèñ. 11), òàê è ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå q = Kp
â öåëîì â âèäå (1.2).

Íà ðèñóíêå 11, á) ïîêàçàíà ìàñøòàáèðóåìîñòü óñêîðåíèÿ îïåðàöèè q = A( ~K ~p) íà âû÷èñëèòåëü-
íîì óçëå ñ ïðîöåññîðîì Intel Xeon E5-2697A v.4 (16 ÿäåð, áàçî âàÿ òàêòîâàÿ ÷àñòîòà 2.60 ÃÃö, êýø
L1 (512 êÁ èíñòðóêöèé, 4096 êÁ äàííûõ), L2 � 4096 êÁ, L3 � 40 ÌÁ S martCache, êàíàëîâ ïàìÿ-
òè � 4) ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ êîìïèëÿòîðîâ ( g++ (GCC) 4.8.5 èicpc (ICC) 17.0.4), îïòèìèçàöèè
òðåòüåãî óðîâíÿ (-O3 )).

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ çàïóñê ïðèëîæåíèÿ, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíû ïàðàëëåëü-
íûå àëãîðèòìû ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ q = A( ~K �p), îñóùåñòâëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ óòèëèòû
numactl ñ îïöèåé --interleave=all , óìåíüøàþùåé ÷àñòîòó äîñòóïà â äàëüíþþ ïàìÿòü. Ïðè-
ìåíåíèå äàííîé óòèëèòû ïðèâåëî ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèé óñêîð åíèÿ ïðèìåðíî âäâîå.

Àíàëèç äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè U SL ïîêàçûâàåò, ÷òî êîìïèëÿ-
òîð icpc ãåíåðèðóåò èñïîëíÿåìûé êîä ñ âäâîå ìåíüøèì çíà÷åíèåì ïàðàìå òðà� , ò. å. óìåíüøåíèåì
ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòè, ñâÿçàííîé ñ î÷åðåäÿìè. Ïðèìåíåíè å óòèëèòûnumactl ïðè çàïóñêå ïðèëî-
æåíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïàðàìåòðà � â ïÿòü ðàç äëÿg++ è òîëüêî â äâà � äëÿ icpc . Çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà � â òàêîì ñëó÷àå äëÿg++ óìåíüøàåòñÿ â òðè ðàçà, à äëÿicpc ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èëè
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ÷òî ãîâîðèò î ñîêðàùåíèè çàäåðæåê çà ñ÷åò ñîõðàíåíèÿ ëîêàëüíîñòè
äîñòóïà ïàìÿòè.

Ïðè àíàëèçå ìàñøòàáèðóåìîñòè ñ ïîìîùüþ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè USL ïðîãíîçèðóåòñÿ
óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðèëîæåíèÿ (óâåëè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëå ìîäå-
ëè USL) ïðè èñïîëüçîâàíèè óòèëèòû numactl â ñî÷åòàíèè ñ êîìïèëÿòîðîì g++ è åå óìåíüøåíèå
ïðè èñïîëüçîâàíèè icpc . Ïàðàìåòð � èçìåíÿåòñÿ îò 10� 8 äî ñîðàçìåðíîãî ïàðàìåòðó � â ñëó÷àå
g++, è ñîîòâåòñòâåííî ïðîáëåìà çàäåðæåê, ñâÿçàííûõ î÷åðåäÿìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå çíà÷èìîé.
Îöåíêà ïàðàìåòðîâ � è � â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ êîìïèëÿòîðà icpc è óòèëèòûnumactl èçìåíÿþòñÿ
íåñóùåñòâåííî, ïðè ýòîì �=� � 0:1. Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè â ìîäåëè USL c òðåìÿ ïàðàìåòðàìè
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PSfrag replacements
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Ðèñ. 11.Óñêîðåíèå ñáîðêè q = A(~q): à) íà ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì
ÿäåð; á) ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïèëÿòîðîâ GCC, ICC; â) íà óñêî ðèòåëå GPU

ïîêàçûâàþò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðîâåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé íà áîëüøåì ÷èñëå èñõîäíûõ
äàííûõ è âàðèàíòîâ óñêîðåíèÿ ïî îòäåëüíûì áàçîâûì îïåðàöèÿ ì è àëãîðèòìàì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü àïïàðàòíûå îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäû âàåìûå íà ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû-
÷èñëåíèé, îöåíèì ïðåäñòàâëåííûå àëãîðèòìû â ðàìêàõ ìîäåëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè Roofline [15]

P; (Ãôëîï/ñ) =
�

Pïèê. ; (Ãôëîï/ñ) ;
B; (ÃÁ/ñ)� I; (ôëîï/Á) :

(3.2)

ÇäåñüI = W=Q � àðèôìåòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü îïåðàöèé àëãîðèòìà; W � ÷èñëî àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé; Q � ÷èñëî áàéò, ïåðåäàííûõ ïðîöåññîðó; B � ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü.

Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû àðèôìåòè÷åñêèå èíòåíñèâíîñòè îïåðàöèé ïîýëåìåíòíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ (1.2). ×èñëî áàéò, ïåðåäàííûõ ïðîöåññîðó ïðè âû÷èñëåíè è ~q = ~K �p, ñîñòîèò èçN 2

e � m ÷òåíèé
çíà÷åíèé äâîéíîé òî÷íîñòè (8 áàéò) èç ~K è Ne �m èç �p, è Ne �m çàïèñåé â~q, Q( ~K �p) = 8( N 2

e +2Ne)m
áàéò.

Ïðè ñáîðêå q = A(~q) ïðîèñõîäèò ÷òåíèå è çàïèñüNe � m çíà÷åíèé äâîéíîé òî÷íîñòè è òàêæå èñ-
ïîëüçóþòñÿ íîìåðà ÿ÷åéêè ñåòêè è ëîêàëüíûå íîìåðà ñòåïåíåé ñâîáîäû � Q(A (~q)) = Ne � m � (2 � 8+
+2 � 4) = 24Ne � m áàéò. Îòìåòèì, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ îïåðàöèé íå
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çàâèñèò îò ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ ïîòîêîâ è ÷èñëà êîíå÷íûõ ýëåì åíòîâ.

Òàáëèöà 3.Àðèôìåòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü ïîýëåìåíòíîãî ïðîèçâåäåíè ÿ

Îïåðàöèÿ W, ôëîï Q, Á I , ôëîï/Á
~q = ~K �p 2N 2

e � m (8N 2
e + 16Ne)m 1=(4 + 8=Ne)

q = A(~q) Ne � m 24Ne � m 1/24
q = A( ~K �p) (1 + 2 Ne)Ne � m (8N 2

e + 40Ne)m (1 + 2Ne)=(8Ne + 40))
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Ðèñ. 12.Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðîöåññîðîâ ïðè âûïîëíåíèè ñáîðêè â âè äå A ind è A inc ,
ïðîèçâåäåíèÿ (1.2) è âñåãî ïîýëåìåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ q = A( ~K �p): à) íà ÷åòûðåõÿäåðíîì
ïðîöåññîðå Intel Xeon E5-2609; á) íà ãðàôè÷åñêîé êàðòå NVIDIA GeForce GTX 980

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü B ïîäñèñòåìû ïàìÿòè, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ïîñòðîåíèè çàâèñèì îñòåé
Roofline [15] áûëà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå òåñòèðîâàíèÿ äàííûõ àðõèòåêòóð òåñòàìè (ïðè ïîëíîé
çàãðóçêå ïðîöåññîðîâ):

� pmbw(https://panthema.net/2013/pmbw/ );

� mic-meter (https://github.com/haibo031031/mic-meter );

� gpumemb(https://github.com/ekondis/gpumembench ).

Â òàáë. 2 ïðèâîäÿòñÿ äàííûå äëÿ êýøåé òðåõ óðîâíåé (L1, L2, L3) èîïåðàòèâíîé ïàìÿòè (ÎÏ),
âûäåëåíû çíà÷åíèÿ, ïðèìåíåííûå ïðè ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñò åé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 12.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè äëÿ ìóëüòè-è ìíîãîÿäåðíîãî ïðîöåññîðîâ ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 12.

Íåáîëüøàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáí îñòüþ ïîäñèñòåìû ïàìÿòè, à íå ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòüþ ïðîöåññîðîâ. Áîëüøàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñ òü ãðàôè÷åñêîé ïàìÿòè (â ñðàâíåíèè
ñ îïåðàòèâíîé) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ïðîèçâîäèò åëüíîñòü àëãîðèòìà íà GPU: ïðîèçâå-
äåíèÿ ~K �p � â 15 ðàç, ñáîðêè � â 2.5, âñåãî ïîýëåìåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ q = A( ~K �p) � ïðèìåðíî
â 14 ðàç.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ
è ÌÑÖ ÐÀÍ � ôèëèàë ÔÃÓ ÔÍÖ ÍÈÈÑÈ ÐÀÍ.

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññè éñêîãî Ôîíäà
Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ãðàíò 17�01�00402-a).
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In this paper, we consider the construction of efficient finite element algorithms on three-dimensional unstructured
meshes that take into account the complex parallel synchronization processes, the memory distribution problems and
data storage. A layer-by-layer partitioning of the meshes into subdomains without branching internal boundaries is
proposed to simplify the access to independent data and parallel computing at different stages of the finite element
problem solving on unstructured meshes in multiply connected domains. The predictive capacity of the time efficiency
and resource intensity for the proposed algorithmic solutions is analyzed. The analysis of the resource efficiency of
the algorithms is given for the element-by-element scheme for forming and solving the system of linear algebraic
equations of the finite element method. It is shown that the low arithmetic intensity of the algorithms considered
results in the fact that their performance is limited by the bandwidth of the memory subsystem rather than by the
processors'performance. The graphic memory has a larger bandwidth than the random-access memory. This allows
a significant increase in the performance of the algorithm on GPU.
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