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с граничными данными вида

𝑥0(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥𝑘(0) = 𝑐𝑘, 𝑥𝑘(1) = 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.

Здесь 𝐴(𝑡), 𝐷(𝑡) – матрицы с элементами из пространства измеримых квадратично
суммируемых на отрезке [0, 1] функций, 𝐵(𝑡) – матрица, элементы которой ограни-
чены в существенном, 𝑢𝑘(𝑡) – 𝑚-вектор функции управления из 𝐿2

𝑚[0, 1], 𝑐𝑘, 𝑑𝑘 и
𝑓𝑘(𝑡), 𝑔(𝑡) – заданные 𝑛 векторы и 𝑛-вектор-функции соответственно. Обозначим
через 𝐻𝑛[0, 1] гильбертово пространство абсолютно непрерывных 𝑛-вектор-функций

𝑥(𝑡), 𝑡∈ [0, 1], таких, что ˙𝑥(𝑡)∈𝐿2
𝑛[0, 1]. Введем также пространства 𝑊 =(𝐿2

𝑛[0, 1])
𝑁 ×

×(R𝑛)𝑁×(R𝑛)𝑁 и 𝐸 = (𝐻𝑛[0, 1])
𝑁+1×(𝐿2

𝑚[0, 1])
𝑁 . Рассмотрим ограниченный оператор

M : 𝐸 → 𝑊, который определяется правой частью системы управления и граничными
условиями так, что его значение задается формулой M(𝑥, 𝑢) = (𝑦, 𝛼, 𝛽), где⎛⎝𝑦

𝛼
𝛽

⎞⎠ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇𝑘(𝑡)− 𝐴(𝑡)𝑥𝑘(𝑡)−𝐷(𝑡)𝑥𝑘−1(𝑡)−𝐵(𝑡)𝑢𝑘(𝑡),

𝑥𝑘(0),

𝑥𝑘(1), 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.

Таким образом, исходная система управления может быт представлена в операторной
форме

M(𝑥, 𝑢) = (𝑓, 𝑐, 𝑑), 𝑓 ∈ (𝐿2
𝑛[0, 1])

𝑁 , 𝑐 ∈ (R𝑛)𝑁 , 𝑑 ∈ (R𝑛)𝑁 .

Следовательно, управляемость системы может быть изучена на основе свойств инъ-
ективности введенного оператора. Предложенный операторный подход используется
затем для решения задачи оптимизации квадратичного функционала на траектори-
ях изучаемой системы управления. В работе получено представление оптимального
управления через переменные двойственной системы управления, а также посред-
ством фазовых переменных исходной системы

Работа выполнена при финансовой поддержке проектов в рамках ГПНИ «Конвер-
генция–2020», НИР № 20162023.
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ОБ УПРАВЛЕНИИ СПЕКТРОМ И СТАБИЛИЗАЦИИ БИЛИНЕЙНЫХ
СИСТЕМ С НЕСКОЛЬКИМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

В.А. Зайцев, И.Г. Ким

Рассмотрим билинейную стационарную дифференциальную систему с нескольки-
ми запаздываниями в состоянии следующего вида:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴00𝑥(𝑡) + 𝑢01𝐴01𝑥(𝑡) + . . . + 𝑢0𝑟0𝐴0𝑟0𝑥(𝑡) +
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+ 𝐴10𝑥(𝑡− ℎ1) + 𝑢11𝐴11𝑥(𝑡− ℎ1) + . . . + 𝑢1𝑟1𝐴1𝑟1𝑥(𝑡− ℎ1) + . . .

. . . + 𝐴𝑠0𝑥(𝑡− ℎ𝑠) + 𝑢𝑠1𝐴𝑠1𝑥(𝑡− ℎ𝑠) + . . . + 𝑢𝑠𝑟𝑠𝐴𝑠𝑟𝑠𝑥(𝑡− ℎ𝑠), (1)

с начальными условиями 𝑥(𝜏) = 𝜇(𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ𝑠, 0], где ℎ𝑗 – постоянные веществен-
ные запаздывания такие, что 0 = ℎ0 < ℎ1 < . . . < ℎ𝑠, 𝜇 : [−ℎ𝑠, 0] → K𝑛 – непрерывная
функция; 𝑥 ∈ K𝑛 – фазовый вектор, 𝑢𝑘 = col (𝑢𝑘1, . . . , 𝑢𝑘𝑟𝑘) ∈ K𝑟𝑘 – векторы управ-
ляющих воздействий, 𝐴𝑘𝑗 – 𝑛 × 𝑛-матрицы над полем K, 𝑘 = 0, 𝑠, 𝑗 = 0, 𝑟𝑘; здесь
K = C или K = R.

Через

𝜙(𝜆) = det

[︂
𝜆𝐼 −

(︂
𝐴00 +

𝑟0∑︁
𝑗=1

𝑢0𝑗𝐴0𝑗

)︂
−

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑒−𝜆ℎ𝑘

(︂
𝐴𝑘0 +

𝑟𝑘∑︁
ℓ=1

𝑢𝑘ℓ𝐴𝑘ℓ

)︂]︂
обозначим характеристическую функцию системы (1). Эта функция является квази-
полиномом. Множество 𝜎 = {𝜆 ∈ C : 𝜙(𝜆) = 0} корней характеристического уравне-
ния образует спектр системы (1). В общем случае спектр 𝜎 системы с запаздыванием
(1) состоит из счетного числа точек 𝜆𝑚 ∈ C, 𝑚 ∈ N. Если характеристический ква-
зиполином обращается в полином, то характеристическое уравнение имеет конечное
число корней, т.е. спектр 𝜎 является конечным множеством.

Определение 1. Будем говорить, что для системы (1) разрешима задача назначе-
ния произвольного конечного спектра посредством стационарного управления, если
для любых 𝛾𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, 𝑛, существуют постоянные ̂︀𝑢𝑘 ∈ K𝑟𝑘 , 𝑘 = 0, 𝑠, такие, что
характеристический квазиполином 𝜙(𝜆) системы (1) с управлениями ̂︀𝑢𝑘, 𝑘 = 0, 𝑠,
совпадает с полиномом 𝑞(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝛾1𝜆

𝑛−1 + . . . + 𝛾𝑛.
Пусть коэффициенты системы (1) имеют следующий специальный вид: матри-

ца 𝐴00 имеет нижнюю форму Хессенберга с ненулевыми элементами наддиагонали;
первые 𝑝 − 1 строк и последние 𝑛 − 𝑝 столбцов матриц 𝐴𝑘𝑗, 𝑘 = 0, 𝑠, 𝑗 = 0, 𝑟𝑘,
(𝑘, 𝑗) ̸= (0, 0), равны нулю, т.е.

𝐴00 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 0 . . . 0
𝑎21 𝑎22 𝑎23 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛−1,1 𝑎𝑛−1,2 . . . . . . . 𝑎𝑛−1,𝑛

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . . . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑎𝑖,𝑖+1 ̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛− 1; (2)

𝐴𝑘𝑗=

(︂
0 0̂︀𝐴𝑘𝑗 0

)︂
, ̂︀𝐴𝑘𝑗∈𝑀𝑛−𝑝+1,𝑝(K), 𝑘=0, 𝑠, 𝑗=0, 𝑟𝑘, (𝑘, 𝑗) ̸=(0, 0), 𝑝∈{1, . . . , 𝑛}.

(3)
По системе (1) построим матрицы 𝛤𝑘 ∈𝑀𝑛,𝑟𝑘(K), 𝑘 = 0, 𝑠, 𝛬𝑘 ∈𝑀𝑛,1(K), 𝑘 = 1, 𝑠 :

𝛤𝑘 =

⎛⎜⎜⎝
Sp (𝐴𝑘1) Sp (𝐴𝑘2) . . . Sp (𝐴𝑘𝑟𝑘)

Sp (𝐴𝑘1𝐴00) Sp (𝐴𝑘2𝐴00) . . . Sp (𝐴𝑘𝑟𝑘𝐴00)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sp (𝐴𝑘1𝐴

𝑛−1
00 ) Sp (𝐴𝑘2𝐴

𝑛−1
00 ) . . . Sp (𝐴𝑘𝑟𝑘𝐴

𝑛−1
00 )

⎞⎟⎟⎠, 𝛬𝑘 =

⎛⎜⎜⎝
Sp (𝐴𝑘0)

Sp (𝐴𝑘0𝐴00)
. . . . . . . . . . . . .
Sp (𝐴𝑘0𝐴

𝑛−1
00 )

⎞⎟⎟⎠;

и матрицы 𝛥𝑘 = [𝛤𝑘, 𝛬𝑘] ∈𝑀𝑛,𝑟𝑘+1(K), 𝑘 = 1, 𝑠.
Теорема.Пусть матрицы 𝐴𝑘𝑗, 𝑘 = 0, 𝑠, 𝑗 = 0, 𝑟𝑘, системы (1) имеют специаль-

ный вид (2), (3). Тогда для системы (1) разрешима задача назначения произвольного
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конечного спектра посредством стационарного управления в том и только в том
случае, если выполнены следующие условия:

rank𝛤0 = 𝑛, rank𝛤𝑘 = rank𝛥𝑘, 𝑘 = 1, 𝑠. (4).

Теорема обобщает результаты работы [1] на системы с запаздываниями по состоя-
нию.

Следствие. Пусть матрицы 𝐴𝑘𝑗, 𝑘 = 0, 𝑠, 𝑗 = 0, 𝑟𝑘, системы (1) имеют спе-
циальный вид (2), (3). Пусть выполнены условия (4). Тогда система (1) стабилизи-
руема (с произвольной наперед заданной скоростью затухания) посредством стаци-
онарного управления.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проект 18–51–41005) и Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации в рамках базовой части госзадания в сфере науки (проект 1.5211.2017/8.9).
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ОТНОСИТЕЛЬНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ НА ПОДПРОСТРАНСТВО

А.И. Калинин

Рассмотрим нестационарную сингулярно возмущенную динамическую систему

𝑦̇ = 𝐴1(𝑡)𝑦 + 𝐴2(𝑡)𝑧 +𝐵1(𝑡)𝑢, 𝜇𝑧̇ = 𝐴3(𝑡)𝑦 + 𝐴4(𝑡)𝑧 +𝐵2(𝑡)𝑢, 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡
*], (1)

где 𝜇 – малый положительный параметр, 𝑦 – 𝑛-вектор медленных переменных, 𝑧 –
𝑚-вектор быстрых переменных, 𝑡*, ; ; 𝑡

* – заданные моменты времени (𝑡* < 𝑡*).
Предполагается, что элементы матриц, формирующих систему (1), непрерывно

дифференцируемы, а действительные части всех собственных значений матрицы
𝐴4(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡

*], отрицательны.
Пусть 𝐻1, 𝐻2 – соответственно 𝑛1×𝑛- и 𝑚1×𝑚-матрицы полного ранга (𝑛1 6 𝑛,

𝑚1 6 𝑚). Говорят, что динамическая система (1) является управляемой на отрезке
[𝑡*, 𝑡

*] относительно подпространства 𝐻1𝑦 = 0, 𝐻2𝑧 = 0 [1], если для любого началь-
ного состояния 𝑦(𝑡*) = 𝑦*, 𝑧(𝑡*) = 𝑧* найдется такое кусочно-непрерывное управление
𝑢(𝑡, 𝜇), 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡

*], что для порожденной им траектории имеет место 𝐻1𝑦(𝑡
*, 𝜇) = 0,

𝐻2𝑧(𝑡
*, 𝜇) = 0.

Наряду с системой (1) рассмотрим так называемую вырожденную систему

𝑦̇ = 𝐴0(𝑡)𝑦 +𝐵0(𝑡)𝑢,

где 𝐴0(𝑡) = 𝐴1(𝑡)− 𝐴2(𝑡)𝐴
−1
4 (𝑡)𝐴3(𝑡), 𝐵0(𝑡) = 𝐵1(𝑡)− 𝐴2(𝑡)𝐴

−1
4 (𝑡)𝐵2(𝑡).

Теорема. Если вырожденная система управляема на отрезке [𝑡*, 𝑡
*] относитель-

но подпространства 𝐻1𝑦 = 0, и выполнено условие

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐻2𝐵2(𝑡
*), 𝐻2𝐴4(𝑡

*)𝐵2(𝑡
*), . . . , 𝐻2𝐴

𝑚−1
4 (𝑡*)𝐵2(𝑡

*)) = 𝑚1, (2)
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