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О СПЕКТРЕ ГАМИЛЬТОНИАНА ЛАНДАУ С ПЕРИОДИЧЕСКИМ

ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ПОТЕНЦИАЛОМ V ∈ LP
LOC

(R2), P > 1

Рассматривается двумерный оператор Шрёдингера ĤB + V с однородным магнитным полем B ∈ R

и с электрическим потенциалом V из пространства L
p
Λ(R

2;R) периодических с решеткой пери-

одов Λ ⊂ R2 вещественнозначных функций V ∈ L
p
loc(R

2), p > 1. Предполагается, что поток

η = (2π)−1Bv(K) магнитного поля B через элементарную ячейку K решетки Λ, где v(K) — пло-

щадь ячейки K, является рациональным числом (из Q). Доказано, что для любого p > 1 (и любой

решетки Λ) в банаховом пространстве (Lp
Λ(R

2;R), ‖ · ‖Lp(K)) существует типичное в смысле Бэра

множество O (содержащее плотное Gδ -множество) такое, что для любого электрического потен-

циала V ∈ O и любого однородного магнитного поля B с рациональным потоком η ∈ Q спектр

оператора ĤB + V абсолютно непрерывен.
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Введение

Рассмотрим оператор Шрёдингера

ĤB + V =

(
−i ∂

∂x1

)2

+

(
−i ∂

∂x2
− Bx1

)2

+ V, (0.1)

действующий в L2(R2), с однородным магнитным полем B ∈ R и периодическим с решет-

кой периодов Λ ⊂ R2 электрическим потенциалом V : R2 → R. Пусть E1, E2 — базисные

векторы решетки Λ, Λ = {N1E
1 +N2E

2 : N1, N2 ∈ Z}; E1
∗ , E

2
∗ — базисные векторы обрат-

ной решетки Λ∗ = {N1E
1
∗ + N2E

2
∗ : N1, N2 ∈ Z}, для которых (Eµ

∗ , E
ν) = δµν , µ, ν = 1, 2

(через (·, ·) и | · | обозначаются скалярное произведение и длина векторов из R2, δµν —

символ Кронекера). Пусть η = (2π)−1Bv(K) — поток магнитного поля через элементарную

ячейку K = {ξ1E1+ξ2E
2 : 0 6 ξj 6 1, j = 1, 2} решетки Λ, где v(K) — площадь ячейки K.

В настоящей работе предполагается, что η — ненулевое рациональное число (η ∈ Q\{0}).
Обозначим через Lp

Λ(R
2;R), p > 1, и CΛ(R

2;R) пространства периодических с решет-

кой периодов Λ функций W : R2 → R из Lp
loc(R

2) и C(R) соответственно. На простран-

ствах Lp
Λ(R

2;R) и CΛ(R
2;R) определим нормы ‖W‖Lp(K)

.
= ‖W (·|K)‖Lp(K), ‖W‖C(K)

.
=

.
= ‖W (·|K)‖C(K). Пусть WY — коэффициенты Фурье функций W ∈ L1

Λ(R
2;R),

WY =
(
v(K)

)−1
∫

K

W (x)e−i (Y,x) dx, Y ∈ 2πΛ∗.

Спектр гамильтониана Ландау

ĤB =

(
−i ∂

∂x1

)2

+

(
−i ∂

∂x2
−Bx1

)2

(при B 6= 0) состоит из собственных значений λ = (2j+1)|B|, j ∈ Z+
.
= N∪{0}, бесконеч-

ной кратности (уровни Ландау). В [1] доказано, что для периодического точечного потен-

циала V все уровни Ландау λ = (2j + 1)|B|, j ∈ Z+, являются собственными значениями
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оператора (0.1), если решетка периодов является одноатомной и Q ∋ |η| > 1 (в этом случае

имеется также абсолютно непрерывный спектр). Потенциалы V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 1, имеют

нулевую грань в смысле квадратичных форм относительно свободного оператора Шрёдин-

гера −∆ = −∂2/∂x21 − ∂2/∂x22 и, следовательно, относительно операторов ĤB, поэтому (из

разложения оператора ĤB + V в прямой интеграл “послойных” операторов с компактной

резольвентой, зависящих от магнитного квазиимпульса, следует, что) при η ∈ Q в спектре

оператора (0.1) нет сингулярной составляющей и при отсутствии собственных значений

спектр оператора ĤB + V абсолютно непрерывен [2,3]. Однако неизвестно, существуют ли

непостоянные потенциалы V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 1, для которых в спектре оператора ĤB + V
имеются собственные значения для какого-либо однородного магнитного поля B с потоком

η ∈ Q\{0} [4–6].

В [7] приведено доказательство абсолютной непрерывности спектра оператора (0.1),

если V — непостоянный тригонометрический многочлен и η ∈ {±Q−1 : Q ∈ N}.
В [6] доказано, что в банаховом пространстве (CΛ(R

2;R), ‖·‖C(K)) существует типичное

в смысле Бэра множество (плотное Gδ -множество) O такое, что для любого потенциала

V ∈ O и любого однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q\{0} спектр оператора

(0.1) абсолютно непрерывен. Аналогичное утверждение для потенциалов V из простран-

ства (L2
Λ(R

2;R), ‖ · ‖L2(K)) получено в [8]1.

Следующая теорема является основным результатом настоящей работы.

Т е о р е м а 0.1. Для любого p > 1 в пространстве (Lp
Λ(R

2;R), ‖ · ‖Lp(K)) существу-

ет типичное в смысле Бэра множество O (дополнение которого является множеством

первой категории) такое, что для любого электрического потенциала V ∈ O и любого

однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q спектр оператора ĤB + V абсолютно

непрерывен.

При B = 0 оператор (0.1) является частным случаем двумерного магнитного оператора

Шрёдингера (
−i ∂

∂x1
− A1

)2

+

(
−i ∂

∂x2
− A2

)2

+ V, (0.2)

где магнитный потенциал A = (A1, A2) : R
2 → R2 и электрический потенциал V : R2 → R

предполагаются периодическими с общей решеткой периодов Λ. В этом случае магнит-

ное поле B(x) = ∂A2/∂x1 − ∂A1/∂x2, x ∈ R2, имеет нулевой поток через элементарную

ячейку K решетки Λ. Спектр периодического оператора Шрёдингера (0.2) исследовался во

многих работах (см. [9–13] и ссылки в этих статьях). В [12, 13], в частности, доказано,

что спектр оператора (0.2) абсолютно непрерывен, если функции V и |A|2 имеют нулевую

грань в смысле квадратичных форм относительно свободного оператора Шрёдингера −∆.

Следовательно, спектр оператора (0.1) при B = 0 абсолютно непрерывен для всех потен-

циалов V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 1 [9]. Обзор результатов об абсолютной непрерывности спектра

многомерных периодических операторов Шрёдингера приведен в [14–16].

Утверждение, аналогичное теореме 0.1, справедливо также для двумерного оператора

Дирака

σ̂1

(
−i ∂

∂x1

)
+ σ̂2

(
−i ∂

∂x2
−Bx1

)
+mσ̂3 + V Î2, (0.3)

действующего в L2(R2;C2), где σ̂j , j = 1, 2, 3, — матрицы Паули, Î2 — единичная 2 × 2-
матрица, V ∈ Lp

Λ(R
2;R), m ∈ Lp

Λ(R
2;R), p > 2, и рассматривается однородное магнитное

1В [8, теорема 3] утверждается существование множества второй категории O ⊆ L2

Λ
(R2;R) такого, что для

всех V ∈ O и всех однородных магнитных полей B с потоком η ∈ Q\{0} спектр оператора ĤB+V абсолютно

непрерывен. Но множество O при доказательстве получено как дополнение множества первой категории, то

есть оно является типичным (в смысле Бэра).
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поле B с потоком η ∈ Q. При B 6= 0, m(·) ≡ m0 ∈ R и V (·) ≡ 0 спектр оператора (0.3) со-

стоит из собственных значений (бесконечной кратности) λ0 = m0 signB (где signB = 1 при

B > 0 и signB = −1 при B < 0) и λ±j = ±(m2
0+2|B|j)1/2, j ∈ N. Если m(·) signB + V (·) ≡

≡ C ∈ R, то у оператора (0.3) также имеется собственное значение λ = C. Для произ-

вольной невозрастающей функции (0, 1] ∋ ε 7→ R(ε) ∈ (0,+∞), для которой R(ε) → +∞
при ε→ +0, обозначим через M

p
Λ(R(·)) множество функций m ∈ Lp

Λ(R
2;R) таких, что для

любого ε ∈ (0, 1] найдется тригонометрический многочлен P (ε) ∈ Lp
Λ(R

2;R), для которого

‖m − P (ε)‖Lp(K) < ε и для коэффициентов Фурье P (ε)
Y , Y ∈ 2πΛ∗, при |Y | > R(ε) справед-

ливо равенство P (ε)
Y = 0. В [17] доказано, что для любой рассматриваемой функции R(·)

в банаховом пространстве (Lp
Λ(R

2;R), ‖ · ‖Lp(K)), p > 2, существует типичное в смысле Бэ-

ра множество O такое, что для всех V ∈ O, всех m ∈ M
p
Λ(R(·)) и любого однородного

магнитного поля B с потоком η ∈ Q спектр оператора Дирака (0.3) абсолютно непрерывен.

Доказательство теоремы 0.1 приведено в § 1. Оно опирается на теорему 1.1, которая

доказана в § 4. В § 2 собраны необходимые результаты из магнитно-блоховской теории.

В § 3 содержится ряд вспомогательных утверждений.

§ 1. Доказательство теоремы 0.1

Пусть p > 1. Обозначим U
(p)
R = {W ∈ Lp

Λ(R
2;R) : ‖W‖Lp(K) < R}, U (p)

R (W ′) =
= {W ∈ Lp

Λ(R
2;R) : ‖W − W ′‖Lp(K) < R}, где R > 0, W ′ ∈ Lp

Λ(R
2;R). Для B > 0,

V ∈ Lp
Λ(R

2;R) и Ỹ ∈ 2πΛ∗ положим

L(Λ, B;V, Ỹ )
.
= |VỸ | −

∑

Y ∈ 2πΛ∗\{0}

e−|Y |2/4B |VỸ+Y |.

Следующая теорема 1.1, доказательство которой приведено в § 4, является ключевым

утверждением настоящей работы.

Т е о р е м а 1.1. Пусть p > 1, 0 < θ < min
{
1, 4

(
(p − 1)/p

)2}
и рассматривается

однородное магнитное поле B > 0 с потоком η ∈ Q. Тогда для любых R > 0 и L > 0 суще-

ствуют числа C̃(R,L) = C̃(R,L; p, θ,Λ, K,B) > 0 и C ′(R,L) = C ′(R,L; p, θ,Λ, K,B) > 0

такие, что для любой функции V ∈ U
(p)
R ⊂ Lp

Λ(R
2;R), для которой у оператора ĤB + V

имеется некоторое собственное значение λ ∈ [−L,L], и любого вектора Ỹ ∈ 2πΛ∗, для

которого |Ỹ | > C̃(R,L), выполняется оценка

L(Λ, B;V, Ỹ ) 6 C ′(R,L) |Ỹ |−θ. (1.1)

Из теоремы 1.1 непосредственно вытекает теорема 1.2.

Т е о р е м а 1.2. Пусть p > 1, 0 < θ < min
{
1, 4

(
(p − 1)/p

)2}
, V ∈ Lp

Λ(R
2;R) и задано

однородное магнитное поле B > 0 с потоком η ∈ Q. Предположим, что существует

последовательность векторов Ỹ (j) ∈ 2πΛ∗, j ∈ N, для которой |Ỹ (j)| → +∞ и

|Ỹ (j)|θL(Λ, B;V, Ỹ ) → +∞

при j → +∞. Тогда спектр оператора ĤB + V абсолютно непрерывен.

В условиях теоремы 1.2 при p = 2 можно выбрать число θ = 1 (см. [8, теорема 1]).

Для всех r > 0 и B > 0 справедлива оценка

∑

Y ∈ 2πΛ∗: |Y |> r

e−|Y |2/4B
6 C(Λ)(B + r) e−r2/4B, (1.2)
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где константа C(Λ) > 0 зависит только от решетки Λ.

Для R > 0, L > 0 и B > 0 (при условии η ∈ Q) обозначим через Mp(Λ, B;R,L)

множество функций V ∈ U
(p)
R ⊂ Lp

Λ(R
2;R), p > 1, для которых у оператора ĤB +V имеется

некоторое собственное значение λ ∈ [−L,L].
Теорема 1.1 используется при доказательстве следующей теоремы 1.3.

Т е о р е м а 1.3. Для любых p > 1, R > 0, L > 0 и любого однородного магнит-

ного поля B с потоком η ∈ Q ∩ (0,+∞) множество Mp(Λ, B;R,L) нигде не плотно

в (Lp
Λ(R

2;R), ‖ · ‖Lp(K)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V ∈ Mp(Λ, B;R,L). Выберем любое число ε > 0, для

которого ε < R− ‖V ‖Lp(K). Обозначим

b
.
=

(
v(K)

)−1/p ε

8
, δ

.
=

(
1 + C(Λ)B

)−1 ε

32
.

Пусть для числа r > 0 выполняется неравенство

C(Λ)(B + r) e−r2/4B
(
v(K)

)−1/p
R 6

b

4
.

Так как |VY | → 0 при |Y | → +∞, то вектор Ỹ ∈ 2πΛ∗ можно выбрать так, что

|Ỹ | > 2r, |Ỹ | > C̃(R,L), b > 4C ′(R,L)|Ỹ |−θ,

(
v(K)

)1/p
( ∑

Y ∈ 2πΛ∗: |Y − Ỹ |<r

|VY |+
∑

Y ∈ 2πΛ∗: |Y + Ỹ |<r

|VY |
)

6
ε

4
.

Для функции V определим функцию V ′ ∈ Lp
Λ(R

2;R), имеющую коэффициенты Фурье

V ′
Ỹ
= V ′

−Ỹ
= b, V ′

Ỹ
= 0, если |Y − Ỹ | < r или |Y + Ỹ | < r, и V ′

Ỹ
= VY , если |Y − Ỹ | > r

и |Y + Ỹ | > r. Тогда

‖V −V ′‖Lp(K) 6
(
v(K)

)1/p
(
2b+

∑

Y ∈ 2πΛ∗: |Y − Ỹ |<r

|VY |+
∑

Y ∈ 2πΛ∗: |Y + Ỹ |<r

|VY |
)

6
ε

4
+
ε

4
=
ε

2

и для любой функции V ′′ ∈ U
(p)
δ ⊂ Lp

Λ(R
2;R)

‖V − V ′ − V ′′‖Lp(K) 6 ‖V − V ′‖Lp(K) + ‖V ′′‖Lp(K) <
ε

2
+ δ < ε < R− ‖V ‖Lp(K),

поэтому U
(p)
δ (V ′) ⊂ U

(p)
R . Справедливо неравенство

L(Λ, B;V ′ + V ′′, Ỹ ) > b−
∑

Y ∈ 2πΛ∗: |Y |> r

e−|Y |2/4B |V ′
Ỹ+Y

| −
∑

Y ∈ 2πΛ∗

e−|Y |2/4B |V ′′
Ỹ+Y

|. (1.3)

Так как для всех Y ∈ 2πΛ∗

|V ′
Y | 6

(
v(K)

)−1/p ‖V ′‖Lp(K) <
(
v(K)

)−1/p
R, |V ′′

Y | 6
(
v(K)

)−1/p ‖V ′′‖Lp(K) <
(
v(K)

)−1/p
δ,

то с помощью (1.2) получаем

∑

Y ∈ 2πΛ∗: |Y |> r

e−|Y |2/4B |V ′
Ỹ+Y

| 6 C(Λ)(B + r) e−r2/4B
(
v(K)

)−1/p
R 6

b

4
,
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∑

Y ∈ 2πΛ∗

e−|Y |2/4B |V ′′
Ỹ+Y

| 6
(
1 + C(Λ)B

)(
v(K)

)−1/p
δ =

b

4
.

Поэтому из (1.3) вытекает неравенство

L(Λ, B;V ′ + V ′′, Ỹ ) > b− b

4
− b

4
=

b

2
> 2C ′(R,L)|Ỹ |−θ.

Следовательно (в силу теоремы 1.1), U
(p)
δ (V ′) ∩ Mp(Λ, B;R,L) = ∅. Но число ε > 0

можно выбирать сколь угодно малым и V — любая функция из Mp(Λ, B;R,L), поэтому

множество Mp(Λ, B;R,L) нигде не плотно. Теорема 1.3 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 0.1. Пусть M(p)(η), η ∈ Q, — множество функций

V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 1, для которых в спектре оператора ĤB+V для однородного магнитного

поля B с потоком η имеются собственные значения. Если η ∈ Q ∩ (0,+∞), то

M(p)(η) =
⋃

R ,L∈N

Mp(Λ, B;R,L),

где (в силу теоремы 1.3) множества Mp(Λ, B;R,L) нигде не плотны в Lp
Λ(R

2;R). Поэтому

M(p)(η), η ∈ Q ∩ (0,+∞), — множества первой категории. Случай η ∈ Q ∩ (−∞, 0) сво-

дится к случаю −η ∈ Q ∩ (0,+∞) при комплексном сопряжении оператора (0.1). Откуда

M(p)(η) = M(p)(−η) для всех η ∈ Q. Кроме того, M(p)(0) = ∅ [9]. Поэтому множество

O .
= Lp

Λ(R
2;R) \

⋃
η∈Q

M(p)(η) является типичным (в смысле Бэра) и для любого электри-

ческого потенциала V ∈ O и любого однородного магнитного поля B с потоком η ∈ Q

в спектре оператора ĤB+V нет собственных значений и, следовательно, спектр абсолютно

непрерывен. Теорема 0.1 доказана.

§ 2. Магнитно-блоховская теория

В этом параграфе дается краткое изложение магнитно-блоховской теории (см. также [1])

и приведена теорема 2.1, которая используется при доказательстве теоремы 1.1.

Фиксируем однородное магнитное поле B с потоком η = PQ−1, где P, Q ∈ N — вза-

имно простые числа. Пусть координаты в R2 задаются в некотором ортонормированном

базисе e1, e2. Так как операторы (0.1) унитарно эквивалентны при разном выборе базис-

ных векторов e1, e2, то можно считать, что E1
1 > 0, E1

2 = 0 и E2
2 > 0, где Eµ

j = (Eµ, ej),
µ, j = 1, 2. Пусть K∗ = {ξ1E1

∗ + ξ2E
2
∗ : 0 6 ξj 6 1, j = 1, 2} — элементарная ячейка

решетки Λ∗ с площадью v(K∗) =
(
v(K)

)−1
= (E1

1E
2
2)

−1. Определим также “укрупненную”

решетку Λ̃ с базисными векторами Ẽ1 = QE1, Ẽ2 = E2. Через K̃ и K̃∗ обозначим элемен-

тарные ячейки решеток Λ̃ и Λ̃∗ (для базисных векторов Ẽ1, Ẽ2 и Ẽ1
∗ = Q−1E1

∗ , Ẽ
2
∗ = E2

∗

соответственно). Имеем BẼ1
1Ẽ

2
2 = 2πP ∈ 2πN.

Пусть HB = H0
B — множество функций ϕ : R2 → C из L2

loc(R
2), удовлетворяющих при

почти всех x ∈ R2 условиям

ϕ(x+ Ẽµ) = e iBẼµ

1
x2ϕ(x), µ = 1, 2;

Hq
B , q > 0, — множество функций из HB , принадлежащих классу Соболева Hq

loc(R
2); H∞

B =
= HB ∩ C∞(R2). На пространстве HB определим скалярное произведение

(ψ, ϕ)B =

∫

K̃

ψϕdx, ψ, ϕ ∈ HB,

и соответствующую ему норму ‖ϕ‖B = (ϕ, ϕ)
1/2
B , ϕ ∈ HB .
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Для функций Φ : R2 → C из пространства Шварца S(R2) для всех k ∈ R2, x ∈ R2

положим

Û(Φ)(k; x) =
∑

µ1, µ2 ∈Z

e−(iB/2)Ẽ2
1
Ẽ2

2
µ2(µ2−1) e−iB(µ1Ẽ1

1
+µ2Ẽ2

1
)x2 e−i(k,x+µ1Ẽ1+µ2Ẽ2) Φ(x+µ1Ẽ

1+µ2Ẽ
2),

при этом Û(Φ)(k; ·) ∈ H∞
B для всех k ∈ R2. Линейный оператор

S(R2) ∋ Φ 7→ Û(Φ) = {2πK̃∗ ∋ k 7→ Û(Φ)(k; ·) ∈ HB}

продолжается по непрерывности до унитарного оператора

L2(R2) ∋ Φ 7→ Û(Φ) ∈
∫ ⊕

2πK̃∗

HB
dk

(2π)2v(K̃∗)
.

Рассмотрим самосопряженные операторы

ĤB(k) =

(
k1 − i

∂

∂x1

)2

+

(
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)2

, k ∈ R2,

действующие в HB и имеющие область определения D(ĤB(k)) = H2
B. Операторы k1 −

− i∂/∂x1 и k2 − i∂/∂x2 − Bx1 также действуют в HB и H1
B ⊂ D(k1 − i∂/∂x1), H1

B ⊂
⊂ D(k2 − i∂/∂x2 − Bx1). Так как V ∈ Lp

Λ(R
2;R) ⊆ Lp

Λ̃
(R2;R), p > 1, то электрический

потенциал V (как оператор умножения в пространстве HB) имеет нулевую грань в смыс-

ле квадратичных форм относительно операторов ĤB(k), k ∈ R2. Следовательно, для всех

k ∈ R2 квадратичная форма

WB,V (k;ψ, ϕ) =

((
k1 − i

∂

∂x1

)
ψ,

(
k1 − i

∂

∂x1

)
ϕ

)

B

+

+

((
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
ψ,

(
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
ϕ

)

B

+ (ψ, V ϕ)B

с областью определения Q(WB,V (k; ·, ·)) = H1
B ⊂ HB является замкнутой и полуограничен-

ной. Пусть ĤB(k) + V — самосопряженный оператор, порождающий квадратичную форму

WB,V (k; ·, ·) [18, глава VI] и имеющий некоторую область определения D(ĤB(k) + V ) ⊂
⊂ Q(WB,V (k; ·, ·)) = H1

B , не зависящую от k.

Рассмотрим также квадратичную форму (где скалярные произведения рассматриваются

в L2(R2))

WB,V (Ψ,Φ) =

(
−i ∂Ψ

∂x1
,−i ∂Φ

∂x1

)
+

((
−i ∂

∂x2
−Bx1

)
Ψ,

(
−i ∂

∂x2
−Bx1

)
Φ

)
+ (Ψ, V Φ)

с областью определения Q(WB,V (·, ·)) ⊂ L2(R2), состоящей из функций

Φ ∈ H1
loc(R

2) ∩ L2(R2),

для которых Û(Φ)(k; ·) ∈ H1
B при почти всех k ∈ 2πK̃∗ и

∫

2πK̃∗

∥∥∥∥−i
∂

∂x1
Û(Φ)(k; ·)

∥∥∥∥
2

B

dk +

∫

2πK̃∗

∥∥∥∥
(
−i ∂

∂x2
− Bx1

)
Û(Φ)(k; ·)

∥∥∥∥
2

B

dk < +∞.

Для всех Ψ, Φ ∈ Q(WB,V (·, ·))

WB,V (Ψ,Φ) =

∫

2πK̃∗

WB,V (k; Û(Ψ)(k; ·), Û(Φ)(k; ·)) dk

(2π)2v(K̃∗)
.
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При этом электрический потенциал V ∈ Lp
Λ(R

2;R) (как оператор умножения в простран-

стве L2(R2)) имеет нулевую грань в смысле квадратичных форм относительно оператора

ĤB и квадратичная форма WB,V (·, ·) замкнута и полуограниченна. Для самосопряженного

оператора ĤB+V , порождающего квадратичную форму WB,V (·, ·), справедливо разложение

Û(ĤB + V )Û−1 =

∫ ⊕

2πK̃∗

(
ĤB(k) + V

) dk

(2π)2v(K̃∗)
, (2.1)

в котором операторы ĤB(k) + V являются “послойными” операторами и вектор k ∈ 2πK̃∗

называется магнитным квазиимпульсом. Откуда, в частности, следует, что D(ĤB + V ) —

множество функций Φ ∈ L2(R2), для которых Û(Φ)(k; ·) ∈ D(ĤB(k) + V ) при почти всех

k ∈ 2πK̃∗ и

‖(ĤB + V )Φ‖2 =
∫

2πK̃∗

∥∥(ĤB(k) + V
)
Û(Φ)(k; ·)

∥∥2

B

dk

(2π)2v(K̃∗)
< +∞.

Для векторов k+ iκ ∈ C2 (где k, κ ∈ R2) замкнутая секториальная квадратичная форма

WB,V (k + iκ; ·, ·) с областью определения Q(WB,V (k + iκ; ·, ·)) = H1
B ⊂ HB порождается

m -секториальным оператором ĤB(k+ iκ) + V (см. [18, глава VI]) с областью определения

D(ĤB(k + iκ) + V ) ⊂ Q(WB,V (k + iκ; ·, ·)) = H1
B , не зависящей от k + iκ.

Самосопряженные операторы ĤB(k)+V , k ∈ R2, имеют компактную резольвенту и, сле-

довательно, их спектр дискретен. Пусть λj(k) ∈ R, j ∈ N, — собственные значения операто-

ров ĤB(k)+V с учетом их кратности, упорядоченные по возрастанию. Для любого единич-

ного вектора e ∈ R2 и любого вектора k0 ∈ R2 семейство операторов ĤB(k
0+ze)+V , z ∈ C,

является самосопряженным аналитическим семейством типа (B) [19, § VII.4] и из теории

возмущений следует, что функции R ∋ ξ 7→ λj(k
0 + ξe) непрерывны и являются аналити-

ческими вне их пересечений2. С другой стороны, оператор ĤB + V унитарно эквивалентен

прямому интегралу (2.1), поэтому в спектре оператора ĤB +V нет сингулярной составляю-

щей [2,3] и собственные значения λ оператора ĤB+V являются собственными значениями

операторов ĤB(k) + V для всех k из некоторых подмножеств ячейки 2πK̃∗ положительной

меры Лебега [20, теорема XIII.85]. Тогда из аналитической теоремы Фредгольма следует,

что λ — собственные значения операторов ĤB(k + iκ) + V для всех k + iκ ∈ C2. Поэтому

справедлива следующая теорема (см. также [1, 6, 8])3.

Т е о р е м а 2.1. Пусть V ∈ Lp
Λ(R

2;R), p > 1, и λ — собственное значение опера-

тора (0.1) для некоторого однородного магнитного поля B с потоком η = PQ−1 ∈ Q,

где P,Q ∈ N — взаимно простые числа. Тогда λ — собственное значение операторов

ĤB(k + κ) + V при всех k + iκ ∈ C2.

§ 3. Вспомогательные утверждения

Фиксируем однородное магнитное поле B с потоком η = PQ−1 ∈ Q, где P, Q ∈ N —

взаимно простые числа.

Из разложения (2.1) и теоремы 2.1 (при V (·) ≡ 0) следует, что при всех k + iκ ∈ C2

операторы ĤB(k + iκ) имеют дискретный спектр
{
(2j + 1)B : j ∈ Z+

}
, при этом каждое

собственное значение (2j + 1)B, j ∈ Z+, P -кратно вырождено [1]. Для векторов k ∈ R2

2Аналогичные самосопряженные аналитические семейства “послойных” операторов типа (B) рассматри-

вались в [9] для оператора (0.2) при V ∈ L
p

Λ
(R2;R) и A ∈ L

2p

Λ
(R2;R2), p > 1.

3Впервые “послойные” операторы при комплексных значениях квазиимпульса использовались при дока-

зательстве абсолютной непрерывности спектра периодического оператора Шрёдингера в [21].
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пусть H(j)
B (k), j ∈ Z+, — подпространства собственных функций операторов ĤB(k) с соб-

ственным значением λ = (2j + 1)B. В HB определим магнитные операторы уничтожения

и рождения

Ẑ∓(k) =

(
k1 − i

∂

∂x1

)
± i

(
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
,

D(Ẑ∓(k)) = H1
B. Справедливы равенства ĤB(k) = Ẑ+(k)Ẑ−(k)+B = Ẑ−(k)Ẑ+(k)−B. При

этом Ψ ∈ H(0)
B (k) тогда и только тогда, когда Ẑ−(k)Ψ = 0.

Для функций Ψ(k) ∈ H(0)
B (k) обозначим

Ψ(j)(k)
.
=

(2B)−j/2

√
j!

Ẑj
+(K)Ψ(k), j ∈ Z+.

Тогда Ψ(j)(k) ∈ H(j)
B (k), ‖Ψ(j)(k)‖B = ‖Ψ(k)‖B и

Ẑ+(k)Ψ
(j)(k) =

√
2B(j + 1)Ψ(j+1)(k), j ∈ Z+, (3.1)

Ẑ−(k)Ψ
(j)(k) =

√
2BjΨ(j−1)(k), j ∈ N. (3.2)

Если функции Ψs(k) ∈ H(0)
B (k), s = 1, . . . , P , образуют ортонормированный базис в H(0)

B (k),

то для любого j ∈ N функции Ψ
(j)
s (k), s = 1, . . . , P , образуют ортонормированный базис

в H(j)
B (k). При этом

HB =
+∞⊕

j=0

H(j)
B . (3.3)

Через P̂ (j)(k), j ∈ Z+, обозначим ортогональный проектор в HB на подпростран-

ство H(j)
B (k).

Фиксируем какой-либо вектор k0 ∈ R2. В дальнейшем будут использоваться сокращен-

ные обозначения Ẑ∓
.
= Ẑ∓(k

0), H(j)
B

.
= H(j)

B (k0), P̂ (j) .= P̂ (j)(k0), j ∈ Z+.

Справедливы следующие три простые леммы.

Л е м м а 3.1 (см. [7]). Для каждого вектора Y ∈ 2πΛ̃∗ существует унитарный опера-

тор ÛY : H(0)
B → H(0)

B такой, что для всех Ψ ∈ H(0)
B

e i(Y,x) Ψ = e−|Y |2/4B e ((Y1+iY2)/2B)Ẑ+ ÛYΨ
.
= e−|Y |2/4B

+∞∑

j=0

1

j!

(
Y1 + iY2

2B

)j

Ẑj
+ ÛYΨ,

где Ys = (Y, es), s = 1, 2.

С л е д с т в и е 3.1. Для любых Ψ ′, Ψ ∈ H(0)
B и Y ∈ 2πΛ̃∗(⊇ 2πΛ∗) справедлива оценка

|(Ψ ′, e i(Y,x) Ψ)B| = e−|Y |2/4B |(Ψ ′, ÛYΨ)B| 6 e−|Y |2/4B ‖Ψ ′‖B ‖Ψ‖B.

Л е м м а 3.2. Для всех ζ ∈ C и всех ϕ ∈ H1
B справедливо неравенство

‖(Ẑ+ + ζ)ϕ‖B >
√
2B ‖ϕ‖B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Ẑ+ + ζ = Ẑ+(k
0 + (Re ζ)e1 − (Im ζ)e2), то доказываемое

неравенство следует из (3.3) и (3.1). �
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Л е м м а 3.3 (см. [17]). Для любого p > 2 существует число Cp = Cp (Λ̃, K̃, B) > 0

такое, что для всех W̃ ∈ Lp

Λ̃
(R2;R), всех k ∈ R2 и всех ϕ ∈ H1

B

‖W̃ϕ‖B 6 Cp ‖W̃‖Lp(K̃) ‖Ẑ+(k)ϕ‖B.

Для всех ζ ∈ C определим самосопряженные операторы

Ĵζ
.
=

(
(Ẑ− + ζ)(Ẑ+ + ζ)

)1/2
,

действующие в HB, D(Ĵζ) = H1
B. При этом ‖Ĵζϕ‖B = ‖(Ẑ+ + ζ)ϕ‖B , ϕ ∈ H1

B. Будут

рассматриваться также операторы Ĵz
ζ , z ∈ C, для которых

Ĵz
ζ ϕ =

∑

j > 0

(
2B(j + 1)

)z/2
P̂ (j)(k0 + (Re ζ)e1 − (Im ζ)e2)ϕ, ϕ ∈ D(Ĵz

ζ ),

где D(Ĵz
ζ ) = HB при Re z 6 0 и

D(Ĵz
ζ ) =

{
ϕ ∈ HB :

∑

j > 0

(
2B(j + 1)

)Re z ∥∥P̂ (j)(k0 + (Re ζ)e1 − (Im ζ)e2)ϕ
∥∥2

B
< +∞

}

при Re z > 0.

Л е м м а 3.4. Для любых p > 2 и δ ∈ [0, 1 − (2/p)) существует число Cp,δ =

= Cp,δ (Λ̃, K̃, B) > 0 такое, что для всех W̃ ∈ Lp

Λ̃
(R2;R), всех ζ ∈ C и всех ϕ ∈ HB

‖W̃ Ĵ δ−1
ζ ϕ‖B 6 Cp,δ ‖W̃‖Lp(K̃) ‖ϕ‖B. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем число p1 ∈ (2, p] так, что 1 − δ = p1/p ∈ ((2/p), 1].

Вначале предположим, что W̃ ∈ L∞
Λ̃
(R2;R). Для функции |W̃ | p/p1 ∈ L∞

Λ̃
(R2;R) (для которой

полагаем |W̃ (x)| p/p1 = 0 при W̃ (x) = 0) имеем
∥∥ |W̃ | p/p1

∥∥
Lp1 (K̃)

= ‖W̃‖ p/p1

Lp(K̃)
, поэтому из

леммы 3.3 для любой функции ϕ ∈ HB следует оценка

‖ |W̃ | p/p1 Ĵ −1
ζ ϕ ‖B 6 Cp1 ‖W̃‖ p/p1

Lp(K̃)
‖ϕ‖B. (3.5)

Для каждой функции ϕ ∈ HB определим при t ∈ [0, 1] и τ ∈ R функции

t+ iτ 7→ Gϕ(t+ iτ)
.
= |W̃ | (p/p1)(t+iτ) Ĵ

−(t+iτ)
ζ ϕ ∈ HB

(где |W̃ (x)| (p/p1)(t+iτ) = 0, если W̃ (x) = 0). Функция t + iτ 7→ Gϕ(t + iτ) ∈ HB является

непрерывной и ограниченной при t ∈ [0, 1], τ ∈ R и аналитической при t ∈ (0, 1), τ ∈ R.

Так как ‖Ĵ −iτ
ζ ϕ‖B = ‖ϕ‖B , τ ∈ R, то из (3.5) для всех τ ∈ R получаем

‖Gϕ(iτ)‖B = ‖ϕ‖B, ‖Gϕ(1 + iτ)‖B 6 Cp1 ‖W̃‖ p/p1

Lp(K̃)
‖ϕ‖B.

Тогда в силу леммы Адамара о трех прямых (см. [22]) для всех t ∈ [0, 1]

‖Gϕ(t)‖B 6

(
Cp1 ‖W̃‖ p/p1

Lp(K̃)

)t

‖ϕ‖B.
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Откуда при t = p1/p = 1 − δ следует оценка (3.4) (и Cp,δ = C 1−δ
p1

). Теперь для функции

W̃ ∈ Lp

Λ̃
(R2;R) при всех n ∈ N определим функции

W̃n(x) =

{
W̃ (x), если |W̃ (x)| 6 n,

0 в противном случае,

для которых W̃n ∈ L∞
Λ̃
(R2;R) и, следовательно, для них оценка (3.4) уже доказана для всех

ϕ ∈ HB . Но тогда в пределе при n → +∞ получаем, что для всех ϕ ∈ HB выполняется

включение W̃ Ĵ δ−1ϕ ∈ HB и для функции W̃ (и для всех ϕ ∈ HB) также справедлива

оценка (3.4). Лемма 3.4 доказана. �

Далее предполагается, что p > 1. Выберем числа ps > 0, s = 1, 2, так, что

(1) если 1 < p < 2, то 2 < ps < 2p/(2− p), и если p > 2, то ps > p,
(2) 1/p = 1/p1 + 1/p2.

Любую функцию W ∈ Lp

Λ̃
(R2;R) можно представить в виде W = W̃1W̃2, где W̃s ∈

∈ Lps

Λ̃
(R2;R) и ‖W̃s‖Lps (K̃) = ‖W‖ p/ps

Lp(K̃)
, s = 1, 2 (можно считать, что W̃1(x) = |W (x)| p/p1

при W (x) 6= 0 и W̃1(x) = 0 при W (x) = 0). Тогда для всех Φ′, Φ′′ ∈ H1
B

|(Φ′,WΦ′′)B| 6 ‖W̃1Φ
′‖B ‖W̃2Φ

′′‖B.

Поэтому из леммы 3.4 вытекает лемма 3.5.

Л е м м а 3.5. Пусть W ∈ Lp

Λ̃
(R2;R), p > 1, и числа p1 > 2 и p2 > 2 удовлетворяют

условиям (1) и (2). Тогда для любых δs ∈ [0, 1 − (2/ps)), s = 1, 2, всех Φ′, Φ′′ ∈ H1
B и всех

ζ ∈ C

|(Φ′,WΦ′′)B| 6 Cp1,δ1 Cp2,δ2 ‖W‖Lp(K̃) ‖Ĵ 1−δ1
ζ Φ′‖B ‖Ĵ 1−δ2Φ′′‖B.

С л е д с т в и е 3.2. Для любых p > 1 и δ ∈ [0,min {2(p − 1)/p, 1}) существует число

C ′
p,δ = C ′

p,δ(Λ̃, K̃, B) > 0 такое, что для любой функции W ∈ Lp

Λ̃
(R2;R), всех Φ′, Φ′′ ∈ H1

B

и любых ζ ∈ C

|(Φ′,WΦ′′)B| 6 C ′
p,δ ‖W‖Lp(K̃) ‖ĴζΦ′‖B ‖Ĵ 1−δΦ′′‖B. (3.6)

Следствие 3.2 получается из леммы 3.5 при δ1 = 0, δ2 = δ и при выборе соответствую-

щих чисел p1 > 2 и p2 > 2. Если в неравенстве (3.6) положить ζ = 0 и поменять местами

Φ′ и Φ′′, то получится следствие 3.3.

С л е д с т в и е 3.3. Для любых p > 1 и δ ∈ [0,min {2(p − 1)/p, 1}), любой функции

W ∈ Lp

Λ̃
(R2;R) и всех Φ′, Φ′′ ∈ H1

B

|(Φ′,WΦ′′)B| 6 C ′
p,δ ‖W‖Lp(K̃) ‖Ĵ 1−δΦ′‖B ‖ĴΦ′′‖B.

§ 4. Доказательство теоремы 1.1

Пусть R > 0, L > 0, V ∈ U
(p)
R ⊂ Lp

Λ(R
2;R) ⊆ Lp

Λ̃
(R2;R), p > 1, и при η = PQ−1 (где

P, Q ∈ N — взаимно простые числа) у оператора ĤB + V существует собственное значение

λ ∈ [−L,L]. Для всех ζ ∈ C определим операторы

Ĥ−(ζ)
.
= ĤB(k

0 + (ζ/2)e1 − (iζ/2)e2) + V.
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Если Φ′, Φ′′ ∈ H1
B , то

i

((
k01 − i

∂

∂x1

)
Φ′,

(
k02 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
Φ′′

)

B

−

− i

((
k02 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
Φ′,

(
k01 − i

∂

∂x1

)
Φ′′

)

B

= −B (Φ′,Φ′′)B

и, следовательно,

(Φ′, Ĥ−(ζ)Φ
′′)B = WB,V (k

0 + (ζ/2)e1 − (iζ/2)e2; Φ
′,Φ′′) =

=
(
(Ẑ− + ζ) Φ′, Ẑ−Φ

′′
)
B
+
(
Φ′, (V + B)Φ′′

)
B
.

(4.1)

Обозначим W
.
= V + B − λ. При этом

‖W‖Lp(K̃) = Q1/p ‖W‖Lp(K) < Q1/2(R + L+ B).

Из (4.1) и теоремы 2.1 следует теорема 4.1.

Т е о р е м а 4.1. Для любого ζ ∈ C существует ненулевая функция Φζ ∈ D(Ĥ−(ζ)) ⊂ H1
B

(являющаяся собственной функцией оператора Ĥ−(ζ) с собственным значением λ) такая,

что для всех Φ ∈ H1
B справедливо равенство

(
(Ẑ− + ζ) Φ, Ẑ−Φζ

)
B
+ (Φ,WΦζ)B = 0. (4.2)

Далее полагаем δ =
√
θ, где θ ∈ (0,min {1, 4(p − 1)2p−2}). Через C(ν), ν = 1, 2, 3, 4, 5 ,

будут обозначаться константы , зависящие только от R, L, p, δ, Λ, K и B. Для функций Φζ ,

определяемых в теореме 4.1, положим Ψζ
.
= P̂ (0)Φζ и Φ̃ζ

.
= Φζ − Ψζ . Выполняются оценки

(см. (3.2), (3.3))
1√
2
‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6 ‖Ẑ−Φ̃ζ‖B = ‖Ẑ−Φζ‖B.

Так как области значений R(Ẑ− + ζ) операторов Ẑ− + ζ совпадают с HB , то для любого

ζ ∈ C можно выбрать функцию Φ′
ζ ∈ H1

B так, что

P (0)(k0 + (Re ζ)e1 − (Im ζ)e2) Φ
′
ζ = 0 (4.3)

и (Ẑ− + ζ) Φ′
ζ = Ẑ−Φζ . При этом из (3.1), (3.3) и условия (4.3) следуют оценки

1√
2
‖ĴζΦ′

ζ‖B 6 ‖(Ẑ− + ζ) Φ′
ζ‖B 6 ‖ĴζΦ′

ζ‖B.

Тогда, используя следствие 3.2 и равенство (4.2), получаем

1

2
‖ĴζΦ′

ζ‖B ‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6 ‖(Ẑ− + ζ) Φ′
ζ‖B ‖Ẑ−Φζ‖B =

=
(
(Ẑ− + ζ) Φ′

ζ , Ẑ−Φζ

)
B

= |(Φ′
ζ ,WΦζ)B| 6 C ′

p,δ ‖W‖Lp(K̃) ‖ĴζΦ′
ζ‖B ‖Ĵ 1−δΦζ‖B.

Откуда (так как Φ̃ζ = 0, если ‖ĴζΦ′
ζ‖B = 0)

‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6 2Q1/p C ′
p,δ ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ 1−δΦζ‖B. (4.4)
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Т е о р е м а 4.2. Для всех ζ ∈ C

‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6 C(1) ‖Φζ‖B. (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть j0 ∈ N — наименьшее число, для которого

(
2B(j0 + 1)

)δ/2
> 4Q1/p C ′

p,δ ‖W‖Lp(K).

Тогда для всех j > j0

(
2B(j + 1)

)1/2
> 4Q1/p C ′

p,δ ‖W‖Lp(K)

(
2B(j + 1)

)(1−δ)/2
. (4.6)

Обозначим χ(j0) .=
∑
j > j0

P̂ (j)Φζ . В силу (4.4)

‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6 2Q1/p C ′
p,δ ‖W‖Lp(K)

(
‖Ĵ 1−δχ(j0)‖B + ‖Ĵ 1−δ(Φζ − χ(j0))‖B

)
.

Из (4.6) следует, что

2Q1/p C ′
p,δ ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ 1−δχ(j0)‖B 6

1

2
‖Ĵ χ(j0)‖B 6

1

2
‖Ĵ Φ̃ζ‖B.

Кроме того,

‖Ĵ 1−δ(Φζ − χ(j0))‖B 6 (2Bj0)
(1−δ)/2 ‖Φζ − χ(j0)‖B 6 (2Bj0)

(1−δ)/2 ‖Φζ‖B.

Поэтому из (4.4) и последних оценок вытекает оценка

1

2
‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6

1

2
‖Ĵ Φ̃ζ‖B +

(
1

2
‖Ĵ Φ̃ζ‖B − 2Q1/p C ′

p,δ ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ 1−δχ(j0)‖B
)

6

6 2Q1/p C ′
p,δ ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ 1−δ(Φζ − χ(j0))‖B 6 2Q1/p C ′

p,δ ‖W‖Lp(K) (2Bj0)
(1−δ)/2 ‖Φζ‖B.

Если j0 = 1, то

‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6 4Q1/p C ′
p,δ ‖W‖Lp(K) (2B)(1−δ)/2 ‖Φζ‖B 6 2 δ/2

√
2B ‖Φζ‖B. (4.7)

Если j0 > 1, то (2Bj0)
δ/2 < 4Q1/p C ′

p,δ ‖W‖Lp(K) и в этом случае

‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6
(
4Q1/p C ′

p,δ ‖W‖Lp(K)

)1/δ ‖Φζ‖B. (4.8)

Оценка (4.5) теперь следует из (4.7) и (4.8). Теорема 4.2 доказана. �

С л е д с т в и е 4.1. Для всех ζ ∈ C и всех Ψ(j) ∈ H(j)
B , j ∈ Z+,

|(Ψ(j),WΦζ)B| 6 C(2)
(
2B(j + 1)

)(1−δ)/2 ‖Ψ(j)‖B ‖Φζ‖B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из следствия 3.3 и теоремы 4.2 получаем

|(Ψ(j),WΦζ)B| 6 Q1/p C ′
p,δ ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ 1−δΨ(j)‖B ‖Ĵ Φζ‖B 6

6 Q1/p C ′
p,δ ‖W‖Lp(K)

(
2B(j + 1)

)(1−δ)/2 ‖Ψ(j)‖B
(
‖Ĵ Ψζ‖B + ‖Ĵ Φ̃ζ‖B

)
6

6 C(2)
(
2B(j + 1)

)(1−δ)/2 ‖Ψ(j)‖B ‖Φζ‖B,
где C(2) = Q1/pC ′

p,δ (R + L+ B)(
√
2B + C(1)). �

53



Т е о р е м а 4.3. Для всех ζ ∈ C, для которых |ζ| >
√
8B, выполняется оценка

‖Φ̃ζ‖B 6 C(3) |ζ|−δ ‖Φζ‖B. (4.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (4.2), если положить Φ = Ẑ−P̂
(j+1)Φζ ∈ H(j)

B , j ∈ Z+, следу-

ют равенства

(
(Ẑ− + ζ) Ẑ−P̂

(1)Φζ , Ẑ−Φζ

)
B
= ζ ‖Ẑ−P̂

(1)Φζ‖2B = 2Bζ ‖P̂ (1)Φζ‖2B = −(Ẑ−P̂
(1)Φζ ,WΦζ)B

и при j ∈ N

(
(Ẑ− + ζ) Ẑ−P̂

(j+1)Φζ , Ẑ−Φζ

)
B
= ζ ‖Ẑ−P̂

(j+1)Φζ‖2B + (Ẑ2
−P̂

(j+1)Φζ , Ẑ−P̂
(j)Φζ)B =

= ζ · 2B(j + 1) ‖P̂ (j+1)Φζ‖2B + 2Bj (Ẑ−P̂
(j+1)Φζ , P̂

(j)Φζ)B = −(Ẑ−P̂
(j+1)Φζ ,WΦζ)B,

из которых с помощью следствия 4.1 получаем неравенства

|ζ| · ‖P̂ (1)Φζ‖B 6 C(2)(2B)−δ/2 ‖Φζ‖B (4.10)

и при j ∈ N

|ζ| · ‖P̂ (j+1)Φζ‖B 6
2Bj√

2B(j + 1)
‖P̂ (j)Φζ‖B + C(2)

(
2B(j + 1)

)−δ/2 ‖Φζ‖B. (4.11)

Пусть j0 ∈ N — наибольшее число, для которого
√
2Bj0 6 |ζ|; j1 ∈ N — наибольшее число,

для которого 2j1 6 j0 (так как j0 > 4, то j1 > 2). Для всех чисел j ∈ {1, . . . , j1}

2Bj√
2B(j + 1)

1

|ζ| 6
j√

(j + 1)j0
<

1√
2
.

Поэтому при j ∈ {1, . . . , j1} (см. (4.11))

‖P̂ (j+1)Φζ‖B 6 2−1/2 ‖P̂ (j)Φζ‖B + |ζ|−1C(2)
(
2B(j + 1)

)−δ/2 ‖Φζ‖B. (4.12)

Обозначим P̂
(j)
↓

.
=

j∑
s=0

P̂ (s), j ∈ Z+. В силу (4.10) и (4.12)

‖P̂ (j1)
↓ Φ̃ζ‖2B = ‖P̂ (1)Φζ‖2B +

j1 − 1∑

j=1

‖P̂ (j+1)Φζ‖2B 6

6 ‖P̂ (1)Φζ‖2B +
3

4

j1 − 1∑

j=1

‖P̂ (j)Φζ‖2B + 3
(
|ζ|−1C(2)

)2
( j1 − 1∑

j=1

(
2B(j + 1)

)−δ
)
‖Φζ‖2B

и, следовательно,

‖P̂ (j1)
↓ Φ̃ζ‖2B 6 4 ‖P̂ (1)Φζ‖2B + 12

(
|ζ|−1C(2)

)2
( j1 − 1∑

j=1

(
2B(j + 1)

)−δ
)
‖Φζ‖2B 6

6 12
(
|ζ|−1C(2)

)2
( j1 − 1∑

j=0

(
2B(j + 1)

)−δ
)
‖Φζ‖2B .
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Так как
j1 − 1∑

j= o

(j + 1)−δ <

∫ j1

0

ξ−δ dξ = (1− δ)−1j 1−δ
1

и j1 6
1
2
j0 6

1
4B

|ζ|2, то

‖P̂ (j1)
↓ Φ̃ζ‖B 6

√
3 2 (δ+1)/2 (1− δ)−1/2 (2B)−1/2C(2)|ζ|−δ‖Φζ‖B. (4.13)

С другой стороны, j1 + 2 > 1
2
(j0 + 1) > 1

4B
|ζ|2, поэтому с помощью теоремы 4.2 получаем

‖(Î − P̂
(j1)
↓ )Φ̃ζ‖B 6

(
2B(j1 + 2)

)−1/2 ‖Ĵ(Î − P̂
(j1)
↓ )Φ̃ζ‖2B 6

6
√
2 |ζ|−1 ‖Ĵ Φ̃ζ‖B 6

√
2C(1)|ζ|−1 ‖Φζ‖B

(4.14)

(где Î — единичный оператор в HB). Из (4.13) и (4.14) следует оценка (4.9), при этом

C(3) =
√
3 2 (δ+1)/2 (1− δ)−1/2 (2B)−1/2C(2) +

√
2 (8B) δ−1C(1). Теорема 4.3 доказана. �

Л е м м а 4.1. Для всех ζ ∈ C

‖Ĵ 1−δΦ̃ζ‖B 6 ‖Φ̃ζ‖ δ
B ‖Ĵ Φ̃ζ‖ 1−δ

B .

Лемма 4.1 вытекает из неравенства Гёльдера. Следующая теорема является непосред-

ственным следствием теорем 4.2, 4.3 и леммы 4.1.

Т е о р е м а 4.4. Для всех ζ ∈ C, для которых |ζ| >
√
8B, выполняется оценка

‖Ĵ 1−δΦ̃ζ‖B 6 C(4) |ζ|−θ ‖Φζ‖B,

где C(4) = (C(3))δ (C(1))1−δ (и θ = δ2).

Пусть C(5) > 0 — (наименьшее) число, для которого C(5) >
√
8B и C(4)(C(5))−θ 6

6 1
2
(4B)1−δ. Если |ζ| > C(5), то из теоремы 4.4 следует, что

‖Ĵ 1−δΦ̃ζ‖B 6 C(4) |ζ|−θ
(
‖Ψζ‖B + ‖Φ̃ζ‖B

)
6

6 C(4) |ζ|−θ ‖Ψζ‖B +
1

2
(4B)1−δ ‖Φ̃ζ‖B 6 C(4) |ζ|−θ ‖Ψζ‖B +

1

2
‖Ĵ 1−δΦ̃ζ‖B.

Поэтому справедливо следствие 4.2.

С л е д с т в и е 4.2. Для всех ζ ∈ C, для которых |ζ| > C(5), выполняется оценка

‖Ĵ 1−δΦ̃ζ‖B 6 2C(4) |ζ|−θ ‖Ψζ‖B.

В дальнейшем для векторов Ỹ ∈ 2πΛ∗ выбираются числа ζ = −Ỹ1+ iỸ2 и предполагает-

ся. что |ζ| = |Ỹ | > C(5) (где Ỹs = (Ỹ , es), s = 1, 2). В силу следствия 4.2 Ψζ 6= 0 и (поэтому)

можно считать, что ‖Ψζ‖B = 1.

Если Φ = e i(Ỹ ,x)Ψ, где Ψ ∈ H(0)
B , то (Ẑ− + ζ) Φ = 0. Тогда из теоремы 4.1 следует, что

(e i(Ỹ ,x)Ψζ ,WΦζ)B = 0

и, следовательно,

(e i(Ỹ ,x)Ψζ ,WΨζ)B + (Ψζ , e
−i(Ỹ ,x)W Φ̃ζ)B = 0. (4.15)
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Так как любую функцию W̃ ∈ Lp
Λ(R

2;R) можно сколь угодно точно приблизить в про-

странстве Lp
Λ(R

2;R) тригонометрическими многочленами и для коэффициентов Фурье W̃Y

функций W̃ выполняется оценка

|W̃Y | 6
(
v(K)

)−1/p ‖W̃‖Lp(K), Y ∈ 2πΛ∗,

то в силу следствия 3.1 получаем

|(e i(Ỹ ,x)Ψζ ,WΨζ)B| =
∣∣∣∣

∑

Y ∈ 2πΛ∗

WY (Ψζ , e
i(Y−Ỹ ,x)Ψζ)B

∣∣∣∣ >

> |VỸ | −
∑

Y ′ ∈ 2πΛ∗ \{0}

|WỸ+Y ′ | · |(Ψζ , e
i(Y ′,x)Ψζ)B| >

> L(Λ, B;V, Ỹ )− (B + L)e−|Ỹ |2/4B.

(4.16)

С другой стороны, из следствия 3.2 и следствия 4.2 вытекают оценки

|(Ψζ , e
−i(Ỹ ,x)W Φ̃ζ)B| 6 Q1/pC ′

p,δ

√
2B ‖W‖Lp(K) ‖Ĵ 1−δΦ̃ζ‖B 6

1

2
C ′(R,L) |ζ|−θ, (4.17)

где C ′(R,L)
.
= 4Q1/p C ′

p,δ C
(4)
√
2B (R + L + B). Выберем теперь (наименьшее) число

C̃(R,L) > 0 такое, что C̃(R,L) > C(5) и для всех a > C̃(R,L)

(B + L) e−a2/4B
6

1

2
C ′(R,L)a−θ.

Тогда из (4.15), (4.16) и (4.17) следует, что для всех векторов Ỹ ∈ 2πΛ∗, для которых

|Ỹ | > C̃(R,L), выполняется оценка (1.1). Теорема 1.1 доказана.
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We consider the two-dimensional Shrödinger operator ĤB + V with a homogeneous magnetic field

B ∈ R and with an electric potential V which belongs to the space L
p
Λ(R

2;R) of Λ -periodic real-valued

functions from the space L
p
loc(R

2), p > 1. The magnetic field B is supposed to have the rational flux

η = (2π)−1Bv(K) ∈ Q where v(K) denotes the area of the elementary cell K of the period lattice

Λ ⊂ R2. Given p > 1 and the period lattice Λ, we prove that in the Banach space (Lp
Λ(R

2;R), ‖ · ‖Lp(K))
there exists a typical set O in the sense of Baire (which contains a dense Gδ -set) such that the spectrum of

the operator ĤB + V is absolutely continuous for any electric potential V ∈ O and for any homogeneous

magnetic field B with the rational flux η ∈ Q.
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