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ПОИМКА ДВУХ СКООРДИНИРОВАННЫХ УБЕГАЮЩИХ В ЗАДАЧЕ
С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ, ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ
И ПРОСТОЙ МАТРИЦЕЙ

В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пресле-

дователей двух убегающих, описываемая системой вида

D(α)zij = azij + ui − v,

где D(α)f — производная по Капуто порядка α ∈ (0, 1) функции f , a — вещественное число. Предпо-

лагается, что все убегающие используют одно и то же управление и не покидают пределы выпуклого

конуса с вершиной в нуле. Целью преследователей является поимка двух убегающих. Преследовате-

ли используют контрстратегии на основе информации о начальных позициях и предыстории управ-

ления убегающих. Множество допустимых управлений — шар единичного радиуса с центром в нача-

ле координат, целевые множества — начало координат. В терминах начальных позиций и параметров

игры получено достаточное условие поимки. При исследовании в качестве базового используется

метод разрешающих функций, позволяющий получить достаточные условия разрешимости задачи

сближения за некоторое гарантированное время.
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Введение

В теории дифференциальных игр хорошо известны задача преследования группой пре-

следователей и задача уклонения от группы преследователей одного убегающего [1–7].

Естественным обобщением указанных задач является ситуация конфликтного взаимодей-

ствия группы преследователей и группы убегающих. Целью группы преследователей явля-

ется поимка заданного числа убегающих, цель группы убегающих противоположна. Задача

уклонения хотя бы одного убегающего от группы преследователей из любых начальных по-

зиций рассматривалась в работах [8–10]. Достаточные условия уклонения хотя бы одного

убегающего из счетного числа убегающих от счетного числа преследователей в задаче про-

стого преследования с интегральными ограничениями на управления представлены в [11].

В работах [12–16] получены достаточные, а в некоторых случаях и необходимые условия

поимки хотя бы одного убегающего при условии, что участники обладают равными возмож-

ностями, а все убегающие используют одно и то же управление. Задача о поимке заданного

числа убегающих при условии, что участники обладают равными возможностями, убега-

ющие используют программные стратегии, каждый преследователь ловит не более одного

убегающего, представлена в [17–19]. Задача об оптимальной по времени поимке группы

убегающих группой преследователей на плоскости в случае простого движения рассмотре-

на в [20]. Мультиагентный подход к исследованию задачи преследования группой пресле-

дователей группы убегающих рассмотрен в [21]. В работах [22, 23] кроме преследователей

и убегающих вводится еще один класс участников – защитники убегающих. Достаточные

условия поимки двух убегающих в линейных дифференциальных играх получены в [24].

В работах [25, 26] получены достаточные условия поимки двух жестко скоординированых
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убегающих в линейных рекуррентных дифференциальных играх и в линейной задаче груп-

пового преследования с простой матрицей.

В данной работе получены достаточные условия поимки двух жестко скоординирован-

ных убегающих в дифференциальной игре с дробными производными и фазовыми ограни-

чениями.

§ 1. Постановка задачи

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть f : [0,∞) → R
k — абсолютно непрерывная функция, чис-

ло α ∈ (0, 1). Производной по Капуто порядка α функции f называется функция D(α)f

вида

(D(α)f)(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

f ′(s)

(t− s)α
ds, где Γ(β) =

∫ ∞

0

e−ssβ−1 ds.

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра G(n) n + 2 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и 2 убегающих E1, E2.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

D(α)xi = axi + ui, xi(0) = x0
i , ui ∈ V. (1.1)

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид

D(α)yj = ayj + v, yj(0) = y0j , v ∈ V. (1.2)

Здесь xi, yj , ui, v ∈ R
k, V = {v | ‖v‖ 6 1}, a ∈ R, α ∈ (0, 1). Кроме того, x0

i 6= y0j для

всех i, j.

Дополнительно предполагается, что каждый убегающий Ej не покидает пределы вы-

пуклого конуса с непустой внутренностью

Ω = {y ∈ R
k : (ps, y) 6 0, s = 1, . . . , r},

где p1, . . . , pr — единичные векторы R
k. Если Ω = R

k, то считаем, что r = 0.

Введем новые переменные zij = xi−yj . Тогда вместо систем (1.1), (1.2) получим систему

D(α)zij = azij + ui − v, zij(0) = z0ij = x0
i − y0j . (1.3)

Измеримая функция v : [0,∞) → R
k называется допустимой, если v(t) ∈ V, yj(t) ∈ Ω

для всех t > 0, j = 1, 2.

Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр, который

для убегающих E1, E2 выбирает одно и то же управление v(t).

О п р е д е л е н и е 1.2. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi,

если определено отображение Ui(t, z
0, vt(·)), ставящее в соответствие начальному состоя-

нию z0 = (z0ij), моменту t и произвольной предыстории управления vt(·) убегающих Ej

измеримую функцию ui(t) = Ui(t, z
0, vt(·)) со значениями в V.

О п р е д е л е н и е 1.3. В игре G(n) происходит поимка, если существует момент

T0 = T (z0), квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что для любой

измеримой функции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [0, T0], найдутся номера p, q ∈ {1, . . . , n} и момен-

ты τ1, τ2 ∈ [0, T0] такие, что zp1(τ1) = 0, zq2(τ2) = 0.
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§ 2. Вспомогательные результаты

Обозначим через IntX и coX соответственно внутренность и выпуклую оболочку мно-

жества X ⊂ R
k. Введем следующие обозначения:

λ(h, v) = sup{λ > 0 | − λh ∈ V − v}, Eρ(z, µ) =
∞
∑

l=0

zl

Γ(lρ−1 + µ)
—

обобщенная функция Миттаг–Леффлера,

g(t, τ) = (t− τ)α−1E1/α

(

a(t− τ)α, α
)

, f(t) =

∫ t

0

g(t, τ) dτ = tα · E1/α(at
α, α + 1),

I = {1, . . . , n}, c = y01 − y02.

О п р е д е л е н и е 2.1 (см. [27]). Векторы a1, a2, . . . , as образуют положительный базис

в R
k, если для любого x ∈ R

k существуют положительные вещественные числа α1, α2, . . . ,

αs такие, что

x = α1a1 + α2a2 + . . .+ αsas.

Л е м м а 2.1. Пусть векторы b1, . . . , bm образуют положительный базис в Rk. Тогда для

любых положительных чисел γ1, . . . , γm векторы γ1b1, . . . , γmbm образуют положительный

базис в R
k.

Л е м м а 2.2 (см. [6, с. 36]). Пусть r = 1. Векторы b1, . . . , bm, p1 образуют положи-

тельный базис в R
k тогда и только тогда, когда

δ = min
v∈V

max{max
j

λ(bj, v), (p1, v)} > 0.

Л е м м а 2.3. Пусть r = 1, векторы b1, . . . , bm, p1 образуют положительный базис про-

странства R
k, a < 0, α ∈ (0, 1). Тогда существует момент T > 0 такой, что для каждой

допустимой функции v(·) найдется номер q ∈ I, для которого

E1/α(aT
α, 1)−

∫ T

0

g(T, τ)λ(bq, v(τ)) dτ 6 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 2.2

δ = min
v∈V

max{max
j

λ(bj, v), (p1, v)} > 0.

Пусть v(·) — допустимая функция. Определим функции hi(t, v(·)) и множества T1(t), T2(t):

hi(t, v(·)) =

∫ t

0

g(t, τ)λ(bi, v(τ)) dτ,

T1(t) = {τ ∈ [0, t] : (p1, v(τ)) > δ}, T2(t) = {τ ∈ [0, t] : (p1, v(τ)) < δ}.

Тогда для всех τ ∈ T2(t) справедливо неравенство max
i

λ(bi, v(τ)) > δ. Так как v(·) — допус-

тимая функция, то (p1, y1(t)) 6 0 для всех t > 0. Из [28] и системы (1.2) имеем

y1(t) = E1/α(at
α, 1)y01 +

∫ t

0

g(t, τ)v(τ) dτ.

Поэтому

∫ t

0

g(t, τ)(p1, v(τ)) dτ 6 µ1(t) = −E1/α(at
α, 1)(p1, y

0
1).
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Следовательно,

µ1(t) > δ

∫

T1(t)

g(t, τ) dτ −

∫

T2(t)

g(t, τ) dτ, f(t) =

∫

T1(t)

g(t, τ) dτ +

∫

T2(t)

g(t, τ) dτ.

Из последних двух соотношений следует, что

∫

T2(t)

g(t, τ) dτ >
δf(t)− µ1(t)

1 + δ
.

Аналогично, (p1, y2(t)) 6 0 для всех t > 0. Поэтому справедливо неравенство

∫

T2(t)

g(t, τ) dτ >
δf(t)− µ2(t)

1 + δ
, где µ2(t) = −E1/α(at

α, 1)(p1, y
0
2).

Следовательно, для всех t > 0 справедливо неравенство

∫

T2(t)

g(t, τ) dτ >
δf(t)− µ0(t)

1 + δ
, где µ0(t) = max{µ1(t), µ2(t)}.

Далее имеем

max
i

hi(t, v(·)) >
1

n

∫ t

0

g(t, τ)
∑

i

λ(bi, v(τ)) dτ >
1

n

∫ t

0

g(t, τ)max
i

λ(bi, v(τ)) dτ >

>
δ

n

∫

T2(t)

g(t, τ)dτ >
δ(δf(t)− µ0(t))

n(1 + δ)
.

Рассмотрим функцию

H0(t) = E1/α(at
α, 1)−

δ(δf(t)− µ0(t))

n(1 + δ)
.

Так как a < 0, то при t → +∞ справедливы следующие асимптотические оценки [29, с. 12]

E1/α(at
α, 1) = −

1

atαΓ(1− α)
+O

(

1

t2α

)

, E1/α(at
α, α + 1) = −

1

atα
+O

(

1

t2α

)

.

Поэтому H0(t) = −
c

tα
+

δ2

an(1 + δ)
+O

(

1

t2α

)

и, следовательно, lim
t→∞

H0(t) < 0.

Значит существует момент T > 0, для которого H0(T ) < 0. Пусть q ∈ I — номер, для

которого max
i

hi(T, v(·)) = hq(T, v(·)). Тогда E1/α(aT
α, 1)− hq(T, v(·)) 6 H0(T ) < 0. Лемма

доказана.

Л е м м а 2.4. Пусть r = 1, векторы b1, . . . , bm, p1 образуют положительный базис про-

странства R
k, a = 0, α ∈ (0, 1). Тогда существует момент T > 0 такой, что для каждой

допустимой функции v(·) найдется номер q ∈ I, для которого

1−
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − τ)α−1λ(bq, v(τ)) dτ 6 0.

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательству леммы 2.3.

Л е м м а 2.5 (см. [26]). Пусть векторы b1, . . . , bm образуют положительный базис R
k.

Тогда существует ε > 0 такое, что для любого набора векторов (c1, . . . , cm), ‖cl − bl‖ < ε,

l = 1, . . . ,m, векторы c1, . . . , cm образуют положительный базис R
k.
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§ 3. Достаточные условия поимки

Т е о р е м а 3.1. Пусть a 6 0, α ∈ (0, 1), r > 1 и существуют множества

J1, J2 ⊂ I, I1, I2 ⊂ I \ (J1 ∪ J2), I1 ∩ I2 = ∅

такие, что наборы векторов

{z0i1, i ∈ J1, p1, . . . , pr,−c}, {z0i2, i ∈ J2, p1, . . . , pr, c}, {z0l1, l ∈ J0
1 , z

0
s2, s ∈ J0

2 , p1, . . . , pr}

образуют положительный базис R
k, причем

|J1| > k, |J2| > k, |J0
1 |+ |J0

2 | > k,

где

J0
1 = I1 ∪

(

J1 \ (J1 ∩ J2)
)

, J0
2 = I2 ∪

(

J2 \ (J1 ∩ J2)
)

.

Тогда в игре G(n) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a < 0. Возможны два варианта.

1. J1 ∩ J2 = ∅. Так как {z0i1, i ∈ J1, p1, . . . , pr,−c}, {z0i2, i ∈ J2, p1, . . . , pr, c} образу-

ют положительный базис, то существуют положительные числа γi1, i ∈ J1, γi2, i ∈ J2,

α1
s, α

2
s, s = 1, . . . , r, такие, что

∑

i∈J1

γi1z
0
i1 +

r
∑

s=1

α1
sps − c = 0,

∑

i∈J2

γi2z
0
i2 +

r
∑

s=1

α2
sps + c = 0.

Следовательно,

∑

i∈J1

γi1z
0
i1 +

∑

i∈J2

γi2z
0
i2 +

r
∑

s=1

(α1
s + α2

s)ps = 0, (3.1)

Обозначим

p0 =
r

∑

s=1

(α1
s + α2

s)ps, Ω0 = {y | y ∈ R
k, (p0, y) 6 0}.

Считаем, что p0 6= 0. Случай p0 = 0 рассматривается аналогично. Тогда Ω ⊂ Ω0.

Покажем, что векторы z0i1, i ∈ J1, z
0
i2, i ∈ J2, p0 образуют положительный базис R

k. Так

как |J1| > k, то в силу леммы 2.5 можно считать, что среди векторов z0i1, i ∈ J1 имеется

k линейно независимых. Считаем, что z0i1, i ∈ J11, J11 ⊂ J1, |J11| = k линейно независимы.

Пусть x ∈ R
k. Тогда существуют вещественные числа µi1, i ∈ J11 для которых

x =
∑

i∈J11

µi1z
0
i1. Используя равенство (3.1), получаем, что для любого вещественного чис-

ла d справедливо равенство

x =
∑

i∈J11

µi1z
0
i1 + d

(

∑

i∈J1

γi1z
0
i1 +

∑

i∈J2

γi2z
0
i2 + p0

)

.

Выбирая d > 0 и достаточно большим, получаем, что

x =
∑

i∈J1

γ0
i1z

0
i1 +

∑

i∈J2

γ0
i2z

0
i2 + γ0p0,

причем все коэффициенты γ0
i1, i ∈ J1, γ

0
i2, i ∈ J2, γ

0 положительны. Это и означает, что

соответствующий набор образует положительный базис R
k.
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Задаем управления преследователей Pi, i ∈ J1 ∪ J2 следующим образом:

ui(t) = v(t)− λ(z0i1, v(t))z
0
i1, i ∈ J1,

ui(t) = v(t)− λ(z0i2, v(t))z
0
i2, i ∈ J2.

Управления остальных преследователей задаем произвольным образом. Подставляя данные

управления в систему (1.3), получаем

zi1(t) = z0i1fi1(t, v(·)), i ∈ J1, zi2(t) = z0i2fi2(t, v(·)), i ∈ J2,

где

fij(t, v(·)) = E1/α(at
α, 1)−

∫ t

0

g(t, τ)λ(z0ij, v(τ)) dτ.

В силу леммы 2.3 существует момент T0 такой, что хотя бы одна из функций fi1, i ∈ J1,

fi2, i ∈ J2 обратится в нуль в момент T0.

Если fl1(T0) = fm2(T0) = 0 при некоторых l ∈ J1, m ∈ J2, то получаем

xl(T0) = y1(T0), xm(T0) = y2(T0).

Следовательно, в игре G(n) происходит поимка. Пусть fl1(T0) = 0, fs2(T0) 6= 0 для всех

s ∈ J2. Тогда xl(T0) = y1(T0). Кроме того,

z0i2 =
zi2(T0)

fi2(T0, v(·))
, i ∈ J2,

zl2(T0) = xl(T0)− y2(T0) = xl(T0)− y1(T0) + y1(T0)− y2(T0) = c · E1/α(aT
α
0 , 1).

Так как E1/α(at
α, 1) > 0 для всех t > 0, то из условия теоремы и леммы 2.1 следует, что

набор

{zi2(T0), i ∈ J2, zl2(T0), p1, . . . , pr}

образует положительный базис R
k. В силу [30] преследователи {Pi, i ∈ J2, Pl} осуществля-

ют поимку убегающего E2. Тем самым доказано, что в игре G(n) происходит поимка.

2. J1 ∩ J2 6= ∅. Пусть J = J1 ∩ J2. Тогда

J0
1 = I1 ∪ (J1 \ J), J0

2 = I2 ∪ (J2 \ J).

Задаем управления преследователей следующим образом:

ui(t) = v(t)− λ(z0i1, v(t))z
0
i1, i ∈ J0

1 ,

ui(t) = v(t)− λ(z0i2, v(t))z
0
i2, i ∈ J0

2 ,

ui(t) = v(t), i ∈ J, t ∈ [0, T ].

Момент T будет указан позже. Управления остальных преследователей задаем произволь-

ным образом. Из системы (1.3) имеем

zi1(t) = z0i1fi1(t, v(·)), i ∈ J0
1 , zi2(t) = z0i2fi2(t, v(·)), i ∈ J0

2 ,

zi1(t) = z0i1E1/α(at
α, 1), zi2(t) = z0i2E1/α(at

α, 1), i ∈ J.

По условию теоремы векторы

{z0i1, i ∈ J0
1 , z

0
i2, i ∈ J0

2 , p1, . . . , pr}
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образуют положительный базис. Поэтому существуют положительные числа γi1, i ∈ J0
1 ,

γi2, i ∈ J0
2 , αs, s = 1, . . . , r, такие, что

∑

l∈J0

1

γl1z
0
l1 +

∑

l∈J0

2

γl1z
0
l2 +

r
∑

l=1

αsps = 0.

Обозначим

p0 =
r

∑

l=1

αsps, Ω0 = {y | (p0, y) 6 0}.

Получаем, что набор {z0i1, i ∈ J0
1 , z

0
i2, i ∈ J0

2 , p0} образует положительный базис R
k. Из лем-

мы 2.3 следует, что существуют момент T и номер l ∈ J0
1 ∪ J0

2 такие, что либо l ∈ J0
1

и fl1(T, v(·)) = 0, либо l ∈ J0
2 и fl2(T, v(·)) = 0.

Пусть l ∈ J0
1 . Тогда xl(T ) = y1(T ) и

zi2(T ) = z0i2fi2(T, v(·)), i ∈ J0
2 ,

zl2(T ) = cE1/α(aT
α, 1), zi2(T ) = z0i2E1/α(aT

α, 1), i ∈ J.

Так как J2 ⊂ J0
2 ∪ J, то из условия теоремы и леммы 2.1 следует, что векторы

{zi2(T ), i ∈ J0
2 ∪ J, zl2(T ), p1, . . . , pr}

образуют положительный базис R
k. В силу [30] преследователи {Pi, i ∈ J0

2 ∪ J, Pl} осу-

ществляют поимку убегающего E2. Следовательно, в игре G(n) происходит поимка.

Случай a = 0 рассматривается аналогично. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 3.1. Пусть a 6 0, α ∈ (0, 1), Ω — многогранник и n > k. Тогда в иг-

ре G(n) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Ω — многогранник, то векторы p1, . . . , pr образуют по-

ложительный базис. Поэтому, если n > k, то выполнены все условия предыдущей теоремы.

Т е о р е м а 3.2. Пусть a 6 0, α ∈ (0, 1), Ω = R
k и существуют множества

J1, J2 ⊂ I, I1, I2 ⊂ I \ (J1 ∪ J2), I1 ∩ I2 = ∅

такие, что наборы векторов

{z0i1, i ∈ J1,−c}, {z0i2, i ∈ J2, c}, {z0l1, l ∈ J0
1 , z

0
s2, s ∈ J0

2}

образуют положительный базис R
k, где

J0
1 = I1 ∪

(

J1 \ (J1 ∩ J2)
)

, J0
2 = I2 ∪

(

J2 \ (J1 ∩ J2)
)

.

Тогда в игре G(n) происходит поимка.

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 3.1.

П р и м е р 3.1. Пусть k = 2, n = 4, r = 1 и

x0
1 = (−1, 10), x0

2 = (2, 11), x0
3 = (−2, 12), x0

4 = (−3, 13),

y01 = (1, 1), y02 = (0, 1), p1 = (0,−1).

В качестве множеств J1, J2, I1, I2 возьмем множества

J1 = {1, 2}, J2 = {1, 3}, I1 = {4}, I2 = ∅.

Тогда наборы векторов

{z011, z
0
12, p1,−c}, {z021, z

0
32, p1, c}, {z021, z

0
32, z

0
41, p1}

образуют положительный базис R
2. Следовательно, в игре G(4) происходит поимка.
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П р и м е р 3.2. Пусть k = 3, n = 6, r = 0 и

x0
1 = (−3, 0, 0), x0

2 = (0, 3, 3), x0
3 = (2, 2,−3), x0

4 = (−2,−6, 6),

x0
5 = (1, 2, 4), x0

6 = (1, 1,−2), y01 = (0, 1, 0), y02 = (0, 0, 2).

В качестве множеств J1, J2, I1, I2 возьмем множества

J1 = {1, 2, 3}, J2 = {2, 3, 4}, I1 = {5}, I2 = {6}.

Тогда получим, что выполнены все условия теоремы 3.2. Следовательно, в игре G(6) про-

исходит поимка.

З а м е ч а н и е 1. Проверку условий теорем 3.1, 3.2 можно осуществить, используя тео-

рему, согласно которой векторы b1, . . . , bm образуют положительный базис Rk тогда и только

тогда, когда

δ0 = min
‖v‖=1

max
j

(bj, v) > 0. (3.2)

Для проверки условия (3.2) численными методами были использованы вычислительные

ресурсы центра коллективного пользования ИММ УрО РАН «Суперкомпьютерный центр

ИММ УрО РАН».
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ственного задания № 075–00232–20–01, проект 0827–2020–0010 «Развитие теории и методов
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In the finite-dimensional Euclidean space, a task of pursuing two evaders by a group of pursuers is

considered, described by a system of the form

D(α)zij = azij + ui − v,

where D(α)f is the Caputo fractional derivative of order α ∈ (0, 1) of the function f , and a is a real

number. It is assumed that all evaders use the same control and that the evaders do not leave a convex

cone with vertex at the origin. The aim of the group of pursuers is to capture two evaders. The pursuers

use program counterstrategies based on information about the initial positions and the control history of

the evaders. The set of admissible controls is a unit ball centered at zero, the target sets are the origins.

In terms of initial positions and game parameters, sufficient conditions for the capture are obtained.

Using the method of resolving functions as a basic research tool, we derive sufficient conditions for the

solvability of the approach problem in some guaranteed time.
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