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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî ïðåïîäàâà-
òåëÿìè êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è îòðàæàåò ìíîãîëåòíèé
îïûò ðàáîòû íå òîëüêî ñî ñòóäåíòàìè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, èí-
ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè, íî è ñî ñòóäåíòàìè Èíñòèòó-
òà èñòîðèè è ñîöèîëîãèè, Èíñòèòóòà åñòåñòâåííûõ íàóê, Èíñòèòóòà
ýêîíîìèêè è óïðàâëåíèÿ è äð. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïîñîáèÿ
¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ. Ïðåäåë ÷èñëîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿, íàïèñàííîãî òåì æå êîëëåêòèâîì àâòîðîâ.

Âêëþ÷åííûé â ïîñîáèå ìàòåðèàë îòíîñèòñÿ ê ðàçäåëàì ¾Ïðå-
äåë ôóíêöèè¿, ¾Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè¿ äèñöèïëèíû ¾Ìàòåìàòè-
÷åñêèé àíàëèç¿. Èçó÷àþòñÿ äàííûå ðàçäåëû íà ïåðâîì êóðñå îáó÷å-
íèÿ è ñîäåðæàò áàçîâûå äëÿ ñòóäåíòà-ìàòåìàòèêà ïîíÿòèÿ, áåç êîòî-
ðûõ íåâîçìîæíî äàëüíåéøåå êà÷åñòâåííîå èçó÷åíèå êóðñà. Áîëüøàÿ
÷àñòü ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà ïðàêòè÷åñêèì çàäàíèÿì, êîòîðûå ñîïðî-
âîæäàþòñÿ ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè.

Â ðåçóëüòàòå îñâîåíèÿ ðàçäåëà ôîðìèðóþòñÿ ñëåäóþùèå êîìïå-
òåíöèè:

� ÓÊ-1 � ñïîñîáíîñòü îñóùåñòâëÿòü ïîèñê, êðèòè÷åñêèé àíàëèç è
ñèíòåç èíôîðìàöèè, ïðèìåíÿòü ñèñòåìíûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷;

� ÎÏÊ-1 � ñïîñîáíîñòü ïðèìåíÿòü ôóíäàìåíòàëüíûå çíàíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ è (èëè) åñòåñòâåííûõ íàóê,
è èñïîëüçîâàòü èõ â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ñîäåðæèò 13 ðàçäåëîâ, äåñÿòü èç
êîòîðûõ âêëþ÷àþò òåîðåòè÷åñêîå ñâåäåíèÿ, ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷
è çàäàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ
è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Äëÿ êîíòðîëÿ çíàíèé ñòó-
äåíòîâ ïðåïîäàâàòåëü ïðîâîäèò êîëëîêâèóì. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå
ïîñîáèÿ ¾Ìàòåðèàëû äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîëëîêâèóìà¿ ïðèâåäåí ïåðå-
÷åíü âîïðîñîâ è òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ äëÿ ïîäãîòîâêè ê êîëëî-
êâèóìó.
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1. Ïðåäåë ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1.1. Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé x ∈ X ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî èçâåñòíîìó çàêîíó f åäèíñòâåííîå ÷èñëî
y ∈ Y, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x).
Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, à
ìíîæåñòâî Y � îáëàñòüþ çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà ε (ε-îêðåñòíîñòüþ)
òî÷êè x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Oε(x0) = (x0 − ε, x0 + ε), ãäå
ε > 0.

Åñëè x0 = ∞ (x0 = +∞, x0 = −∞), òî ïîä ε-îêðåñòíîñòüþ x0
áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî Oε(∞)={x : |x|> 1

ε
} (Oε(+∞)={x : x> 1

ε
},

Oε(−∞) = {x : x <−1
ε
}).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà ε (ε-îêðåñò-
íîñòüþ) òî÷êè x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

O̊ε(x0) =Oε(x0) \ {x0}= {x ∈ R : 0< |x− x0|< ε},
ãäå ε > 0.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 1.4 (ïî Êîøè). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε>0 íàéäåòñÿ δ=δ(ε)>0
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x −
− x0|< δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)− A|< ε, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε)> 0 ∀x : 0< |x− x0|< δ ⇒ |f(x)− A|< ε.

Èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå lim
x→x0

f(x) = A.

Îïðåäåëåíèå 1.5 (ïî Ãåéíå). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òàêîé,
÷òî {xn} ñõîäèòñÿ ê x0 ïðè n → ∞, ïðè÷åì xn 6= x0 äëÿ ëþáî-
ãî n ∈ N, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè
{f(xn)} ñõîäèòñÿ ê A, ò. å.

∀{xn} : xn → x0, xn 6= x0 ⇒ f(xn)→ A.
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Îïðåäåëåíèå 1.6 (íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè
Oε(A) òî÷êè A íàéäåòñÿ ïðîêîëîòàÿ δ-îêðåñòíîñòü O̊δ(x0) òî÷êè x0
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ O̊δ(x0), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x) ∈
∈ Oε(A).

Òåîðåìà 1.1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå
ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð 1.1. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

lim
x→2

x2 = 4.

Ðåøåíèå. 1) Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε)> 0 ∀x : 0< |x− 2|< δ ⇒ |x2 − 4|< ε.

Áóäåì èñêàòü δ 6 1, èìååì

|x2 − 4|= |(x− 2)(x+ 2)|= |x− 2| · |x+ 2|<
<δ · |(x− 2) + 4| 6 δ · (|x− 2|+ 4)< δ(δ + 4) 6 5δ = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0 ∃δ(ε) = min
{

1,
ε

5

}
> 0 ∀x : 0< |x− 2|< δ ⇒ |x2 − 4|< ε.

ε 10 1 0,1 0,01 0,001
δ 1 0,2 0,02 0,002 0,0002

2) Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå. Âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, xn → 2 ïðè n → ∞, ïðè÷åì
xn 6= 2 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Òîãäà ïî àðèôìåòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èìååì:

lim
n→∞

(xn)2 = lim
n→∞

(xn · xn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

xn = 4.

Ïðèìåð 1.2. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sin 1
x
íå èìååò ïðåäåëà

ïðè x→ 0.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn =
1

πn
è yn =

1
π
2

+ 2πn

Î÷åâèäíî, ÷òî lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0, xn 6= 0, yn 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî

f(xn) = sin
1

xn
= sin(πn) = 0,

f(yn) = sin
1

yn
= sin

(π
2

+ 2πn
)

= 1

äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïîýòîìó, lim
n→∞

f(xn) = 0, lim
n→∞

f(yn) = 1. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
= sin 1

x
íå èìååò ïðåäåëà ïðè x→ 0. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïðèâåä¼í

íà ðèñ. 1.

x

y

1
π

1
2π

− 1
π − 1

2π

Ðèñ. 1 Ãðàôèê ôóíêöèè y = sin 1
x .

Îïðåäåëåíèå 1.7 (ïî Êîøè). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíê-
öèè f(x) ïðè x → ∞ (x → +∞, x → −∞), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

7



ε > 0 íàéäåòñÿ ∆ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ |x| > ∆ (x > ∆, x < −∆), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(x)− A|< ε, òî åñòü

lim
x→+∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃∆> 0 ∀x : x >∆⇒ |f(x)− A|< ε,

lim
x→−∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃∆> 0 ∀x : x <−∆⇒ |f(x)− A|< ε,

lim
x→∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃∆> 0 ∀x : |x|>∆⇒ |f(x)− A|< ε.

Îïðåäåëåíèå 1.8 (ïî Ãåéíå). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíê-
öèè f(x) ïðè x → ∞ (x → +∞, x → −∞), åñëè äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òàêîé, ÷òî xn → ∞ (xn → +∞, xn → +∞)
ïðè n → ∞ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíê-
öèè {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê A.

Ïðèìåð 1.3. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

lim
x→∞

4x− 1

2x+ 1
= 2. (1.1)

Ðåøåíèå. Äîêàæåì (1.1), èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïî Êîøè. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ ∆> 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x|>∆, ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ∣∣∣∣4x− 1

2x+ 1
− 2

∣∣∣∣=
3

|2x+ 1| < ε èëè |2x+ 1|> 3

ε
.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäíåå íåðàâåí-
ñòâî. Òàê êàê |2x + 1| > |2x| − 1, òî äîñòàòî÷íî ðåøèòü íåðàâåíñòâî
|2x|−1> 3

ε
. Ïîëó÷àåì |x|> 1

2

(
1 + 3

ε

)
. Îïðåäåëèì ∆= 1

2

(
1 + 3

ε

)
, òîãäà

äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x|>∆, âûïîëíÿåòñÿ∣∣∣∣4x− 1

2x+ 1
− 2

∣∣∣∣< ε.

Ïðèìåð 1.4. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

lim
x→+∞

e
1
x = 1.
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Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 1.7:

∀ε > 0 ∃∆> 0 ∀x : x >∆⇒ |e 1
x − 1|< ε.

Òàê êàê e
1
x >1 ïðè ëþáîì x>0, òî íåðàâåíñòâî |e 1

x −1|<ε ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå e

1
x < 1 + ε. Îòñþäà x > 1

ln(1+ε)
. Ïîëîæèì ∆ = 1

ln(1+ε)
,

òîãäà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x>∆ âûïîëíÿåòñÿ |e 1
x−1|<ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→+∞

e
1
x = 1.

Îïðåäåëåíèå 1.9 (ïî Êîøè). Ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ðà-
âåí∞ (+∞,−∞), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà E> 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0< |x− x0|< δ,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)|>E (f(x)>E, f(x)<−E), òî åñòü

lim
x→x0

f(x) = +∞⇔ ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0< |x− x0|< δ ⇒ f(x)>E,

lim
x→x0

f(x) =−∞⇔ ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0< |x− x0|< δ ⇒ f(x)<−E,

lim
x→x0

f(x) =∞⇔ ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0< |x− x0|< δ ⇒ |f(x)|>E.

Îïðåäåëåíèå 1.10 (ïî Ãåéíå). Ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ðà-
âåí ∞ (+∞,−∞), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òàêîé,
÷òî xn → x0 ïðè n → ∞, xn 6= x0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {f(xn)} çíà÷åíèé ôóíêöèè ñòðåìèòñÿ ê ∞ (+∞,−∞).

Ïðèìåð 1.5. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

lim
x→3

5

x− 3
=∞. (1.2)

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.9 ðàâåíñòâî (1.2) îçíà÷àåò

∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0< |x− 3|< δ ⇒
∣∣∣∣ 5

x− 3

∣∣∣∣>E.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò |x − 3| < 5
E
. Ïóñòü δ = 5

E
, òîãäà

äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî 0< |x− 3|< δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ 5

x− 3

∣∣∣∣>E.

9



Óïðàæíåíèÿ

Çàïèñàòü íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. lim
x→0

f(x) =−2. 2. lim
x→−2

f(x) = 1.

3. lim
x→1

f(x) 6= 3. 4. lim
x→0

f(x) 6= −3

5. lim
x→+∞

f(x) = 1. 6. lim
x→−∞

f(x) = 0.

7. lim
x→−∞

f(x) 6= −4. 8. lim
x→∞

f(x) 6= 2.

Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

9. lim
x→2

(3x− 7) =−1. 10. lim
x→−3

(−4x+ 8) = 20.

11. lim
x→5

√
x− 1 = 2. 12. lim

x→1

√
x= 1.

13. lim
x→1

(x2 − 1) = 0. 14. lim
x→2

(x2 + 2) = 6.

15. lim
x→+∞

2x+ 1

x− 2
= 2. 16. lim

x→−∞

x− 2

2x+ 3
=

1

2
.

17. lim
x→+∞

x+ 1

3x− 2
=

1

3
. 18. lim

x→∞

3x+ 5

x+ 2
= 3.

Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè f(x) íå èìåþò ïðåäåëà ïðè
x→ 0.

19. f(x) = 1
x

cos 1
x
. 20. f(x) = sin 1

x
.

21. f(x) = x− cos 1
x
. 22. f(x) = x+ sin 1

x
.

23. Çàïèñàòü îïðåäåëåíèÿ lim
x→±∞

f(x) =±∞ ïî Êîøè è ïî Ãåéíå.

2. Ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ

Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ïðåäåëà ôóíêöèè íàõîäèòñÿ
ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1 (àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé). Åñëè
ñóùåñòâóþò lim

x→x0
f(x) = a è lim

x→x0
g(x) = b, òî

1) lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x) = a± b;
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2) lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x) = a · b;

3) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
=
a

b
, åñëè lim

x→x0
g(x) 6= 0.

Ïðèìåð 2.1.

lim
x→−1

x− 1

x2 + 1
=
−1− 1

(−1)2 + 1
=−1.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ çà÷àñòóþ ïîÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ,
çíà÷åíèå êîòîðûõ íå îïðåäåëåíî. Òàêèå âûðàæåíèÿ íàçûâàþò
íåîïðåäåëåííîñòÿìè. Îñíîâíûå âèäû íåîïðåäåëåííîñòåé:(∞

∞
)
,

(
0

0

)
, (0 · ∞) , (∞−∞) , (1∞) , (0∞) ,

(
∞0
)
.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèåìû ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ñ
ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíêöèè.

Ïðèìåð 2.2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→∞

(1− 2x)2

(x− 2)3 − (x− 1)3
.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, â ÷èñëèòå-
ëå è çíàìåíàòåëå ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå ïðè
x→∞ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âè-
äà
(∞
∞

)
. Çàòåì âûíåñåì çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñòàðøèå

ñòåïåíè.

lim
x→∞

(1− 2x)2

(x− 2)3 − (x− 1)3
=

= lim
x→∞

1− 4x+ 4x2

x3 − 6x2 + 12x− 8− (x3 − 3x2 + 3x− 1)
=

= lim
x→∞

1− 4x+ 4x2

−3x2 + 9x− 7
=
(∞
∞
)

= lim
x→∞

x2
(

1
x2
− 4

x
+ 4
)

x2
(
−3 + 9

x
− 7

x2

) =−4

3
.

Ïðèìåð 2.3. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→2

x3 − 4x2 − x+ 10

x2 + 2x− 8
.
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Ðåøåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå x=2, ïîëó÷àåì íåîïðåäåëåííîñòü(
0
0

)
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè, ðàçëî-

æèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè.
Ïî òåîðåìå Áåçó ìíîãî÷ëåí x3 − 4x2 − x+ 10 äåëèòñÿ íà x− 2.

x3 − 4x2 − x + 10 x− 2

x3 − 2x2 x2 − 2x− 5
− 2x2 − x
− 2x2 + 4x

− 5x + 10
− 5x + 10

0

Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå ax2 + bx+
+ c=a(x−x1)(x−x2), ãäå x1, x2 � êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàò-
íîãî óðàâíåíèÿ. Èìååì x2 + 2x− 8 = (x− 2)(x+ 4).

Òîãäà

lim
x→2

x3 − 4x2 − x+ 10

x2 + 2x− 8
=

(
0

0

)
= lim

x→2

(x− 2)(x2 − 2x− 5)

(x− 2)(x+ 4)
=

= lim
x→2

x2 − 2x− 5

x+ 4
=−5

6
.

Ïðèìåð 2.4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→0

√
x+ 9− 3

x
.

Ðåøåíèå. Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü
(
0
0

)
. Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíà-

ìåíàòåëü íà ñîïðÿæåííîå ê ÷èñëèòåëþ âûðàæåíèå
√
x+ 9 +3. Ïîëó-

÷èì

lim
x→0

√
x+ 9− 3

x
=

(
0

0

)
= lim

x→0

(
√
x+ 9− 3)(

√
x+ 9 + 3)

x(
√
x+ 9 + 3)

=

= lim
x→0

x+ 9− 9

x(
√
x+ 9 + 3)

= lim
x→0

x

x(
√
x+ 9 + 3)

=

= lim
x→0

1√
x+ 9 + 3

=
1

6
.
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Ïðèìåð 2.5. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→1

x2 − 3x+ 2
3
√

2x+ 6− 2
.

Ðåøåíèå. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåîïðåäåëåííîñòè
(
0
0

)
, ðàçëîæèì ÷èñ-

ëèòåëü íà ìíîæèòåëè è óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà íåïîë-
íûé êâàäðàò ñóììû 3

√
(2x+ 6)2 + 2 3

√
2x+ 6 + 4. Òîãäà

lim
x→1

x2 − 3x+ 2
3
√

2x+ 6− 2
=

(
0

0

)
=

= lim
x→1

(x− 1)(x− 2)( 3
√

(2x+ 6)2 + 2 3
√

2x+ 6 + 4)

( 3
√

2x+ 6− 2)( 3
√

(2x+ 6)2 + 2 3
√

2x+ 6 + 4)
=

= lim
x→1

(x− 1)(x− 2)( 3
√

(2x+ 6)2 + 2 3
√

2x+ 6 + 4)

(2x+ 6)− 8
=

= lim
x→1

(x− 1)(x− 2)( 3
√

(2x+ 6)2 + 2 3
√

2x+ 6 + 4)

2x− 2
=

= lim
x→1

(x− 2)( 3
√

(2x+ 6)2 + 2 3
√

2x+ 6 + 4)

2
=−12

2
=−6.

Ïðèìåð 2.6. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→+∞

(
√
x2 + 2−

√
2x2 − 1).

Ðåøåíèå. Â äàííîì ïðèìåðå íåîïðåäåëåííîñòü (∞−∞) . Äëÿ òîãî,
÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè, óìíîæèì è ðàçäåëèì
íà ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå

√
x2 + 2 +

√
2x2 − 1. Òîãäà

lim
x→+∞

(
√
x2 + 2−

√
2x2 − 1) = (∞−∞) =

= lim
x→+∞

(
√
x2 + 2−

√
2x2 − 1)(

√
x2 + 2 +

√
2x2 − 1)√

x2 + 2 +
√

2x2 − 1
=

= lim
x→+∞

x2 + 2− (2x2 − 1)√
x2 + 2 +

√
2x2 − 1

= lim
x→+∞

3− x2√
x2 + 2 +

√
2x2 − 1

=

= lim
x→+∞

x2
(

3
x2
− 1
)

x
√

1 + 2
x2

+ x
√

2− 1
x2

= lim
x→+∞

x2
(

3
x2
− 1
)

x
(√

1 + 2
x2

+
√

2− 1
x2

)=
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= lim
x→+∞

x
(

3
x2
− 1
)√

1 + 2
x2

+
√

2− 1
x2

=

(−∞
3

)
=−∞.

Ïðèìåð 2.7. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→±∞

(
√
x2 + 1− x).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè x → +∞ è x → −∞. Ïðè
x → +∞ èìååì íåîïðåäåëåííîñòü (∞−∞) . Óìíîæèì è ðàçäåëèì
íà âûðàæåíèå

√
x2 + 1 + x. Òîãäà

lim
x→+∞

(
√
x2 + 1− x) = (∞−∞) =

= lim
x→+∞

(
√
x2 + 1− x)(

√
x2 + 1 + x)√

x2 + 1 + x
=

= lim
x→+∞

x2 + 1− x2√
x2 + 1 + x

= lim
x→+∞

1√
x2 + 1 + x

= 0.

Ïðè x→ −∞ ïîëó÷èì

lim
x→−∞

(
√
x2 + 1− x) = (∞+∞) = +∞.

Óïðàæíåíèÿ

Íàéòè ïðåäåëû

1. lim
x→2

x2 + 4

3x2 + 1
. 2. lim

x→1

x3 + 7

x2 + 3
.

3. lim
x→∞

(x− 2)3 − (x+ 3)3

(2x− 1)2 + (x− 1)2
. 4. lim

x→∞

(2x+ 1)3 + (3x+ 1)3

(2x+ 3)3 − (x− 7)3
.

5. lim
x→2

x2 − 7x+ 10

x2 − 8x+ 12
. 6. lim

x→3

x2 − 4x+ 3

x2 − 2x− 3
.

7. lim
x→ 1

2

8x3 − 1

6x2 − 5x+ 1
. 8. lim

x→10

x3 − 1000

x3 − 20x2 + 100x
.

9. lim
x→−1

x3 − 9x2 + 6x+ 16

2x2 − 6x− 8
. 10. lim

x→1

x3 − 5x2 − 8x+ 12

3x2 − 6x+ 3
.
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11. lim
x→1

(
1

1− x −
3

1− x3
)
. 12. lim

x→1

(
1

x− 3
− 6

x2 − 9

)
.

13. lim
x→1

√
x2 − x+ 1− 1

x3 − 4x2 + 3x
. 14. lim

x→0

√
1− x+ x2 − (1 + x)

3x2 + 4x
.

15. lim
x→4

√
2x+ 1− 3√
x− 2

. 16. lim
x→7

√
x+ 2− 3√
x+ 9− 4

.

17. lim
x→0

3
√

1 + x2 − 1

x2
. 18. lim

x→0

3
√

1 + x− 3
√

1− x
x

.

19. lim
x→8

√
9 + 2x− 5

3
√

3x+ 3− 3
. 20. lim

x→2

3
√

2x+ 4− 2√
x+ 2− 2

.

21. lim
x→±∞

(√
x(x+ 1)−

√
x2 − 3

)
. 22. lim

x→∞

(√
x2 + 1−

√
x2 − 1

)
.

23. lim
x→±∞

(√
(x+ a)(x+ b)− x

)
. 24. lim

x→±∞
x
(√

x2 + 1− x
)
.

25. lim
x→±∞

(√
x2 − 2x− 1−

√
x2 − 7x+ 3

)
.

26. lim
x→±∞

(√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2

)
.

27. lim
x→∞

(
x+ 3
√

1− x3
)
. 28. lim

x→∞

(
3
√
x3 + 6x2 + 6− x

)
.

29. lim
x→∞

3
√
x
(

3
√

(x+ 1)2 − 3
√

(x− 1)2
)
.

30. lim
x→∞

(
3
√
x3 + x2 + 1− 3

√
x3 − x2 + 1

)
.

3. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå 3.1 (ïî Êîøè). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì)
ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 èëè ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè
x, ñòðåìÿùèìñÿ ê x0 ñïðàâà (ñëåâà), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0
íàéäåòñÿ δ=δ(ε)>0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ x0 < x < x0 + δ (x0 − δ < x < x0), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x)− A|< ε, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε)> 0 ∀x : x0 < x < x0 + δ (x0 − δ < x < x0)

⇒ |f(x)− A|< ε.

Îáîçíà÷åíèå f(x0+0)= lim
x→x0+0

f(x)=A
(
f(x0−0)= lim

x→x0−0
f(x)=A

)
.
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Îïðåäåëåíèå 3.2 (ïî Ãåéíå). ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì)
ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 èëè ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè
x, ñòðåìÿùèìñÿ ê x0 ñïðàâà (ñëåâà), åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê x0
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òàêîé, ÷òî xn áîëüøå (ìåíüøå) x0 ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè {f(xn)} ñõîäèòñÿ
ê A, ò. å.

∀{xn} : xn → x0, xn > x0 (xn < x0)⇒ f(xn)→ A.

Ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè
ïðåäåëàìè.

Ïðèìåð 3.1. Íàéòè îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) = signx â
òî÷êå x= 0.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, xn → 0
ïðè n → ∞, ýëåìåíòû êîòîðîé xn > 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Òîãäà
signxn = 1 è lim

x→+0
signx= 1. Àíàëîãè÷íî, lim

x→−0
signx=−1.

Îïðåäåëåíèå 3.3 (ïî Êîøè). Ïðàâûé (ëåâûé) ïðåäåë ôóíêöèè
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ðàâåí ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà E > 0
íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ x0 < x < x0 + δ (x0 − δ < x < x0), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(x)|>E.

∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : x0 < x < x0 + δ (x0 − δ < x < x0)⇒ |f(x)|>E.

Îïðåäåëåíèå 3.4 (ïî Ãåéíå). Ïðàâûé (ëåâûé) ïðåäåë ôóíêöèè
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ðàâåí ∞, åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ
ê x0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òàêîé, ÷òî xn áîëüøå (ìåíüøå) x0
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè {f(xn)}
ñòðåìèòñÿ ê ∞.

Òåîðåìà 3.1. Ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò êàê ïðàâûé, òàê è ëåâûé
ïðåäåëû, è îíè ðàâíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë ôóíêöèè ðàâåí îäíîñòî-
ðîííèì ïðåäåëàì.

lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0

f(x).
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Ïðèìåð 3.2. Âû÷èñëèòü îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè

f(x) =
1

1 + 2
1
x

â òî÷êå x= 0.

Ðåøåíèå. Òàê êàê lim
x→0+0

1

x
= +∞, òî lim

x→0+0
2

1
x = +∞. Çíà÷èò

lim
x→0+0

1

1 + 2
1
x

= 0.

Òàê êàê lim
x→0−0

1

x
=−∞, òî lim

x→0−0
2

1
x = 0. Çíà÷èò lim

x→0−0

1

1 + 2
1
x

= 1.

Ïðèìåð 3.3. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x+ 1, åñëè x 6 1,

3− ax2, åñëè x > 1

èìååò ïðåäåë â òî÷êå x= 1.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

(x+ 1) = 2,

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

(3− ax2) = 3− a.

Ïî òåîðåìå 3.1 ïðåäåë lim
x→1

f(x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1−0

f(x), ò. å. 3− a= 2. Ñëåäîâàòåëüíî a= 1.

Óïðàæíåíèÿ

Çàïèñàòü íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. lim
x→2−0

f(x) =−2. 2. lim
x→2+0

f(x) = 1.

3. lim
x→3+0

f(x) =−∞. 4. lim
x→1−0

f(x) = +∞.

5. lim
x→1−0

f(x) 6= 2. 6. lim
x→+0

f(x) 6= 1.

Íàéòè îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.
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7. f(x) =
x− 1

|1− x| , x0 = 1. 8. f(x) =
x3 − 8

|x− 2| , x0 = 2.

9. f(x) =
x

(x− 3)3
, x0 = 3. 10. f(x) =

x+ 1

x2 − 4
, x0 = 2.

11. f(x) = arctg 1
x
, x0 = 0 12. f(x) = arcctg 1

x−1 , x0 = 1.

13. f(x) =
2

1
x − 1

2
1
x + 1

, x0 = 0. 14. f(x) =
1

1 + 2tg x
, x0 = π

2
.

4. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Ïðèìåð 4.1. Âû÷èñëèòü lim
x→0

sin 4x

3x
.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

sin 4x

3x
=

(
0

0

)
= lim

x→0

(
sin 4x

4x
· 4

3

)
=

4

3
lim
x→0

sin 4x

4x
=

4

3
.

Ïðèìåð 4.2. Âû÷èñëèòü lim
x→0

tg x

2x
.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

tg x

2x
=

(
0

0

)
= lim
x→0

(
sinx

x
· 1

2 cosx

)
= lim
x→0

sinx

x
· lim
x→0

1

2 cosx
=1 · 1

2
=

1

2
.

Ïðèìåð 4.3. Âû÷èñëèòü lim
x→0

1− cos 8x

x2
.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

1− cos 8x

x2
=

(
0

0

)
= lim

x→0

2 sin2 4x

x2
= lim

x→0

32 sin2 4x

(4x)2
= 32.

Ïðèìåð 4.4. Âû÷èñëèòü lim
x→0

cos
(
π
2
(3 + x)

)
x

.
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Ðåøåíèå.

lim
x→0

cos
(
π
2
(3 + x)

)
x

= lim
x→0

cos
(
3π
2

+ πx
2

)
x

= lim
x→0

sin πx
2

x
=

= lim
x→0

(
sin πx

2
πx
2

· π
2

)
=
π

2
.

Ïðèìåð 4.5. Âû÷èñëèòü lim
x→π

1− sin x
2

(x− π)2
.

Ðåøåíèå.

lim
x→π

1− sin x
2

(x− π)2
= |y = x− π|= lim

y→0

1− sin
(
y
2

+ π
2

)
y2

=

= lim
y→0

1− cos y
2

y2
= lim

y→0

2 sin2 y
4

y2
= lim

y→0

1
8

sin2 y
4

y2

16

=
1

8
.

Ïðèìåð 4.6. Âû÷èñëèòü lim
x→0

x3 − 4x2

cos 3x− cos 5x
.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

x3 − 4x2

cos 3x− cos 5x
= lim

x→0

x2(x− 4)

−2 sin
3x+ 5x

2
sin

3x− 5x

2

=

= lim
x→0

x2(x− 4)

−2 sin 4x sin(−x)
= lim

x→0

x2(x− 4)

2 sin 4x sinx
=

= lim
x→0

(
4x

sin 4x
· x

sinx
· x− 4

8

)
=

= lim
x→0

4x

sin 4x
· lim
x→0

x

sinx
· lim
x→0

x− 4

8
=

=1 · 1 ·
(
−1

2

)
=−1

2
.

Ïðèìåð 4.7. Âû÷èñëèòü lim
x→0

arcsinx

2x
.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

arcsinx

2x
=

∣∣∣∣∣x= sin t

t= arcsinx

∣∣∣∣∣= lim
t→0

t

2 sin t
=

1

2
.
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Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû

1. lim
x→0

sinx

2x
. 2. lim

x→0

sin 3x

6x
.

3. lim
x→0

tg 3x

4x
. 4. lim

x→0
x ctg 2x.

5. lim
x→0

sin2 4x

8x2
. 6. lim

x→0

tg2 4x

2x2
.

7. lim
x→0

1− cos 6x

x2
. 8. lim

x→0

cos 4x− 1

2x2
.

9. lim
x→0

cos π(4x+3)
2

2x
. 10. lim

x→0

ctg π(5−x)
2

x
.

11. lim
x→0

sin 3x√
x+ 6−

√
6− 2x

. 12. lim
x→0

√
x+ 4− 2

sin 2x
.

13. lim
x→0

x3 + 3x2

cos 7x− cos 3x
. 14. lim

x→0

cos 7x− cos 3x

cos 2x− 1
.

15. lim
x→0

arctg 2x

3x
. 16. lim

x→0

√
2x+ 1−

√
x+ 1

arcsin 2x
.

5. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e

èëè
lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë èñïîëüçóþò äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäå-
ëåííîñòè (1∞.)

Ïðèìåð 5.1. Âû÷èñëèòü lim
x→∞

(
1 +

2

3x

)2x

.

Ðåøåíèå.

lim
x→∞

(
1 +

2

3x

)2x

=(1∞)= lim
x→∞

(
1 +

1
3
2
x

) 3
2
x· 4

3

=

(
lim
x→∞

(
1 +

1
3
2
x

) 3
2
x
) 4

3

=e
4
3 .
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Ïðèìåð 5.2. Âû÷èñëèòü lim
x→0

(1 + 4x)
1
2x .

Ðåøåíèå.

lim
x→0

(1 + 4x)
1
2x = (1∞) = lim

x→0
(1 + 4x)

1
4x
·2 =

(
lim
x→0

(1 + 4x)
1
4x

)2
= e2.

Ïðèìåð 5.3. Âû÷èñëèòü lim
x→∞

(
x− 1

x+ 1

)2x

.

Ðåøåíèå.

lim
x→∞

(
x− 1

x+ 1

)2x

= (1∞) = lim
x→∞

(
1− 2

x+ 1

)2x

= lim
x→∞

(
1 +

1

−x+1
2

)2x

=

= lim
x→∞

(
1 +

1

−x+1
2

)−x+1
2
·(− 2

x+1
·2x)

= e−4.

Ïðèìåð 5.4. Âû÷èñëèòü lim
x→+∞

(
1− 1

x2 + 5

)x3
.

Ðåøåíèå.

lim
x→+∞

(
1− 1

x2 + 5

)x3
= (1∞) = lim

x→+∞

(
1 +

1

−(x2 + 5)

)−(x2+5)· x3

−(x2+5)

=

= lim
x→+∞

((
1 +

1

−(x2 + 5)

)−(x2+5)
) x3

−(x2+5)

= (e−∞) = 0.

Ïðèìåð 5.5. Âû÷èñëèòü lim
x→0

(
x3 + x5

x3 − x4
) 1

2x

.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

(
x3 + x5

x3 − x4
) 1

2x

= lim
x→0

(
x3(1 + x2)

x3(1− x)

) 1
2x

=

= lim
x→0

(
1 + x2

1− x

) 1
2x

= (1∞) = lim
x→0

(
1 +

x+ x2

1− x

) 1
2x

=

= lim
x→0

(
1 +

x+ x2

1− x

) 1−x
x+x2

·x+x
2

1−x ·
1
2x

= e
lim
x→0

x+x2

1−x ·
1
2x = e

lim
x→0

1+x
1−x ·

1
2 =
√
e.
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Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû

1. lim
x→∞

(
1 +

2

7x

)3x

. 2. lim
x→∞

(
1 +

3

5x

)x
.

3. lim
x→0

(1 + 3x)
1
2x . 4. lim

x→0

(
1 + x

π

) 1
πx .

5. lim
x→∞

(
x− 5

x+ 2

)x
. 6. lim

x→∞

(
x− 1

x+ 4

)2x

.

7. lim
x→+∞

(
1− 2

3 + x2

)2x4

. 8. lim
x→−∞

(
1− 1

3x2 − 2

)x3
.

9. lim
x→0

(
2x4 + x2

x2 − x3
)− 1

3x

. 10. lim
x→0

(
2x5 + x3

x3 + x4

) 1
x

.

11. lim
x→0

(
x4 + x2

x2 + 3x5

) 1
x2

. 12. lim
x→0

(
x3 + x

x+ 3x4

)− 1
x2

.

6. Àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàâíåíèå ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(x) â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ãäå x0 ∈ R, x0 =∞, x0 =−∞, x0 =+∞. Äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äàííîé ôóíêöèè ïðîâîäÿò
åå ñðàâíåíèå ñ äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé è ëó÷øå èçó÷åííîé ôóíêöèåé.

Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) îïðåäåëåíû â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 è ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè (áåñêîíå÷íî áîëüøèìè) â
òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî îò-
íîøåíèþ ê ôóíêöèè g(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 (èëè ãîâîðÿò, ÷òî
f(x) åñòü Î-áîëüøîå îò ôóíêöèè g(x) ïðè x → x0), åñëè ñóùåñòâó-
åò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü O̊(x0) è ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x ∈ O̊(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)| 6 C|g(x)|. Â ýòîì
ñëó÷àå ïèøóò f(x) =O(g(x)) ïðè x→ x0.
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Óòâåðæäåíèå 6.1. f(x) = O(g(x)) ïðè x → x0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ(x) è îêðåñòíîñòü O̊(x0) òà-
êèå, ÷òî ϕ(x) îãðàíè÷åíà â O̊(x0) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x) =
= ϕ(x)g(x) äëÿ âñåõ x ∈ O̊(x0).

Ïðèìåð 6.1. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî x sin
√
x=O(x3/2), x→ 0.

Ðåøåíèå. Ïî óòâåðæäåíèþ 6.1 äîñòàòî÷íî â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 íàé-
òè îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ ϕ(x) òàêóþ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåí-
ñòâî x sin

√
x= ϕ(x)x3/2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

|ϕ(x)|=
∣∣∣∣x sin

√
x

x
√
x

∣∣∣∣=

∣∣∣∣sin√x√
x

∣∣∣∣ 6 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, x sin
√
x=O(x3/2), x→ 0.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òî f(x) =
=O(g(x)) è g(x)=O(f(x)) ïðè x→ x0, òî îíè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè
îäíîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò f(x) � g(x) ïðè x→ x0.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ôóíêöèè f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè ïðè x → x0, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O̊(x0) ñóùåñòâó-
åò ôóíêöèÿ ϕ(x) òàêàÿ, ÷òî lim

x→x0
ϕ(x) = 1 è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) = ϕ(x)g(x). Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò f(x) ∼ g(x) ïðè x→ x0.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïî
îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè g(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 (èëè ãîâîðÿò,
÷òî f(x) åñòü î-ìàëîå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè g(x) ïðè x→ x0), åñëè
ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü O̊(x0) è ôóíêöèÿ ϕ(x) òàêàÿ, ÷òî
lim
x→x0

ϕ(x)=0 è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x)=ϕ(x)g(x). Â ýòîì ñëó÷àå

ïèøóò f(x) = ō(g(x)) ïðè x→ x0.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

1. f(x) =O(g(x)), x→ x0 ⇔ ∃C > 0 ∀x ∈ O̊(x0)

∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ 6 C.

2. f(x) � g(x), x→ x0 ⇔ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= k 6= 0.
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3. f(x) ∼ g(x), x→ x0 ⇔ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

4. f(x) = ō(g(x)), x→ x0 ⇔ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Ïðèìåð 6.2. Äàíû ôóíêöèè f(x) = 3x2 − 4x è g(x) = x2. Äîêàçàòü,
÷òî f(x) =O(g(x)), x→ +∞.
Ðåøåíèå. Èìååì

f(x)

g(x)
=

3x2 − 4x

x2
= 3− 4

x
< 3

ïðè x> 0, ò. å. îòíîøåíèå ôóíêöèé îãðàíè÷åíî â ëþáîé îêðåñòíîñòè
+∞. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) =O(g(x)), x→ +∞.
Ïðèìåð 6.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè f(x) = x2 − 5x è g(x) = 5x2 − 3x
ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x= 0.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèè f(x), g(x) áåñêîíå÷íî ìàëûå â òî÷êå x = 0, òàê
êàê lim

x→0
f(x) = lim

x→0
g(x) = 0.

Ðàññìîòðèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé:

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

x2 − 5x

5x2 − 3x
= lim

x→0

x(x− 5)

x(5x− 3)
= lim

x→0

x− 5

5x− 3
=

5

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, x2 − 5x � 5x2 − 3x, x→ 0.

Ïðèìåð 6.4. ßâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè f(x) = (1 + x)2 − 1 è g(x) = 2x
ýêâèâàëåíòíûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè x→ 0?

Ðåøåíèå. Ôóíêöèè f(x) è g(x) áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → 0, ò. ê.
lim
x→0

f(x) = 0 è lim
x→0

g(x) = 0. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→0

(1 + x)2 − 1

2x
= lim

x→0

2x+ x2

2x
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ∼ g(x) ïðè x→ 0 ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïðèìåð 6.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè f(x)=−2(
√

3− x−1) è g(x)=x−2
ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè x→ 2.
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Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè f(x) è g(x) áåñêîíå÷íî
ìàëûå ïðè x→ 2, äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðåäåëû lim

x→2
g(x)=lim

x→2
(x−2)=0

è lim
x→2

f(x)=−2 lim
x→2

(
√

3− x−1)=0. Äàëåå âû÷èñëèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ

lim
x→2

−2
(√

3− x− 1
)

x− 2
= lim

x→2

−2(2− x)

(x− 2)(
√

3− x+ 1)
=

= lim
x→2

2√
3− x+ 1

= 1.

Ïî îïðåäåëåíèþ f(x) ∼ g(x) ïðè x→ 2.

Ïðèìåð 6.6. Ýêâèâàëåíòû ëè áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè f(x) =
= (1 + x)2 è g(x) = x2 ïðè x→∞?

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→∞

(1 + x)2

x2
= 1,

ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ∼ g(x) ïðè x→∞.
Ïðèìåð 6.7. Ýêâèâàëåíòû ëè áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè f(x) =
=
√

1 + 2x− 1 è g(x) = 2
√
x ïðè x→ +∞?

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ïðåäåë, óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðî-
áè íà ñîïðÿæåííîå ê ÷èñëèòåëþ âûðàæåíèå,

lim
x→+∞

√
1 + 2x− 1

2
√
x

= lim
x→+∞

√
x√

1 + 2x+ 1
=

1√
2
6= 1,

ñëåäîâàòåëüíî, f(x) 6∼ g(x) ïðè x→ +∞.
Ïðèìåð 6.8. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî x2 = ō(x) ïðè à) x→ 0; á) x→ +∞.
Ðåøåíèå. à) Ðàññìîòðèì ïðåäåë

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

x2

x
= lim

x→0
x= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî x2 = ō(x) âåðíî ïðè x→ 0.
á) Åñëè ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûé ïðåäåë ïðè x → +∞, òî ïî-

ëó÷èì

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

x2

x
= lim

x→+∞
x= +∞,

ò. å. ïðè x→ +∞ ðàâåíñòâî x2 = ō(x) íå âåðíî.
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Ïðèìåð 6.9. Ïóñòü n ∈ N, k ∈ N, n > k. Ïîêàçàòü, ÷òî ō(xn) + ō(xk) =
= ō(xk) ïðè x→ 0.

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x)= ō(xn). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, f(x)=ϕ(x) ·xn,
ãäå lim

x→0
ϕ(x)=0. Àíàëîãè÷íî, g(x)=ō(xk) îçíà÷àåò, ÷òî g(x)=ψ(x)·xk,

ãäå lim
x→0

ψ(x) = 0.

Ðàññìîòðèì ñóììó ýòèõ ôóíêöèé

f(x) + g(x) = ϕ(x) · xn + ψ(x) · xk = xk(ϕ(x) · xn−k + ψ(x)).

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè x → 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x) + g(x) = ō(xk) ïðè x→ 0.

Ïðèìåð 6.10. Äîêàçàòü, ÷òî sinx6 = ō(x3), x→ 0.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðåäåë

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

sinx6

x3
= lim

x→0

(
sinx6

x6
· x3
)

= 0.

Ïðèìåð 6.11. Äîêàçàòü, ÷òî x4 + 2 = ō(x5), x→ +∞.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðåäåë

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

x4 + 2

x5
= 0.

Óïðàæíåíèÿ

1. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî x= ō(x2) ïðè à) x→ 0; á) x→ +∞.

2. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî ln(1+ex)=ō(1) ïðè à) x→ −∞; á) x→ +∞.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî Cō(xn) = ō(xn), n ∈ N, C 6= 0 � ïîñòîÿííàÿ ïðè
à) x→ 0; á) x→ +∞.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî ō(xn)ō(xk) = ō(xn+k), n ∈ N, k ∈ N, ïðè à) x → 0;
á) x→ +∞.
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Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ïðè x→ 0

5. x sin( 1
x
) =O(|x|). 6. arctg 1

x
=O(1).

7. sin 3x � sinx. 8. sin 5x � (x+ x3).

9.
x

2
∼
√

1 + x− 1. 10.
x

3
∼ 3
√

1 + x− 1.

11. 3x4 − 5x3 = ō(x1/2). 12. 2x3 − x2 = ō(x1/3).

Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ïðè x→ +∞

13. x+1
1+x2

=O( 1
x
). 14. 2x−1

x+x2
=O( 1

x
).

15. 2x2 + 3x � 3x2 − 3. 16. −5x4 + 3x2 � 3x4 + 2x.

17. 3
√

1− x+ x3 ∼ x+ 1. 18.
√
x2 − 1(x+ 10) ∼ x2 + 5.

19. 3x4 − 5x3 = ō(x5). 20. 2x3 − x2 = ō(x4).

Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ïðè x→ 0.

21. x sin 1
x

=O(|x|). 22. arctg 1
x

=O(1).

23. sin 3x � sinx. 24. sin 5x � x+ x3.

25. 3x4 − 5x3 = ō(x1/2). 26. 2x3 − x2 = ō(x1/3).

Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ïðè x→ +∞.

27.
x+ 1

1 + x2
=O

(
1/x
)
. 28.

2x− 1

x+ x2
=O

(
1/x
)
.

29. 2x2 + 3x � 3x2 − 3. 30. −5x4 + 3x2 � 3x4 + 2x.

31. 3x4 − 5x3 = ō(x5). 32. 2x3 − x2 = ō(x4).

7. Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû

ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé ïðè x→ 0.

1) sinx ∼ x; 2) cos x− 1 ∼ −x
2

2
; 3) ln(1 + x) ∼ x;

4) (1 + x)α − 1 ∼ αx; 5) ex − 1 ∼ x; 6) ax − 1 ∼ x ln a;

7) tg x ∼ x; 8) arctg x ∼ x; 9) arcsinx ∼ x.
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Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ 0 è
f(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, òî

1) sin f(x) ∼ f(x); 2) cos f(x)− 1 ∼ −f
2(x)

2
;

3) ln(1 + f(x)) ∼ f(x); 4) (1 + f(x))α − 1 ∼ αf(x);

5) ef(x) − 1 ∼ f(x); 6) af(x) − 1 ∼ f(x) ln a;

7) tg f(x) ∼ f(x); 8) arctg f(x) ∼ f(x);

9) arcsin f(x) ∼ f(x).

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü f(x) ∼ f1(x), g(x) ∼ g1(x) ïðè x→ x0 è ñóùå-
ñòâóåò

lim
x→x0

f1(x)

g1(x)
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x0

f(x)

g(x)
,

ïðè÷åì

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f1(x)

g1(x)
.

Ïðèìåð 7.1. Âû÷èñëèòü lim
x→0

sin 4x

x
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ sin 4x ïðè x → 0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, à
çíà÷èò, sin 4x ∼ 4x è

lim
x→0

sin 4x

x
= lim

x→0

4x

x
= 4.

Ïðèìåð 7.2. Âû÷èñëèòü lim
x→0

cos 3x− 1

x2
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ cos 3x − 1 áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → 0, òîãäà

cos 3x− 1 ∼ −9x2

2
.

lim
x→0

cos 3x− 1

x2
= lim

x→0

−9x2/2

x2
=−9

2
.
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Ïðèìåð 7.3. Âû÷èñëèòü lim
x→0

1− 2arcsinx

(1 + x)4 − 1
.

Ðåøåíèå. 2arcsinx − 1 ∼ arcsinx · ln 2 ∼ x ln 2, (1 + x)4 − 1 ∼ 4x ïðè
x→ 0. Ïîëó÷èì

lim
x→0

1− 2arcsinx

(1 + x)4 − 1
= lim

x→0

−x ln 2

4x
=− ln 2

4
.

Ïðèìåð 7.4. Âû÷èñëèòü lim
x→0

ln(cosx2)

(ex2 − 1)2
.

Ðåøåíèå. lim
x→0

ln(cosx2)

(ex2 − 1)2
= lim

x→0

ln(1 + (cos x2 − 1))

(ex2 − 1)2
. Ïðè x → 0 âåðíû

ñîîòíîøåíèÿ

ln(1 + (cos x2 − 1)) ∼ cosx2 − 1 ∼ −x
4

2
, ex

2 − 1 ∼ x2.

Èìååì

lim
x→0

ln(cosx2)

(ex2 − 1)2
= lim

x→0

−x4/2
(x2)2

=−1

2
.

Ïðèìåð 7.5. Âû÷èñëèòü lim
x→0

ln(1 + sin4 3x)

(ex2+x5 − 1)2
.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

ln(1 + sin4 3x)

(ex2+x5 − 1)2
= lim

x→0

sin4 3x

(x2 + x5)2
= lim

x→0

34x4

(x2 + x5)2
= 81.

Ïðèìåð 7.6. Âû÷èñëèòü lim
x→0

(1− 2 tg3 x4)
5 − 1(

1 + 2 sin2(6x6)
)2 − 1

.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

(1− 2 tg3 x4)
5 − 1(

1 + 2 sin2(6x6)
)2 − 1

= lim
x→0

−10 tg3 x4

4 sin2(6x6)
= lim

x→0

−10x12

4 · 36x12
=− 5

72
.

Ïðèìåð 7.7. Âû÷èñëèòå lim
x→1

sin 3πx

sin 4πx
.
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Ðåøåíèå.

lim
x→1

sin 3πx

sin 4πx
=

(
0

0

)
= lim

x→1

sin(3π(x− 1 + 1))

sin(4π(x− 1 + 1))
=

= lim
x→1

sin(3π(x− 1) + 3π)

sin(4π(x− 1) + 4π)
= lim

x→1

− sin 3π(x− 1)

sin 4π(x− 1)
=

= lim
x→1

−3π(x− 1)

4π(x− 1)
=−3

4
.

Çàìå÷àíèå. Îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òî, ÷òî çàìåíó ôóíê-
öèè íà ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå ìîæíî âûïîëíÿòü òîëüêî ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ èëè çíàìåíà-
òåëÿ äðîáè, ïðåäåë êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè
ïðåäåëà âûðàæåíèÿ

lim
x→0

sin 2x− tg 2x

x3

çàìåíà ôóíêöèé sin 2x è tg 2x íà ýêâèâàëåíòíóþ ïðè x→ 0 ôóíê-
öèþ 2x áóäåò îøèáêîé, ò. ê. sin 2x è tg 2x íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè
÷èñëèòåëÿ. Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå áóäåò ñëåäóþùåå

lim
x→0

sin 2x− tg 2x

x3
= lim

x→0

sin 2x
(
1− 1

cos 2x

)
x3

=

= lim
x→0

sin 2x(cos 2x− 1)

x3 cos 2x
=

(2x)(−2x2)

x3 cos 2x
=−4.

Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû

1. lim
x→0

sin 3x

sin 2x
. 2. lim

x→0

(1 + 2x)2 − 1

(1− 3x)5 − 1
.

3. lim
x→1

arcsin(1− x)

1− x . 4. lim
x→3

ln(4− x)

x2 − 9
.

5. lim
x→0

sin 5x− x
arctg 3x+ x

. 6. lim
x→0

arcsinx+ 3x

arcsin 3x+ x
.

7. lim
x→0

sin 3x− tg 3x

arcsinx3
. 8. lim

x→0

x
(
tg x− sin 2x

)
√

1 + 2x2 − 1
.
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9. lim
x→2

3x − 9

sin πx
. 10. lim

x→3

8− 2x

tg πx
.

11. lim
x→e

ln(x/e)

e− x . 12. lim
x→−3

ln(−x/3)

sin(x+ 3)
.

13. lim
x→0

ln cos 2x

ln cos 5x
. 14. lim

x→0

ln(2− cos2 x)

ln cos 2x
.

15. lim
x→0

√
cos 2x− 3

√
cosx

x sinx
.

16. lim
x→0

4
√

ln(e+ sinx)−
√

sin
(
x+ π

2

)
1−
√

1− x .

17. lim
x→0

√
1− 3x− 5

√
arcsinx+ 1

ln(1 + arctg 5x)
.

18. lim
x→0

5
√

1 + sin x− 5
√

1 + arctg x

ln cos 5x
.

19. lim
x→0

3x − 7x

sinx− sin 2x
. 20. lim

x→0

x(2x − 9x)

tg2 x− sin2 2x
.

21. lim
x→2

x2 − 2x

2− x . 22. lim
x→3

3x − x3
sin(3− x)

.

23. lim
x→0

3
√

1 + x2 + x2 − 1

ln cos 2x
.

24. lim
x→0

1 + ln cosx2 − 3
√

1 + sin2 x

ln cosx
.

25. lim
x→0

3
√

27− 2x− 4
√

16− sinx− e2x
ln(1 + ex − cosx)

.

26. lim
x→0

2sinx + 5
√
x− 32 + 6

√
1 + arctg x

ln(3x + sinx)
.

8. Ïðåäåë ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèè

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ïîêàçàòåëüíî�ñòåïåííîé ôóíêöèè
lim
x→a

f(x)g(x) ñíà÷àëà íàõîäèì ïðåäåë îñíîâàíèÿ lim
x→a

f(x) =A è ïðåäåë

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè lim
x→a

g(x) = B. Åñëè âûðàæåíèå AB íå ÿâëÿåòñÿ

31



íåîïðåäåëåííîñòüþ, òî lim
x→a

f(x)g(x) = AB.

Ïðèìåð 8.1. Âû÷èñëèòü lim
x→∞

(
1 + x

2x+ 3

)x2
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

lim
x→∞

1 + x

2x+ 3
=

1

2
, lim

x→∞
x2 = +∞,

òîãäà

lim
x→∞

(
1 + x

2x+ 3

)x2
=

(
1

2

)+∞

= 0.

Ïðèìåð 8.2. Âû÷èñëèòü lim
x→∞

(
2x+ 3

1 + x

)x2
.

Ðåøåíèå.

lim
x→∞

(
2x+ 3

1 + x

)x2
= 2+∞ = +∞.

Ïðèìåð 8.3. Âû÷èñëèòü lim
x→∞

(
1

x

) 1+x
2x+3

.

Ðåøåíèå.

lim
x→∞

(
1

x

) 1+x
2x+3

= 01/2 = 0.

Ïðèìåð 8.4. Âû÷èñëèòü lim
x→∞

(
1 + x

2x+ 3

)x
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

lim
x→+∞

(
1 + x

2x+ 3

)x
=

(
1

2

)+∞

= 0,

lim
x→−∞

(
1 + x

2x+ 3

)x
=

(
1

2

)−∞
= +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.
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Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ïîêàçàòåëüíî�ñòåïåííîé ôóíê-
öèè f(x)g(x) íàäî ðàñêðûòü íåîïðåäåëåííîñòü (íàïðèìåð, 1∞, 00,∞0),
ïðåîáðàçîâûâàåì ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x)g(x) = eln f(x)
g(x)

= eg(x) ln f(x).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì

lim
x→a

f(x)g(x) = lim
x→a

eg(x) ln f(x) = e
lim
x→a

g(x) ln f(x)
. (8.1)

Ïðèìåð 8.5. Âû÷èñëèòü lim
x→0

(1 + 2x+ sinx)
1

tg x .

Ðåøåíèå.

lim
x→0

(1 + 2x+ sinx)
1

tg x = (1∞) = lim
x→0

eln(1+2x+sinx)
1

tg x
=

= lim
x→0

e
ln(1+2x+sin x)

tg x = e
lim
x→0

ln(1+2x+sin x)
tg x .

Âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàâåíñòâàìè

ln(1 + 2x+ sinx) ∼ 2x+ sinx, tg x ∼ x, x→ 0

è ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì ïðè âû÷èñëåíèè

lim
x→0

ln (1 + 2x+ sinx)

tg x
= lim

x→0

2x+ sinx

x
= lim

x→0

(
2 +

sinx

x

)
= 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì lim
x→0

(1 + 2x+ sinx)
1

tg x = e3.

Ïðèìåð 8.6. Âû÷èñëèòü lim
x→0

(cos 2x)
1
x2 .

Ðåøåíèå.

lim
x→0

(cos 2x)
1
x2 = (1∞) = lim

x→0
eln(cos 2x)

1
x2 =

= lim
x→0

e
ln(cos 2x)

x2 = e
lim
x→0

ln(cos 2x)

x2 .

Ïðè x→ 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âûêëàäêè

ln (cos 2x) = ln (1 + cos 2x− 1) ∼ cos 2x− 1 ∼ −(2x)2

2
=−2x2,
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òîãäà

lim
x→0

ln (cos 2x)

x2
= lim

x→0

−2x2

x2
=−2.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
x→0

(cos 2x)
1
x2 = e−2.

Ïðèìåð 8.7. Âû÷èñëèòü lim
x→0

(cosx)ctg
2 x .

Ðåøåíèå.

lim
x→0

(cosx)ctg
2 x = (1∞) = lim

x→0
ectg

2 x ln(cosx)=

=e
lim
x→0

ctg2 x ln(cosx)
= e

lim
x→0

ln(cos x)

tg2 x .

Â ñèëó âåðíûõ ïðè x→ 0 àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàâåíñòâ

ln (cosx) ∼ cosx− 1 ∼ −x
2

2
, tg x ∼ x,

ïîëó÷èì

lim
x→0

ln (cosx)

tg2 x
=−1

2
.

Îòêóäà lim
x→0

(cosx)ctg
2 x = e−

1
2 .

Ïðèìåð 8.8. Âû÷èñëèòü lim
x→5

(
2− x

5

)ctg πx
5
.

Ðåøåíèå.

lim
x→5

(
2− x

5

)ctg πx
5

= (1∞) = lim
x→5

eln(2−
x
5 )

ctg πx5

=

= lim
x→5

ectg
πx
5

ln(2−x5 ) = e
lim
x→5

ctg
π(x−5)+5π

5
ln(1+1−x

5 )
=

=e
lim
x→5

ctg
π(x−5)

5 (1−x5 )
= e

lim
x→5

(1−x/5)
tg((x−5)π/5) =

=e
lim
x→5

(1−x/5)
(x−5)π/5 = e−1/π.

Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû
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1. lim
x→∞

(
3 + 4x

1− x

)x2
. 2. lim

x→∞

(
6x− 3

1 + 2x

)x4
.

3. lim
x→∞

(
2− x
5 + 4x

)x2
. 4. lim

x→∞

(
1 + x

3x− 5

)x6
.

5. lim
x→∞

(
1

x+ 1

) 1+x
5+2x

. 6. lim
x→∞

(
2 + x

x3 − 1

) 2+x
3−x

.

7. lim
x→+∞

(
1 + 3x

3 + 4x

)−x
. 8. lim

x→+∞

(
1 + 5x

3 + 4x

)−x
.

9. lim
x→0

(cos 3x)
1

sin2 x . 10. lim
x→0

(cosx)ln
−2(1+x) .

11. lim
x→0

(cosx)(ln(1−x
2))−1

. 12. lim
x→0

(cosx2)(
√
1−x4−1)−1

.

13. lim
x→2

(
2− x

2

)ctg πx
2
. 14. lim

x→4

(
8− x

4

)tg−1 πx
4

.

15. lim
x→∞

(
cos

1

2x
+ sin

1

2x

)x
. 16. lim

x→∞

(
cos

1

x
− sin

1

x

)2x

.

17. lim
x→0

(
2x + 3x + 4x

3

)1/x

. 18. lim
x→0

(
2 + 5x

3

)ln−1(1−sinx)

.

19. lim
x→0

(
1 + sin x

1 + tg x

) 1
arctg x

. 20. lim
x→0

(
1 + tg x

1 + sin x

) 1
x3

.

21. lim
x→π

4

(tg x)tg 2x. 22. lim
x→0

(
1+x ln(1+2x)

1−x tg x

) 1
sin2 x

.

9. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ y=f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì
èíòåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì òî÷êó x0. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè ïðåäåë ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâåí
çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå x0:

lim
x→x0

f(x) = f(x0). (9.1)

Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå,
ðàñêðîåì îïðåäåëåíèå 9.1 è ñôîðìóëèðóåì åãî ïîäðîáíåå.
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Îïðåäåëåíèå 9.2 (ïî Ãåéíå). Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}, ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå x0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} áóäåò ñõî-
äèòüñÿ ê f(x0), òî åñòü

∀{xn} ⊂ (a, b) : lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Îïðåäåëåíèå 9.3 (ïî Êîøè). Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ε>0 ìîæíî óêàçàòü
òàêîå δ > 0, ÷òîáû ïðè óñëîâèè |x− x0|<δ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
|f(x)− f(x0)|< ε:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (a, b) : |x− x0|< δ ⇒ |f(x)− f(x0)|< ε.

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå öåëåñîîáðàçíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü
÷åðåç ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè. Ïóñòü y0 = f(x0).

Îïðåäåëåíèå 9.4 (íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé). Ôóíêöèÿ y=f(x) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Oε(y0)
òî÷êè y0 íàéä¼òñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Oδ(x0) òî÷êè x0, ÷òîáû äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè x ∈ Oδ(x0) âûïîëíÿëîñü óñëîâèå f(x) ∈ Oε(y0).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ∆x = x − x0 è
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ∆y = y − y0 â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 9.5 (íà ÿçûêå ïðèðàùåíèé). Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâà-
åòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå x0
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

∆x→ 0⇒ ∆y → 0.

Íåñìîòðÿ íà ðàçíîîáðàçèå ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé, ìîæíî ÷¼òêî
ñôîðìóëèðîâàòü îáùóþ èäåþ, îòðàæàþùóþ âñå ïÿòü îïðåäåëåíèé:
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå îçíà÷àåò ìàëîå èçìåíåíèå çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèå àðãóìåíòà ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü å¼ ïðåäåë â òî÷êå ïðè
ïîìîùè ïðîñòîãî ðàâåíñòâà (9.1).
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Ïðèìåð 9.1. Ôóíêöèÿ

f(x) =


sin 3x

x
, x 6= 0,

3, x= 0

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 = 0, òàê êàê lim
x→0

sin 3x
x

= 3.

Îïðåäåëåíèå 9.6. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà
(ñïðàâà) â òî÷êå x0 ∈ (a, b), åñëè ëåâûé (ïðàâûé) ïðåäåë ôóíêöèè â
òî÷êå x0 ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:

f(x0 − 0) = f(x0),
(
f(x0 + 0) = f(x0)

)
.

Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ñëåâà èëè ñïðàâà íàçûâàåòñÿ îäíîñòî-
ðîííåé íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè.

Òåîðåìà 9.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà íåïðåðûâíà îäíîâðå-
ìåííî ñëåâà è ñïðàâà â ýòîé òî÷êå, òî åñòü âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0). (9.2)

Ïðèìåð 9.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =

2x ln 2, x 6 1,
2x − 2

x− 1
, x > 1.

Íàéä¼ì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ôóíêöèè â òî÷êå x0 = 1. Ôóíêöèÿ
y = 2x ln 2 íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå êàê ýëåìåíòàðíàÿ (ñì. ï. 10),
ïîýòîìó å¼ ïðåäåë â ýòîé òî÷êå ðàâåí çíà÷åíèþ â òî÷êå:

f(1− 0) = lim
x→1

2x ln 2 = 2 ln 2 = f(1).

Âû÷èñëèì ïðàâûé ïðåäåë, ïðèìåíÿÿ òåõíèêó çàìåíû ýêâèâàëåíòíûõ
áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé:

f(1 + 0) = lim
x→1

2x − 2

x− 1
= lim

x→1

2(2x−1 − 1)

x− 1
= 2 lim

x→1

(x− 1) ln 2

x− 1
= 2 ln 2.

Òàêèì îáðàçîì, f(1 − 0) = f(1) = f(1 + 0). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 9.1
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 1.
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Îïðåäåëåíèå 9.7. Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
â òî÷êå x0, íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â ýòîé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî, åñëè
ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà (èëè ñïðàâà) â òî÷êå x0, òî
îíà íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé ñëåâà (èëè ñïðàâà) â òî÷êå x0.

Èç òåîðåìû 9.1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷-
êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàçðûâíà ñëåâà èëè ñïðàâà â ýòîé
òî÷êå.

Ïðèìåð 9.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =


arctg 2x

x
, x < 0,

√
x

x+ 1
, x > 0.

Íàéä¼ì å¼ ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â òî÷êå 0:

f(0− 0) = lim
x→0

arctg 2x

x
= 2,

f(0 + 0) = lim
x→+0

√
x

x+ 1
= 0 è f(0) = 0.

Ïîñêîëüêó f(0−0) 6= f(0), òî f(x) ðàçðûâíà ñëåâà â òî÷êå 0. Â òî æå
âðåìÿ f(0 + 0) = f(0), ïîýòîìó ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå
x0 = 0.

Ïðèìåð 9.4. Ïîäîáðàòü òàêîå ÷èñëî α, ÷òîáû ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x+ α, x 6 0,

cos2 x, x > 0

áûëà íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 0.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè â òî÷êå x0:

f(0− 0) = lim
x→0

(x+ α) = α,

f(0 + 0) = lim
x→0

cos2 x= cos2 0 = 1.

Ïî òåîðåìå 9.1 óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå
α = 1.
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Ïðèìåð 9.5. Ïîäîáðàòü òàêèå ÷èñëà α è β, ÷òîáû ôóíêöèÿ

f(x) =


x2 − 1, x <−1,

αx+ β, −1 6 x 6 1,

x2, x > 1

îêàçàëàñü íåïðåðûâíîé â òî÷êàõ ±1.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè â óêàçàííûõ òî÷-
êàõ:

f(−1− 0) = lim
x→−1

(x2 − 1) = (−1)2 − 1 = 0,

f(−1 + 0) = lim
x→−1

(αx+ β) =−α + β,

f(1− 0) = lim
x→1

(αx+ β) = α + β,

f(1 + 0) = lim
x→1

x2 = 1.

Ïî òåîðåìå 9.1 ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â êàæäîé èç òî÷åê ±1 äîëæ-
íû áûòü ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà{

−α + β = 0,

α + β = 1.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì îòâåò α = β = 1
2
.

Óïðàæíåíèÿ

Â çàäàíèÿõ 1�8 ïðîâåðèòü îäíîñòîðîííþþ íåïðåðûâíîñòü è
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

1. f(x) =


sinx

x− π , x 6= π,

−1, x= π,
x0 = π.

2. f(x) =


tg2 2x

x
, x 6= 0,

0, x= 0,
x0 = 0.
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3. f(x) =


22x − 4

sin πx
, x 6= 1,

2, x= 1,
x0 = 1.

4. f(x) =


4 arctg x− π

1− x , x 6= 1,

0, x= 1,
x0 = 1.

5. f(x) =

{ x

1− x, x < 0,

arcsin 2x, x > 0,
x0 = 0.

6. f(x) =


sinx

2 + cos x
, x < 2π,

tg x
6
, x > 2π,

x0 = 2π.

7. f(x) =


x3 − 4x+ 3

x− 1
, x < 1,

−x, x > 1,
x0 = 1.

8. f(x) =

 x ln 7, x 6 4,
7x−2 − 49

x− 4
, x > 4,

x0 = 4.

9. Ïîäîáðàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ

f(x) =

{
2x2 + 3, x < 1,

ax, x > 1

áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êå 1.

10. Ïîäîáðàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x+ a, x 6 −1,

ax+ 3, x >−1

áûëà íåïðåðûâíîé ïðè x=−1.
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11. Ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2 + x, |x| 6 1,

ax+ b, |x|> 1

áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êàõ ±1 îäíîâðåìåííî.

12. Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a òàê, ÷òîáû ôóíê-
öèÿ

f(x) =

{
x2, |x| 6 1,

a− x, |x|> 1

áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êàõ ±1 îäíîâðåìåííî?

13. Ïóñòü y = f(x) � êîðåíü çàäàííîãî óðàâíåíèÿ èëè áîëüøèé èç
íèõ, åñëè êîðíåé íåñêîëüêî. Ïðîâåðèòü îäíîñòîðîííþþ íåïðå-
ðûâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè ïðè x= 0.

à) xy2 + y + 1 = 0; á) y2 + xy − 1 = 0;

â) y2 + 2y + x= 0; ã) y2 + xy + x= 0.

10. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Ïðåæäå âñåãî ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ýëåìåí-
òàðíîé ôóíêöèè. Ê ïðîñòåéøèì ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì îáû÷íî
îòíîñÿò ñëåäóþùèå:

� ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = xα, ãäå α ∈ R, îïðåäåëåíà äëÿ x ∈
∈ (0, +∞);

� ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax, ãäå a > 0 è a 6= 1, îïðåäåëåíà
äëÿ x ∈ (−∞, +∞);

� ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y= loga x, ãäå a> 0 è a 6= 1, îïðåäå-
ëåíà äëÿ x ∈ (0, +∞);

� òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sinx, y = cosx îïðåäåëåíû
äëÿ x ∈ (−∞, +∞), ôóíêöèÿ y = tg x îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ
x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z, ôóíêöèÿ y = ctg x îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ

x 6= πn, n ∈ Z;
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� îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y=arcsin x è y=arccos x
îïðåäåëåíû äëÿ x ∈ [−1, 1]; y=arctg x è y=arcctg x îïðåäåëåíû
äëÿ x ∈ (−∞, +∞).

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ âñå
ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðîñòåéøèõ ïðè ïîìîùè ïðè-
ìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è(èëè)
îïåðàöèé êîìïîçèöèè.

Òåîðåìà 10.1. Âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû â êàæäîé
òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 10.1 ëåæèò â îñíîâå âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ âûðàæåíèé, íå
ñîäåðæàùèõ íåîïðåäåë¼ííîñòåé (âèäà

(
0
0

)
,
(∞
∞

)
èëè äðóãèõ).

Ïðèìåð 10.1. Ôóíêöèÿ y=log2
2 sinx íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíî-

æåñòâà îïðåäåëåíèÿ
⋃
n∈Z

(2πn, π + 2πn), êàê êîìïîçèöèÿ ïðîñòåéøèõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, â òî÷êå π
2
ïðåäåë ôóíêöèè áóäåò

ðàâåí

lim
x→π

2

log2
2 sinx= log2

2 sin
π

2
= log2

2 1 = 0.

Ïåðå÷èñëèì äàëåå äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé.

Òåîðåìà 10.2 (àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà). Åñëè ôóíêöèè f(x) è

g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî ôóíêöèè f(x)± g(x), f(x)g(x), f(x)
g(x)

(ïðè óñëîâèè g(x0) 6= 0) òàêæå íåïðåðûâíû â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 10.3 (íåïðåðûâíîñòü êîìïîçèöèè ôóíêöèé). Åñëè ôóíê-
öèÿ F (y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå
x0, ïðè÷¼ì y0 = f(x0), òî ôóíêöèÿ F

(
f(x)

)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ôóíêöèÿ x=g(y) íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíê-
öèè y=f(x), åñëè g(y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé f(x) è âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî g

(
f(x)

)
= x äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

f(x). Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ f−1(y).

Òåîðåìà 10.4 (îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)
íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b) è ñòðîãî ìîíîòîí-
íà íà í¼ì. Îáîçíà÷èì m= inf

(a,b)
f(x), M = sup

(a,b)

f(x). Òîãäà f(x) èìååò
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åäèíñòâåííóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâ-
íà íà (m, M).

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷íûå ãðàíè m èëè M äîñòèãàþòñÿ â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x), òî ýòè òî÷êè âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 10.2. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
x

1 + x2
èìååò íåïðåðûâ-

íóþ îáðàòíóþ íà [1, +∞). Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò íà [1, +∞). Ïóñòü
x1,2 > 1 è x1 < x2. Òîãäà

f(x2)− f(x1) =
x2

1 + x22
− x1

1 + x21
=
x2 + x21x2 − x1 − x1x22

(1 + x21)(1 + x22)
=

=
(x2 − x1)(1− x1x2)

(1 + x21)(1 + x22)
.

Òàê êàê x2 − x1 > 0 è x1x2 > 1, òî f(x2) − f(x1) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x) äåéñòâèòåëüíî óáûâàåò íà [1, +∞). Íàéä¼ì íèæíþþ è âåðõíþþ
ãðàíè ôóíêöèè íà ýòîì ïðîìåæóòêå:

inf
(1,+∞)

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

1/x

1/x2 + 1
= 0,

sup
(1,+∞)

f(x) = f(1) =
1

2
.

Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè f−1(y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà
íà
(
0, 1

2

]
.

Ïðèìåð 10.3. Îïðåäåëèòü ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè y =
=arctg |x|+ex2 è äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü îáðàòíûõ
ôóíêöèé íà êàæäîì èç íèõ.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè y = arctg x è y = ex
2
âîçðàñòàþò

íà [0, +∞). Ïîýòîìó èõ ñóììà òàêæå áóäåò âîçðàñòàþùåé ôóíêöè-
åé. Çíà÷èò ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ îáðàòíóþ íà [0, +∞).
Îáîçíà÷èì å¼ f−11 (y). Òàê êàê f(0) = 1 è lim

x→+∞
f(x) = +∞, òî f−11 (y)

îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [1, +∞).
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Òàê êàê f(−x)=f(x), òî f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé ôóíêöèåé. Ïîýòî-
ìó f(x) óáûâàåò íà (−∞, 0]. Íà ýòîì ïðîìåæóòêå òàêæå ñóùåñòâóåò
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−12 (y). Ïîñêîëüêó f(0) = 1 è lim

x→−∞
f(x) = +∞, òî

f−12 (y) òàêæå îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [1, +∞).

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:
åñëè ôóíêöèè x(t) è y(t) íåïðåðûâíû íà (a, b), ôóíêöèÿ x(t) ñòðîãî
ìîíîòîííà è m= inf

(a,b)
x(t), M = sup

(a,b)

x(t), òî ðàâåíñòâà

x= x(t), y = y(t)

îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ íåïðåðûâíóþ íà (m, M) ôóíêöèþ y =
= f(x).

Ïðèìåð 10.4. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâà x = t3 + t, y = t3 − t îïðåäå-
ëÿþò åäèíñòâåííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ y= f(x). Íàéòè îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè è âû÷èñëèòü å¼ çíà÷åíèå ïðè x= 2.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ x= t3 + t ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé êàê ñóììà äâóõ
âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì

m= lim
t→−∞

(t3 + t) =−∞, M = lim
t→+∞

(t3 + t) = +∞.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà (−∞, +∞).
×òîáû íàéòè f(2), ðåøèì óðàâíåíèå t3 + t=2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

t= 1 � åãî åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, f(2) = y(1) = 0.

Ïðèìåð 10.5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè

x= (2− t)(t− 1)2, y = arcsin t · arccos t

îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ y = f(x). Íàéòè
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè, âû÷èñëèòü å¼ çíà÷åíèå ïðè x=2.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ y(t) îïðåäåëåíà íà [−1, 1], ñëåäî-
âàòåëüíî ôóíêöèþ x(t) òàêæå íóæíî ðàññìàòðèâàòü äëÿ t ∈ [−1, 1].
Íåòðóäíî îïðåäåëèòü, ÷òî ôóíêöèè 2− t è (t− 1)2 óáûâàþò è íåîò-
ðèöàòåëüíû íà îòðåçêå [−1, 1]. Ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå áó-
äåò óáûâàþùåé ôóíêöèåé. ×òîáû íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè f(x) âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ x(t) â òî÷êàõ ±1. Íàõîäèì: x(−1) = 12,
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x(1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [0, 12]. Îïðå-
äåëèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðîì x= 2. Åãî íåòðóäíî íàéòè
ïðîñòûì ïîäáîðîì: t= 0. Òîãäà f(2) = y(0) = 0.

Òåîðåìà 10.5 (î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî îíà îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0.

Òåîðåìà 10.6 (î ñîõðàíåíèè çíàêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0 è f(x0) > 0 (èëè f(x0) < 0). Òîãäà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ïîëîæèòåëüíû (èëè
îòðèöàòåëüíû).

Òåîðåìà 10.7 (î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b), â íåêîòîðûõ òî÷êàõ
x1 è x2 ýòîãî èíòåðâàëà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ A è B ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè÷¼ì A<B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ C, ëåæàùåãî
ìåæäó A è B, íàéä¼òñÿ òî÷êà x0 ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f(x0) = C.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà, â ÷àñòíîñòè, ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ïðîöåäóðû
îòäåëåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ. Èäåÿ ýòîé ïðîöåäóðû çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîäáîðå òàêèõ çíà÷åíèé a è b, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Òîãäà ïî òåîðåìå 10.7 ìåæäó òî÷êàìè a è
b îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = 0.

Ïðèìåð 10.6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x7 − 2x5 + 7x2 − 13 = 0. Äàííîå
óðàâíåíèå íåëüçÿ ðåøèòü ýëåìåíòàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäà-
ìè, íî ìîæíî íàéòè åãî êîðíè ïðèáëèæ¼ííî ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ. Äëÿ ýòîãî è òðåáóåòñÿ îòäåëèòü êîðíè óðàâíåíèÿ, òî åñòü ïî-
äîáðàòü èíòåðâàë ïî âîçìîæíîñòè íàèìåíüøåé äëèíû, ñîäåðæàùèé
êîðåíü óðàâíåíèÿ. Ìû ïîäáåð¼ì òàêîé èíòåðâàë äëèíû 1. Îáîçíà-
÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÷åðåç f(x). Áóäåì íàõîäèòü çíà÷åíèÿ x
â öåëûõ òî÷êàõ x íà÷èíàÿ ñ íóëÿ:

f(0) =−13, f(1) =−7, f(2) = 79.

Òàê êàê f(1)< 0, íî f(2)> 0, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ïðèíàä-
ëåæèò èíòåðâàëó (1, 2).
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Óïðàæíåíèÿ

1. Óêàçàòü ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé.

à) y = x+1
x−3 ; á) y = x2+2

x2−4 ;

â) y = x2−3x+2
x−1 ; ã) y = x2−5x+6

x2−6x+8
;

ä) y = arcsin x
x+1

; å) y = arccos
√
x

x+1
.

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) ôóíêöèÿ f 2(x) òàêæå íåïðåðûâíà â òî÷êå x0;

á) ôóíêöèÿ cos f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0;

â) ôóíêöèÿ f(x3) íåïðåðûâíà â òî÷êå 3
√
x0;

ã) ôóíêöèÿ f(tg x) íåïðåðûâíà â òî÷êå arctg x0;

ä) ôóíêöèÿ f(f(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè f(x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå y0 = f(x0);

å) ôóíêöèÿ

F (x) =

{
f(x), x < x0,

−f(x), x > x0

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x0)=0;

æ) ôóíêöèÿ

F (x) =

{
f 2(x), x 6 x0,

f 3(x), x > x0

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x0) = 0
èëè f(x0) = 1.

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Îïðåäåëèòü âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ f(x0), åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ

F (x) =

{
f(x) cosx, x 6 x0,

f(x) sinx, x > x0

òàêæå íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
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4. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè,
íàéòè å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

à) y = log2(2
x + x− 3); á) y =

√
x− 1 + x2;

â) y = arccosx− x; ã) y = x+ lnx.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè x(t) è y(t) îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðè÷åñêè
åäèíñòâåííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ y = f(x). Íàéòè îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Íàéòè çíà÷åíèå y0 = f(x0).

à) x= arctg t+ 2t3 + et, y = tg t+ t, x0 = 1;

á) x= arcctg t− t, y = sin t+ cos t, x0 = π
2
;

â) x= t2

1+t2
, y =

√
t

1+
√
t
, x0 = 1

2
;

ã) x= 2t + t, y = t log2 t, x0 = 3;

ä) x= arctg
√
t+ t2, y = 2t

2−t, x0 = π
3

+ 9;

å) x= sin πt
2
− cosπt, y =

√
t− t2, x0 =

√
2
2
.

6. Äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ïîäîáðàòü èíòåðâàë äëèíû 1, ñîäåð-
æàùèé åãî ðåøåíèå.

à) x3 − 4x+ 8 = 0; á) −2x5 + 3x2 + 7 = 0;

â) 2x − 12x+ 3 = 0; ã) log2 x+ x− 5 = 0.

Äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ 7�9.

7. Ïóñòü f(x) = a0x
2n+1 + a1x

2n + · · · + a2nx + a2n+1 � ìíîãî÷ëåí
íå÷¼òíîé ñòåïåíè. Òîãäà óðàâíåíèå f(x)=0 èìååò õîòÿ áû îäèí
êîðåíü íà (−∞,+∞).

8. Ïóñòü f(x) = a0x
2n + a1x

2n−1 + · · · + a2n−1x + a2n � ìíîãî÷ëåí
÷¼òíîé ñòåïåíè, ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû a0 è a2n èìåþò ðàçíûå
çíàêè. Òîãäà óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò õîòÿ áû äâà êîðíÿ íà
(−∞,+∞).

9. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà (a, b), â íåêîòîðîé
òî÷êå x1 ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1)<g(x1), â íåêî-
òîðîé òî÷êå x2 ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x2)> g(x2).
Òîãäà ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí êîðåíü
óðàâíåíèÿ f(x) = g(x).

47



11. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà

Åñëè óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàðóøà-
åòñÿ, òî òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè. Òàêèì
îáðàçîì, â òî÷êå ðàçðûâà ðàâåíñòâî (9.1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Â çàâèñè-
ìîñòè îò ïðè÷èí, ïðèâîäÿùèõ ê îòñóòñòâèþ íåïðåðûâíîñòè, òî÷êó
ðàçðûâà ïðèíÿòî îòíîñèòü ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàç-
ðûâà ôóíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå,
íî îí íå ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå (çíà÷åíèå f(x0) ìîæåò
áûòü äàæå íå îïðåäåëåíî).

Ïðèìåð 11.1. Ôóíêöèÿ

f(x) =
arctg 2x

x

íå îïðåäåëåíà â òî÷êå 0, íî ïðè ýòîì lim
x→0

f(x) = 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ â òî÷êå 0. Òåðìèí ¾óñòðàíèìûé
ðàçðûâ¿ îïðàâäûâàåòñÿ òåì, ÷òî îïðåäåëèâ çíà÷åíèå f(0) = 2, ìû
ïîëó÷àåì óæå íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà ôóíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóþò ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ôóíê-
öèè â ýòîé òî÷êå, íî õîòÿ áû îäèí èç íèõ íå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì
ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå (çíà÷åíèå f(x0) ìîæåò áûòü âîîáùå íå îïðå-
äåëåíî). Äðóãèìè ñëîâàìè, íàðóøåíî êàêîå-ëèáî èç ðàâåíñòâ (9.2).

Ïðèìåð 11.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =

 −x, x 6 0,

1− cos 2x

x2
, x > 0.

Íàéä¼ì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè â òî÷êå 0:

f(0− 0) = lim
x→0−0

(−x) = 0 = f(0),

f(0 + 0) = lim
x→0+0

1− cos 2x

x2
= lim

x→0+0

2x2

x2
= 2.
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Çàìå÷àåì, ÷òî f(0 + 0) 6= f(0). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) èìå-
åò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â òî÷êå 0. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæ¼í íà
ðèñóíêå 2.

x

y

1

2

0

Ðèñ. 2 Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èç ïðèìåðà 11.2.

Îïðåäåëåíèå 11.3. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðî-
ãî ðîäà ôóíêöèè f(x), åñëè êàêîé-ëèáî èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ
ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå íå ñóùåñòâóåò (ìîãóò îòñóòñòâîâàòü ëåâûé è
ïðàâûé ïðåäåë îäíîâðåìåííî, çíà÷åíèå f(x0) ìîæåò áûòü íå îïðåäå-
ëåíî). Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ôóíêöèÿ ìîæåò
èìåòü áåñêîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

Ïðèìåð 11.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =


sinx

x2
, x < 0,

x+ x2, x > 0.

Íàéä¼ì ëåâûé ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå x0:

lim
x→0−0

sinx

x2
=

∣∣∣∣∣sinx ∼ x

x→ 0

∣∣∣∣∣= lim
x→0−0

1

x
=−∞.
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Ïîñêîëüêó f(0 − 0) íå ñóùåñòâóåò (êàê êîíå÷íîå çíà÷åíèå), òî f(x)
èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà â òî÷êå 0. Ãðàôèê ôóíêöèè ïðèâåä¼í íà
ðèñóíêå 3. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ïðàâîãî ïðåäåëà ôóíêöèè â ýòîì
ïðèìåðå õîòÿ è ñóùåñòâóåò, íî íå ìåíÿåò ñóùåñòâà äåëà.

x

y

1

10−π

Ðèñ. 3 Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èç ïðèìåðà 11.3.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíó
òî÷êó ðàçðûâà. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðàçðûâíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Ãðàôèêè ýòèõ
ôóíêöèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 4�6.

� Çíàê ÷èñëà. Ýòà ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ signx è îïðåäåëÿåòñÿ
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ðàâåíñòâîì

signx=


1, x > 0,

0, x= 0,

−1, x < 0.

x

y

1

−1

0

Ðèñ. 4 Ãðàôèê ôóíêöèè signx.

� Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ [x] è îïðåäåëÿåòñÿ
êàê íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå x. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
åñëè n 6 x < n + 1, ãäå n ∈ Z, òî [x] = n. Íàïðèìåð, [2,3] = 2,
[−2,3] =−3, [−2] =−2.

� Äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Îáîçíà÷àåòñÿ {x} è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì {x}=x− [x]. Íàïðèìåð, {−2}=0, {2,3}=0,3, {−2,3}=0,7.

Ôóíêöèÿ signx èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â òî÷êå 0, ïîñêîëüêó
sign(0−0) =−1 è sign(0 + 0) = 1. Ôóíêöèÿ [x] èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî
ðîäà â êàæäîé òî÷êå n ∈ Z, ïîòîìó ÷òî [n− 0] = n− 1 è [n + 0] = n.
Ôóíêöèÿ {x} òàêæå èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â öåëûõ òî÷êàõ,
ïðè÷¼ì {n− 0}= 1 è {n+ 0}= 0.
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x

y

−2 −1

1 2

1

2

−1

−2

Ðèñ. 5 Ãðàôèê ôóíêöèè [x].

Ïðèìåð 11.4. Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) =
= sign sinπx è íàéòè îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â íèõ.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî â òî÷êàõ, â êîòîðûõ
sin πx=0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî òî÷êè xn=n ∈ Z. Åñëè n=2k � ÷¼òíîå,
òî ôóíêöèÿ sin πx âîçðàñòàåò â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè. Çíà÷èò äîëæíî áûòü f(x)>0 ïðè x>2k è f(x)<0 ïðè x<2k.
Ïîýòîìó f(2k+0)=1 è f(2k−0)=−1. Åñëè æå n=2k−1 � íå÷¼òíîå,
òî ôóíêöèÿ sin πx áóäåò óáûâàòü â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
Òîãäà ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì f(2k−1−0)= 1, à f(2k−1+ 0)=−1.

Óïðàæíåíèÿ

Â çàäà÷àõ 1�8 íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè è îïðåäåëèòü èõ
ðîä.

1. f(x) =
2x− x2 + 8

x− 4
. 2. f(x) =

x4 − 12x+ 8

x2 − 5x+ 6
.

3. f(x) =
x+ 3

2x2 + 7x+ 3
. 4. f(x) =

x2 + 4x+ 3

7 + 6x− x2 .
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x

y

−2 −1 1 2

1

0

Ðèñ. 6 Ãðàôèê ôóíêöèè {x}.

5. f(x) = arctg
x+ 1

x2 − x . 6. f(x) =

(
1

x
+

1

x− 1

)−1
.

7. f(x) = ln |x2 + 2x− 3|. 8. f(x) = e1/x − e1/(x−1).

Â çàäà÷àõ 9�16 íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè è îäíîñòîðîí-
íèå ïðåäåëû â íèõ. Óêàçàòü òèï òî÷êè ðàçðûâà. Íàðèñîâàòü ãðàôèê
ôóíêöèè.

9. f(x) = sign x2. 10. f(x) = sign cos πx
2
.

11. f(x) =
[
2 sin πx

2

]
. 12. f(x) = [x2].

13. f(x) = [
√
x]. 14. f(x) =

[
x

1− x

]
.

15. f(x) = {2x+ 1}. 16. f(x) =

{
1

x

}
.

17. Ïóñòü y = f(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
xy + 1

y + 1
= 2. Íàéòè òî÷êè

ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè è óêàçàòü èõ ðîä.

18. Ïóñòü y=f(x) � êîðåíü óðàâíåíèÿ
xy2 − y − 2

x+ y
=3 èëè ìåíüøèé

èç íèõ, åñëè óðàâíåíèå èìååò íåñêîëüêî êîðíåé. Íàéòè òî÷êè
ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè è óêàçàòü èõ ðîä.
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z

Ðèñ. 7 Ê çàäà÷å 19 ï. 11.

19. Òåëî Ω îáðàçîâàíî òðåìÿ ñëîæåííûìè äðóã íà äðóãà öèëèí-
äðàìè, îñè êîòîðûõ íàïðàâëåíû âäîëü îñè Oz. Òî÷êà O � íà-
÷àëî îòñ÷¼òà, ðàñïîëîæåíà â íèæíåì îñíîâàíèè íèæíåãî öè-
ëèíäðà. Âûñîòû öèëèíäðîâ ðàâíû 3, 2 è 1, à ðàäèóñû îñíîâà-
íèé � 12, 6 è 4 ñîîòâåòñòâåííî, ñ÷èòàÿ îò íèæíåãî öèëèíäðà
(ñì. ðèñ. 7). Ïóñòü S(z) � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåëà Ω ïëîñêîñòüþ
z = const, à V (z) � îáú¼ì òåëà, îòñåêàåìîãî îò Ω ïëîñêîñòÿ-
ìè z = 0 è z = const. Ñîñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé S(z)
è V (z), óêàçàòü òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè
ôóíêöèé S(z) è V (z).

20. Ñòîèìîñòü ïðîåçäà â ïðèãîðîäíîì òàêñè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîéäåí-
íûì ðàññòîÿíèåì ïî òàáëèöå.

Ñòîèìîñòü ïðîåçäà

Ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå Ñòîèìîñòü 1 êì ïóòè
Äî 10 êì 10 ðóáëåé

Îò 10 äî 50 êì 20 ðóáëåé
Îò 50 äî 100 êì 30 ðóáëåé
Ñâûøå 100 êì 50 ðóáëåé

Íàéòè ôóíêöèþ çàâèñèìîñòè ñòîèìîñòè ïðîåçäà îò ïðîéäåííî-
ãî ïóòè. Óêàçàòü òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè. Ïîñòðîèòü å¼ ãðà-
ôèê.
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12. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé íà ìíîæåñòâå E, ëåæàùåì â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x1,2 ∈ E : |x1 − x2|< δ ⇒ |f(x1)− f(x2)|< ε.

Ñëåäóåò ñðàâíèòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñ îïðåäåëåíèåì 9.3
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ïî Êîøè. Â îïðåäåëåíèè 12.1 òî÷-
êè x1 è x2 ìîãóò ñâîáîäíî ¾ïåðåìåùàòüñÿ¿ âäîëü ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
íàõîäÿñü â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà E è íå îòðûâàÿñü äðóã îò äðóãà íà
ðàññòîÿíèå áîëüøåå èëè ðàâíîå δ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îïðåäåëå-
íèè 9.3 òî÷êà x0 çàêðåïëåíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à òî÷êà x ìîæåò
óäàëèòüñÿ îò íå¼ íà ðàññòîÿíèå ìåíåå, ÷åì δ.

Ïðèìåð 12.1. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y=x2 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (a, b). Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
x1 < x2. Òîãäà

|f(x1)− f(x2)|=
∣∣x21 − x22∣∣= (x2 − x1) |x1 + x2| 6

6 (x2 − x1) (|x1|+ |x2|) 6 2M(x2 − x1),
ãäå M = max{|a| , |b|}. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âçÿòü δ = ε

2M
,

òî óñëîâèå x2− x1< δ ïðèâåä¼ò ê íåðàâåíñòâó |f(x1)− f(x2)|< ε. Ïî
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê ñôîðìóëèðóåì òàêæå îòðèöàíèå ê îïðåäå-
ëåíèþ 12.1.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé íà ìíîæåñòâå E, ëåæàùåì â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x1,2 ∈ E : |x1 − x2|< δ è |f(x1)− f(x2)| > ε.

Ïðèìåð 12.2. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ y= x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå (0, +∞). Äëÿ ïðîèçâîëüíî ìà-
ëîãî δ > 0 ïîëîæèì x1 = 1

δ
è x2 = x1 + δ

2
. Òîãäà |x1 − x2|= δ

2
< δ è

|f(x1)− f(x2)|= (x2 − x1)(x1 + x2) =
δ

2
·
(

2

δ
+
δ

2

)
= 1 +

δ2

4
> 1.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå 12.2 ïîäòâåðæäàåòñÿ, åñëè âçÿòü ε= 1.
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Ïðèìåð 12.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y=
√
x íà ïðîìåæóòêå [0, +∞).

Ïóñòü x1 < x2 è ∆x= x2 − x1 < δ = ε2. Òîãäà

|f(x1)− f(x2)|=
√
x2 −

√
x1 =

x2 − x1√
x1 +

√
x2

=

=
∆x√

x1 +
√
x1 + ∆x

6
∆x√
∆x

=
√

∆x < ε.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Ïðèìåð 12.4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) =
1

x
íà áåñêîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå E = (0, +∞). Ïîêàæåì, ÷òî f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà E. Åñëè δ 6 1, òî ìîæíî âçÿòü x1 = δ

2
è x2 = δ. Òîãäà

|x1 − x2| = δ
2
< δ è f(x1) − f(x2) = 1

δ
> 1. Åñëè æå δ > 1, òî äîñòà-

òî÷íî ïîëîæèòü x1 = 1
2
è x2 = 1 è òîãäà ïîëó÷èì x2 − x1 = 1

2
< δ è

f(x1) − f(x2) = 1. Â ëþáîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü ε = 1 è òåì ñàìûì
ïîäòâåðäèòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (12.2).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà ìíîæå-
ñòâå E ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðè
ýòîì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåðà-
ìè 12.2 è 12.4.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îò-
ðåçêå [a, b], åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ (a, b), íåïðå-
ðûâíà ñïðàâà â òî÷êå a è íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå b.

Òåîðåìà 12.1 (Êàíòîðà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåç-
êå [a, b], òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í¼ì.

Óïðàæíåíèÿ

Â çàäàíèÿõ 1�6 äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíóþ íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå E.

1. y = 2x+ 3, E = R. 2. y = sinx, E = R.
3. y = 2x, E = (−∞, 10]. 4. y = log2 x, E = [1, +∞).

5. y = arctg x, E = R. 6. y = arcsinx, E =
[
−π

2
, π

2

]
.
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Â çàäàíèÿõ 7�10 äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ôóíêöèÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E.

7. y = 2x, E = (0, +∞). 8. y = log2 x, E = (0, 1).

9. y = sinx2, E = (0, +∞). 10. y = x cosx, E = (0, +∞).

Â çàäàíèÿõ 11�14 èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ðàâíîìåðíóþ íåïðå-
ðûâíîñòü íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2.

11. f(x) =
√
x2 + 1, E1 = [−1, 1], E2 = R.

12. f(x) = tg x, E1 =
[
0, π

4

]
, E2 =

[
0, π

2

)
.

13. f(x)=signx, E1 =(−∞, 0)∪ (0, +∞), E2 =(−∞, −a]∪ [a, +∞),
ãäå a > 0.

14. f(x) = {x2}, E1 = [0, 1) ∪ (1,
√

2), E2 = [2,
√

5).

Â çàäàíèÿõ 15�22 äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ.

15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà (a, b) è ñóùåñòâóþò êî-
íå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(a + 0) è f(b− 0). Òîãäà f(x)
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b].

16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E
è E0 ⊂ E. Òîãäà f(x) òàêæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E0.

17. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E.
Òîãäà ôóíêöèÿ |f(x)| òàêæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E.

18. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà E. Òîãäà
ôóíêöèè f(x)±g(x) è f(x)·g(x) òàêæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû
íà E.

19. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà E. Òîãäà
ôóíêöèè min{f(x), g(x)} è max{f(x), g(x)} òàêæå ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíû íà E.

20. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâàõ
E1 è E2, ïðè÷¼ì supE1 < inf E2. Òîãäà f(x) òàêæå ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E1 ∪ E2.
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21. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêàõ [a, b]
è [b, c]. Òîãäà f(x) òàêæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, c].

22. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x), êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà [a, b) è [b, c), íî ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
íà [a, c).

13. Ìàòåðèàëû äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîëëîêâèóìà

Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó

1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è
ïî Ãåéíå, òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ îïðåäåëåíèé.

2. Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè.

3. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè. Òåîðåìà î ïðåäåëå
êîìïîçèöèè ôóíêöèé.

4. Ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ íåðàâåíñòâàìè.

5. Ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ôóíêöèè â òî÷êå. Ñâÿçü ïðåäåëà
ôóíêöèè ñ ëåâûì è ïðàâûì ïðåäåëàìè ôóíêöèè.

6. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

7. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

8. Ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè â òî÷êå. Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíûõ
ôóíêöèé. Ïðèìåíåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðå-
äåëîâ.

9. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè
ñóììû, ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî. Òåîðåìà î íåïðå-
ðûâíîñòè êîìïîçèöèè ôóíêöèé.

10. Òåîðåìà î ëîêàëüíîì ñîõðàíåíèè çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
Íåïðåðûâíîñòü ñëåâà è ñïðàâà. Ñâÿçü îäíîñòîðîííåé íåïðåðûâ-
íîñòè ñ íåïðåðûâíîñòüþ â òî÷êå.
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11. Ïîíÿòèå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàç-
ðûâà.

12. Ïîíÿòèå îáðàòíîé ôóíêöèè. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè, ìîíî-
òîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè.

13. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé.

14. Òåîðåìà Áîëüöàíî�Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå.

15. Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè
íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå.

16. Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î äîñòèæåíèè òî÷íûõ ãðàíåé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

17. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå. Òåîðåìà
Êàíòîðà.

Òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäëàãàþòñÿ çàäàíèÿ ñðåäíåé è ïîâûøåííîé
ñëîæíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ òâ¼ðäîå ïîíèìàíèå îïðå-
äåëåíèé è òåîðåì, ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ïîñîáèè. Ýòè óïðàæíå-
íèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà êîëëîêâèóìå äëÿ ïðîâåðêè ãëóáèíû
îñâîåíèÿ ñòóäåíòàìè ïîëó÷åííûõ èìè òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé.

1. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f(x) � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ è ñó-
ùåñòâóåò ïðàâûé ïðåäåë â íóëå f(0 + 0). Òîãäà ëåâûé ïðåäåë
ôóíêöèè â íóëå òàêæå ñóùåñòâóåò è f(0− 0) = f(0 + 0).

2. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f(x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ è ñó-
ùåñòâóåò ïðàâûé ïðåäåë â íóëå f(0 + 0). Òîãäà ëåâûé ïðåäåë
ôóíêöèè â íóëå òàêæå ñóùåñòâóåò è f(0− 0) =−f(0 + 0).

3. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T . Òîãäà, åñëè
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ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå a, òî ïðåäåë â òî÷êå
a+ T òàêæå ñóùåñòâóåò è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
x→a

f(x) = lim
x→a+T

f(x).

4. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) òàêèå, ÷òî lim
x→a

f(x)g(x) = 0. Ñëåäó-

åò ëè îòñþäà, ÷òî îáÿçàòåëüíî lim
x→a

f(x) = 0 èëè lim
x→a

g(x) = 0?

Åñëè ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî, äîêàæèòå åãî. Åñëè óòâåðæäåíèå
íåâåðíî, ïðèâåäèòå ïîäõîäÿùèé ïðèìåð.

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèé f(x) è g(x) òàêèõ, ÷òî f(x)<g(x) â
íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a−δ, a+δ), δ>0, íî ïðè ýòîì lim

x→a
f(x)=

= lim
x→a

g(x).

6. Ôóíêöèåé Äèðèõëå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ D(x), îïðåäåë¼ííàÿ
íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàâåíñòâîì

D(x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q.

Çäåñü Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ íå èìååò ïðåäåëà íè â îäíîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ xD(x) èìååò ïðåäåë â òî÷êå 0 è íå
èìååò ïðåäåëà â äðóãèõ òî÷êàõ ïðÿìîé.

8. Ïîäáåðèòå ôóíêöèþ F (x) 6= const òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîì-
ïîçèöèÿ F

(
D(x)

)
áûëà íåïðåðûâíîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

9. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òî lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0,

ïðè÷¼ì f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

lim
x→a

(
1

f(x)
+

1

g(x)

)
=∞.

10. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òî lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =

= 0, ïðè÷¼ì f(x) ∼ g(x) ïðè x → a. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî
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îáÿçàòåëüíî

lim
x→a

(
1

f(x)
− 1

g(x)

)
= 0 ?

Åñëè ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî, äîêàæèòå åãî. Åñëè óòâåðæäåíèå
íåâåðíî, ïðèâåäèòå ïîäõîäÿùèé ïðèìåð.

11. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè
x→ a, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç îïðåäåëåíèé:

(ïî Ãåéíå) ∃{xn}, xn 6= a, lim
n→∞

xn = a : lim
n→∞

f(xn) = A.

(ïî Êîøè) ∀ε > 0 ∀δ > 0 ∃x ∈ O̊δ(a) : |f(x)− A|< ε.

Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.

12. Äîêàæèòå, ÷òî îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ å¼
÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè.

13. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå: åñëè ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë â òî÷êå a,
òî îíà èìååò åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë â òî÷êå a, êîòî-
ðûé ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè.

14. Íàéäèòå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû çàäàííûõ ôóíêöèé â óêàçàííûõ
òî÷êàõ a:

à) f(x) = sign x, a= 0; á) f(x) =
{

1
x

}
, a= 0;

â) f(x) = cos 1
x
, a= 0; ã) f(x) =D(x), a= 0, a=

√
2;

ä) M(x) =

{
m, x= m

n
� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü,

0, x /∈ Q, a= 0, a= 1;

å) N(x) =

{
n, x= m

n
� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü,

0, x /∈ Q, a= 0, a= 1.

15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è âñå å¼ çíà-
÷åíèÿ íà ýòîì îòðåçêå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Äî-
êàæèòå, ÷òî òîãäà f(x) = const.

16. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî δ>0 ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå
(a − δ, a + δ) è ïðèíèìàåò â í¼ì êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà f(a) = 0.
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17. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé è ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèî-
äîì. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà R.

18. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà íà
[a, +∞). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà
[a, +∞).

19. Ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå E íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ

ω(δ) = sup
x1,x2∈E

|f(x1)− f(x2)| , ãäå |x1 − x2|< δ.

Äîêàæèòå êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè: äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà
ìíîæåñòâå E, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû lim

δ→0
ω(δ) = 0.

20. Íàéòè ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà óêàçàííîì ìíîæå-
ñòâå è ïðîâåðèòü å¼ ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ñ ïîìîùüþ
êðèòåðèÿ íåïðåðûâíîñòè èç çàäà÷è 19.

à) f(x) = x, x ∈ R; á) f(x) = x2, x ∈ [−a, a], a > 0;

â) f(x) = 1
x
, x ∈ (0, +∞); ã) f(x) = ex, x ∈ R.
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Îòâåòû ê óïðàæíåíèÿì

Îòâåòû ê ï. 2. 1. 8/13; 2. 2; 3. −3; 4. 5; 5. 3/4; 6. 1/2; 7. 6; 8. ∞;
9. −2, 7; 10. ∞; 11. −1; 12. 1/4; 13. −1/4; 14. −3/8; 15. 4/3; 16. 4/3;
17. 1/3; 18. 2/3; 19. 9/5; 20. 2/3; 21. 1/2 ïðè x→ +∞, −1/2 ïðè x→ −∞;
22. 0; 23. a+b

2 , åñëè x → +∞; ∞, åñëè x → −∞; 24. 1/2, åñëè x → +∞;
−∞, åñëè x→ −∞; 25. ±5/2; 26. ±1; 27. 0; 28. 2; 29. 4/3; 30. 2/3.

Îòâåòû ê ï. 3. 7. lim
x→1−0

f(x) = −1, lim
x→1+0

f(x) = 1;

8. lim
x→2−0

f(x)=12, lim
x→2+0

f(x)=−12; 9. lim
x→3−0

f(x)=−∞, lim
x→3+0

f(x)=+∞;

10. lim
x→2−0

f(x) =−∞, lim
x→2+0

f(x) = +∞; 11. lim
x→−0

f(x) =−π/2, lim
x→+0

f(x) =

=π/2; 12. lim
x→1−0

f(x)=π, lim
x→1+0

f(x)=0; 13. lim
x→−0

f(x)=−1, lim
x→+0

f(x)=1;

14. lim
x→π

2
−0
f(x) = 0, lim

x→π
2
+0
f(x) = 1.

Îòâåòû ê ï. 4. 1. 0, 5; 2. 0, 5; 3. 0, 75; 4. 0, 5; 5. 2; 6. 8; 7. 18; 8. −4;
9. π; 10. π/2; 11. 2

√
6; 12. 1/8; 13. −3/20; 14. 10; 15. 2/3; 16. 1/4.

Îòâåòû ê ï. 5. 1. e6/7; 2. e3/5; 3. e3/2; 4. e1/π
2
; 5. e−7; 6. e−10; 7. 0;

8. +∞; 9. e−1/3; 10. 1/e; 11. e; 12. 1/e.
Îòâåòû ê ï. 7. 1. 3/2; 2. −4/15; 3. 1; 4. −1/6; 5. 1; 6. 1; 7. −27/2;

8. −1; 9. 9 ln 3/π; 10. −8 ln 2/π; 11. −e−1; 12. −1/3; 13. 4/25; 14. −1/2;
15. −5/6; 16. 1/2e; 17. −17/50; 18. 0; 19. ln (7/3); 20. (1/3) ln(9/2);
21. 4 ln 2 − 4; 22. 27 − 27 ln 3; 23. −2/3; 24. 2/3; 25. −1765/864;
26.

240 ln 2+43
240 ln 3+240 .
Îòâåòû ê ï. 8. 1. +∞; 2. +∞; 3. 0; 4. 0; 5. 0; 6. +∞; 7. +∞; 8. 0;

9. e−9/2; 10. e−1/2; 11. e1/2; 12. e; 13. e−1/π; 14. e−1/π; 15. e1/2; 16. e−2;
17. 2 3

√
3; 18. 5−1/3; 19. 1; 20.

√
e; 21. e−1; 22. e3.

Îòâåòû ê ï. 9. 1. Íåïðåðûâíà; 2. Íåïðåðûâíà; 3. Ðàçðûâíà ñëåâà
è ñïðàâà; 4. Ðàçðûâíà ñëåâà è ñïðàâà; 5. Íåïðåðûâíà; 6. Ðàçðûâíà ñëåâà;
7. Íåïðåðûâíà; 8. Ðàçðûâíà ñïðàâà; 9. a=5; 10. a=2; 11. a=b=1; 12. Íåò;
13. Íåïðåðûâíà ñïðàâà, ðàçðûâíà ñëåâà.

Îòâåòû ê ï. 10. 1. à) (−∞, 3) ∪ (3, +∞); á) (−∞, −2) ∪ (−2, 2) ∪
∪(2, +∞); â) (−∞, 1)∪(1, +∞); ã) (−∞, 2)∪(2, 4)∪(4, +∞); ä)

[
−1

2 , +∞
)
;

å) [0, +∞). 3. Åñëè x0 =
π
4 + πn, òî f(x0) � ëþáîå. Åñëè x0 6= π

4 + πn,
òî f(x0) = 0. 4. à) (−∞, +∞); á) [1, +∞); â) [−1, π + 1]; ã) (−∞, +∞).
5. à) (−∞, +∞), y0=0; á) (−∞, +∞), y0=1; â) [0, 1), y0=

1
2 ; ã) (−∞, +∞),

y0=0; ä) [0, +∞), y0=64; å) [−1, 2], y0= 1
2 . 6. à) (−3, −2); á) (1, 2); â) (6, 7);

ã) (3, 4).
Îòâåòû ê ï. 11. 1. 4 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà; 2. 2 � òî÷êà

óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, 3 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà; 3. −3 � òî÷êà
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óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, −1
2 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà; 4. −1 � òî÷êà

óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, 7 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà; 5. 0 è 1 � òî÷êè
ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà; 6. 0 è 1 � òî÷êè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, 1

2 � òî÷êà
ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà; 7. −3 è 1 � òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà; 8. 0
è 1 � òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà; 9. 0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà;
10. {2n + 1}, ãäå n ∈ Z � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà; 11. {2n}, ãäå
n ∈ Z � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà; 12. {±√n}, ãäå n ∈ N � òî÷êè
ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà; 13. {n2}, ãäå n ∈ N � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà;
14. { n

n+1}, ãäå n ∈ N ∪ {0} è { n
n−1}, ãäå n ∈ N \ {1} � òî÷êè ðàçðûâà

ïåðâîãî ðîäà; 15.
{
n
2

}
, ãäå n ∈ Z � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà; 16.

{
1
n

}
,

ãäå n ∈ Z \ {0} � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, 0 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî
ðîäà; 17. 1� òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, 2� òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà;
18. 0 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, 1 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

Îòâåòû ê ï. 12. 11. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E1, íå ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà E2; 12. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E1, íå ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà E2; 13. Íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E1, ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà E2; 14. Íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E1, ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà E2.
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