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Ââåäåíèå

Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî ïðåïîäàâàòåëÿìè êàôåä-
ðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è îòðàæàåò ìíîãîëåòíèé îïûò ïðè ïðî-
âåäåíèè çàíÿòèé è îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ
Èíñòèòóòà íåôòè è ãàçà èì. Ì.Ñ.Ãóöèðèåâà è Èíñòèòóòà ýêîíîìèêè
è óïðàâëåíèÿ â Óäìóðòñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ ðàçäåëà
¾Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ¿ êóðñà ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿.

Â ïîñîáèè ñîäåðæàòñÿ êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, èçëî-
æåíà ìåòîäèêà âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïî àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè è ïðèâåäåíû ïðèìåðû è èíäèâèäóàëüíûå çàäà-
íèÿ. Ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñðåäñòâàìè MicroSoft
Excel. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îðãà-
íèçàöèè ðàáîòû íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ, à òàêæå êàê èíäèâèäó-
àëüíûå äîìàøíèå çàäàíèÿ.

Êîìïåòåíöèè îáó÷àþùåãîñÿ, ôîðìèðóåìûå â ðåçóëüòàòå îñâîåíèÿ
ðàçäåëà:

� óíèâåðñàëüíûå êîìïåòåíöèè
ÓÊ-1 ñïîñîáíîñòü îñóùåñòâëÿòü ïîèñê, êðèòè÷åñêèé àíàëèç è ñèíòåç
èíôîðìàöèè, ïðèìåíÿòü ñèñòåìíûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-
íûõ çàäà÷;

� îáùåïðîôåññèîíàëüíûå êîìïåòåíöèè
ÎÏÊ-1 ñïîñîáíîñòü ðåøàòü çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîôåññèîíàëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà, åñòåñòâåííîíàó÷íûå è îáùåèíæåíåðíûå çíàíèÿ.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî îáåñïå÷èòü ñòóäåíòîâ íàãëÿäíûì âñïîìî-
ãàòåëüíûì ìàòåðèàëîì è èíäèâèäóàëüíûìè çàäàíèÿìè ïðè èçó÷åíèè
êóðñà ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ñòóäåí-
òîâ äðóãèõ íåìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ÓäÃÓ.
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1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòàåò âîïðîñ î ñãëàæèâàíèè ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé çàâèñèìîñòè.

Ïóñòü èìåþòñÿ ÷èñëîâûå äàííûå (x1; y1), (x2; y2), . . . , (xn; yn) è
èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî y çàâèñèò îò x.

Íóæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ y = f(x), ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò
êàê ìîæíî áëèæå ê òî÷êàì (x1; y1), (x2; y2), . . . , (xn; yn). Òàêóþ
ôóíêöèþ íàçûâàþò àïïðîêñèìèðóþùåé (àïïðîêñèìàöèÿ � ïðèáëè-
æåíèå), èëè òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè x è y áóäåì ïîêàçûâàòü â âèäå
òàáëèöû äàííûõ, ïîëó÷åííûõ îïûòíûì ïóòåì.

x x1 . . . xi . . . xn
y y1 . . . yi . . . yn

Òðåáóåòñÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ñãëàäèòü ýêñïåðèìåíòàëüíóþ çà-
âèñèìîñòü ìåæäó x è y è ïðåäñòàâèòü åå â âèäå ýìïèðè÷åñêîé ôîð-
ìóëû y = f(x).

Îäíèì èç ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Ïîñòðîåíèå ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëû. Èíîãäà âèä ôîðìóëû èçâå-

ñòåí èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè íåò � ýêñïåðèìåíòàëüíûå
òî÷êè íàíîñÿòñÿ íà ãðàôèê è ïðèìåðíî ¾óãàäûâàåòñÿ¿ îáùèé âèä
çàâèñèìîñòè ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîé êðèâîé ñ ãðàôèêàìè èç-
âåñòíûõ ôóíêöèé.

Åñëè âèä ôóíêöèè y = f(x) îáîçíà÷åí, òî ïåðåõîäÿò ê îïðåäåëå-
íèþ ïàðàìåòðîâ ýòîé ôóíêöèè. Ñîãëàñíî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âûáèðàþò òàêèå, ÷òîáû ñóììà êâàäðà-
òîâ íåâÿçîê δi (èëè îòêëîíåíèé) çíà÷åíèé f(xi), íàéäåííûõ ïî ýì-
ïèðè÷åñêîé ôîðìóëå y = f(x), îò îïûòíûõ çíà÷åíèé yi áûëà ìèíè-
ìàëüíà (ðèñ. 1).

Ïîëó÷åííóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ òàêæå íàçûâàþò óðàâ-
íåíèåì ðåãðåññèè.
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Ðèñ.1 Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ãðàôèê ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ëèíèåé òðåíäà (â ñëó÷àå, íàïðèìåð,
ëèíåéíîé ôóíêöèè � ëèíèåé ëèíåéíîãî òðåíäà). Ïðè ýòîì, â îáùåì
ñëó÷àå, òðåíä � ýòî íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

Ôóíêöèè
1) y = ax+ b,
2) y = ax2 + bx+ c,
3) y = axb,
4) y = aebx,
5) y = lnx+ b,

6) y =
1

ax+ b
,

7) y =
a

x
+ b,

8) y =
x

ax+ b
,

âõîäÿò â ïåðå÷åíü íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ. Ðàññìîòðèì îñî-
áåííîñòè ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ: y = axb. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â èñõîäíîé
òàáëèöå x è y ïîëîæèòåëüíû è a > 0. Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ ðàâåíñòâî,
ïîëó÷èì ln y = ln a + b lnx. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ u = lnx è
ïîëîæèì v = ln y, A = b, B = ln a.
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Ïîëó÷èì v = Au+B, òî åñòü çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïðè-
áëèæàþùåé ôóíêöèè â âèäå ëèíåéíîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé ïðèáëèæàþùåé ôóíê-
öèè â âèäå ñòåïåííîé ñëåäóåò ïî çàäàííîé òàáëèöå äàííûõ ñîñòàâèòü
íîâóþ òàáëèöó, ïðîëîãàðèôìèðîâàâ çíà÷åíèÿ x è y â èñõîäíîé òàáëè-
öå. Íàéòè ïàðàìåòðû A è B ïî äàííûì â ïðåîáðàçîâàííîé òàáëèöå.

Åñëè âûáðàíà ôóíêöèÿ âèäà y =
1

ax+ b
, òî îïðåäåëèâ v =

1

y
,

ïîëó÷èì v = ax + b. Ñîñòàâëÿåì âìåñòî èñõîäíîé íîâóþ òàáëèöó, â
êîòîðîé çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà îñòàâëÿåì ïðåæíèìè, à çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè çàìåíÿåì îáðàòíûìè ÷èñëàìè.

Â ñëó÷àå ëîãàðèôìè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè y = a lnx + b
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðèìåíÿåòñÿ ê ëèíåéíîé ôóíêöèè y =
au+ b, ãäå u = lnx.

Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Ïóñòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè y = f(x) áåðåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ:
y = ax+ b.

Òîãäà S(a; b) =
n∑

i=1
(axi + b− yi)2 −→ min.

Ïðèìåíèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ê ôóíêöèè äâóõ ïåð-
ìåííûõ S(a, b): {

S′a = 0,
S′b = 0.

n∑
i=1

2(axi + b− yi)xi = 0,

n∑
i=1

2(axi + b− yi) = 0.

Ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó, êîòî-
ðàÿ íîñèò íàçâàíèå íîðìàëüíîé.
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Çàïèøåì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó
a

n∑
i=1

x2i + b
n∑

i=1
xi =

n∑
i=1

xiyi,

a
n∑

i=1
xi + bn =

n∑
i=1

yi.

Ñîñòàâèì îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1
x2i

∑n
i=1 xi

n∑
i=1

x2i n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = n
n∑

i=1

x2i −

(
n∑

i=1

xi

)2

.

Îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí 0, çíà÷èò ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå.

Äîêàæåì, ÷òî ðàññìîòðåííûé îïðåäåëèòåëü ïîëîæèòåëåí ïðè
n > 2. Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïóñòü n = 2, òîãäà ïðè x1 6= x2∣∣∣∣ x21 + x22 x1 + x2
x1 + x2 2

∣∣∣∣ = 2x21 + 2x22 − x21 − 2x1x2 − x22 =

= x21 − 2x1x2 + x22 = (x1 − x2)2 > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k
k∑

i=1
x2i −

(
k∑

i=1
xi

)2

> 0.

Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëåäóþùåãî k, òî
åñòü âûïîëíåíî:

(k + 1)

k+1∑
i=1

x2i −

(
k+1∑
i=1

xi

)2

> 0.
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Äåéñòâèòåëüíî,

(k + 1)
k+1∑
i=1

x2i −

(
k+1∑
i=1

xi

)2

=

k

k∑
i=1

x2i + kx2k+1 +

k∑
i=1

x2i + x2k+1 −

(
k∑

i=1

xi + xk+1

)2

=

k
k∑

i=1

x2i + kx2k+1 +
k∑

i=1

x2i + x2k+1 −

(
k∑

i=1

xi

)2

− 2xk+1

k∑
i=1

xi − x2k+1 =

k

k∑
i=1

xi −

(
k∑

i=1

xi

)2

︸ ︷︷ ︸
>0

+kx2k+1 +

k∑
i=1

(x2i − 2xk+1 + x2k+1 − x2k+1) =

k

k∑
i=1

x2i −

(
k∑

i=1

xi

)2

+

k∑
i=1

(xi − xk+1)
2 + kx2k+1 − kx2k+1 > 0.

Òàêèì îáðàçîì,

S′′aa = 2

n∑
i=1

x2i , S′′bb = 2n, S′′ab = 2
n∑

i=1

xi.

AC −B2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

n∑
i=1

x2i 2
n∑

i=1
xi

2
n∑

i=1
xi 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4n

n∑
i=1

x2i − 4

(
n∑

i=1

xi

)2

=

= 4

n n∑
i=1

x2i −

(
n∑

i=1

xi

)2
 > 0, A > 0.

çíà÷èò íàéäåííûå a, b äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèè S(a; b).
Ïðèìåð 1. Êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, îñòàâøåãîñÿ ÷åðåç x ìèíóò îò

íà÷àëà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, y çàäàåòñÿ òàáëèöåé
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xi 2 4 6 8 10 12 14

yi 65,4 44,7 38,0 35,3 32,8 31,2 30,4

Ñ÷èòàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó x è y ëèíåéíîé (y = ax+ b), îïðåäå-
ëèòü ïàðàìåòðû a è b.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ òàáëèöà

xi yi xiyi x2i
2 65,4 130,8 4

4 44,7 178,8 16

6 38,0 228,0 36

8 35,3 282,4 64

10 32,8 328,0 100

12 31,2 374,4 144

14 30,4 425,6 196∑
56 277,8 1948 560

Ñîñòàâèì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó{
560a+ 56b = 1948,

56a+ 7b = 277, 8.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì

a = −2, 45, b = 59, 2857, y = −2, 45x+ 59, 2857.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëåçíî âñïîìíèòü
ôîðìóëû Êðàìåðà.

Íàéäåì ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîê â äàííîì ïðèìåðå.

xi y(xi) yi δ2i = (y(xi)− yi)2
2 54,3857 65,4 121,3148

4 49,4857 44,7 22,9029

6 44,5857 38,0 43,3714

8 39,6857 35,3 19,2344

10 34,7857 32,8 3,943

12 29,8857 31,2 1,7274

14 24,9857 30,4 29,3146∑
241,8085
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Äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå, ïîêàçàíû â âèäå ãðàôèêà íà
ðèñ. 2.

Ðèñ.2 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

Êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Åñëè ðàññìîòðåòü êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü y = ax2+ bx+ c, òî

S(a, b, c) =

n∑
i=1

δ2i =

n∑
i=1

(ax2i + bxi + c− yi)2 → min .

Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

a
n∑

i=1
x4i + b

n∑
i=1

x3i + c
n∑

i=1
x2i =

n∑
i=1

x2i yi,

a
n∑

i=1
x3i + b

n∑
i=1

x2i + c
n∑

i=1
xi =

n∑
i=1

xiyi,

a
n∑

i=1
x2i + b

n∑
i=1

xi + cn =
n∑

i=1
yi.
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Äàííóþ ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæ-
íî ðåøèòü èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ôîðìóëû Êðàìåðà.

a =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x2i yi
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xiyi

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi

n∑
i=1

yi
n∑

i=1
xi n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x4i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x4i
n∑

i=1
x2i yi

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

xiyi
n∑

i=1
xi

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
yi n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x4i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

c =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x4i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i yi

n∑
i=1

x3i
n∑

i=1
x2i

n∑
i=1

xiyi

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi

n∑
i=1

yi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x4i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
x3i

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi

n∑
i=1

x2i
n∑

i=1
xi n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ïðèìåð 2. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå î ðàñõîäàõ íà ðåêëàìó
x (óñë. åä.) è ñáûòå ïðîäóêöèè y (óñë. åä.)

xi 1 2 3 4 5

yi 1,6 4,0 7,4 12,0 18,0
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Íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, c, ñ÷èòàÿ, ÷òî ìåæäó ïåðåìåí-
íûìè ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ òàáëèöà

xi yi x2i x3i x4i xiyi x2i yi
1 1,6 1 1 1 1,6 1,6

2 4,0 4 8 16 8,0 16, 0

3 7,4 9 27 81 22,2 66,6

4 12,0 16 64 256 48,0 192

5 18,0 25 125 625 90,0 450∑
15 43,0 55 225 979 169,8 726,2

Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä
979a+ 225b+ 55c = 726, 2,

225a+ 55b+ 15c = 169, 8,

55a+ 15b+ 5c = 43.

Ðåøåíèå ñèñòåìû a = 0, 6, b = 0, 48, c = 0, 56.
Èñêîìàÿ çàâèñèìîñòü y = 0, 6x2 + 0, 48x+ 0, 56.
Íàéäåì ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîê â äàííîì ïðèìåðå.

xi y(xi) yi δ2i = (y(xi)− yi)2
1 1,64 1,6 0,0016

2 3,92 4,0 0,0064

3 7,4 7,4 0,0

4 12,08 12,0 0,0064

5 18,0 18,0 0,0∑
0,0144

Äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå, ïîêàçàíû â âèäå ãðàôèêà íà
ðèñ. 3.
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Ðèñ.3 Êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü

Ïðèìåð 3. Èìååòñÿ ÷åòûðå èçìåðåíèÿ ïàðû ïåðåìåííûõ (x; y),
ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå

xi 1 2 3 4

yi 0,2 0,3 1,0 1,2

Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ çàâèñè-
ìîñòü y = ax+b. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííóþ çàâèñèìîñòü ñ çàâèñèìîñòüþ

y =
1

8
x2.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 1 íàéäåì óðàâíåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè: y = 0, 37x− 0, 25.

Ñðàâíèì âåëè÷èû S =
n∑

i=1
(f(xi) − yi)2 äëÿ íàéäåííîé ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè è çàâèñèìîñòè y =
1

8
x2. Ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ

ïðåäñòàâèì â òàáëèöå:
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xi yi
1

8
x2i 0, 37xi − 0, 25

Sêâ =(
1

8
x2i − yi

)2 Sëèí =
(0, 37xi − 0, 25− yi)2

1 0,2 0,125 0,12 0,005625 0,0064

2 0,3 0,5 0,49 0,040000 0,0361

3 1,0 1,125 0,76 0,015625 0,0576

4 1,2 2 1,23 0,640000 0,0009∑
0,701250 0,1010

Êàê âèäíî Sëèí < Sêâ, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Ïðèìåð 4.

Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè y = aebx ïî äàííûì, ïðåäñòàâ-
ëåííûì â òàáëèöå

x 1 2 3 4 5

y 2,1 6,2 13,3 24,6 117,5

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ýêñïîíåíöèàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ ëèíåàðèçóåòñÿ:

v = Ax+B, ãäå v = ln y, A = b, B = ln a.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ òàáëèöà

xi yi vi = ln yi x2i xivi
1 2,1 0,7 1 0,7

2 6,2 1,8 4 3,6

3 13,3 2,6 9 7,8

4 24,6 3,2 16 12,8

5 117,5 4,8 25 23,8∑
15 163,7 13,1 55 48,8

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñóìì ïîäñòàâëÿåì â ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A è B{

55A+ 15B = 48, 8,

15A+ 5B = 13, 1.
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Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì A = 0, 94, B = −0, 2.
Ëèíåàðèçîâàííàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v = 0, 94x − 0, 2,

a = e−0,2 = 0, 82, b = 0, 94.
Èñêîìàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = 0, 82e0,94x.
Åñëè äëÿ çàäàííîé ýìïèðè÷åñêîé òàáëèöû èñïîëüçîâàëèñü íåñêîëü-

êî ýìïèðè÷åñêèõ ôóíêöèé, òî ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî êëàññà ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ íàèëó÷øàÿ ôóíêöèÿ, à çàòåì
èç ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé âûáèðàåòñÿ òà, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøåå
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå � ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîê.
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2. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ñðåäñòâàìè Excel

Â Excel äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé èëè ðåãðåññèé
èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

1. Äîáàâëåíèå âûáðàííûõ ðåãðåññèé (ëèíèé òðåíäà � trendlines)
íà äèàãðàììó, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå òàáëèöû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà.

2. Èñïîëüçîâàíèå âñòðîåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé Excel,
ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü ðåãðåññèè (ëèíèè òðåíäà) íåïîñðåäñòâåííî
íà îñíîâå òàáëèöû èñõîäíûõ äàííûõ.

Äîáàâëåíèå ëèíèé òðåíäà íà äèàãðàììó

Äëÿ òàáëèöû äàííûõ, îïèñûâàþùèõ íåêîòîðûé ïðîöåññ è ïðåä-
ñòàâëåííûõ äèàãðàììîé, â Excel èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò
ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèé:

à) ñòðîèòü íà îñíîâå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è äîáàâëÿòü
â äèàãðàììó ïÿòü òèïîâ ðåãðåññèé, êîòîðûå ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè ìîäåëèðóþò èññëåäóåìûé ïðîöåññ � ëèíåéíûé, ïîëèíîìè-
àëüíûé, ëîãàðèôìè÷åñêèé, ñòåïåííîé, ýêñïîíåíöèàëüíûé;

á) äîáàâëÿòü ê äèàãðàììå óðàâíåíèå ïîñòðîåííîé ðåãðåññèè;
â) îïðåäåëÿòü ñòåïåíü ñîîòâåòñòâèÿ âûáðàííîé ðåãðåññèè îòîáðà-

æàåìûì íà äèàãðàììå äàííûì.
Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè õàðàêòå-

ðèñòèê, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âîçðàñòàþò èëè óáûâàþò ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ. Ýòî íàèáîëåå ïðîñòàÿ â ïîñòðîåíèè ìîäåëü èññëåäóåìîãî
ïðîöåññà. Îíà ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

y = ax+ b,

ãäå a � òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ëèíåéíîé ðåãðåññèè ê îñè àáñöèññ; b �
êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ îñüþ îðäèíàò.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðåãðåññèÿ ïîëåçíà äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòèê,
èìåþùèõ íåñêîëüêî ÿðêî âûðàæåííûõ ýêñòðåìóìîâ (ìàêñèìóìîâ
è ìèíèìóìîâ). Âûáîð ñòåïåíè ïîëèíîìà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì
ýêñòðåìóìîâ èññëåäóåìîé õàðàêòåðèñòèêè.

Òàê, ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè ìîæåò õîðîøî îïèñàòü ïðîöåññ,
èìåþùèé òîëüêî îäèí ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì;
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ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè � íå áîëåå äâóõ ýêñòðåìóìîâ;
ïîëèíîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè � íå áîëåå òðåõ ýêñòðåìóìîâ è ò.ä.
Â ýòîì ñëó÷àå ëèíèÿ òðåíäà ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíè-

åì
y = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 + a6x

6,

ãäå êîýôôèöèåíòû a0, a1, a2, . . . , a6 � êîíñòàíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
îïðåäåëÿþòñÿ â õîäå ïîñòðîåíèÿ.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ëèíèÿ òðåíäà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
õàðàêòåðèñòèê, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âíà÷àëå áûñòðî ìåíÿþòñÿ, à çàòåì
ïîñòåïåííî ñòàáèëèçèðóþòñÿ. Ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

y = a lnx+ b,

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b � êîíñòàíòû.
Ñòåïåííàÿ ëèíèÿ òðåíäà äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû, åñëè çíà÷å-

íèÿ èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîñòîÿííûì èçìåíå-
íèåì ñêîðîñòè ðîñòà.

Ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì:

y = axb,

ãäå êîýôôèöèåíò a è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè b � êîíñòàíòû.
Ïðè ýòîì, åñëè ñðåäè äàííûõ âñòðå÷àþòñÿ íóëåâûå èëè îòðèöà-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàòü ñòåïåííóþ ëèíèþ òðåíäà íåëüçÿ.
Ïðèìåðîì òàêîé çàâèñèìîñòè ìîæåò ñëóæèòü ãðàôèê ðàâíîóñêî-

ðåííîãî äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ.
Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ðåãðåññèÿ èñïîëüçóåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè

ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äàííûõ íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò.
Ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèèè ñ óðàâíåíèåì:

y = aebx,

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b � êîíñòàíòû.
Äëÿ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ íóëåâûå èëè îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,

ýòîò âèä ïðèáëèæåíèÿ òàêæå íåïðèìåíèì.
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Ïðè ïîäáîðå ëèíèè òðåíäà Excel àâòîìàòè÷åñêè ðàñ÷èòûâàåò çíà-
÷åíèÿ âåëè÷èíû R2, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äåòåðìè-

íàöèè èëè àïïðîêñèìàöèè. Ýòîò êîýôôèöèåíò ïîêàçûâàåò äîëþ òåõ
èçìåíåíèé, êîòîðûå â äàííîì ÿâëåíèè çàâèñÿò îò èçó÷àåìîãî ôàêòî-
ðà è ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé
êîýôôèöèåíò õàðàêòåðèçóåò äîñòîâåðíîñòü àïïðîêñèìàöèè.

Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

R2 = 1−

n∑
i=1

(yi − y(xi))2

n∑
i=1

(y(xi))2 −
1

n

(
n∑

i=1
y(xi)

)2 ,

ãäå y(xi) � çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè.
×åì áëèæå R2 ê åäèíèöå, òåì íàäåæíåå ëèíèÿ òðåíäà àïïðîêñè-

ìèðóåò èññëåäóåìûé ïðîöåññ.
Âåëè÷èíà R2 ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ðå÷ü èäåò î
ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ìîäåëè. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ î÷åíü õîðîøåé,
åñëè R2 ïðåâûøàåò 0,8, è ïðè ýòîì ñàìà ìîäåëü èìååò ïðàêòè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå. Â ñëó÷àå, åñëè âñå íå íàñòîëüêî èäåàëüíî, íî âñå æå
âûøå 0,5, ìîäåëü ìîæíî èñïîëüçîâàòü.

Ïðè íåîáõîäèìîñòè çíà÷åíèå R2 âñåãäà ìîæíî îòîáðàçèòü íà äèà-
ãðàììå.

Äîáàâèòü ëèíèþ òðåíäà (ãðàôèê àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè)
ê ðÿäó äàííûõ ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) àêòèâèçèðîâàòü ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå ðÿäà äàííûõ äèàãðàì-
ìó, â ìåíþ ¾Ðàáîòà ñ äèàãðàììàìè¿ âûáðàòü âêëàäêó ¾Ìàêåò¿, äà-
ëåå ïóíêò ìåíþ ¾Àíàëèç¿ è êîìàíäà ¾Ëèíèÿ òðåíäà¿ êîìàíäó ¾Äî-
áàâèòü ëèíèþ òðåíäà¿ (èëè ¾Ìàêåò¿ =⇒ ¾Ëèíèÿ òðåíäà¿ äëÿ Excel
2007);

2) â êîíòåêñòíîì ìåíþ äëÿ ðÿäà äàííûõ (ïðàâîé êíîïêîé ìû-
øè ùåëêíóòü ïî ðÿäó äàííûõ) âûáðàòü êîìàíäó ¾Äîáàâèòü ëèíèþ
òðåíäà¿.

Ïîñëå äàííûõ äåéñòâèé íà ýêðàíå ïîÿâèòñÿ äèàëîãîâîå îêíî
¾Ôîðìàò ëèíèè òðåíäà¿.
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Â äàííîì äèàëîãîâîì îêíå ìîæíî âûáðàòü:
à) íåîáõîäèìûé òèï ëèíèè òðåíäà (ïî óìîë÷àíèþ âûáèðàåòñÿ òèï

¾Ëèíåéíàÿ¿). Äëÿ òèïà ¾Ïîëèíîìèàëüíàÿ¿ â ïîëå ¾Ñòåïåíü¿ ñëåäó-
åò çàäàòü ñòåïåíü âûáðàííîãî ïîëèíîìà;

á) èçìåíèòü íàçâàíèå ëèíèè òðåíäà;
â) âûâåñòè â îáëàñòü äèàãðàììû óðàâíåíèå ëèíèè òðåíäà (äîë-

æåí áûòü àêòèâèçèðîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé ïóíêò â äèàëîãîâîì îêíå);
ã) âûâåñòè â îáëàñòü äèàãðàììû îêîëî ëèíèè òðåíäà çíà÷åíèå

äîñòîâåðíîñòè àïïðîêñèìàöèè R2 (äîëæåí áûòü àêòèâèçèðîâàí ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïóíêò â äèàëîãîâîì îêíå).

Ïëþñû äàííîãî èíñòðóìåíòà ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà:
à) ïðîñòîòà ïîñòðîåíèÿ íà äèàãðàììå ëèíèè òðåíäà;
á) íàëè÷èå â ïåðå÷íå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ òèïîâ ðåãðåñ-

ñèè;
â) âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ èññëåäóåìîãî ïðî-

öåññà íà íåêîòîðîå ÷èñëî øàãîâ âïåðåä è íàçàä;
ã) ïîëó÷åíèå óðàâíåíèÿ ëèíèè òðåíäà (àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíê-

öèè) â àíàëèòè÷åñêîì âèäå áåç äîïîëíèòåëüíûõ ãðîìîçäêèõ âû÷èñ-
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ëåíèé;
ä) ïðè íåîáõîäèìîñòè, âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ îöåíêè äîñòîâåð-

íîñòè ïðîâåäåííîé àïïðîêñèìàöèè.
Ëèíèÿìè òðåíäà ìîæíî äîïîëíèòü ðÿä äàííûõ, ïðåäñòàâëåí-

íûé íà ñëåäóþùèõ òèïàõ äèàãðàìì: ãðàôèê, ãèñòîãðàììà, ïëîñ-
êèå íåíîðìèðîâàííûå äèàãðàììû ñ îáëàñòÿìè, ëèíåé÷àòûå, òî÷å÷-
íûå, ïóçûðüêîâûå è áèðæåâûå. Íåëüçÿ ëèíèþ òðåíäà ïîñòðîèòü äëÿ
îáúåìíîé, íîðìèðîâàííîé, ëåïåñòêîâîé, êðóãîâîé è êîëüöåâîé äèà-
ãðàìì.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó èíñòðóìåíòîâ Excel íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå
èç ïåðâîé ÷àñòè.

Ïðèìåð 1. Ïðîâåðèòü ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ â ïåðâîé ÷à-
ñòè âû÷èñëåíèé äëÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé: y � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà,
îñòàâøåãîñÿ ÷åðåç x ìèíóò îò íà÷àëà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, çàäàåòñÿ
òàáëèöåé

xi 2 4 6 8 10 12 14

yi 65,4 44,7 38,0 35,3 32,8 31,2 30,4

à) Ñ÷èòàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó x è y ëèíåéíîé y = ax+ b, îïðåäå-
ëèòü ïàðàìåòðû a è b.

á) Ñ÷èòàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó x è y êâàäðàòè÷íîé y = ax2+bc+c,
îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû a, b è c.

Ðåøåíèå. à)

Ïîëó÷åíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè

Øàã 1. Ãîòîâèì òàáëèöó äàííûõ â äîêóìåíòå íà ðàáî÷åì ëèñòå
Excel.
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Øàã 2. Ñòðîèì äèàãðàììó: âûäåëèâ ÿ÷åêè B2:C9, èñïîëüçóåì ìå-
íþ ¾Âñòàâêà¿ ïóíêò ¾Äèàãðàììû¿. Âûáèðàåì, íàïðèìåð, ¾Òî÷å÷íàÿ
ñ ïðÿìûìè îòðåçêàìè è ìàðêåðàìè¿. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, êîððåêòè-
ðóåì âèä äèàãðàììû.

Øàã 3. Äîáàâëÿåì ëèíèþ òðåíäà (ãðàôèê àïïðîêñèìèðóþùåé
ôóíêöèè) è óðàâíåíèå ðåãðåññèè (àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ).
Òàêæå ìîæíî âûâåñòè âåëè÷èíó äîñòîâåðíîñòè àïïðîêñèìàöèè R2

(ðèñ. 4).
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Ðèñ. 4 Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Ïîëó÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ïî ìåòîäó

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. À èìåííî, ìèíèìèçèðîâàíèå ìåðû

îòêëîíåíèé (ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê) ñðåäñòâàìè Excel (Ïîèñê

ðåøåíèé)

Øàã 1. Ãîòîâèì òàáëèöó äàííûõ â äîêóìåíòå íà ðàáî÷åì ëèñòå
Excel.

Øàã 2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

y = ax + b ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
n∑

i=1
(axi + b − yi)2 ââå-

äåì â ÿ÷åéêè D3 è Å3 ïðîèçâîëüíûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ a è b,
íàïðèìåð 2 è 3.

Â ÿ÷åéêó F3 ââåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåðû îòêëîíåíèé
n∑

i=1
(y(xi)−yi)2. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé ÑÓÌÌÊÂÐÀÇÍ.
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Â íàøåì ïðèìåðå ÿ÷åéêè Â2:Â9 � ýòî ìàññèâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè, à Ñ2:Ñ9 � ìàññèâ òàáëè÷íûõ
(ýêñïåðèìåíòàëüíûõ) çíà÷åíèé y.

Øàã 3. Òåïåðü ìèíèìèçèðóåì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå S â ÿ÷åéêå F3
ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé è ïðåäåëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé.
Íàïðèìåð, îïðåäåëèì ýòè çíà÷åíèÿ, ðàâíûìè 0,00001 è 100 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âîñïîëüçóåìñÿ â ìåíþ ¾Ôàéë¿ ïóíêòîì ¾Ïàðàìåòðû¿. Â
äèàëîãîâîì îêíå ¾Ïàðàìåòðû Excel¿ âûáåðåì ¾Ôîðìóëû¿ è ïóíêò
¾Ïàðàìåòðû âû÷èñëåíèé¿ (â ñëó÷àå Excel 2007 èëè Excel 2010).
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Êðîìå òîãî, ïîíàäîáèòñÿ èíñòðóìåíò ¾Ïîèñê ðåøåíèé¿, ïîçâîëÿ-
þùèé âûïîëíèòü ïîèñê ìèíèìàëüíîãî òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ. Ïðîâå-
ðèòü íàëè÷èå ýòîãî èíñòðóìåíòà ñðåäè àêòèâíûõ ìîæíî íà âêëàäêå
¾Äàííûå¿ îñíîâíîãî ìåíþ.

Â ñëó÷àå îòñóòñâèÿ, â äèàëîãîâîì îêíå ¾Ïàðàìåòðû Excel¿ âûáè-
ðàåì ïóíêò ¾Íàäñòðîéêè¿. Âíèçó ïîÿâèâøåãîñÿ îêíà áóäåò âêëàäêà
¾Óïðàâëåíèå¿, ãäå ñòîèò ïàðàìåòð ¾Íàäñòðîéêè Excel¿, êíîïêà �
¾Ïåðåéòè¿.

25



Âûáèðàåì îïöèþ ¾Ïîèñê ðåøåíèÿ¿.

Äàëåå óòî÷íÿåì êîýôôèöèåíòû ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëû ñ ïîìî-
ùüþ ¾Ïîèñê ðåøåíèé¿. Â äèàëîãîâîì îêíå ¾Ïàðàìåòðû ïîèñêà ðå-
øåíèé¿ äëÿ

1) ¾Îïòèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ¿ óñòàíàâëèâàåì ÿ÷åéêó
F3;

2) äëÿ ïóíêòà ¾Äî¿ âûáèðàåì ¾Ìèíèìóì¿;
3) ¾Èçìåíÿÿ ÿ÷åéêè ïåðåìåííûõ¿, ââîäèì ññûëêè íà ÿ÷åéêè ñ

áóäóùèìè îòâåòàìè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî D3:E3;
4) â ïóíêòå ¾Ñäåëàòü ïåðåìåííûå áåç îãðàíè÷åíèé íåîòðèöàòåëü-
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íûìè¿ íåîáõîäèìî ñíÿòü ôëàæîê, åñëè îí áóäåò ïîñòàâëåí.
Çàìå÷àíèå: ââîäèòü ññûëêè íà ÿ÷åéêè óäîáíåå íå ñ êëàâèàòóðû,

à ùåë÷êîì ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå. Ïðè ýòîì ññûëêè àâòîìàòè-
÷åñêè áóäóò ïðåâðàùàòüñÿ â àáñîëþòíûå. Â ñëó÷àå ââîäà ññûëîê íà
ÿ÷åéêè ñ êëàâèàòóðû � ñëåäèì, ÷òîáû â èìåíè ÿ÷ååê áóêâû áûëè
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà.

Æìåì ¾Íàéòè ðåøåíèå¿.

Ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî äèàëîãîâîå îêíî ¾Ðåçóëüòàòû ïîèñêà ðåøå-
íèé¿, â êîòîðîì âûáèðàåì ¾Ñîõðàíèòü íàéäåííîå ðåøåíèå¿ è íàæè-
ìàåì êíîïêó ¾Îê¿.

Ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå
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Èõ ìîæíî ñðàâíèòü ñ êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ ëèíèè òðåíäà
(ñì. ðèñ. 4 Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ).

Ðåøåíèå: á)

Ïîëó÷åíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ïîëèíîìèàëüíîé ñòåïåíè 2 ôóíêöèè

(êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè)

Ïî òàáëèöå äàííûõ ïðèìåðà 1 äîáàâëÿåì êâàäðàòè÷íóþ ëèíèþ
òðåíäà (ãðàôèê àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè) è óðàâíåíèå ðåãðåñ-
ñèè (êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ).
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Êîððåêòèðóåì ïàðàìåòðû äèàãðàììû: íàçâàíèå, ëåãåíäó, ðàñïî-
ëîæåíèå è ðàçìåð îáúåêòîâ.

Ñðàâíèì çíà÷åíèå ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé (íåâÿçîê) â ñëó-
÷àå ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè
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Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå, çíà÷èò
òàêîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1) Âûïîëíèòü çàäàíèå, ïðîâåäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ.
2) Ïðîâåðèòü âû÷èñëåíèÿ è ïîëó÷åííóþ çàâèñèìîñòü ñðåäñòàâìè

Excel.
3) Ðàññìîòðåòü îñòàëüíûå âàðèàíòû çàâèñèìîñòåé â Excel è óêà-

çàòü íàèáîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðóþùóþ çàâèñèìîñòü. Îáúÿñíèòü
ñâîé âûáîð.

1. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå ÷èñëåííîñòè çàíÿòîãî íàñåëåíÿ
x (ìëí) è âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè y (ó.å.)

xi 80 82 83 85 86 88 89 90 91

yi 32 34 35 36 37 38 40 39 40

Îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû a è b, ñ÷èòàÿ çàâèñèìîñòü ëèíåéíîé.
Ñïðîãíîçèðîâàòü âûïóñê ïðîäóêöèè, åñëè çàíÿòîå íàñåëåíèå óâåëè-
÷èòüñÿ íà 10% ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäíèìè äàííûìè.

2. Ïîêàçàòåëè ñòîèìîñòè îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ
x (ìëí. ðóá.) è ñðåäíåñóòî÷íîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè y ïðèâåäåíû â
òàáëèöå

xi 2,6 2,8 2,9 3,4 4,6 5,2 6,1 7,7 10,6 14,0

yi 19 18 20 23 26 31 37 45 53 68

Îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû a è b â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ïî-
ëó÷èòü ïðîãíîç ñðåäíåñóòî÷íîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðè ñòîèìîñòè
îñíîâíûõ ôîíäîâ 2 ìëí. ðóá.

3. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äàííûå î ñòîèìîñòè ïîäêëþ÷åíèÿ ïî-
òåíöèàëüíîãî àáîíåíòà y (ó.å.) â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè íàñåëå-
íèÿ x(÷åë./ êì2) ïðè âîçìîæíîì êîýôôèöèåíòå ïðîïóñêàíèÿ óñëóãè
(ðàäèóñà îáñëóæèâàíèÿ áàçîâîé ñòàíöèè) R = 3 êì

xi 10 20 30 40 50 60 70 80 90 95

yi 1000 600 480 430 415 412 410 405 400 395
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Îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû a, b è c, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü
êâàäðàòèíàÿ y = ax2 + bx+ c.

4. Ïðèâåäåíû äàííûå î êîëè÷åñòâå ïðîïóñêîâ çàíÿòèé ñòóäåíòîì
â òå÷åíèå ñåìåñòðà x è ðåçóëüòàòàõ íàïèñàíèÿ ýêçàìåíàöèîííîé ðà-
áîòû y (%)

xi 1 3 5 6 8 10

yi 85 75 70 60 50 40

Ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè y = ax + b, íàéòè
ïàðàìåòðû a è b. Ïîëó÷èòü ïðîãíîç ðåçóëüòàòîâ òåñòà ïðè îòñóòñòâèè
ïðîïóñêîâ.

5. Ïðèâåäåíû äàííûå î âûñîòå ïîäáðîøåííîãî íàä çåìëåé òåëà â
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè x (ñåê.), ïðîøåäøåãî ñ ìîìåíòà áðîñêà

xi 0,1 0,2 0,4 0,5 0,6 0,8 0,9 1

yi 10,2 10,37 10,6 10,76 10,8 11 11,1 11,2

Íàéòè a, b è c, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìåæäó x è y èìååòñÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ çàâèñèìîñòü. Ñïðîãíîçèðîâàòü âûñîòó òåëà íà âòîðîé ñåêóíäå ñ
ìîìåíòà áðîñêà.

6. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î ïîòðåáëåíèè ýëåêòðîýíåðãèè
y (êÂò) ïðåäïðèÿòèåì â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè x (÷àñ)

xi 0,5 1 2 3 4 5 6 6,5 7 7,5

yi 1000 1001 1004 1010 1020 1030 1050 1060 1070 1080

Íàéòè ïàðàìåòðû a, b è c, ïðåäïîëîæèâ êâàäðàòè÷íóþ çàâèñè-
ìîñòü. Ñïðîãíîçèðîâàòü ïîòðåáåëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè ïðè x = 8.

7. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå ðàñõîäîâ íà ðåêëàìó x (òûñ.ó.å.)
è ñáûòà ïðîäóêöèè y (òûñ.ó.å.)

xi 1 2 4 6 8

yi 1,5 2,3 4,1 5,3 9,5
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Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìåæäó x è y ñóùåñòâóåò êâàäðàòèíàÿ çàâè-
ñèìîñòü, îïðåäåëèòü a, b è c. Ñïðîãíîçèðîâàòü ñáûò ïðîäóêöèè ïðè
îòñóòñòâèèè ðåêëàìû.

8. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå î ïåðåìåííûõ x � öåíà òîâàðà
(ó.å) è y � óðîâåíü ïðîäàæ (òûñ.åä.). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìåæäó x è
y ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó
y = ax+ b ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

xi 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0

yi 200 160 120 90 80

9.Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå î ïåðåìåííûõ x� óðîâåíü ïîòðåá-
ëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè íà ïðåäïðèÿòèè (ìëí êÂò · ÷) è y � ñåáåñòîè-
ìîñòü åäèíèöû ïðîäóêöèè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìåæäó x è y ñóùåñòâó-
åò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó y = ax + b
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

xi 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

yi 20,0 18,8 18,2 18,1 18,0

10. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå î ïåðåìåííûõ x � ìîùíîñòü
äâèãàòåëÿ (ë.ñ.) è y � ñðåäíèé ñðîê åãî ýêñïëóàòàöèè (ìåñ.). Ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî ìåæäó x è y ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, íàéòè
ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó y = ax+ b ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

xi 30 40 50 60 70

yi 18 20 21 24 25

11. Èìåþòñÿ äàííûå î âûïëàòå ïîñîáèé (òûñ. ðóá.) çà ïîëãîäà.

ìåñÿöû ßíâ Ôåâ Ìàð Àïð Ìàé Èþíü
xi 1 2 3 4 5 6

ðàçìåð ïîñîáèé (òûñ. ðóá.)
yi 1,8 1,3 1,5 1,6 1,7 1,7

Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéòè ëèíåéíóþ ýìïèðè÷åñêóþ
ôîðìóëó ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó x è y.

12. Òåìïåðàòóðà x (◦C) ñìàçî÷íîãî ìàñëà â äâèãàòåëå ñâÿçàíà ñ
òåìïåðàòóðîé y (◦C) ñìàçî÷íîãî ìàñëà â êîðîáêå ïåðåäà÷
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xi 33,7 34,5 37,0 38,0 39,0 39,3 35,5

yi 22,1 24,0 24,4 26,0 25,8 22,4 25,8

Ïîäîáðàòü ôîðìóëó ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó x è y.
Íàéòè ïàðàìåòðû ýòîé ôîðìóëû.

13. Ïðîãèá áàëêè y (ì) ñâÿçàí ñ íàãðóçêîé x (êÍ)

xi 100 105 110 120 125 130

yi 18 24 21 27 27 30

Ïîäîáðàòü ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìî-
ñòè ìåæäó x è y. Íàéòè ïàðàìåòðû ýòîé ôîðìóëû.

14. Ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå R (Îì) ïðîâîëîêè çàâèñèò îò
òåìïåðàòóðû t (◦C)

t 20,0 24,8 30,2 35,0 40,1 44,9 50,0

R 86,7 88,03 90,32 91,15 93,26 94,9 96,33

Ïîäîáðàòü ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó. Íàéòè ïàðàìåòðû ýòîé ôîð-
ìóëû.

15. Èçâåñòíû x � ïðîöåíòíîå îòíîøåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ê
ïðî÷íîñòè ñòàëè, y � ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå óãëåðîäà â ñòàëè

xi 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

yi 0,6 0,8 0,7 0,5 0,5

Ïîäîáðàòü ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó çàâèñèìîñòè ìåæäó x è y.
Íàéòè ïàðàìåòðû ýòîé ôîðìóëû.

16. Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïîñòðîèòü ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ ëèíåéíóþ ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü y = ax + b.
Ñðàâíèòü ïîëó÷åííóþ çàâèñèìîñòü ñ àëüòåðíàòèâíîé è îïðåäåëèòü,
êàêàÿ èç íèõ ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

xi 2 2,5 3 3,5 4

yi 4,2 5,5 6,9 8 9,5
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàâèñèîìñòü y = 2x+ 0, 1x2.
17. Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïîñòðîèòü ìåòîäîì íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ ëèíåéíóþ ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü y = ax + b.
Ñðàâíèòü ïîëó÷åííóþ çàâèñèìîñòü ñ àëüòåðíàòèâíîé è îïðåäåëèòü,
êàêàÿ èç íèõ ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

xi 1 2 3 4 5

yi 1,0 1,4 1,7 2,0 2,2

Àëüòåðíàòèâíàÿ çàâèñèîìñòü y =
√
x.

18. Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïîñòðîèòü ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ ëèíåéíóþ ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü y = ax + b.
Ñðàâíèòü ïîëó÷åííóþ çàâèñèìîñòü ñ àëüòåðíàòèâíîé è îïðåäåëèòü,
êàêàÿ èç íèõ ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

xi 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

yi 0,50 0,30 0,25 0,18 0,12

Àëüòåðíàòèâíàÿ çàâèñèîìñòü y = 2−x.
19.Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î êîëè÷åñòâå

åäèíèö ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè x è èçäåðæåê y (òûñ.óñë.åä.)

xi 10 20 30 40 50

yi 2,0 5,9 12,0 20,0 30,0

Ôóíêöèÿ èçäåðæåê èùåòñÿ â âèäå y = ax + bx2. Îïðåäåëèòü ïà-
ðàìåòðû a è b ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

20. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î êîëè÷å-
ñòâå ïðîèçâåäåííîãî òîâàðà x (òûñ.åä.) è êîëè÷åñòâå ðåàëèçîâàííîãî
òîâàðà y (òûñ.åä.)

xi 100 120 140 160 180 200

yi 100 114 130 146 163 180

Çàâèñèìîñòü èùåòñÿ â âèäå y = 100 + a(x − 100) − b
√
x− 100.

Íàéòè åå ïàðàìåòðû a è b ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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21. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î öåíå çà

åäèíèöó òîâàðà p (óñë.åä.) è äîëå ðåàëèçîâàííîãî òîâàðà w =
K(x)

x
,

ãäå K(x) � êîëè÷åñòâå ðåàëèçîâàííîãî òîâàðà, x � êîëè÷åñòâî ïðî-
èçâåäåííîãî òîâàðà

pi 10 12 15 16 20

wi 1,95 0,93 0,92 0,90 0,89

Ôóíêöèÿ w(p) èùåòñÿ â âèäå w = 1−ap−bp2. Íàéòè åå ïàðàìåòðû
a è b ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

22. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, àïïðîêñèìèðîâàòü
ôóíêöèþ, çàäàííóþ òàáëè÷íî

xi 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

yi 23,88 9,12 6,52 5,34 5,02 4,5 5,86 5,67 5,74 4,28

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x) = ae
b
x . Íàéòè ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíå-

íèé.
23. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ àïïðîêñèìèðîâàòü

ôóíêöèþ, çàäàííóþ òàáëè÷íî

xi 0,1 0,2 0,5

yi 10,22 5,14 2,76

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x) =
ab

x
+ b. Íàéòè ñóììó êâàäðàòîâ îòêëî-

íåíèé.
24. Óðîæàéíîñòü y (ö/ãà) çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà âíåñåííûõ óäîá-

ðåíèé x (ò/ãà). Ñîñòàâëåíà òàáëèöà íàáëþäåíèé íàä êîíòðîëüíûìè
ó÷àñòêàìè

xi 6 7 8 9 10 11

yi 28 30 31 32 32 33,5
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Íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü, íàèáîëåå òî÷íî îòîáðàæàþ-
ùóþ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà.

25. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ y = f(x), êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå

xi 0 1 2 3 4 5

yi 5,2 5,7 5,3 4,9 3,6 1,8

Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû a, b, c

ôóíêöèé y = ax2 + bx + c è y =
a

x2
+
b

x
+ c. Èçîáðàçèòü ãðàôèêè

àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé.
26. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ y = f(x), êîòîðûå

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå

xi 1 2 3 4 5

yi 0,8 -0,1 -1,2 -1,3 -1,5

Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû a, b, c

ôóíêöèé y = ax2 + bx + c è y =
a

x2
+
b

x
+ c. Èçîáðàçèòü ãðàôèêè

àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé.
27. Óðîæàéíîñòü y (ö/ãà) çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà âíåñåííûõ óäîá-

ðåíèé x (ò/ãà). Ñîñòàâëåíà òàáëèöà íàáëþäåíèé íàä êîíòðîëüíûìè
ó÷àñòêàìè

xi 6 7 8 9 10 11

yi 28 30 31 32 32 33,5

Íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü, íàèáîëåå òî÷íî îòîáðàæàþ-
ùóþ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà.
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