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На примере решения задачи обтекания обратного прямого уступа потоком 

несжимаемой вязкой жидкости, движущейся под действием заданного 

градиента давления выполнено сравнение решений уравнений Навье-Стокса, 

полученных с помощью проекционных численных схем. Рассмотрены в 

сравнении варианты проекционных схем с коррекцией поля скорости, с 

коррекцией скорости в приращениях и классическая схема PISO. 

Ключевые слова: несжимаемая жидкость; уравнения Навье-Стокса; проекционный 

метод. 

 

Velocity-correction projection methods 
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A. A. Sidorovaa, L. E. Tonkovb 
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email: sidorova_albina@bk.ru 
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The interest in using projection methods to overcome this difficulty in time-

dependent viscous incompressible fluid flows started in 1968 with the work of 

Chorin and Temam. The most attractive feature of projection methods is that, at 

each time step, one only needs to solve a sequence of decoupled elliptic equations 

for the velocity and the pressure. Original projection scheme composed of two 

sub-steps for each time step: the pressure is treated explicitly or ignored in the 

first sub-step and is corrected in the second one. Therefore they are called pres-

sure-corrected schemes. The article is concerned with a numerical investigation of 

pressure-driven incompressible flow by velocity-corrected projection schemes. 

The main idea is to switch the role of the velocity and the pressure in the pressure-

correction schemes. The viscous term is treated explicitly in the first substep and 

the velocity is corrected accordingly in the second substep. The numerical results 

obtained are compared with classical Chorin-Temam and PISO schemes. 

Keywords: incompressible liquid flows; pressure driven flow; velocity-correction pro-

jection scheme, Navier–Stokes equations 
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1. Введение 

Одним из подходов к построению приближенного решения системы уравнений 

Навье-Стокса [1] для несжимаемой вязкой жидкости является проекционный метод, 

предложенный Чориным (Chorin) и Темамом (Temam) (1968). В основе метода лежит 

теорема Гельмгольца о разложении векторного поля на соленоидальную и 

потенциальную составляющие. Применительно к решению задачи о течении 

несжимаемой вязкой жидкости, проекционный метод может трактоваться как 

расщепление исходной системы уравнений по физическим процессам, в котором 

раздельно учитываются конвективный перенос и действие градиента давления. 

2. Математическая модель 

Рассматривается система нестационарных уравнений Навье-Стокса, которая 

описывает течение вязкой несжимаемой жидкости: 

 

  2 ,

                  0.

p v
t


     



  

u
u u u

u  (1) 

где u – вектор скорости, ν – кинематическая вязкость, p – давление, отнесенное к 

плотности среды. Полагается, что жидкость занимает область Ω ⊂ ℝ 2, с границей 

S =Si ∪ Sw ∪ So, где на Si и So задано значение давления, Sw – непроницаемая твердая 

стенка. 

Основная трудность при численном решении системы уравнений (1) связана с 

расчетом поля давления, поскольку, в отличие от задач о течении сжимаемой среды, 

давление не может быть выражено в этом случае через какие-либо другие физические 

переменные, например, плотность. В данной работе численное решение системы 

уравнений Навье – Стокса ищется при помощи проекционной схемы. Дискретизация 

дифференциальных операторов осуществляется методом контрольных объемов на 

совмещенной сетке, то есть компоненты скорости и давление определяются в центрах 

ячеек. Известно, что при использовании таких сеток при совместном решении 

уравнений сохранения импульсов и уравнения Лапласа для давления возникает 

проблема осцилляций давления (эффект «шахматной доски»). Для устранения 

аналогичной проблемы в реализацию проекционной схемы вводилась коррекция на 

основе интерполяции Ри – Чоу (Rhi and Chow). 

Основное отличие от классических проекционных схем состоит в том, чтобы 

поменять роли скорости и давления [2]. На первом этапе из уравнения импульсов 

определяется скорость, которая удовлетворяет условию несжимаемости, диссипативное 

слагаемое не учитывается. На втором этапе вычисляется поле промежуточной скорости 

путем решения уравнений импульса без учета влияния давления. 

Характерной особенностью проекционных методов является отсутствие 

необходимости в совместном определении полей давления и скорости [3]. При этом 

скалярная функция, имеющая смысл давления, необходима лишь для построения 

оператора проектирования и не является в привычном смысле аппроксимацией поля 

гидродинамического давления. 

2.1. Стандартная схема с коррекцией скорости 

Перепишем систему (1) в полудискретной форме с аппроксимацией первого 

порядка точности производной по времени 
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f ( . ) = 0 в данном случае. 

Уравнение, связывающее 
1  и k kp 

u , получается путем применения оператора 

дивергенции к обеим частям уравнения (3) с учетом условия несжимаемости. Таким 

образом, на первом этапе проекционной схемы по известному полю скорости 
k

u  

решением уравнения Пуассона определяется поле давления 

 

2 1 1
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 (5) 

Определив поле давления и поле промежуточной скорости, можно явно найти 

скорость: 
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На втором этапе 
1k
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и находится поле промежуточной скорости 
1k

u . Далее цикл вычислений повторяется 

для следующего шага по времени [2]. 

2.2.  Схема коррекции скорости в приращениях 

Аналог схемы коррекции давления в приращениях (в стандартной форме) [2]. 

Пусть 

1
, 1

0

r
k k j

j

j


  



u u  – экстраполяция  1kt 
u  порядка r. 

Стандартная форма метода коррекции скорости в приращениях определяется 

следующим образом: установить 
0

0u u  и выбрать такое 
1 1,  ... ,  q

u u , чтобы они 
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были точными приближениями    1,  ... ,  qt t u u  соответственно, далее для k ≥ q –

 1 вычисляются 
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u u  решением 

 

 
1

1 2 , 1 1 1

0

1 1

Г

1
,
            

0,  0.

q
k k j k k k

q j

j

k k

p f t
t

n


     



 

  
      

  

    

  u u u

u u
 (8) 

 

     1 1 2 1 , 1 1 1

1

Г

0
           

                                     0

q k k k k k k

k

t

      




      


 



u u u u u u

u
 (9) 

Выберем (r, q) = (1, 2). Тогда формулы (8) и (9) примут вид: 
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3. Постановка задачи 

Рассмотрим в двумерной постановке известную задачу об изотермическом 

течении несжимаемой жидкости в канале с обратным уступом (рис. 1). Единственным 

числом подобия в данной задаче является число Рейнольдса Re, которое строится по 

величине средней скорости uср в сечении уступа (x=0) и высоте канала H. 

Используемые в дальнейших расчетах параметры среды и геометрия области 

совпадают с принятыми для вычислительного эксперимента в [4] и соответствуют 

Re=800. Результаты получены на структурированной ортогональной сетке 

(nx = 1601) x (ny = 81). 

 

 

Рис. 1. Геометрия расчетной области 
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Значительный практический интерес представляют задачи о течении жидкости в 

канале под действием перепада давления, определяемого граничными условиями 

Дирихле на входной Si и выходной So границах Ω. Соответствующие значения pi и po не 

могут быть произвольными и должны удовлетворять «двумерной проекции» уравнения 

Пуассона (5) 

 1 1kp
t

   

    


u , (12) 

что обеспечивает соблюдение условия несжимаемости на Si и So. Здесь ∇t– оператор с 

производными, касательными к поверхностям Si и So, а u  – касательная компонента 

вектора u. Уравнение (12), в свою очередь дополняется граничными условиями на 

контурах Гi и ГO, ограничивающих Si и SO соответственно 

 
1 1 и k k

i i O Op p p p  
. (13) 

В случае, когда входная и выходная поверхности нормальны к оси потока 

дополнительное граничное условие на этих поверхностях сводится к условию 
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u
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где ux – нормальная компонента вектора u. 

В рассматриваемой задаче граничные условия на твердой стенке Sw будут иметь 

вид 
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Для скорости на Si и So поверхности ставилось условие равенства нулю 

нормальной компоненты градиента. Распределение давления определялось решением 

уравнения (12) с граничными условиями (13), которые в двумерной задаче принимают 

вид 
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Кроме того, представлено решение с постоянными по сечению граничными 

условиями  

 
 : 1 и  : 0i OS p S p 

 (19) 

Следует отметить, что численные результаты, соответствующие граничным 

условиям (17) – (18) в рассматриваемой задаче весьма незначительно отличаются от 

полученных для условия (19), так как в окрестности So устанавливается профиль 
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скорости близкий к Пуазейлевскому. Требование (14) выполняется за счет того, что 

входная и выходная границы расположены достаточно далеко друг от друга. 

4. Численные результаты 

Представленные численные результаты получены при помощи проекционных 

схем №1 и №2 с шагом по времени ∆ t = 510-3 и с граничными условиями 

(19), (15) и (16). 

 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 2. Линии тока: (а) – расчет по проекционной схеме №1, (б) – расчет по 

проекционной схеме №2. 

Линии тока, представленные на рисунках 2,а и 2,б иллюстрируют основные 

особенности отрывного течения в рассматриваемом канале. Поток за угловой точкой 

ступеньки образует рециркуляционный вихрь с точкой присоединения на нижней 

стенке. Еще одна рециркуляционная зона образуется на верхней стенке, и далее в 

канале восстанавливается Пуазейлевское течение. Длины и взаимное расположение зон 

рециркуляционного течения (рис. 2), полученные в данной работе, хорошо согласуются 

с расчетами, полученными в [5]. 

На рисунке 3 показаны графики распределений давления вдоль линии y = -0.05. 

Заметим, что вблизи плоскости выхода давление начинает падать по линейному закону, 

что соответствует полностью развитому потоку [5]. Видно, что на участке после 

присоединения потока имеется небольшое вертикальное смещение профилей, где 

максимальное отклонение давления, полученного в нашем расчете, от давления из [5] 

составляет около 5%. 

Это связано с тем, что за нулевой уровень давления принимается значение в углу 

ступеньки, где решение, строго говоря, является сингулярным. Численные ошибки в 

этом месте наибольшие, что делает нормировку давления чувствительной к размеру 

ячейки. 
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Рис. 3. Распределение давления на нижней стенке 𝑦 = −0.05: 1 – расчет PISO, 2 – 

расчет [4], 3 – расчет по схеме №1, 4 – расчет по схеме №2. 

Профиль поперечной составляющей скорости в сечении канала x = 1.5 показан на 

рисунке 4. Можно видеть, что полученные зависимости практически неотличимы от 

численных результатов [4, 5] (относительная ошибка составляет менее 1%). 

В рассматриваемой здесь задаче профили скорости и давления эволюционируют 

под действием разности давлений вдоль канала. Таким образом, ux не является точно 

параболическим профилем при x = 0, и компонента 𝐮𝑦 не равна нулю при x = 0, хотя и 

очень мала. При x = 1.5 (рис. 4) результаты уже практически неразличимы в масштабе 

рисунка. 

 
Рис. 4. Профили поперечной скорости в сечении канала 𝑥 = 1,5: 1 – расчет PISO, 

2 – расчет [4], 3 – расчет по схеме №1, 4 – расчет по схеме №2. 

На рис. 5 показана зависимость от времени величины скорости в точке (0,0) для 

различных вариантов расчета. Все рассмотренные схемы имеют первый порядок 

аппроксимации по времени и демонстрируют весьма близкие результаты при решении 

нестационарной задачи. 
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Рис. 5. Проверка сходимости численных схем: 1 – расчет по схеме №1, 2 – расчет по 

схеме №2, 3 – расчет PISO. 

5. Заключение 

Рассмотренные схемы с коррекцией скорости представляют интерес как с точки 

построения более эффективных методов решения систем уравнений Навье-Стокса, так 

и при решении сопряженных задач взаимодействия потоков жидкости и 

деформируемого твердого тела (FSI). 

В качестве основного недостатка данного подхода отмечается сложность 

построения численных схем с порядком аппроксимации выше второго, что выражается 

в необходимости построения специального вида граничных условий для давления и 

промежуточной скорости. 
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