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ВВЕДЕНИЕ

Данное учебно-методическое пособие предназначено для методи-
ческого обеспечения практических занятий и самостоятельной ра-
боты в рамках курсов по теории вероятностей и математической
статистике, изучаемых студентами, обучающимися по направлениям
19.03.01 Биотехнология, 21.03.01 Нефтегазовое дело, по специально-
сти 38.05.01 Экономическая безопасность.

Содержание пособия соответствует рабочим программам по ука-
занным дисциплинам. Пособие включает в себя кратко изложенный
теоретический материал с подробно разобранными на каждую те-
му примерами, что позволяет использовать его для организации и
контроля самостоятельной работы студентов.

В 1 разделе рассматриваются понятия генеральной совокупности
и выборки, методы их представления. Раздел 2 посвящен основным
числовым характеристикам выборки и методам их вычисления. На-
хождение числовых характеристик выборки, полученной в результа-
те объединения нескольких выборок в одну, рассматривается в раз-
деле 3. В 4 разделе разбираются интервальные оценки математиче-
ского ожидания и дисперсии выборки. В разделе 5 рассматриваются
понятия линейной корреляции, уравнения регрессии, а также ран-
говой корреляции. Большое внимание в работе посвящено проверке
статистических гипотез (раздел 6). Во второй части работы (раз-
дел 7) приведено 20 вариантов индивидуальных заданий.

Пособие может быть использовано для проведения практических
и лабораторных занятий. При его написании были учтены современ-
ные требования и компетенции, предъявляемые к бакалаврам выше-
указанных направлений подготовки/специальностей.
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1 Выборка. Графическое и табличное пред-
ставление данных

Пусть из генеральной совокупности, обладающей количественным
признаком X получена выборка n элементов x1, x2, . . . , xn. Рас-
положив эти элементы в порядке возрастания, получим вариаион-
ный ряд. Значения xi называют вариантами. Обозначим xmin,
xmax наименьшее и наибольшее значение элементов выборки. Вели-
чина

R = xmax − xmin (1)

называется размах вариации. Для дальнейшей обработки данных
целесообразно построить интервальный вариационный ряд, который
задается в виде таблицы

xi [x0; x1) [x1; x2) . . . [xk−1;xk)
ni n1 n2 . . . nk

. (2)

Для определения количества интервалов k можно воспользо-
ваться формулой Стерджеса k = 1+ log2 n, которая носит не обяза-
тельный рекомендательный характер. Тогда длина частичных ин-

тервалов равна h =
R

1 + log2 n
. Обычно значение h округляют

до ближайшего целого числа или ближайшей удобной для пред-
ставления дроби. За начало первого интервала рекомендуется взять

xнач = xmin − h

2
, а конец последнего интервала должен удовлетво-

рять условию xкон − h ≤ xmax < xкон. Промежуточные интервалы
получают прибавляя величину h к концу предыдущего интервала.
После этого подсчитывают количество вариант, попавших в каждый
интервал [xi−1;xi). Эти числа обозначим ni и назовем частотой
данного интервала, а wi =

ni

n
— относительной частотой. Оче-

видно, что
k∑

i=1
ni = n,

k∑
i=1

wi = 1.

Пример 1. Проведено n = 200 измерений некоторой случайной
величины.Оказалось что xmin = 13, 58, а xmax = 13, 73. Определить
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количество и границы интервалов при построении интервального ва-
риационного ряда.

Решение. По формуле Стерджеса находим h =
13, 73− 13, 58

1 + log2 200
≈

0, 0174 ≈ 0, 02. Тогда xнач = 13, 58 − 0, 02

2
= 13, 57 и получаем сле-

дующие интервалы: [13,57; 13,59), [13,59; 13,61), . . . , [13,73; 13,75).
Далее, если даны результаты всех измерений, подсчитываем часто-
ты, соответствующие каждому интервалу и строим интервальный
вариационный ряд.

Замечание 1. В некоторых случаях соседние интервалы, в ко-
торых содержится мало вариант, объединяют в один так, чтобы со-
ответствующая ему частота содержала не менее чем 5 – 8 вариант.

Замечание 2.Иногда по полученному интервальному ряду стро-
ят дискретный вариационный ряд, заменяя интервал [xi−1; xi)

на серединное значние этого интервала: x∗i =
xi−1 + xi

2
:

x∗i x∗1 x∗2 . . . x∗k
ni n1 n2 . . . nk

Для наглядности представления вариационных рядов строят по-
лигон частот (относительных частот) для дискретного вари-
ационного ряда или гистограмму частот (относительных ча-
стот) для интервального ряда.

Полигон частот это ломаная, отрезки которой соединяют точки
(x∗1; n1), (x∗2; n2), . . . , (x∗k; nk). Соответственно, график полигона
относительных частот проходит через точки (x∗1; w1), (x∗2; w2), . . . ,
(x∗k; wk).

Гистограмма частот (относительных частот) это ступенчатая фи-
гура, состоящая из прямоугольников, основанием которых служат
частичные интервалы длиной h, а высоты равны

ni

h

(wi

h

)
.

График накопленных частот строится аналогично гистограм-
ме с той лишь разницей, что для рассчета высот прямоугольников

берутся накопленные частоты, равные
j∑

i=1

ni

h
, j = 1, 2, . . . , k или
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j∑
i=1

wi

h
для накопленных относительных частот.

График накопленных относительных частот близок по своему ви-
ду к графику эмпирической функции распределения. Для вы-
борки объема n эмпирическая функция распределения F ∗(x) зада-
ется уравнением F ∗(x) =

nx

n
, где nx – число вариант, меньших x.

2 Выборочные числовые характеристики и
точечные оценки

Пусть дан дискретный вариационный ряд

xi x1 x2 . . . xk
ni n1 n2 . . . nk

. (3)

.
Для дальнейшей обработки статистических данных применяют-

ся выборочные числовые характеристики, среди которых вы-
делим следующие:

выборочное среднее

xв =
1

n

n∑
i=1

xi или xв =
1

n

k∑
i=1

ni xi, где n =
k∑

i=1
ni — объем выборки;

выборочная дисперсия

Dв =
1

n

n∑
i=1

(xi − xв)
2 или Dв =

1

n

k∑
i=1

ni (xi − xв)
2.

Часто для нахождения дисперсии используют формулу

Dв = x2 −
(
x
)2

=
1

n

k∑
i=1

ni x
2
i −

(
1

n

k∑
i=1

ni xi

)2

. (4)

.
среднее квадратическое отклонение σв =

√
Dв;

начальный выборочный момент k-го порядка

Mk =
1

n

n∑
i=1

xki ;
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центральный выборочный момент k-го порядка

mk =
1

n

n∑
i=1

(xi − xв)
k.

Очевидно, что xв = M1, Dв = m2. Кроме перечисленных харак-
теристик отметим следующие:

мода Mo— варианта, имеющая наибольшую частоту;
медиана Me — варианта, которая делит ряд на две равные по

числу вариант части, если число вариант нечетное, или полусумме
серединных вариант при четном числе элементов вариационного ря-
да.

коэффициент вариации V =
σв

xв
· 100%;

асимметрия as =
m3

σ3
в
;

эксцесс ek =
m4

σ4
в
− 3.

Мода и медиана интервального ряда с интервалами равной дли-
ны находятся по формулам:

Mo = xMo +Δ · m2 −m1

(m2 −m1) + (m2 −m3)
,

где xMo – начало модального интервала, Δ – длина интервала; m1

– частота домодального, m2 – модального, m3 – замодального ин-
тервалов.

Me = xMe +Δ ·
n

2
−mн

mMe
,

где xMe – начало медианного интервала; n – объем выборки;
mн – накопленная частота интервала, предшествующего медианно-
му; mMe – локальная частота медианного интервала.

Пусть изучается генеральная совокупность, объекты которой об-
ладают некоторым количественным признаком X. Проведя сплош-
ное исследование можно получить полное представление о случайной
величине X, построить закон распределения и найти его парамет-
ры. Но в силу ряда причин сделать это зачастую не представляется
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возможным. Поэтому на практике приходится иметь дело с выбор-
кой, по которой и приходится судить о генеральной совокупности в
целом.

Выборочные характеристики xв, Dв и σв явлляются эффек-
тивными и состоятельными точечными оценками соответству-
ющих параметров генеральной совокупности. Причем, xв — несме-
щенная оценка для генерального среднего a = xв. Несмещенной
оценкой для генеральной дисперсии является исправленная дис-

персия s2 =
n

n− 1
·Dв =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi−xв)
2. В отличии от s2 вели-

чина s =
√

s2 остается смещенной оценкой генерального среднего
квадратического отклонения, поэтому ее называют “исправленное”
среднее квадратическое отклонение.

3 Объединение нескольких выборок в одну

Пусть выборка (или генеральная совокупность) объема n разбита
на k групп, содержащих n1, n2, . . . nk элементов соответственно,
k∑

j=1
nj = n. В каждой группе найдены средние xj и дисперсии Dj .

Тогда выборочное (или генеральное) среднее всей совокупности вы-
ражается через xj равенством

x =

k∑
j=1

nj xj

n
,

а общая дисперсия D равна сумме среднего арифметического груп-
повых дисперсий Dгр и межгупповой дисперсии Dмежгр :

D = Dгр +Dмежгр, (5)

где

Dгр =

k∑
j=1

nj Dj

n
; Dмежгр =

k∑
j=1

nj (xj − x)2

n
.
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Формулу (5) применяют в случае, если первичные данные не из-
вестны, а также при обработке большого массива данных, когда его
разбивают на несколько групп, в каждой из которых вычисляют
среднее значение и дисперсию.

Пример 2. По трём выборкам объёма n1 = 13, n2 = 15 и n3 =
7 найдены выборочные средние xв1 = 4, 20, xв2 = 4, 44, xв3 = 4, 12.

Эти выборки объединены в одну общую. Найти xв объединенной
выборки.

Решение.

xв =

3∑
j=1

njxвj

3∑
j=1

nj

=

=
n1xв1 + n2xв2 + n3xв3

n1 + n2 + n3
=

13 · 4, 20 + 15 · 4, 44 + 7 · 4, 12
13 + 15 + 7

= 4, 29

Пример 3. Пусть для выборок примера 2 найдены групповые
дисперсии Dв1 = 1, 32; Dв2 = 1, 04; Dв3 = 1, 37. Выборки объеди-
нены в одну. Найти дисперсию объединённой выборки.

Решение. Найдём среднюю групповую дисперсию

Dгр =

k∑
j=1

nj Dвj∑
nj

=
13 · 1, 32 + 15 · 1, 04 + 7 · 1, 37

35
= 1, 21.

Найдём межгрупповую дисперсию

Dмежгр =

k∑
j=1

nj (xвj − x)2∑
nj

=

=
13 · (4, 2− 4, 29)2 + 15 · (4, 44− 4, 29)2 + 7 · (4, 12− 4, 29)2

35
= 0.02.

Тогда D = Dгр +Dмежгр. = 1.21 + 0, 02 = 1, 23.
Заметим, что при вычислении дисперсии можно было воспользо-

ваться формулой (4).
Ответ: Дисперсия объединенной выборки равна D = 1, 23.
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4 Интервальные оценки

Состоятельные точечные оценки с увеличением объема выборки
n хотя и стремятся по вероятности к точному значению оценивае-
мого параметра, но тем не менее остаются приближенными значе-
ниями. Поэтому естественно возникает вопрос о точности полученой
оценки. В математической статистике этот вопрос формулируется
следующим образом: найти интервал, который с заданной вероят-
ностью 0 < γ < 1 содержит внутри себя точное значение оцени-
ваемого параметра. То есть если θ∗ – точечная оценка некоторого
параметра θ и выполнено условие P (|θ∗ − θ| < δ) = γ, то интервыл
θ∗− δ < θ < θ∗+ δ называется доверительный, а вероятность γ —
надежностью оценки. Чем при заданной надежности меньше δ,
тем выше точность оценки θ∗ параметра θ.

4.1 Интервальные оценки математического ожидания

1. Для оценки математического ожидания (генеральной
средней) a = xг нормально распределенного количественного при-
знака X по выборочной средней xв при известном среднем квад-
ратическом отклонении генеральной совокупности σ при повторном
отборе доверительный интервал, который с надежностью γ содер-
жит xв, задается формулой

xв −
t · σ√
n

< a < xв +
t · σ√
n
, (6)

где t находится из равенства

2Φ(t) = γ. (7)

Здесь Φ(t) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt – функция Лапласа.

Запишем формулу (6) в виде
∣∣∣xв − a

∣∣∣ < δ =
t · σ√
n
. Тогда xв – то-

чечная оценка математического ожидания a генеральной совокуп-
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ности, а величина δ =
t · σ√
n
– точность этой оценки. Отсюда можно

получить следущий результат.
Минимальный объем выборки, при котором с заданной надежно-

стью γ точность оценки не превосходит δ, удовлетворяет неравен-
ству

n ≥ t2 · σ2

δ2
, (8)

где t находится из условия (7).
2. Если выборка бесповторная и N — объем гененеральной

совокупности, то формула (6) примет вид

xв −
t · σ√
n

√
1− n

N
< a < xв +

t · σ√
n

√
1− n

N
, (9)

где δ =
t · σ√
n

√
1− n

N
. Заметим, что при увеличении N множи-

тель
√

1− n

N
стремится к 1, а отличие между повторной и беспо-

вторной выборками сглаживается. Поэтому при больших N и для
бесповторных выборок пользуются формулой (6).

3. Пусть как и прежде количественный признак X генеральной
совокупности распределен нормально, но σ не известно. По выбор-
ке объема n найдено xв, и “исправленное” среднее квадратическое
отклонение s. Тогда доверительный интервал для оценки матема-
тического ожидания a при повторном отборе задается формулой

xв −
tγ · s√

n
< a < xв +

tγ · s√
n

, (10)

где tγ определяется по таблицам распределения Стьюдента по уров-
ню значимости α = 1− γ для двусторонней критической области и
числу степеней свободы k = n−1; s — “исправленное” среднее квад-
ратическое отклонение, n — объем выборки, δ =

ts√
n
.

Если объем выборки N и выборка бесповторная, то доверитель-
ный интервал задается формулой
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xв −
tγ · s√

n

√
1− n

N
< a < xв +

tγ · s√
n

√
1− n

N
. (11)

Здесь δ =
tγ · s√

n

√
1− n

N
.

Так как при увеличении объема выборки n распределение Стью-
дента медленно приближается к нормальному, то при n > 30 в фор-
мулах (10) и (11) вместо tγ поставить t, найденное из равенства

2Φ(t) = γ и пренебречь множителем
√

1− n

N
.

4.2 Интервальные оценки дисперсии и среднего квад-
ратического отклонения

Пусть s2 — исправленная дисперсия, а s — “исправленное “
среднее квадратическое отклонение выборки. Тогда для генераль-
ных дисперсии и среднего квадратического отклонения справедливы
оценки

(n− 1) · s2
χ2

1−γ
2

;n−1
< σ2 <

(n− 1) · s2
χ2

1+γ
2

;n−1
и

s ·
√√√√ n− 1

χ2
1−γ
2

;n−1
< σ < s ·

√√√√ n− 1

χ2
1+γ
2

;n−1
, (12)

где χ2
α
2
,n−1 и χ2

1−α
2
,n−1 — критические точки распределения χ2 с

n−1 стапенями свободы и соответствующими уровнями значимости
при α = 1− γ.

Пример 4. Из генеральной совокупности большого объема, под-
чиненной нормальному закону распределения взята выборка объема
n = 20. По этой выборке найдены выборочная средняя xв = 45 и
выборочная дисперсия. Dв = 4. Найти доверительные интервалы
для a) оценки с надежностью γ = 0, 95 генеральной средней xг;
b) генерального среднего квадратического отклонения σ.
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Решение. a) Так как σ не известна, оценку генеральной средней
получим по формуле (10). Найдем “исправленное” среднее квадрати-
ческое отклонение

s =
√
s2 =

√
n

n− 1
·Dв =

√
20

19
· 4 = 2, 05.

По таблице значений tγ найдем tγ = t0,95; 20 = 2, 093. Тогда в силу
формулы (10) получим

45− 2, 093 · 2, 05√
20

< xг < 45+
2, 093 · 2, 05√

20
, или 44, 04 < xг < 45, 96.

b) Найдем доверительный интервал для σ. По таблице критических
точек распределения χ2 получим χ2

1−0,95
2

; 20−1 = 32, 9; χ2
1+0,95

2
; 20−1 =

8, 91. Применим формулу (12).

2, 05 ·
√

20− 1

32, 9
< σ < 2, 05 ·

√
20− 1

8, 91
, или 1, 56 < σ < 2, 99.

Ответ: С надежностью γ = 0, 95 44, 04 < xг < 45, 96, 1, 56 < σ <
2, 99.

Пример 5. Найти минимальный объем выборки, при котором
с надежностью γ = 0, 901 точность оценки математического ожи-
дания a генеральной совокупности по выборочной средней равна
δ = 2, если известно среднее квадратическое отклонение σ = 9 нор-
мально распределенной генеральной совокупности.

Решение. Из равенства 2Φ(t) = 0, 901 по таблице функции Ла-
пласа находим t = 1, 65. Тогда, в силу формулы (8), получим

n ≥ 1, 652 · 92
22

= 55, 13

Округлив результат по избытку, получим n = 56.
Ответ: Надо взять выборку объема n = 56.
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5 Корреляционная зависимость

A. Коэффициент корреляции Пирсона. Пусть даны две слу-
чайные случайные величины X и Y. Зависимость, при которой за-
кон распределения одной из них зависит от того, какие значения
приняла другая величина, называется статистической зависимо-
стью. Если при этом изменение одной величины влечет за собой из-
менение среднего значения другой, то зависимость называется кор-
реляционной. В этом случае можно говорить о функции, которая
каждому значению x ставит в соответствие среднее значение yx :

yx = f∗(x). Полученное уравнение называют уравнением регрес-
сии Y на X. Для построения уравнения регрессии применяется
метод наименьших квадратов. Пусть выборочные данные пред-
ставлены в виде корреляционной таблицы:

X
Y x1 x2 · · · xp ny

y1 nx1y1 nx2y1 · · · nxpy1 ny1

y2 nx1y2 nx2y2 · · · nxpy2 ny2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ym nx1ym nx2ym · · · nxpym nym

nx nx1 nx2 · · · nxp n

здесь nxiyj — частота, с которой встречается пара наблюдений

xi, yj ; nxi =
m∑
j=1

nxiyj ; nyj =
p∑

i=1
nxiyj ; n =

p∑
i=1

nxi =
m∑
j=1

nyj — объ-

ем выборки. Рассмотрим частный случай, когда уравнение регрессии
линейно: yx = ρyxx+ b. Тогда коэффициенты ρyx и b находятся из
системы линейных уравнений⎧⎨

⎩(nx2) · ρyx + (nx) · b =
p,m∑

i=1,j=1
(nxiyj · xi · yj),

(x) · ρyx + b = y.
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Уравнение линейной регрессии можно искать в виде

yx − y = rв
σy
σx

(x− x), (13)

где

x =
1

n

p∑
i=1

nxixi, y =
1

n

m∑
j=1

nyjyj , — выборочные средние, (14)

x2 =
1

n

p∑
i=1

nxix
2
i , y2 =

1

n

m∑
j=1

nyjy
2
j , σx =

√
x2 − x

2
, σy =

√
y2 − y

2
,

(15)

Kx; y =

p,m∑
i=1,j=1

(nxiyj · xi · yj)

n
− x · y − коэффициент ковариации,

(16)

rв =

p,m∑
i=1,j=1

(nxiyj · xi · yj)− n · x · y

n · σx · σy или rв =
Kx; y

σx · σy . (17)

Коэффициент rв является точечной оценкой генерального значения
коэффициента корреляции Пирсона r, который является важной ха-
рактеристикой двумерной случайной величины. Он характеризует
тесноту связи между X и Y. Можно показать, что |r| ≤ 1 и чем
теснее связь между признаками X и Y, тем ближе к 1 величина
|r|. Если Y и X связаны линейной функциональной зависимостью,
то r = ±1. Если же Y и X независимы, то r = 0.

Пример 6. По выборке, извлеченной из двумерной нормаль-
ной генеральной совокупности (X,Y ), составлена корреляционная
таблица. Найти выборочный коэффициент корреляции и написать
уравнение регрессии Y на X.
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X
Y 0, 5 0, 7 0, 9 1, 1 1, 3 ny

4 − − 2 21 2 25
7 2 4 12 14 − 32
10 − 2 3 − − 5
13 8 9 1 − − 18

nx 10 15 18 35 2 n = 80

Решение. Найдем параметры уравнения регрессии по формулам
(14) – (17):

x =
1

n

p∑
i=1

nxixi =

=
0, 5 · 10 + 0, 7 · 15 + 0, 9 · 18 + 1, 1 · 35 + 1, 3 · 2

80
=

72, 8

80
= 0, 91,

y =
1

n

m∑
j=1

nyjyj =
4 · 25 + 7 · 32 + 10 · 5 + 13 · 18

80
=

608

80
= 7, 6,

x2 =
1

n

p∑
i=1

nxix
2
i =

=
0, 52 · 10 + 0, 72 · 15 + 0, 92 · 18 + 1, 12 · 35 + 1, 32 · 2

80
= 0, 877

y2 =
1

n

m∑
j=1

nyjy
2
j =

42 · 25 + 72 · 32 + 102 · 5 + 132 · 18
80

= 68, 875

σx =

√
x2 − x

2
=

√
0, 877− 0, 912 = 0, 2211 ≈ 0, 22

σy =

√
y2 − y

2
=

√
68, 875− 7, 62 = 3, 3339 ≈ 3, 33

p,m∑
i=1,j=1

(nxiyj · xi · yj)

n
=

1

80
(0, 9 · 4 · 2 + 1, 1 · 4 · 21 + 1, 3 · 4 · 2+

+0, 5 · 7 · 2 + 0, 7 · 7 · 4 + 0, 9 · 7 · 12 + 1, 1 · 7 · 14 + 0, 7 · 10 · 2+
+0, 9 · 10 · 3 + 0, 5 · 13 · 8 + 0, 7 · 13 · 9 + 0, 9 · 13 · 1) = 6, 3325

16



Kx; y =

p,m∑
i=1,j=1

(nxiyj · xi · yj)

n
− x · y = 6, 3325− 0, 91 · 7, 6 = −0, 5835

rв =
Kx; y

σx · σy =
−0, 5835
0, 22 · 3, 33 = −0, 796 ≈ −0, 80

Подставив найденные значения в формулу (13), получим уравнение
регрессии

yx − 7, 6 = −0, 80 · 3, 33
0, 22

(x− 0, 91), или yx = −12, 1x+ 18, 62.

Ответ: Коэффициент корреляции rв = −0, 8; уравнение регрес-
сии yx = −12, 1x+ 18, 62.

B. Коэффициент ранговой корреляции Спирмена. Из ге-
неральной совокупности, каждый объект которой обладает двумя
различимыми, не важно, количественными или качественными при-
знаками X и Y, получена выборка объема n. Расположим объек-
ты один за другим в порядке изменения выраженности признака X
и прсвоим им порядковые номера (ранги). Объектам, не различи-
мым по степени выраженности признака, присваиваются одинаковые
ранги, равные среднему арифметическому их порядковых номеров.
Далее, аналогичным образом определим ранги по признаку Y. Та-
ким образом каждому объекту ставится в соотвествие пара чисел —
их ранги (x1, yi). Коэффициенткорреляции Пирсона, вычисленный
для полученной двумерной случайной величины называется коэф-
фициентом ранговой корреляции Спирмена:

ρв = 1−
6

n∑
i=1

(xi − yi)
2

n3 − n
. (18)

Этот коэффициент, так же, как и коэффициент Пирсона, отражает
величину тесноты связи между признаками X и Y.

Пример 7. Денадцать студентов написали контрольную рабо-
ту, после чего прошли тестирование на компьютере. Результаты кон-
трольной по 30-балльной шкале даны в первой строке, тестирования
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(максимум 100 баллов) во второй строке. Найти коэффициент ран-
говой корреляции Спирмена между результатами кнтрольной и те-
стирования.

контр 30 23 27 24 18 28 28 20 25 23 18 23
тест 96 71 87 80 64 92 95 60 87 88 62 72

Решение. Переставим столбцы так, чтобы баллы за контрольную
располагались в порядке возрастания и присвоим ранги xi (запишем
в верхнюю строку) согласно порядковым номерам столбиков. Ана-
логично проранжируем баллы по тесту. Получим ранги yi (нижняя
строка).

ранг xi 1 2, 5 2, 5 4 5 6 8 8 8 10 11, 5 11, 5
контр 30 (28 28) 27 25 24 (23 23 23) 20 (18 18)
тест 96 92 95 87 87 80 88 72 71 60 62 64
ранг yi 1 3 2 5, 5 5, 5 7 4 8 9 12 11 10

Найдем сумму квадратов разностей рангов:

ранг xi 1 2, 5 2, 5 4 5 6 8 8 8 10 11, 5 11, 5
ранг yi 1 3 2 5, 5 5, 5 7 4 8 9 12 11 10
(xi − yi)

2 0 0, 52 0, 52 1, 52 1, 52 1 42 0 1 22 0, 52 0, 52

Найдем сумму элементов последней строки:
∑

(xi−yi)
2 = 27, 5. Под-

ставив значения в формулу (18), получим

ρв = 1−
6

n∑
i=1

(xi − yi)
2

n3 − n
= 1− 6 · 27, 5

123 − 12
= 0, 904.

Ответ: Коэффициент ранговой корреляции ρв = 0, 904
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6 Статистическая проверка статистических
гипотез

Статистической гипотезой называется предположение о вели-
чине параметров известного распределения или о законе неизвестно-
го распределения.

Рассмотрим понятие статистической гипотезы и ее статистиче-
ской проверки на примере следущих рассуждений. Пусть из двух ге-
неральных совокупностей взяты выборки, по которым найдены зна-
чения некоторого параметра, например, исправленная дисперсия s21
и s22. Пусть есть основания полагать, что дисперсии в генеральных
совокупностях равны между собой, то есть D1 = D2. Сформулиру-
ем это предположение в виде основной гипотезы H0 : D1 = D2.
Отрицание этого утверждения назовем альтернативной гипотезой и
обозначим H1 : D1 �= D2. Для проверки гипотезы H0 найдем

отношение Fнабл =
s21
s22

, величина которого зависит от конкретных

данных, попавших в выборку. Поэтому Fнабл есть наблюдаемое зна-

чение случайной величины F =
S2
1

S2
2

отношения исправленных дис-

персий. Очевидно, чем сильнее Fнабл отличается от 1, тем меньше
вероятность того, что гипотеза H0 верна. Величину F назовем кри-
терием и можно говорить о законе распределения этой случайной
величины. И если этот закон построить, то можно рассмотреть сле-
дущую задачу:

Пусть H0 справедливо. Найти Fкр такое, чтобы для заданного
достаточно малого α выполнялось неравенство P (F > Fкр) < α.
Тогда если Fнабл > Fкр, то это будет означать, что произошло ма-
ловероятное событие, то есть скорее всего гипотеза H0 не верна. В
этом случае гипотезу H0 отвергают и принимают альтернативную
гипотезу H1. При этом величину вероятности α называют уровнем
значимости критерия F. Если Fнабл < Fкр, гипотезу H0 принима-
ют, но ответ формулируют более осторожно: При заданном уровне
значимости α нет оснований отвергать гипотезу H0.

Другой пример. Пусть ni – эмпирические частоты некоторого
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распределения, полученные в результате наблюдений. Пусть есть ос-
нования полагать, что генеральная совокупность подчиняется зако-
ну (например, нормальному), по которому найдены теоретические
частоты n′i, и

∑
ni =

∑
n′i.

xi x1 x2 . . . xk
ni n1 n2 . . . nk

n′i n′1 n′2 . . . n′k
.

Основная гипотеза H0 : генеральная совокупность подчиняется нор-
мальному закону. Конкурирующая гипотеза H1 : распределение
нормальным не является. Для проверки гипотезы построим крите-

рий χ2 =
k∑

i=1

(ni − n′i)
2

n′i
. Чем сильнее отличаются эмпирические ча-

стоты от теоретических, тем больше значение критерия χ2 и тем
меньше вероятность справедливости гипотезы H0. Зная закон ра-
сределения χ2, можно для заданной вероятности α найти χ2

кр та-
кое, что при χ2

набл > χ2
кр вероятность справедливости гипотезы H0

будет меньше α. В этом случае гипотезу H0 при заданном уровне
значимости α отвергают. Если же χ2

набл < χ2
кр, как и в прошлом

примере говорят, что при заданном уровне значимости α нет осно-
ваний отвергать гипотезу H0.

6.1 Гипотеза о равенстве дисперсий двух нормальных
генеральных совокупностей

Пусть по независимым выборкам объема n1 и n2 из нормальных
генеральных совокупностей найдены исправленные выборочные дис-
персии s2X и s2Y . Выдвинем гипотезу H0 : DX = DY (дисперсии
генеральных совокупностей равны между собой). Альтернативная
гипотеза H1 может быть сформулирована в виде H1 : DX �= DY ,
DX < DY или DX > DY .

Для проверки гипотезы H0 строится критерий

F =
S2
б

S2
м
.
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Эта случайная величина подчиняется закону распределения Фишера
– Снедекора с k1 = nб − 1, k2 = nм − 1 степенями свободы. Здесь
Sб = max(S1, S2), S м = min(S1, S2), nб и nм — объемы выборок,
по которым найдены Sб и Sм соответственно.

а) Для проверки H0 : DX = DY H1 : DX > DY при заданном
уровне значимости α надо вычислить

Fнабл =
s2б
s2м

и по таблице критических точек распределения функции Фишера –
Снедекора, по заданному уровню значимости α и числам степеней
свободы k1 и k2 найти критическую точку Fкр = F (α, k1, k2). Если
Fнабл < Fкр , нет оснований отвергать гипотезу H0; при Fнабл > Fкр
гипотезу H0 отвергают.

б) Если H0 : DX = DY H1 : DX �= DY то критическую точку
Fкр находят из условия Fкр = Fкр(

α

2
, k1, k2).

Пример 8. По двум независимым выборкам, объемы которых
nX = 15 и nY = 12 извлеченным из нормальных генеральных со-
вокупностей X и Y, найдены исправленные выборочные дисперсии
s2X = 43 и s2Y = 91. При уровне значимости α = 0, 05 проверить
гипотезу H0 : D(X) = D(Y ) о равенстве генеральных дисперсий
при конкурирующей гипотезе H1 : D(X) < D(Y ).

Решение. У нас s2Y = 91 > 43 = s2X , то есть s2Y > s2X , то

s2б = s2Y = 91, s2м = s2X = 43. Тогда Fнабл =
s2б
s2м

=
91

43
= 2, 12

Конкурирующая гипотеза DY > DX , поэтому имеем правосторон-
нюю критическую область. По таблице критических точек распре-
деления F Фишера - Снедекора по уровню значимости α = 0, 05
и числам степеней свободы k1 = nб − 1 = nY − 1 = 12 − 1 = 11
и k2 = nм − 1 = nX − 1 = 15 − 1 = 14 найдем критическую точ-
ку Fкр(0, 05; 11; 14) = 2, 56. Так как Fнабл < Fкр, нет оснований
отвергать гипотезу H0.

Ответ: Выборочные исправленные дисперсии различаются не
значимо.
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6.2 Сравнение наблюдаемой относительной частоты с
гипотетической вероятностью появления события

По большому числу n независимых испытаний, проведенных по
схеме Бернулли найдена относительная частота m

n . Вероятность p
появления события A в генеральной совокупности неизвестна, но
есть основания полагать, что она равна числу p0. Требуется при
заданном уровне значимости α проверить гипотезу H0 : p = p0 при
конкурирующей гипотезе H1 : p �= p0 , (H1 : p > p0 или H1 : p <
p0).

Для проверки гипотезы H0 строится критерий

U =

(
M

n
− p0

)√
n√

p0(1− p0)
,

где M — случайная величина числа благоприятных исходов в вы-
борке. При справедливости гипотезы H0 при больших значениях n,

то есть если n >
9

p0(1− p0)
, величина U имеет распределение близ-

кое к нормальному N(0; 1). Тогда:
a) Для проверки H0 : p = p0, H1 : p �= p0 при заданном уровне

значимости α надо вычислить

Uнабл =

m

n
− p0√

p0(1− p0)

n

(19)

и по таблице функции Φ(x) найти uкр из равенства Φ(uкр) =
1− α

2
.

Если |Uнабл| < uкр , нет оснований отвергать гипотезу H0; при
|Uнабл| > uкр гипотезу H0 отвергают.

b) Если H0 : p = p0 , H1 : p > p0, то критическую точку uправкр

находят из условия Φ(uправкр ) =
1− 2α

2
. При Uнабл > uправкр гипотезу

H0 отвергают. При Uнабл < uправкр нет оснований отвергать гипоте-
зу H0.
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c) Если H0 : p = p0 , H1 : p < p0, то находят uлевкр = −uправкр . При
Uнабл < uлевкр гипотезу H0 отвергают.

Пример 9. Партия товара принимается к реализации, если ко-
личество бракованных изделий в ней не превосходит P = 4%. По
выборке объема n = 250 брак составил m = 16 изделий. Проверить
при уровне значимости α = 0, 015, следует ли принять эту партию
к реализации?

Решение. Заметим, что np0(1− p0) = 250 · 0, 04 · 0, 96 = 9, 6 > 9,
то есть объем выборки достаточно дольшой и мы можем восполь-
зоваться рассмотренным выше критерием. Построим основную ги-
потезу: принять партию товара к реализации при альтернативной
гипотезе: не принимать.

Партия будет принята, если H0 : p = p0 = 0, 04 и отклонена,
еслиH1 : p > p0. Имеем правостороннюю критическую область.
Тогда по формуле (19) находим

Uнабл =

16

250
− 0, 04√

0, 04 · 0, 96
250

= 1, 94.

Найдем uкр из равенства Φ(uкр) =
1− 2α

2
=

1− 0, 03

2
= 0, 485.

Тогда по таблице значений функции Φ(x) получим uкр = 2, 17. Так
как Uнабл = 1, 94 < 2, 17 = uкр, нет оснований отвергать гипотезу
H0.

Ответ: Партию товара следует при уравне значимости α =
0, 015 принять к реализации.

6.3 Гипотеза о равенстве долей признака в двух сово-
купностях

Числовая характкрисстика, показывающая, какая часть генераль-
ной совокупности обладает некоторым (качественным) признаком X
называется долей этого признака. Эта характеристика является ана-
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логом вероятности появления признака в единичном испытании. То-
чечной оценкой доли является величина w =

m

n
.

Пусть имеются две генеральные совокупности, пусть вероятность
появления признака A в первой генеральной совокупности равна
p1, а во второй – p2. Эти вероятности реально существуют, но нам
неизвестны. По независимым выборкам большого объема n1 и n2

(n1,2 ≥ 100) из этих генеральных совокупностей найдены выбороч-
ные относительные частоты w1 =

m1

n1
и w2 =

m2

n2
, где m1 и m2 –

соответственно число элементов первой и второй выборок, обладаю-
щих признаком A. При уровне значимости α проверяется гипотеза
H0 : p1 = p2 (доли признака A в генеральных совокупностях рав-
ны) при конкурирующей гипотезе H1 : p1 �= p2 (H1 : p1 > p2 или
H1 : p1 < p2. )

Для проверки гипотезы H0 строится критерий

U =

M1

n1
− M2

n2√
p(1− p)

(
1

n1
+

1

n2

) ,

где p = p1 = p2. При справедливости гипотезы H0 Величина U
имеет распределение близкое к нормальному N(0; 1). Так как p

неизвестно, то вместо p можно взять ее оценку p∗ =
m1 +m2

n1 + n2
. В

результате получим:
а) Для проверки H0 : p1 = p2, H1 : p1 �= p2 при заданном уровне

значимости α надо вычислить

Uнабл =

m1

n1
− m2

n2√
m1 +m2

n1 + n2

(
1− m1 +m2

n1 + n2

)(
1

n1
+

1

n2

) (20)

и по таблице функции Φ(x) найти uкр из равенства Φ(uкр) =
1− α

2
.

Если |Uнабл| < uкр , нет оснований отвергать гипотезу H0; при
|Uнабл| > uкр гипотезу H0 отвергают.
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б) Если H0 : p1 = p2 , H1 : p1 > p2 или H1 : p1 < p2, то

критическую точку uкр находят из условия Φ(uкр) =
1− 2α

2
.

6.4 Сравнение долей признака в нескольких совокуп-
ностях

Пусть имеется r генеральных совокупностей, пусть вероятность
появления признака A в каждой из них равна pi, i = 1, ..., r. Эти
вероятности реально существуют, но нам неизвестны. По r незави-
симым выборкам большого объема n1, n2 ..., nr из этих генераль-
ных совокупностей найдены выборочные относительные частоты
w1 =

m1

n1
, w2 =

m2

n2
, ..., wr = mr

nr
, где m1, m2, ...,mr – соответствен-

но число элементов этих выборок, обладающих признаком A. При
уровне значимости α проверяется гипотеза H0 : p1 = p2 = ... = pr
(обозначим это общее значение вероятности p) при конкурирующей
гипотезе H1 : равенство гипотезы H0 нарушается (хотя бы в одном
месте).

Для проверки гипотезы H0 строится критерий

χ2 =

r∑
i=1

ni(Wi − p)2

p(1− p)
,

где Wi =
Mi

ni
, Mi — случайные величины, число благонриятных

исходов в iй выборке. При справедливости гипотезы H0 и при n→
∞ Величина χ2 имеет распределение Пирсона (распределение χ2 )
c k = r − 1 степенями свободы.

В качестве оценки неизвестного значения p берут величину
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p0 =

r∑
i=1

mi

r∑
i=1

ni

и вычисляют наблюдаемое значение критерия

χ2
набл =

r∑
i=1

ni(wi − p0)
2

p0(1− p0)
. (21)

Для проверки гипотезы H0 при конкурирующей гипотезе H1

обычно берут правостороннюю критическую область. Гипотеза H0

при заданном уровне значимости α отвергается, если χ2
набл > χ2

кр =
χ2(α; k), где χ2

кр находится по таблице критических точек распре-
деления χ2 по уровню значимости α и числу степеней свободы
k = r − 1.

Пример 10. Проведен опрос среди избирателей четырех воз-
растных групп. Из ni опрошенных в iй группе пойти на выборы
планируют mi человек. Пусть n1 = 103, m1 = 62; n2 = 127,
m3 = 69; n3 = 129, m3 = 69; n4 = 139, m4 = 95. При уровне
значимости α = 0, 05 проверить гипотезы: a) доли желающих при-
нять участие в выборах в первой и второй возрастной группе равны,
альтернативная гипотеза: во второй группе эта доля выше; b) пред-
полагаемая активность на выборах всех четырех групп одинакова.

Решение. a) H0 : p1 = p2, H1 : p1 > p2. Найдем Uнабл по

формуле (20): w1 =
m1

n1
=

62

103
= 0, 602; w2 =

m2

n2
=

67

127
= 0, 528;

p =
m1 +m2

n1 + n2
=

62 + 67

103 + 127
= 0, 561;

Uнабл =
0, 602− 0, 528√

0, 561(1− 0, 561)

(
1

103
+

1

127

) = 1, 12.

Найдем uкр из условия Φ(uкр) =
1− 2α

2
=

1− 2 · 0, 05
2

= 0, 45. По
таблице функции Φ(x) находим uкр = 1, 645.
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Так как Uнабл = 1, 12 < 1, 645 = uкр , нет оснований отвергать
гипотезу H0.

b) H0 : p1 = p2 = p3 = p4, H1 : равенство гипотезы H0 нару-
шается (хотя бы в одном месте).

p0 =

4∑
i=1

mi

4∑
i=1

ni

=
62 + 67 + 69 + 95

103 + 127 + 129 + 139
= 0, 588

w1 = 0, 602, w2 = 0, 528, w3 =
m3

n3
=

69

129
= 0, 535,

w4 =
m4

n4
=

95

139
= 0, 683

и подставим значения в формулу (21). Получим

χ2
набл =

1

0, 588(1− 0, 568)
·(103(0, 602−0, 588)2+127(0, 528−0, 588)2+

+ 129(0, 535− 0, 588)2 + 139(0, 683− 0, 588)2) = 8, 73.
По таблице распределения χ2 по уровню значимости α = 0, 05

и числу степеней свободы k = r − 1 = 4− 1 = 3 находим

χ2
кр = χ2(0, 05; 3) = 7, 82.

Так как χ2
набл = 8, 73 > 7, 62 = χ2

кр, гипотезу H0 отвергаем.
Ответ: a) Предполагаемая активность на выборах первой и вто-

рой возрастных групп отличаются не значимо; b) отличие долей че-
тырех исследованных групп значимо или существенно при уровне
значимости α = 0, 05.

6.5 Грубые ошибки наблюдений

Рассмотрим частный случай гипотезы о равенстве средних значе-
ний двух выборок.

Пусть имеется n + 1 измерений некоторой случайной величины
x1, x2, . . . xn, x∗, среди которых значение x∗ сильно отличается от
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остальных и у нас есть основание полагать, что это значение являет-
ся либо ошибкой эксперимента, неверно записанным показанием на-
блюдения, либо нетипичным представителем генеральной совокуп-
ности. Возникает вопрос, следует ли исключить x∗ из выборки, или

отличие несущественно. Для ответа на него найдем xв =
1

n

n∑
j=1

xj и

сформулируем гипотезу H0 : xв = x∗ при конкурирующей гипотезе
H1 : xв > x∗ или xв < x∗, в зависимости от того, в какую сторону
x∗ отличается от остальных наблюдаемых значений.

Для проверки гипотезы H0 построим критерий

t =
xв − x∗

s
,

где s− “исправленное” среднее квадратическое отклонение. Случай-
ная величина t имеет распределение Стьюдента с k = n− 1 степе-
нями свободы. Далее находим

t набл =
xв − x∗

s
(22)

и по таблице распределения Стьюдента по числу степеней свободы
k = n− 1 и уровню значимости α находим t кр для односторонней
критической области. Если |t набл| < t кр, гипотезу H0 принимают.
Иными словами, нет оснований полагать, что x∗ сильно отличается
от совокупности остальных наблюдений. При |t набл| > t кр гипотезу
H0 отвергают.

Пример 11. Эксперимент повторили 9 раз. Получили резуль-
таты 253; 264; 272; 312; 308; 293; 253; 267; 337. Найти зна-
чение, которое больше всего отличается от среднего по выборке и
при уровне значимости α = 0, 025, проверить, действительно ли это
отличие существенно.

Решение. Найдем среднее значение по выборке

253 + 264 + 272 + 312 + 308 + 293 + 253 + 267 + 337

9
= 284, 33
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От этого значения больше всего отличается величина x∗ = 337. Для
проверки гипотезы H0 : xв = x∗ найдем

xв =
253 + 264 + 272 + 312 + 308 + 293 + 253 + 267

8
= 277, 75 и вы-

числим исправленную дисперсию s2 по формуле

s2 =
n

n− 1
·Dв =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − xв)
2.

Тогда s2 =
1

7
((253 − 277, 75)2 + (264 − 277, 75)2 + (272 − 277, 75)2 +

(312−277, 75)2+(308−277, 75)2+ +(293−277, 75)2+(253−277, 75)2+
(267 − 277, 75)2) = 554, 7857. Отсюда “исправленное” среднее квад-

ратическое отклонение равно: s =
√
s2 =

√
554, 7857 = 23, 55.

Найдем наблюдаемое значение критерия tнабл по формуле (22):

t набл =
xв − x∗

s
=

277, 74− 337

23, 55
= −2, 52.

По таблице распределения Стьюдента по числу степеней сво-
боды k = 8 − 1 = 7 и уровню значимости α = 0, 025 нахо-
дим для односторонней критической области t кр = 2, 36. Так как
|t набл| = 2, 52 > 2, 36 = t кр, гипотезу H0 отвергаем. То есть значе-
ние 337 существенно отличается от остальных значений выборки и
его следует отбросить.

Ответ: Значение 337 следует отбросить.

6.6 Гипотеза о значимости выборочного коэффициен-
та корреляции

A. Пусть из нормально распределенной двумерной генеральной
совокупности (X, Y ) извлечена выборка объема n. По этой выбор-
ке найден коэффициент корреляции rв, который является точеч-
ной оценкой коэффициента корреляции r генеральной совокупно-
сти. Пусть rв �= 0. Отсюда еще не следует, что коэффициент корре-
ляции в генеральной совокупности r не равен нулю и, следователь-
но, вопрос о зависимости признаков X и Y остается открытым.
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Чтобы ответить на этот вопрос, проверим при заданном уровне зна-
чимости α гипотезу H0 : r = 0, H1 : r �= 0.

Рассмотрим случайную величину

T =
R
√
n− 2√

1−R2
,

которая при выполнении гипотезы H0 имеет распределение Стью-
дента с k = n− 2 степенями свободы.

Для проверки гипотезы H0 : r = 0, H1 : r �= 0 при заданном
уровне значимости α, надо вычислить

Tнабл =
rв
√

n− 2√
1− r2в

(23)

и по таблице распределения Стьюдента, по заданному уровню зна-
чимости α и числу степеной свободы k = n − 2 найти критиче-
скую точку tкр(α, k) для двусторонней критической области. Ес-
ли |Tнабл| < tкр — нет оснований отвергать гипотезу H0. Если
|Tнабл| > tкр — гипотезу H0 отвергают. При этом говорят, что выбо-
рочный коэффициент корреляции rв значимо отличается от нуля.

B. Аналогичным образом проверяется гипотеза о о равенстве ну-
лю генерального коэффициента ранговой корреляции Спирмена H0 :
ρ = 0, при конкурарующей гипотезе H1 : ρ �= 0 и заданном уровне
значимости α. Критерий применим, если объем выборки n ≥ 9. Для
этого надо вычислить

Tнабл =
ρв
√

n− 2√
1− ρ2в

(24)

и по таблице распределения Стьюдента, по заданному уровню зна-
чимости α и числу степеной свободы k = n − 2 найти критиче-
скую точку tкр(α, k) для двусторонней критической области. Ес-
ли |Tнабл| < tкр — нет оснований отвергать гипотезу H0. Если
|Tнабл| > tкр — гипотезу H0 отвергают. При этом говорят, что вы-
борочный коэффициентранговой корреляции Спирмена ρв значимо
отличается от нуля.
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Пример 12. Проверить при уравне значимости α = 0, 05 ги-
потезу о равенстве нулю коэффициента корреляции, найденного в
примере 6 и коэффициента ранговой корреляции примера 7.

Решение. a) В примере 6 n = 80 и найдено значение rв =
−0, 80. Пусть H0 : rг = 0 и H1 : rг �= 0. Тогда, в силу формулы

(23) Tнабл =
−0, 8 ·√80− 2√

1− 0, 82
= −11, 8. По таблице распределения

Стьюдента для двусторонней критической области находим tкр =
t(α, k) = t(0, 05, 78) = 1, 99. Так как |Tнабл| = 11, 8 > 1, 99 = tкр, то
гипотезу H0 отвергаем, что означает, что rг значимо отличается от
нуля.

b) В примере 7 n = 12 и найдено значение ρв = 0, 904. Здесь
H0 : ρг = 0 и H1 : ρг �= 0. Тогда из формулы (24) нахо-

дим Tнабл =
0, 904 ·√12− 2√

1− 0, 9042
= 6, 7. По таблице распределения

Стьюдента находим tкр = t(α, k) = t(0, 05, 10) = 2, 23. Так как
|Tнабл| = 6, 7 > 2, 23 = tкр, гипотезу H0 отвергаем.

Ответ: В примерах 6, 7 коэффициенты rг и ρг значимо отли-
чаются от нуля.

6.7 Гипотезы о законе распределения случайной вели-
чины. Критерий χ2

При исследовании статистических закономерностей бывает важно
определить, какому закону подчиняется данная случайная величина
или, имея две выборки проверить, они подчиняются одному и тому
же закону, или мы имеем по существу разные закономерности.

Одним из методов решения этих задач является применение кри-
терия согласия χ2 (хи-квадрат) Пирсона. Смысл этого метода в
следующем. Пусть сравниваются между собой два ряда. Пусть ni

— эмпирические частоты (частоты, полученные в результате на-
блюдения и пусть n′i – частоты которые должны быть в предпо-
ложении, что распределение подчиняется предполагаемому закону
(теоретические частоты). Например, это может быть нормальное
распределение, распределение Пуассона, равномерное распределение
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или любое другое. Выдвигаеся гипотеза H0 : { эмпирическое рас-
пределение подчиняется предполагаемому закону}. Альтернативная
гипотеза H1 : { закон распределения отличается от теоретического}.

Тогда

χ2 =

s∑
i=1

(ni − n′i)
2

n′i

– случайная величина, с увеличением которой вероятность спра-
ведливости гипотезы H0 уменьшается. Величина χ2 не зависит от
сравниваемого закона распределения и имеет k степеней свободы,
где k вычисляется по формуле k = s−1−r, где s — число интерва-
лов, r — число параметров предполагаемого закона распределения.

Для проверки гипотезы H0 при конкурирующей гипотезе H1

надо вычислить

χ2
набл =

s∑
i=1

(ni − n′i)
2

n′i

и по таблице распределения χ2 по заданному уровню значимости α
и числу степеной свободы k = s − 1 − r найти критическую точку
χ2
набл(α, k). Если |χ2

набл| < χ2
кр — нет оснований отвергать гипотезу

H0. Если |χ2
набл| > χ2

кр — гипотезу H0 отвергают.
Следует отметить, критерий Пирсона применим при объеме вы-

борки n ≥ 50. Кроме того ni в каждом интервале должно быть
не менее 5. Поэтому при применении критерия малочисленные ин-
тервалы объединяют с соседними и только после этого определяют
величину s количества полученных интервалов.

Пример 13. Из генеральной совокупности взята выборка. При
уровне значимости α = 0, 05 проверить гипотезу о нормальном рас-
пределении признака X в генеральной совокупности.
[xi−1; xi) [5; 9) [9; 13) [13; 17) [17; 21) [21; 25) [25; 29)

ni 2 3 7 31 28 31

[xi−1; xi) [29; 33) [33; 37) [37; 41) [41; 45)
ni 30 12 4 2
Решение.
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1. Сначала найдем теоретические частоты из предположения,
что распределение признака X подчиняется нормальному закону.

a) Интервалы [xi−1, xi) заменим на их серединные значения

x∗i =
xi−1 + xi

2
и построим дискретный вариационный ряд:

x∗i 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43
ni 2 3 7 31 28 31 30 12 4 2 n =

∑
ni = 150

b) Найдем выборочную среднюю и выборочное среднее квадра-
тическое отклонение полученного вариационного ряда по формулам:

xв =

∑
x∗ini

n
и σв =

√
Dв =

√
x2 −

(
x
)2

Эти вычисления можно упростить, если ввести условные вариан-

ты ui =
xi − C

h
. Тогда

uв =

∑
uini

n
и σu,в =

√
Du,в =

√
u2 −

(
u
)2

. Обратный переход

производится по формулам

xв = uв · h+ C, σв = σu,в · h.
В частности при C = 27, h = xi − xi−1 = 4 получим

x∗
i 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43

ui −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
ni 2 3 7 31 28 31 30 12 4 2
uini −10 −12 −21 −62 −28 0 30 24 12 8

∑
uixi = −59

u2
ini 50 48 63 124 28 0 30 48 36 32

∑
u2
ixi = 459

Тогда
uв =

−59
150

= −0, 3933, u2 =
459

150
= 3, 06,

σu,в =
√

3, 06− 0, 39332 = 1, 48. Отсюда

xв = −0, 3933 · 4 + 27 = 25, 43, σв = 1, 48 · 4 = 5, 92.
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c) Найдем теоретические частоты n′i нормального распределе-
ния n = 150 результатов наблюдений, приняв в качестве параметров
a = 25, 43 и σ = 5, 92. Для этого воспользуемся формулами

P (α ≤ X < β) = Φ

(
β − a

σ

)
− Φ

(
α− a

σ

)
и n′i = n · pi,

где Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt — интегральная функция Лапласа, а pi =

P (xi−1 ≤ X < xi).

i [xi;xi+1) xi − a xi+1 − a
zi =
xi − a

σ

zi+1 =
xi+1 − a

σ

1 5− 9 − −16, 43 −∞ −2, 78
2 9− 13 −16, 43 −12, 43 −2, 78 −2, 10
3 13− 17 −12, 43 −8, 43 −2, 10 −1, 42
4 17− 21 −8, 43 −4, 43 −1, 42 −0, 74
5 21− 25 −4, 43 −0, 43 −0, 74 −0, 07
6 25− 29 −0, 43 3, 57 −0, 07 0, 60
7 29− 33 3, 57 7, 57 0, 60 1, 28
8 33− 37 7, 57 11, 57 1, 28 1, 95
9 37− 41 11, 57 15, 57 1, 95 2, 63
10 41− 45 15, 57 − 2, 63 ∞
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Продолжение таблицы

i Φ(zi) Φ(zi+1)
pi =

Φ(zi+1)− Φ(zi)
n′i = npi

1 −0, 5 −0, 4973 0, 0027 0, 40
2 −0, 4973 −0, 4821 0, 0152 2, 28
3 −0, 4821 −0, 4222 0, 0599 8, 98
4 −0, 4222 −0, 2703 0, 1519 22, 78
5 −0, 2703 −0, 0279 0, 2424 36, 36
6 −0, 0279 0, 2257 0, 2536 38, 04
7 0, 2257 0, 3997 0, 1740 26, 1
8 0, 3997 0, 4744 0, 0747 11, 20
9 0, 4744 0, 4957 0, 0213 3, 20
10 0, 4957 0, 5 0, 0043 0, 64∑

= 1
∑

= 150

Замечание. Так как при вычислениях промежуточные результаты
округляются, то

∑
pi и

∑
n′i можгут немного отличаться от 1 и n

соответственно.

2. Найдем χ2
набл =

s∑
i=1

(ni − n′i)
2

n′i
.

Вычисления оформим в виде таблицы. Но сначала объединим
первые три интервала в один, а также три последних. Тогда объ-
единенные интервалы будут содержать не менее 5 элементов: n1 =
2+ 3+ 7 = 12, n′1 = 0, 4 + 2, 28 + 8, 99 = 11, 67, n6 = 2+ 4+ 12 = 18,
n′6 = 11, 21+3, 19+0, 65 = 15, 05. При этом число интервалов сокра-
тится до s = 6.
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i ni n′i = npi ni − n′i (ni − n′i)
2 (ni − n′i)

2

n′i
1
2
3

2
3
7

⎫⎬
⎭ 12

0, 40
2, 28
8, 99

⎫⎬
⎭ 11, 67 0, 33 0, 11 0, 01

4 31 22, 78 8, 22 67, 57 2, 97
5 28 36, 36 −8, 36 69, 89 1, 92
6 31 38, 04 −7, 04 49, 56 1, 30
7 30 26, 1 3, 9 15, 21 0, 58
8
9
10

12
4
2

⎫⎬
⎭ 18

11, 21
3, 19
0, 65

⎫⎬
⎭ 15, 05 2, 95 8, 70 0, 56

χ2
набл = 7, 34

Число интервалов после объединения стало равным 6: s = 6, число
оцениваемых параметров r = 2. По таблице критических точек рас-
пределения χ2 по уровню значимости α = 0, 05 и числу степеней
свободы k = s−1−r = 6−1−2 = 3 найдем χ2

кр = χ2(0, 05; 3) = 7, 8.
Так как χ2

набл = 7, 34 < 7, 8 = χ2
кр, то нет оснований отвергать гипо-

тезу H0.
Ответ: Эмпирические данные согласуются с гипотезой о нор-

мальном распределении генеральной совокупности.

7 Варианты контрольных работ

Задание 1.
По данной выборке 1) найти соответственно наименьшее и наи-

большее значения xmin, xmax; 2) размах вариации; 3) построить ва-
риационный ряд распределения (интервальный и точечный); число
интервалов согласовать с формулой Стерджеса; 4) построить поли-
гон или гистограмму а также график накопленных частот; 5) найти
эмпирическую функцию F ∗(x) и построить ее график.

вар 1. 288; 258; 278; 279; 280; 270; 273; 283; 299; 262; 273; 262;
276; 272; 278; 273; 309; 269; 289; 261; 271; 280; 264; 290; 264; 265;
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268; 275; 293; 299; 263; 282; 292; 266; 286; 264; 262; 292; 283; 278;
285; 265; 263; 283; 288; 268; 267; 271; 285; 265.

вар 2. 292; 311; 290; 265; 294; 269; 279; 282; 295; 271; 271; 324;
274; 275; 298; 279; 278; 254; 308; 282; 309; 284; 265; 300; 293; 268; 249;
282; 293; 274; 270; 286; 280; 274; 308; 270; 281; 258; 295; 278; 296; 268;
258; 271; 272; 283; 272; 281; 301; 281

вар 3. 23,1; 37,8; 24,8; 33,6; 29,4; 38,3; 46,6; 51,3; 39,8; 29,2; 30;
38,9; 33,4; 35,4; 23; 42; 26,4; 33,3; 26,1; 30,9; 45,5; 32,7; 34,2; 46,1; 40,6;
37,8; 34,5; 40,9; 38; 35; 37,9; 41,6; 37,2; 36; 33,2; 43; 42,7; 26,8; 27,6;
45,6; 28; 33,1; 41,2; 29,9; 30,4; 34,9; 40,2; 38,5; 38,4; 32,9

вар 4. 23,2; 35,5; 30,9; 34,2; 29,4; 47,7; 43,4; 39,6; 33,5; 24,5; 31,8;
33,2; 27,6; 26,1; 30,7; 27,9; 28,5; 53,3; 28,8; 42,6; 26,4; 30,9; 44,1; 32,8;
29,9; 39,3; 33,1; 38,8; 42,9; 29,5; 33,8; 20,7; 31,7; 44,7; 42,8; 41; 35,3; 31,7;
37,3; 43,5; 18; 31; 25,1; 48,4; 36,3; 43,1; 29,4; 39,5; 38,8; 27,6

вар 5. 26,8; 26,3; 25,5; 30,1; 25,1; 33,8; 28,9; 28,6; 32,7; 28,2; 25,3;
35,2; 29,6; 32,1; 28,2; 23,2; 31,1; 31; 24,4; 25,4; 21,2; 28,4; 27,8; 29,7; 25,5;
28,3; 24,4; 31,6; 33,8; 28,8; 30,1; 25,1; 25,1; 30,3; 22; 26,1; 31,7; 27; 26,6;
27,3; 35,3; 27,4; 29,8; 33,4; 29,1; 31,8; 28,7; 28,8; 25; 24,7

вар 6. 29,4; 31; 29,4; 35,7; 30,8; 31,2; 25; 25,5; 34,8; 29,8; 25,2; 28,4;
34; 28,1; 32,9; 23,4; 35; 28,3; 37,3; 36,7; 33,5; 28,1; 31,8; 35,5; 35,1; 33,7;
33,1; 26,9; 30,7; 32,1; 35,7; 33,9; 29,7; 24,2; 27,6; 23,9; 33,3; 32; 29,8; 33,7;
24,5; 30,8; 33,3; 34,2; 27,8; 32,1; 27,5; 29,6; 28,6; 30,6

вар 7. 28,1; 18,3; 27; 32,9; 34,1; 24,7; 29,8; 27,8; 20,7; 21,7; 29,4;
24,7; 29,7; 28,7; 26,1; 28,8; 23,3; 23,7; 26,5; 20,1; 25,8; 25,4; 27,6; 22,2;
34,1; 26,1; 27; 27,6; 28,3; 25; 28,2; 23,5; 28,6; 18,5; 31,3; 27,4; 23,4; 25,7;
25,4; 18,9; 25,5; 31; 19,7; 28,1; 30,1; 29,7; 24,6; 31,3; 19,9; 19,4

вар 8. 26,5; 29; 27; 26,7; 29,2; 28,7; 33,2; 33,8; 30,3; 30,1; 31,3; 28,7;
25,7; 31,9; 27; 23,4; 37,9; 31,9; 26,5; 23,2; 23,5; 28,1; 30,9; 30,5; 37,4; 24,4;
24,5; 26,2; 28,8; 28,8; 30,2; 28,2; 26,3; 28; 26; 28,2; 24,6; 28,9; 29,4; 29,3;
23,9; 24,9; 28; 25,6; 26,9; 28,2; 30,7; 27,9; 22,3; 31,2

вар 9. 118; 128; 117; 124; 124; 128; 133; 127; 120; 124; 126; 129;
128; 123; 113; 133; 138; 127; 127; 129; 127; 131; 122; 123; 114; 118; 122;
128; 121; 134; 120; 122; 122; 120; 126; 116; 126; 126; 121; 125; 128; 135;
123; 129; 120; 117; 119; 122; 129; 119
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вар 10. 116; 119; 116; 108; 119; 116; 123; 118; 109; 125; 118; 117;
127; 115; 121; 126; 126; 119; 122; 125; 118; 122; 122; 119; 126; 118; 121;
119; 119; 116; 115; 112; 112; 115; 125; 114; 119; 126; 114; 110; 118; 123;
115; 119; 118; 115; 123; 120; 129; 117

вар 11. 28; 29,4; 27,1; 28,7; 27,9; 27,7; 27,5; 27,1; 28,2; 29,8; 28,2;
25,9; 28,5; 30,1; 28,1; 27,7; 29,6; 25,3; 30,4; 26,8; 29,3; 27,7; 28,6; 26; 25,9;
29; 29; 27; 29,2; 29,5; 27,6; 28,6; 28,6; 27,4; 29,5; 26,2; 28,5; 28,1; 29,3;
26,4; 27,4; 25,9; 28,8; 29; 27,5; 28,4; 26,7; 27,1; 27,8; 25,9

вар 12. 19,7; 23,9; 22; 22,9; 21,7; 20,7; 23,5; 22,8; 23,4; 24,1; 19;
21,6; 21,8; 24,5; 20,8; 22,5; 22,1; 23,9; 20,8; 20,1; 22,3; 21,1; 22,7; 26,2;
21,7; 21,9; 20; 23,1; 23,4; 21,5; 21,2; 21,1; 22,9; 21,6; 23,3; 21,1; 19,1; 21,2;
22,2; 21,4; 22,1; 23,6; 23,1; 22,2; 22,1; 23,3; 22,9; 21,5; 22,4; 22,2

вар 13. 140; 144; 147; 144; 140; 144; 142; 141; 139; 136; 143; 142;
144; 144; 141; 140; 141; 140; 141; 141; 142; 147; 143; 146; 142; 147; 146;
142; 142; 142; 140; 143; 143; 141; 142; 142; 141; 141; 135; 146; 147; 138;
137; 146; 142; 144; 144; 141; 143; 137

вар 14. 136; 135; 140; 142; 134; 142; 142; 139; 137; 141; 141; 137;
138; 141; 136; 140; 140; 139; 136; 142; 142; 137; 135; 139; 137; 140; 137;
136; 134; 139; 140; 135; 141; 139; 138; 144; 142; 138; 134; 139; 141; 137;
143; 140; 139; 138; 142; 138; 141; 138

вар 15. 52,4; 35; 60,5; 38,7; 53,5; 40,6; 52,3; 52,7; 43,8; 50; 39,1;
26,1; 37,9; 58,3; 44,3; 41,4; 54,1; 48,5; 54,8; 45,5; 31,6; 62,9; 39,4; 38,9;
49,5; 49,8; 43,1; 46,8; 52,3; 41,2; 34,1; 42,8; 33,7; 62; 43,9; 55,7; 35,9; 26,7;
47,6; 40,3; 46,3; 29,4; 49,8; 52; 57,3; 47,8; 42,4; 45,1; 50,4; 29,9

вар 16. 44,7; 45,9; 54,7; 50,8; 48,1; 35,9; 59,3; 36,9; 45,1; 46,4; 56,6;
54,7; 42,2; 48; 42; 40,7; 44,8; 45,4; 30; 51,8; 33,7; 46,7; 32; 43; 48,7; 52,1;
39; 34,4; 38,2; 56; 38,5; 52; 59,2; 52,1; 31,4; 34; 46,4; 50,5; 50,4; 30,4;
49,2; 38,7; 49,4; 48,8; 50,9; 40,5; 45,3; 44,5; 40,3; 55,8

вар 17. 39,2; 37,2; 31; 29,7; 46,6; 29,9; 29,7; 38,2; 32,3; 43,1; 27,9;
43; 45,3; 32,4; 39,9; 35,2; 35; 25,5; 36,3; 31,1; 38,7; 27,6; 24,4; 30,6; 37,1;
37,3; 29,2; 33,3; 36,9; 34,7; 34,7; 41,4; 40,3; 35; 28,3; 37,2; 31,8; 41,1; 39,3;
46,1; 30,9; 38; 29,3; 20,5; 33,8; 30,3; 26,4; 31,9; 31,9; 30,1

вар 18. 29,2; 40,8; 31,4; 39,3; 42; 38,2; 40,1; 41,2; 48,8; 44,2; 38,7;
52,1; 31,7; 47,8; 47,8; 37,5; 38; 40; 50,3; 52; 32,2; 41,2; 38; 36,7; 37,1;
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44,8; 38,2; 28,1; 33,2; 41,9; 39; 39,9; 28,2; 36,4; 43,6; 35; 29,2; 36,9; 41,8;
53,2; 32,8; 36,7; 26,3; 38,8; 34,5; 46,2; 34,2; 35,5; 35,5; 31

вар 19. 64,4; 54,4; 54,8; 50,1; 47,8; 52; 60,4; 57,9; 61,8; 56,4; 58,7;
47,2; 45,5; 46,4; 55,2; 44,5; 56,5; 53,8; 53,7; 52,2; 50,9; 59,9; 55,3; 45,9;
47,9; 62,7; 48,2; 63,2; 59,5; 57,7; 44,8; 44,2; 56,5; 46; 50,9; 45,9; 63,1; 51,5;
52,7; 51,1; 62,4; 55,3; 52,4; 61,1; 56,6; 55,2; 56,9; 49,6; 60,4; 60,3

вар 20. 52,4; 51,1; 38,3; 49,7; 50,6; 46,2; 54,9; 48,2; 50,8; 44,3; 57,2;
46; 60,5; 60,7; 51,7; 49,3; 60,8; 45,6; 55,1; 46,3; 40,4; 55; 52; 57,9; 51,1;
49,5; 55; 44,9; 60; 45,6; 51,5; 58,3; 56,2; 58,5; 46,2; 58,6; 55; 55,2; 50,8;
53,9; 55,6; 44,6; 46,2; 44,2; 55,7; 42,9; 48,2; 53,1; 55,1; 44,9

Задание 2.
Для вариационного ряда, построенного в задании 1, найти: 1) ма-

тематическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое откло-
нение; 2) несмещенную оценку генеральной дисперсии, а также «ис-
правленное» среднее квадратическое отклонение; 3) медиану и мо-
ду(интервального ряда); 4) коэффициент вариации; 5) асимметрию
и эксцесс.

Задание 3.
Из генеральной совокупности, подчиненной нормальному закону

распределения взяты три независимые выборки объема ni. По этим
выборкам найдены выборочные средние и выборочные дисперсии.
Выборки объединены в одну. Найти xв и Dв объединенной выборки.

n1 xв1 Dв1 n2 xв2 Dв2 n3 xв3 Dв3

вар 1. 9 147 12 13 124 11 7 135 6
вар 2. 15 34,3 4,0 7 36,1 3,2 12 37,9 2,2
вар 3. 21 9,26 1,42 11 7,11 2,07 10 10,20 1,85
вар 4. 23 31,2 2,9 25 27,4 3,2 19 25,2 2,4
вар 5. 7 790 75 22 778 47 18 781 54

вар 6. 23 54,9 1,9 31 51,8 0,7 16 57,2 2,1
вар 7. 14 131 15 21 129 18 25 125 13
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вар 8. 42 47,0 3,1 16 45,6 2,8 18 46,2 2,5
вар 9. 17 154 45 37 147 29 27 144 42
вар 10. 22 32,6 2,4 26 34,1 2,7 13 31,2 3,5

вар 11. 24 31,2 2,5 35 34,4 2,9 10 29,5 3,3
вар 12. 17 179 15 32 178 14 18 181 21
вар 13. 32 564 29 10 583 6 26 572 24
вар 14. 14 19,7 6,2 21 18,1 3,8 16 17,5 1,9
вар 15. 22 47,3 3,4 18 45,9 2,9 13 46,8 2,4

вар 16. 27 154 41 31 149 37 17 147 42
вар 17. 12 23,6 2,9 24 24,1 2,7 19 23,2 3,5
вар 18. 21 35,2 3,2 35 34,9 2,9 18 37,5 3,3
вар 19. 24 17,9 1,9 5 17,1 1,4 19 18,4 2,3
вар 20. 27 412 13 18 407 1,4 7 418 2,3

Задание 4.
Из генеральной совокупности большого объема, подчиненной

нормальному закону распределения взята выборка объема n. По
этой выборке найдены выборочная средняя и выборочная диспер-
сия. Найти доверительные интервалы для оценки с надежностью
γ = 0, 99 генеральной средней xг и генерального среднего квад-
ратического отклонения σ.

n xв Dв n xв Dв
вар 1. 9 147 12 вар 2. 15 34,3 4,0
вар 3. 21 9,26 1,42 вар 4. 23 31,2 2,9
вар 5. 7 790 75 вар 6. 23 54,9 1,9
вар 7. 14 131 15 вар 8. 24 47,0 3,1
вар 9. 17 154 45 вар 10. 22 32,6 2,4

вар 11. 24 31,2 2,5 вар 12. 17 179 15
вар 13. 22 564 29 вар 14. 14 19,7 6,2
вар 15. 22 47,3 3,4 вар 16. 27 154 41
вар 17. 12 23,6 2,9 вар 18. 21 35,2 3,2
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вар 19. 24 17,9 1,9 вар 20. 19 126 13

Задание 5.
Найти минимальный объем выборки, при котором с надежно-

стью γ точность оценки математического ожидания a генеральной
совокупности по выборочной средней равна δ, если известно среднее
квадратическое отклонение σ нормально распределенной генераль-
ной совокупности.

γ δ σ γ δ σ

вар 1. 0,975 0,2 1,2 вар 2. 0,925 0,3 1,4
вар 3. 0,945 5,4 17,4 вар 4. 0,823 31,2 110
вар 5. 0,994 5,7 12,2 вар 6. 0,932 36,5 141
вар 7. 0,916 3,7 16,7 вар 8. 0,845 13,2 71
вар 9. 0,935 7,3 23,7 вар 10. 0,851 23,9 132

вар 11. 0,935 3,2 14,8 вар 12. 0,828 37,4 146
вар 13. 0,943 5,3 19,8 вар 14. 0,878 33,7 129
вар 15. 0,922 3,8 21,7 вар 16. 0,810 43,1 137
вар 17. 0,945 7,6 27,3 вар 18. 0,921 26,3 154
вар 19. 0,915 9,2 28,4 вар 20. 0,875 24,3 115

Задание 6.
По выборке, извлеченной из двумерной нормальной генеральной

совокупности (X,Y ), составлена корреляционная таблица. Найти
выборочный коэффициент корреляции. Написать уравнение регрес-
сии Y на X. Проверить гипотезу о значимости коэффициента кор-
реляции.
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вар1. X
Y 2, 5 2, 8 3, 1 3, 4 ny

11 11 21 − − 32
14 − 13 26 − 39
17 − − 21 13 34

nx 11 34 47 13 n = 105

вар2. X
Y 26 29 32 35 ny

8 9 19 − − 28
12 − 13 27 − 40
16 − − 19 13 32

nx 9 32 46 13 n = 100

вар3. X
Y 124 127 130 133 ny

2, 3 − − 7 21 28
2, 9 − 2 26 10 38
3, 5 15 19 − − 34

nx 15 21 33 31 n = 100

вар4. X
Y 11 17 23 29 ny

51 − − 6 18 24
55 − 8 21 4 33
59 12 16 − − 28

nx 12 24 27 22 n = 85
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вар5. X
Y 3, 2 3, 8 4, 4 5, 0 ny

11 9 23 − − 32
15 − 15 22 − 37
19 − − 19 12 31

nx 9 38 41 12 n = 100

вар6. X
Y 17 28 39 50 ny

6 5 7 − − 12
13 − 8 9 4 21
20 − 2 12 13 27

nx 5 17 21 17 n = 60

вар7. X
Y 25 26, 5 28 29, 5 ny

15 3 8 − − 11
19 − 18 12 − 30
23 − − 11 13 24

nx 3 26 23 13 n = 65

вар8. X
Y 3, 2 3, 8 4, 4 5, 0 ny

7 3 6 − 1 10
15 2 9 12 − 23
23 − 1 8 13 22

nx 5 16 20 14 n = 55
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вар9. X
Y 2, 5 6, 5 10, 5 14, 5 ny

1, 5 − 1 11 17 29
1, 8 − 17 20 1 38
2, 1 6 19 2 1 28

nx 6 37 33 19 n = 95

вар10. X
Y 140 170 200 230 ny

0, 7 1 1 6 5 13
1, 3 − 8 12 2 22
1, 9 7 7 1 − 15

nx 8 16 19 7 n = 50

вар11. X
Y 12 16 20 24 ny

5, 7 8 7 1 − 16
6, 0 − 8 9 1 18
6, 3 − − 10 6 16

nx 8 15 20 7 n = 50

вар12. X
Y 14 18 22 26 ny

13, 4 − − 13 23 36
13, 7 − 18 14 − 32
14, 0 21 11 − − 32

nx 21 29 27 23 n = 100
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вар13. X
Y 1, 25 1, 28 1, 31 1, 34 ny

5 11 9 − 1 21
11 1 12 13 − 26
17 − − 11 12 23

nx 12 21 24 13 n = 70

вар14. X
Y 25 28 31 34 ny

17 11 21 − − 32
22 − 13 26 − 39
27 − − 21 13 34

nx 11 34 47 13 n = 105

вар15. X
Y 100 106 112 118 ny

24 8 10 − − 18
31 − 12 11 1 24
38 1 − 14 13 28

nx 9 22 25 14 n = 70

вар16. X
Y 44 50 56 62 ny

9, 1 − − 13 11 24
9, 8 − 15 10 − 25
10, 5 17 9 − − 26

nx 17 24 32 11 n = 75
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вар17. X
Y 1, 2 1, 7 2, 2 2, 7 ny

17 4 6 1 − 11
21 − − 8 5 13
25 − − 10 6 16

nx 4 6 19 11 n = 40

вар18. X
Y 42 51 60 69 ny

0, 03 − − 15 21 36
0, 09 − 16 12 − 28
0, 15 23 13 − − 36

nx 23 29 27 21 n = 100

вар19. X
Y 2, 5 2, 9 3, 3 3, 7 ny

27 − − 14 13 27
37 − 15 12 − 27
47 10 11 − − 21

nx 10 26 26 13 n = 75

вар20. X
Y 0, 2 0, 5 0, 8 1, 1 ny

62 1 4 42 21 68
68 − 30 23 − 53
74 45 34 − − 79

nx 46 68 65 21 n = 200

Задание 7.
По двум независимым выборкам, объемы которых n1 и n2 из-

влеченным из нормальных генеральных совокупностей X и Y, най-
дены исправленные выборочные дисперсии s2X и s2Y . При уровне
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значимости α проверить гипотезу H0 : D(X) = D(Y ) при конку-
рирующей гипотезе H1.

n1 n2 s2X s2Y α H1

вар 1. 10 12 0,75 0,34 0,05 DX > DY

вар 2. 11 12 1,24 0,82 0,05 DX > DY

вар 3. 12 10 7,4 12,2 0,1 DX �= DY

вар 4. 10 9 2,8 6,22 0,01 DX < DY

вар 5. 11 12 4,6 7,35 0,01 DX < DY

вар 6. 8 12 1,74 5,31 0,02 DX �= DY

вар 7. 17 12 3,21 1,35 0,05 DX > DY

вар 8. 11 12 14,4 6,2 0,05 DX > DY

вар 9. 15 12 7,2 13,6 0,1 DX �= DY

вар 10. 10 12 23 65 0,01 DX < DY

вар 11. 9 12 34 67 0,01 DX < DY

вар 12. 12 8 1,62 4,71 0,02 DX �= DY

вар 13. 10 12 25,2 71,1 0,05 DX < DY

вар 14. 11 12 11,4 5,2 0,05 DX > DY

вар 15. 12 10 17,4 39,2 0,1 DX �= DY

вар 16. 10 9 12,8 35,3 0,01 DX < DY

вар 17. 11 12 34,3 7,23 0,01 DX > DY

вар 18. 8 12 210 71,5 0,02 DX �= DY

вар 19. 11 9 32,8 95,3 0,01 DX < DY

вар 20. 11 12 24,1 63,2 0,01 DX > DY

Задание 8.
Задача 1. Партия товара принимается к реализации, если коли-

чество бракованных изделий в ней не превосходит P%. По выборке
объема n брак составил m изделий. Проверить при уровне значи-
мости α, следует ли принять эту партию к реализации?

Вариант 1- 10. Решить задачу 1 при следущих численных значе-
ниях данных
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P% n m α

вар 1. 3 400 18 0,05
вар 2. 5 350 20 0,02
вар 3. 4 250 16 0,01
вар 4. 3 350 13 0,03
вар 5. 4 300 18 0,04

вар 6. 10 180 25 0,02
вар 7. 2,5 400 18 0,01
вар 8. 4 300 19 0,03
вар 9. 3 600 25 0,05
вар 10. 3 250 13 0,01

Задача 2. Производитель утверждает,что количество стандартных
изделий составляет не менее P%. Для контороля качества было про-
верено n изделий, среди которых оказалось m стандартных. Сле-
дует ли согласиться с утверждением производителя при уровне зна-
чимости α?

Вариант 11-20. Решить задачу 2 при следущих численных значе-
ниях данных

P% n m α

вар 11. 95 400 370 0,015
вар 12. 97 350 335 0,05
вар 13. 90 250 215 0,02
вар 14. 85 350 310 0,01
вар 15. 96 300 282 0,03

вар 16. 90 180 155 0,04
вар 17. 96 475 447 0,02
вар 18. 95 300 278 0,01
вар 19. 92 540 482 0,03
вар 20. 97 450 432 0,05

Задание 9.
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Даны результаты 9 наблюдений. Найти значение, которое больше
всего отличается от среднего по выборке и при уровне значимости α
проверить, действительно ли это отличие существенно.

вар 1. 54,4; 53,5; 54,1; 52,3; 54,8; 53,5; 53,1; 52,3;
51,3. α = 0, 025.

вар 2. 25,9; 26,2; 24,3; 21,9; 22,3; 26,1; 22,4; 26,3;
28,6. α = 0, 05.

вар 3. 116,5; 119,7; 115,2; 118,2; 117,5; 116,9; 122,9;
121,9; 112,3.
α = 0, 025.

вар 4. 34,1; 32,8; 33,1; 31,3; 36,9; 31,9; 30,9; 36,2;
38,2. α = 0, 05.

вар 5. 25,3; 25; 25,1; 23,4; 25,9; 25,2; 27; 27,2;
29,3. α = 0, 025.

вар 6. 27,1; 29,7; 23,6; 26,2; 26,1; 30,2; 20,1; 24,1;
17,4. α = 0, 025.

вар 7. 35,5; 35,8; 37,5; 34,2; 32,9; 32,1; 34,7; 35,3;
39,3. α = 0, 05.

вар 8. 73,7; 72,2; 71,9; 71,7; 72,2; 75,1; 75; 72,6;
76,1. α = 0, 025.

вар 9. 129,2; 116,9; 131,9; 123,4; 128,7; 116,6; 127,7;
123,5; 110,4.
α = 0, 025.

вар 10. 130,5; 129,4; 129; 132,5; 127; 127,2; 128,9;
132,7; 135,8.
α = 0, 05.

вар 11. 18; 18,1; 16,4; 17,3; 19; 16,8; 16,4; 16,9;
14,1. α = 0, 05.

вар 12. 12,8; 12,8; 13,4; 13; 13,3; 13,1; 13,3; 13;
13,9. α = 0, 025.

вар 13. 37; 37,4; 37,6; 33,5; 37; 35,3; 37,8; 35,4;
32,1. α = 0, 05.

вар 14. 55,4; 53,4; 56,2; 52,5; 54,1; 53; 53,4; 54,1;
51,1. α = 0, 025.
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вар 15. 70,2; 71,6; 66,8; 74; 73,7; 75,9; 68,6; 72,3;
78,1. α = 0, 025.

вар 16. 39,2; 33,7; 38,4; 38,9; 36,7; 38,5; 39,9; 36,1;
32,3. α = 0, 05.

вар 17. 36,9; 38,9; 40; 44,8; 41,3; 42; 41,4; 40;
48,4. α = 0, 025.

вар 18. 56,7; 54,9; 58; 57,1; 54,4; 53,8; 55,2; 56,7;
52,2. α = 0, 05.

вар 19. 37,7; 37,2; 35,2; 38,6; 43,2; 45,5; 43,2; 43,8;
48,2. α = 0, 025.

вар 20. 40,3; 42,1; 45,3; 40,8; 45,3; 42,7; 45,1; 47;
48,9. α = 0, 025.

Задание 10.
Два преподавателя оценили знания двенадцати учащихся по сто-

бальной системе и выставили им следующие оценки (в первой строке
указано количество баллов, выставленных первым преподавателем,
а во второй — вторым): A) Найти выборочный коэффициент ран-
говой корреляции Спирмена между оценками двух преподавателей.
B) При уровне значимости α = 0, 05 проверить гипотезу о равенстве
нулю генерального коэффициента ранговой корреляции Спирмена.
Другими словами, требуется проверить, является ли значимой ран-
говая корреляционная связь между оценками двух преподавателей.

вар 1.
98 94 88 61 94 70 63 61 60 61 56 51
99 91 91 74 78 91 64 91 52 53 48 62

вар 2.
96 92 78 96 76 70 62 70 60 58 56 70
99 91 93 93 78 65 66 66 52 66 48 62

вар 3.
98 95 78 96 76 95 62 76 60 58 56 76
99 91 91 93 78 65 65 66 52 52 48 63

вар 4.
93 95 77 95 76 77 62 70 77 58 56 70
99 94 93 94 78 63 66 66 54 66 52 62
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вар 5.
43 45 67 55 76 77 62 70 77 58 56 70
64 64 93 94 78 78 66 62 54 66 52 62

вар 6.
92 95 87 95 76 76 64 70 77 68 56 70
89 94 93 54 78 63 68 66 54 68 52 62

вар 7.
83 85 71 95 71 76 62 71 70 58 52 70
94 94 93 94 77 63 66 66 54 66 52 62

вар 8.
96 92 78 96 76 70 62 70 60 58 56 70
98 94 88 61 94 70 63 61 60 61 56 51

вар 9.
99 91 91 74 78 91 64 91 52 53 48 62
99 91 93 93 78 65 66 66 52 66 48 62

вар 10.
99 94 93 94 78 63 66 66 54 66 52 62
98 95 78 96 76 95 62 76 60 58 56 76

вар 11.
99 91 91 93 78 65 65 66 52 52 48 63
99 94 93 94 78 63 66 66 54 66 52 62

вар 12.
89 94 93 54 78 63 68 66 54 68 52 62
64 64 93 94 78 78 66 62 54 66 52 62

вар 13.
92 95 87 95 76 76 64 70 77 68 56 70
43 45 67 55 76 77 62 70 77 58 56 70

вар 14.
94 94 93 94 77 63 66 66 54 66 52 62
43 35 41 41 51 76 51 71 52 58 52 70

вар 15.
77 62 77 75 79 52 64 71 52 45 48 61
84 56 93 93 59 64 66 64 52 64 58 47

вар 16.
94 93 93 94 81 65 63 65 65 66 57 59
97 94 83 91 75 91 68 75 63 75 59 62

вар 17.
93 95 77 95 76 77 62 70 77 58 56 70
95 97 96 94 82 66 82 66 57 66 51 02

вар 18.
81 84 92 65 75 65 63 67 53 65 58 61
71 66 92 95 77 71 65 71 54 65 50 62

вар 19.
91 96 85 96 73 76 73 77 73 69 61 61
49 47 77 59 61 77 60 71 77 53 61 72
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вар 20. 91 97 91 95 79 65 79 61 54 65 42 61
49 37 47 49 47 74 52 74 52 59 52 73

Задание 11.
Используя критерий Пирсона, при уровне значимости α прове-

рить, A) согласуется ли гипотеза о нормальном распределении гене-
ральной совокупности X с эмпирическим распределением выборки
(xi – первая строка, соответствующие частоты ni – втораяя строка);
B) согласуется ли гипотеза о равномерном распределении генераль-
ной совокупности X с эмпирическим распределением выборки (xi
– первая строка, соответствующие частоты mi – третья строка)

вар 1. α = 0, 025.
[xi−1; xi) [8; 11) [11; 14) [14; 17) [17; 20) [20; 23)

ni 2 5 12 21 37
mi 13 17 23 21 14

[xi−1; xi) [23; 26) [26; 29) [29; 32)
ni 21 14 8

∑
ni = 120

mi 25 23 4
∑

mi = 140

вар 2. α = 0, 01.
[xi−1; xi) [13; 17) [17; 21) [21; 25) [25; 29) [29; 33) [33; 37)

ni 2 2 5 19 28 20
mi 4 18 13 26 12 17

[xi−1; xi) [37; 41) [41; 45)
ni 18 6

∑
ni = 100

mi 5 19
∑

mi = 114

вар 3. α = 0, 005.
[xi−1; xi) [21; 28) [28; 35) [35; 42) [42; 49) [49; 56) [56; 63)

ni 4 5 16 19 22 17
mi 6 19 15 31 11 8

[xi−1; xi) [63; 70) [70; 77)
ni 9 8

∑
ni = 100

mi 17 19
∑

mi = 126
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вар 4. α = 0, 025.
[xi−1; xi) [23; 31) [31; 39) [39; 47) [47; 55) [55; 63) [63; 71)

ni 2 8 11 17 21 34
mi 3 18 15 21 15 18

[xi−1; xi) [71; 79) [79; 87)
ni 19 5

∑
ni = 117

mi 4 20
∑

mi = 114

вар 5. α = 0, 01.
[xi−1; xi) [3; 3, 5) [3, 5; 4) [4; 4, 5) [4, 5; 5) [5; 5, 5) [5, 5; 6)

ni 6 8 19 25 21 17
mi 19 21 19 17 19 27

[xi−1; xi) [6; 6, 5) [6, 5; 7)
ni 3 1

∑
ni = 100

mi 5 6
∑

mi = 133

вар 6. α = 0, 005.
[xi−1; xi) [13; 17) [17; 21) [21; 25) [25; 29) [29; 33) [33; 37)

ni 2 2 5 17 21 14
mi 3 9 8 19 12 13

[xi−1; xi) [37; 41) [41; 45)
ni 5 4

∑
ni = 70

mi 4 9
∑

mi = 77

вар 7. α = 0, 025.
[xi−1; xi) [1; 2, 5) [2, 5; 4) [4; 5, 5) [5, 5; 7) [7; 8, 5) [8, 5; 10)

ni 1 2 5 23 19 14
mi 27 21 16 29 17 18

[xi−1; xi) [10; 11, 5) [11, 5; 13)
ni 8 3

∑
ni = 95

mi 27 21
∑

mi = 176

вар 8. α = 0, 001.
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[xi−1; xi) [24; 32) [32; 40) [40; 48) [48; 56) [56; 64) [64; 72)
ni 3 9 17 24 16 13
mi 6 19 9 14 18 6

[xi−1; xi) [72; 80) [80; 88)
ni 6 2

∑
ni = 90

mi 17 13
∑

mi = 102

вар 9. α = 0, 01.
[xi−1; xi) [11; 18) [18; 25) [25; 32) [32; 39) [39; 46) [46; 53)

ni 2 4 12 19 23 10
mi 9 19 13 14 21 12

[xi−1; xi) [53; 60) [60; 67)
ni 3 2

∑
ni = 75

mi 3 7
∑

mi = 98

вар 10. α = 0, 005.
[xi−1; xi) [3; 14) [14; 25) [25; 36) [36; 47) [47; 58) [58; 69)

ni 1 4 8 13 19 8
mi 15 7 13 24 16 9

[xi−1; xi) [69; 80) [80; 91)
ni 5 2

∑
ni = 60

mi 4 2
∑

mi = 85

вар 11. α = 0, 025.
[xi−1; xi) [23; 28) [28; 33) [33; 38) [38; 43) [43; 48) [48; 53)

ni 3 6 10 18 10 7
mi 13 5 19 15 10 14

[xi−1; xi) [53; 58) [58; 63)
ni 5 1

∑
ni = 60

mi 10 4
∑

mi = 90

вар 12. α = 0, 001.
[xi−1; xi) [7; 13) [13; 19) [19; 25) [25; 31) [31; 37) [37; 43)

ni 4 6 21 25 19 9
mi 8 4 10 12 10 4
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[xi−1; xi) [43; 49) [49; 55)
ni 5 1

∑
ni = 90

mi 12 5
∑

mi = 65

вар 13. α = 0, 01.
[xi−1; xi) [0, 5; 2) [2; 3, 5) [3, 5; 5) [5; 6, 5) [6, 5; 8) [8; 9, 5)

ni 3 6 8 21 19 16
mi 14 17 4 19 17 6

[xi−1; xi) [9, 5; 11) [11; 12, 5)
ni 5 2

∑
ni = 80

mi 7 6
∑

mi = 90

вар 14. α = 0, 005.
[xi−1; xi) [8; 15) [15; 22) [22; 29) [29; 36) [36; 43) [43; 50)

ni 3 7 15 19 24 7
mi 14 4 10 13 9 13

[xi−1; xi) [50; 57) [57; 64)
ni 4 1

∑
ni = 80

mi 3 6
∑

mi = 72

вар 15. α = 0, 025.
[xi−1; xi) [15; 18) [18; 21) [21; 24) [24; 27) [27; 30) [30; 33)

ni 4 6 12 16 14 8
mi 11 9 13 11 17 4

[xi−1; xi) [33; 36) [36; 39)
ni 3 2

∑
ni = 65

mi 11 8
∑

mi = 84

вар 16. α = 0, 001.
[xi−1; xi) [13; 22) [22; 31) [31; 40) [40; 49) [49; 58) [58; 67)

ni 2 3 7 20 14 8
mi 7 3 12 19 13 8
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[xi−1; xi) [67; 76) [76; 85)
ni 5 1

∑
ni = 60

mi 17 11
∑

mi = 90

вар 17. α = 0, 01.
[xi−1; xi) [2; 2, 5) [2, 5; 3) [3; 3, 5) [3, 5; 4) [4; 4, 5) [4, 5; 5)

ni 1 3 10 13 15 10
mi 14 4 14 15 12 5

[xi−1; xi) [5; 5, 5) [5, 5; 6)
ni 5 2

∑
ni = 60

mi 20 11
∑

mi = 90

вар 18. α = 0, 005.
[xi−1; xi) [3; 15) [15; 27) [27; 39) [39; 51) [51; 63) [63; 75)

ni 4 13 19 27 22 12
mi 15 14 10 15 11 6

[xi−1; xi) [75; 87) [87; 99)
ni 6 2

∑
ni = 105

mi 10 17
∑

mi = 98

вар 19. α = 0, 025.
[xi−1; xi) [11; 18) [18; 25) [25; 32) [32; 39) [39; 46) [46; 53)

ni 2 5 13 19 22 13
mi 14 10 5 18 15 13

[xi−1; xi) [53; 60) [60; 67)
ni 4 2

∑
ni = 80

mi 19 11
∑

mi = 105

вар 20. α = 0, 001.
[xi−1; xi) [8; 11) [11; 14) [14; 17) [17; 20) [20; 23) [23; 26)

ni 1 4 8 18 23 12
mi 9 6 10 13 8 13

[xi−1; xi) [26; 29) [29; 32)
ni 6 3

∑
ni = 75

mi 13 12
∑

mi = 84
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