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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССОМ ОЧИСТКИ ВОДОЕМА
ОТ ПРИМЕСИ

Рассматривается задача управления процессом очистки водоема от примеси с использованием вы-

текающей из него реки. Управляемой переменной является концентрация примеси, поступающей

из водоема в реку. Распространение примеси в реке описывается уравнением переноса. В это урав-

нение входит слагаемое, которое определяется другими источниками примеси, попадающей в реку.

Точное значение этого слагаемого неизвестно. Заданы только границы его изменения. Показателем

качества управления является значение линейной комбинации концентрации примеси в реке в за-

данный момент времени и оставшееся количество массы примеси в этот момент в водоеме. Цель

управления заключается в том, чтобы значение этого показателя оказалось в заданном промежутке.
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Введение

Одной из актуальных проблем охраны окружающей среды является интенсивное загряз-

нение водоемов [1–4]. Прогнозирование результатов процессов их очистки основывается,

как правило, на математическом моделировании процессов переноса примесей в водной

среде (см., например, [1, 3]). В таких задачах применим также игровой подход (см., напри-

мер, [4]).

При изучении управляемых процессов переноса возникают математические задачи

управления параболическими уравнениями [5–11]. На практике возникают задачи очистки

водоемов путем сброса управляемой концентрации примеси в реку, вытекающую из водое-

ма. Эта задача сводится к исследованию уравнения переноса, граничные условия в котором

зависят от управления [8–11]. В таких задачах возможны случаи, когда в уравнение пере-

носа входит слагаемое, которое определяется другими источниками примеси, попадающей

в реку. Точное значение этого слагаемого неизвестно.

При исследовании таких задач можно применять метод оптимизации гарантированного

результата [12]. В основе этого метода лежит теория дифференциальных игр. Неопределен-

ность принимается за второго игрока — противника.

В работах [10, 11] рассмотрена задача управления процессом нагрева стержня. В этой

задаче управляется скорость изменения температуры на левом конце стержня. Следуя изло-

женному в [10,11] подходу, в данной работе решается задача управления процессом очистки

водоема от примеси. Управляется концентрация примеси, которая поступает в реку, вытека-

ющую из водоема. В уравнении переноса примеси присутствует слагаемое, которое опре-

деляется другими источниками примеси, попадающей в реку. Точное значение этого слагае-

мого неизвестно, а заданы только границы его изменения. Показателем качества управления

является значение линейной комбинации средней концентрации примеси в реке в заданный

момент времени и оставшееся количество массы примеси в этот момент в водоеме.

Задача сводится к одномерной однотипной задаче управления при наличии неопределен-

ности. Для таких задач, рассматриваемых в рамках теории линейных дифференциальных

игр [13], построены управления игроков, которые решают поставленную задачу [14, 15].
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§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим модель очистки водоема с использованием вытекающей из него реки.

Примесь, попадая из водоема A в реку, распространяется вдоль ее русла. Считаем, что

в каждом сечении реки сохраняется состояние, близкое к однородному. При этом допуще-

нии можно считать, что концентрация T примеси постоянна в каждом сечении. Направим

ось x вдоль русла реки. Тогда концентрация примеси является функцией T (t, x) времени t

и расстояния x от начала сброса примеси в реку. Считаем, что скорость v воды в реке

в каждый момент времени одна и та же в каждом сечении реки. Стало быть она является

функцией v(t, x).
Уравнение переноса, записанное для распространения примеси, примет вид [16]

∂T (t, x)

∂t
= D

∂2T (t, x)

∂x2
−
∂(v(t, x)T (t, x))

∂x
+ f(t, x). (1.1)

Здесь D — коэффициент диффузии; T (t, x) — концентрация; v(t, x) – скорость воды в реке.

Для введенных величин в системе СИ приняты размерности [T ] = кг
м3 , [D] = м2

сек
, [x] = м,

[v] = м
сек

.

Слагаемое f(t, x) добавлено для того, чтобы описать другие источники, откуда примесь

поступает в реку.

Считаем, что длина рассматриваемой реки равна l. Задан момент времени p > 0. При

0 6 t 6 p процесс сброса примесей из водоема A в реку является управляемым

dT (t, 0)

dt
= a1(t) + a2(t)ξ, |ξ| 6 1. (1.2)

Здесь функции ai(t) являются непрерывными и удовлетворяют условиям

a2(t) > 0,

∫ t

0

a1(r) dr >

∫ t

0

a2(r) dr при 0 6 t 6 p. (1.3)

Условие (1.3) гарантирует выполнение неравенства T (0, t) > 0 при любой функции ξ(t)
в (1.2), удовлетворяющей неравенству |ξ(t)| 6 1 при 0 6 t 6 p.

Водоем B является большим по размеру. Поэтому можно считать, что концентрация

примеси в нем постоянна и равна нулю. С учетом этого граничное условие при x = l

принимает вид [17]
∂T (t, l)

∂x
+ λT (t, l) = 0 при 0 6 t 6 p. (1.4)

Здесь коэффициент λ > 0. Его размерность [λ] = м−1.

Считаем, что значение функции f(t, x), описывающей другие источники примеси, по-

ступающей в реку, точно неизвестно. Известна только ее оценка

f2(t, x) 6 f(t, x) 6 f1(t, x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, p]. (1.5)

Здесь функции fi : [0, l]× [0, p] → R, i = 1, 2, являются непрерывными.

Обозначим через M(t) массу оставшейся в водоеме A примеси в момент времени t.

Тогда

Ṁ(t) = −ST (t, 0)v(t, 0). (1.6)

Здесь S — площадь сечения реки при выходе ее из водоема A.

Цель выбора управления ξ (1.2) заключается в минимизации оставшейся в водоеме A

массы M(p) и в минимизации среднего значения примеси в реке в момент времени p,

которую определим формулой ∫ l

0

T (p, x)σ(x) dx.
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Здесь функция σ(x) при 0 6 x 6 l является дифференцируемой и удовлетворяет условиям

σ(0) = σ(l) = 0, σ̇(l) = 0. (1.7)

Сформулированная выше задача является двухкритериальной. Зафиксируем число µ >0,
имеющее размерность м−2, и запишем критерий

∫ l

0

T (p, x)σ(x) dx+ µM(p) → min .

Зафиксируем числа L > 0 и ε > 0. Будем искать управление (1.2), которое обеспечивает

выполнение неравенства

∣∣∣∣
∫ p

0

T (p, x)σ(x) dx+ µM(p)− L

∣∣∣∣ 6 ε. (1.8)

§ 2. Формализация задачи

Допустимое правило формирования управления ξ (1.2) означает, что каждому моменту

0 6 ν < p и каждой возможной функции концентрации T (t, x) ставится в соответствие

функция ξ : [ν, p] → [0, 1]. Такое правило будем обозначать

ξ(t) = N(t, n(ν, ·)), t ∈ [ν, p]. (2.1)

Возьмем разбиение

ω : 0 = t0 < t1 < . . . < ti < ti+1 < . . . < tn+1 = p

отрезка [0, p] с диаметром d(ω) = max06i6n(ti+1 − ti).
Зафиксируем управление (2.1), функцию f(t, x), 0 6 t 6 p, 0 6 x 6 l. Построим

решение Tω(t, x) при 0 6 t 6 p, 0 6 x 6 l задачи (1.1)–(1.4) следующим образом.

Обозначим g0(x) = T (0, x), 0 6 x 6 1. При 0 6 t 6 t1, 0 6 x 6 1 функцию Tω(t, x)
определим как решение следующей задачи:

∂Tω(t, x)

∂t
= D

∂2Tω(t, x)

∂x2
−
∂(v(t, x)T (t, x))

∂x
+ f(t, x), (2.2)

Tω(ti, x) = gi(x), Tω(t, 0) = Tω(ti, 0) +

∫ t

ti

(a1(r) + a2(r)ξi(r)) dr, ti 6 t 6 ti+1, (2.3)

∂Tω(t, l)

∂x
+ λTω(t, l) = 0, ti 6 t 6 ti+1, (2.4)

ξi(t) = N(t, nω(ti, ·)). (2.5)

Здесь i = 0, 0 6 x 6 1, 0 6 t 6 ti+1.

Пусть функция Tω(t, x) определена при 0 6 t 6 ti, 0 6 x 6 1. Положим gi(x) = Tω(ti, x).
С помощью формул (2.2)–(2.5) построим функцию Tω(t, x) при ti 6 t 6 ti+1.

Будем говорить, что управление (2.1) гарантирует выполнение поставленной цели (1.8),

если для любого числа γ > ε найдется число δ > 0 такое, что для любого разбиения ω

с диаметром d(ω) < δ и для любой непрерывной функции f(t, x), удовлетворяющей усло-

вию (1.5), выполнено неравенство

∣∣∣∣
∫ l

0

Tω(p, x)σ(x) dx− µ

∫ p

0

v(r, 0)Tω(r, 0) dr + µM(0)− L

∣∣∣∣ 6 γ. (2.6)

Здесь использована формула (1.6).
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§ 3. Переход к одномерной задаче

Пусть функция ψ(τ, x) при 0 6 x 6 l, 0 6 τ 6 p является решением следующей задачи:

∂ψ(τ, x)

∂τ
= D

∂2ψ(τ, x)

∂x2
+ v(p− τ, x)

∂ψ(τ, x)

∂x
, (3.1)

ψ(τ, 0) = 0,
∂ψ(τ, l)

∂x
+

(
λ+

v(p− τ, l)

D

)
ψ(τ, l) = 0, (3.2)

ψ(0, x) = σ(x). (3.3)

Из формул (1.7) следует, что при x = 0 и x = l выполнены условия согласования.

Обозначим

θ(t) =

∫ l

0

T (t, x)ψ(p− t, x) dx. (3.4)

Тогда, применяя формулу интегрирования по частям получим, что

θ̇ =

∫ p

0

(
−
∂ψ(p− t, x)

∂τ
+D

∂2ψ(p− t, x)

∂x2
+ v(t, x)

∂ψ(p− t, x)

∂x

)
T (t, x) dx+

+D
∂T (t, l)

∂x
ψ(p− t, l)−DT (t, l)

∂ψ(p− t, l)

∂x
+DT (t, 0)

∂ψ(p− t, 0)

∂x
−

− v(t, l)T (t, l)ψ(p− t, l) +

∫ l

0

f(t, x)ψ(p− t, x) dx.

Отсюда, из уравнения (3.1) и первого условия в (3.2) следует, что

θ̇(t) = D
∂T (t, l)

∂x
ψ(p− t, l)−DT (t, l)

∂ψ(p− t, l)

∂x
+

+DT (t, 0)
∂ψ(p− t, 0)

∂x
− v(t, l)T (t, l)ψ(p− t, l) +

∫ l

0

f(t, x)ψ(p− t, x) dx.

Подставим сюда граничное условие (1.4). Получим

θ̇(t) = −D

(
λψ(p− t, l) +

∂ψ(p− t, l)

∂x
+
v(t, l)

D
ψ(p− t, l)

)
T (t, l) +

+DT (t, 0)
∂ψ(p− t, 0)

∂x
+

∫ l

0

f(t, x)ψ(p− t, x) dx.

Отсюда и из второго условия в (3.2) следует, что

θ̇(t) = D
∂ψ(p− t, 0)

∂x
T (t, 0) +

∫ l

0

f(t, x)ψ(p− t, x) dx. (3.5)

Из неравенств (1.5) получим, что

∫ l

0

f(t, x)ψ(p− t, x) dx = b1(t) + b(t)η, |η| 6 1.

Здесь

b1(t) =
1

2

∫ l

0

(f1(t, x) + f2(t, x))ψ(p− t, x) dx,

b2(t) =
1

2

∫ l

0

(f2(t, x)− f1(t, x))ψ(p− t, x) dx.
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Поэтому формула (3.5) примет вид

θ̇(t) = D
∂ψ(p− t, 0)

∂x
T (t, 0) + b1(t) + b2(t)η, |η| 6 1. (3.6)

Введем новую переменную

z(t) = θ(t) +DT (t, 0)

∫ p

t

(
∂ψ(p− r, 0)

∂x
− S

µ

D
v(r, 0)

)
dr +

+D

∫ p

t

a1(τ)

∫ p

τ

(
∂ψ(p− r, 0)

∂x
− S

µ

D
v(r, 0)

)
dr dτ − Sµ

∫ t

0

T (r, 0)v(r, 0) dr +

+

∫ p

t

b1(r) dr + µM(0)− L.

(3.7)

Полагая в (3.7) t = p и учитывая формулы (1.6), (3.3) и (3.4), будем иметь

z(p) =

∫ l

0

T (p, x)σ(x) dx+ µM(p)− L.

Из этой формулы следует, что неравенство (2.6) примет вид

|z(p)| 6 γ. (3.8)

Дифференцируя функцию z(t) (3.7) и используя формулы (1.2) и (3.6), получим

ż(t) = Da2(t)

∫ p

t

(
∂ψ(p− r, 0)

∂x
− S

µ

D
v(r, 0)

)
drξ + b2(t)η. (3.9)

Обозначим

a(t) = Da2(t)

∣∣∣∣
∫ p

t

(
∂ψ(p− r, 0)

∂x
− S

µ

D
v(r, 0)

)
dr

∣∣∣∣

u = −sign

(∫ p

t

(
∂ψ(p− r, 0)

∂x
− S

µ

D
v(r, 0)

)
dr

)
ξ, (3.10)

b(t) = |b2(t)|, v̂ = (sign b2(t))η.

Полагаем sign 0 = 1. Тогда из (3.9) получим, что

ż = −a(t)u+ b(t)v̂, |u| 6 1, |v̂| 6 1. (3.11)

§ 4. Условия возможности окончания в одномерной задаче

Рассмотрим одномерную задачу (3.8), (3.11). Построим ломаные

zω(t) = zω(ti)−

∫ t

ti

a(r) drui +

∫ t

ti

b(r) drv̂i, ti < t 6 ti+1, (4.1)

с начальным условием zω(0) = z(0). Семейство этих ломаных, определенных на отрезке

[0, p], является равномерно ограниченным и равностепенно непрерывным [14, с. 46]. По

теореме Арцела [18, с. 104] из любой последовательности ломаных (4.1) можно выделить

подпоследовательность, равномерно сходящуюся на отрезке [0, p].
Пусть в (4.1)

ui = sign zω(ti), ti < t 6 ti+1, i = 0,m, (4.2)
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а функции z(t) при 0 6 t 6 p является равномерным пределом последовательности лома-

ных zωk
(t) (4.1), у которых диаметр разбиения d(ωk) → 0. Тогда [14, теорема 8.1] выполнено

неравенство

|z(p)| 6 F (z(0)).

Здесь обозначено

F (z) = max

(
|z|+

∫ p

0

(b(r)− a(r)) dr; max
06τ6p

∫ p

τ

(b(r)− a(r)) dr

)
.

Пусть число ε > F (z(0)). Тогда можно показать, что для любого числа γ > ε суще-

ствует число δ > 0 такое, что выполнено неравенство |zω(p)| 6 γ для любой ломаной (4.1)

с диаметром разбиения d(ω) < δ и с управлением (4.2).

Пусть в (4.1)

v̂i = sign zω(ti), ti < t 6 ti+1, i = 0,m, (4.3)

а функция z(t) является равномерным пределом последовательности ломаных zωk
(t) (4.1),

у которых d(ωk) → 0. Тогда [14, теорема 8.2] выполнено неравенство

|z(p)| > F (z(0)).

Отсюда можно получить, что, если числа ε < γ < F (z(0)), то существует число δ > 0
такое, что

|zω(p)| > γ

для любой ломаной zω(t) (4.1) с диаметром разбиения d(ω) < δ и с v̂i (4.3).

Таким образом можно построить управление (2.1), которое гарантирует выполнение (2.6)

тогда и только тогда, когда F (z(0)) 6 ε.

Из формул (3.10) и (4.2) следует, что это управление равно

ξ = −sign

(
z

∫ p

t

(
∂ψ(p− r, 0)

∂x
− S

µ

D
v(r, 0)

)
dr

)
.
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The problem of controlling the process of cleaning a pond from impurity using the river flowing from it

is considered. A controlled variable is the concentration of impurity entering the river from the pond. The

spread of impurity in the river is described by the convection–diffusion equation. This equation includes

a term that is determined by other sources of impurity entering the river. The exact value of this term is

unknown. Only the boundaries of its change are set. An indicator of the control quality is the value of

the linear combination of the concentration of the impurity in the river at a given moment of time and

the remaining amount of the mass of the impurity at that moment in the pond. The goal of the control is

to bring the value of this indicator within the specified interval.
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