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Ïàðàëëåëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé

ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè CPU è GPU

∗

Í.Ñ. Íåäîæîãèí, Ñ.Ï. Êîïûñîâ, À.Ê. Íîâèêîâ

ÈÌÈÒèÔ Ô�ÁÎÓ ÂÎ "Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò"

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ, ñîäåðæàùèõ öåíòðàëüíûé

ïðîöåññîð (CPU) è ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòåëè (GPU). Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïàðàë-

ëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñõåì ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè

ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè CPU è GPU ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåòñÿ íàëè÷èåì

òî÷åê ñèíõðîíèçàöèè. Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ êîíâåéåðíûé âàðèàíò ìåòîäà ñîïðÿ-

æåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ îäíîé òî÷êîé ñèíõðîíèçàöèè, âîçìîæíîñòüþ àñèíõðîííûõ

âû÷èñëåíèé, ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè ìåæäó CPU è GPU ïðè ðåøåíèè ñèñòåì

óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ñî-

êðàùåíèå êîììóíèêàöèé.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç òðóäî¼ìêèõ îïåðàöèé â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíîå ðåøåíèå

ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíî ìíîãî

ïîäõîäîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è ìàñøòàáèðóåìîñòè ïðè ðåøåíèè

áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íà ñîâðåìåííûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ àðõèòåêòóðàõ

ñ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Ïîñòðîåíèå ãèáðèäíûõ ðåøàòåëåé ñ êîìáèíèðîâàíèåì ïðÿìûõ è èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ

äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî óðîâíåé ïàðàëëåëèçìà [1�5℄.

Òàê â [6℄ ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí ãèáðèäíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé äîïîëíå-

íèÿ Øóðà ïðåäîáóñëîâëåííûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè èç ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà ïðè

ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè öåíòðàëüíûõ ïðîöåññîðîâ (CPU) è ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé

(GPU). Ïðè ïàðàëëåëüíîì ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà ïðèìåíÿëñÿ

êëàññè÷åñêèé ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [7℄ äëÿ áëî÷íîé óïîðÿäî-

÷åííîé ìàòðèöû è ðàçäåëåíèåì âû÷èñëåíèé â ìàòðè÷íûõ îïåðàöèÿõ ìåæäó CPU è îäíèì

èëè íåñêîëüêèìè GPU.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, ñîêðàùàþùèé çàòðàòû íà îáìåí äàííûìè

ìåæäó CPU è GPU, çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ÷èñëà òî÷åê ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè è êîíâåé-

åðèçàöèè âû÷èñëåíèé.

Ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ âàðèàí-

òîâ ðåøåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû. Îäíàêî, êëàññè÷åñêèå àëãîðèò-

ìû ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà ïëîõî ìàñøòàáèðóþòñÿ íà ñîâðåìåííûõ àðõèòåêòóðàõ èç-çà

íàëè÷èÿ óçêèõ, ñâÿçàííûõ ñ ñèíõðîíèçàöèåé âû÷èñëåíèé.

Êîíâåéåðíûå ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà [8℄ ñî ñêðûòûìè êîììóíèêàöèÿìè îáåñ-

ïå÷èâàþò âûñîêóþ ïàðàëëåëüíóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü çà ñ÷åò ïåðåêðûòèÿ ãëîáàëüíûõ êîì-

ìóíèêàöèé ñ âû÷èñëåíèÿìè, âûïîëíÿþùèõñÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé è ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ.

Ïåðâûå ðàáîòû ïî ñîêðàùåíèþ êîììóíèêàöèé áûëè ñâÿçàíû: ñ âàðèàíòîì ìåòîäà ñî-

ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG) ñ îäíîé òî÷êîé êîììóíèêàöèè íà êàæäîé èòåðàöèè [9℄, òðåõ-

÷ëåííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ CG [10℄.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ðàçâèòèÿ ÿâèëîñü ïîÿâëåíèå s-øàãîâûõ ìåòîäîâ èç ïîäïðîñòðàíñòâ

∗
�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 17-01-00402à).
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Êðûëîâà [11℄, â êîòîðûõ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â s-áëîêå èñïîëüçóåò ðàçëè÷íûå áàçèñû

ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óäàåòñÿ ñîêðàòèòü ÷èñëî òî÷åê ñèíõðîíèçàöèè

äî îäíîé íà s èòåðàöèé.
Îäíàêî, äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïðîöåññîðîâ (ÿäåð) êîììóíèêàöèè âñå æå ìîãóò çàíèìàòü

ñóùåñòâåííî áîëüøå âðåìåíè, ÷åì âû÷èñëåíèå îäíîãî ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Â ðàáîòå [12℄ ïðåäëîæåí âàðèàíò CG, èñïîëüçóþùèé âñïîìîãàòåëüíûå âåêòîðà è ïåðåíîñ

ïîñëåäîâàòåëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âû÷èñëåíèåì ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è

ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè âåêòîðîâ. Â äàííîì ìåòîäå ëàòåíòíîñòü êîììóíèêàöèé çàìå-

íÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

2. Êîíâåéåðíûé âàðèàíò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

�àññìîòðèì êîíâåéåðíûé âàðèàíò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, êîòîðûé ìàòåìà-

òè÷åñêè ýêâèâàëåíò êëàññè÷åñêîé �îðìå ïðåäîáóñëîâëåííîãî ìåòîäà CG è èìååò òóæå ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè.

Àëãîðèòì 1: Êîíâåéåðíûé àëãîðèòì ìåòîäà CGwO

1 r = b − Ax;
2 u = M−1r;
3 w = Au;
4 γ1 = (r, u);
5 δ = (w, u);
6 j = 0 ;

while ||r||2/||b||2 > ε do
7 m = M−1w ;

8 n = Am;

if (j = 0) then
9 β = 0;

else

10 β = γ1/γ0 ;

11 α = γ1/(δ − βγ1/α) ;
12 z = n + βz;
13 w = w − αz;
14 q = m + βq;
15 s = w + βs;
16 p = u + βp;
17 x = x + αp;
18 r = r − αs;
19 u = u + αq;
20 γ0 = γ1;

21 γ1 = (r, u); δ = (w, u);
22 j = j + 1 ;

Â ýòîì àëãîðèòìå ìîäè�èêàöèÿ âåêòîðîâ rj+1, xj+1, sj+1, pj+1 è ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ

ïðîèçâåäåíèé îáåñïå÷èâàåò êîíâåéåðíûå âû÷èñëåíèÿ.

Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (ñòðîêè 4,5) ìîæåò áûòü ïåðåêðûòî ñ âû÷èñëåíè-

åì ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü (ñòðîêà 2) è ìàòðè÷íî�âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(ñòðîêà 3). Îäíàêî,óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî òðèàä äî âîñüìè â àëãîðèòìå, â îòëè÷èå îò òðåõ

äëÿ êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà è ÷åòûðåõ â [11℄. Â ýòîì ñëó÷àå, âîçìîæíî ïàðàëëåëüíûå âû-

÷èñëåíèå òðèàä è äâóõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â íà÷àëå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà è îäíî

îáðàùåíèå ê ïàìÿòè.

Ïðåäñòàâëåííûé â äàííîé ðàáîòå êîíâåéåðíûé âàðèàíò CG, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñ
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ëþáûì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì. Ñóùåñòâóþò äâà ñïîñîáà îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé â ïðåäî-

áóñëîâëåííîì êîíâåéåðíîì CG, îáåñïå÷èâàþùèõ êîìïðîìèññ ìåæäó ìàñøòàáèðóåìîñòüþ è

îáùèì ÷èñëîì îïåðàöèé [13℄.

Òàêèì îáðàçîì, êîíâåéåðíàÿ ñõåìà CG, õàðàêòåðèçóåòñÿ äðóãèì ïîðÿäêîì âû÷èñëåíèé,

íàëè÷èåì ãëîáàëüíîé êîììóíèêàöèè, êîòîðàÿ ìîæåò ïåðåêðûâàòüñÿ ñ ëîêàëüíûìè âû÷èñëå-

íèÿìè, òàêèìè êàê ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è îïåðàöèè ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì,

âîçìîæíîñòüþ îðãàíèçàöèè àñèíõðîííûõ êîììóíèêàöèé.

Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå äâóõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ: êëàññè÷åñêîé

ñõåìû è êîíâåéåðíîé.

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ (ñì. òàáëèöà 1) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âðåìå-

íè âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âàðèàíòà êëàññè÷åñêîãî CG è êîíâåéåðíîé ñõåìû CGwO

(Àëãîðèòì 1), èñïîëíÿåìûõ íà CPU è GPU. Îòìåòèì, ÷òî â âàðèàíòàõ äëÿ GPU ðåàëè-

çîâûâàëîñü ñîâìåñòíîå âû÷èñëåíèÿ âñåõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ â îäíîì ìåñòå,

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Äëÿ ýòîãî, ïðè çàïóñêå ÿäðà GPU, çàäàâàëàñü ðàçìåðíîñòü Grid

èåðàðõèè íèòåé CUDA â äâóìåðíîì âèäå: 3 íàáîðà áëîêîâ, êàæäûé äëÿ âûïîëíåíèÿ âû÷èñ-

ëåíèé íàä ñâîåé ïàðîé âåêòîðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî îáìåíîâ ìåæäó ïàìÿòüþ

CPU è GPU, îáúåäèíèâ âñå ðåçóëüòèðóþùèå ñêàëÿðû â îäíîé êîììóíèêàöèè.

Â òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ìàòðèöû èç êîëëåêöèè óíèâåðñèòåòà Ôëîðèäû

(https://sparse.tamu.edu/). Âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé �îðìèðîâàëñÿ, êàê ïîñòðî÷íàÿ ñóììà ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b, ðàçìåðíîñòè N × N (ñ ÷èñëîì

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ nnz) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âåêòîð x = (1, 1, . . . , 1)T .
Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé óðàâíåíèé ìàëîé ðàçìåðíîñòè âðåìÿ ðåøåíèÿ íà CPU ïî êëàññè-

÷åñêîé ñõåìå CG çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ GPU ïðè îäíîì è òîì æå ÷èñëå

èòåðàöèé #. Äëÿ áîëüøèõ ñèñòåì çàòðàòû íà ñèíõðîíèçàöèè è ïåðåñûëêó ìåæäó CPU è

GPU ïåðåêðûâàþòñÿ áûñòðîäåéñòâèåì GPU.

Â êîíâåéåðíîì âàðèàíòå CGwO âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû âûïîëíåíèÿ íà GPU óìåíü-

øàþòñÿ äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïðàêòè÷åñêè òðåõêðàòíî òîëüêî çà ñ÷åò

ñîêðàùåíèÿ îáìåíîâ ìåæäó GPU è CPU ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

3. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè ñîâìåñòíîì

èñïîëüçîâàíèè CPU è GPU

�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå Àëãîðèòìà 1 äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ ñâåðõáîëüøèõ ñèñòåì

óðàâíåíèé íà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íåñêîëüêî CPU è GPU.

Èññëåäóåì âàðèàíòû ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ CPU, îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü êîòîðîãî

ïîçâîëÿåò ðàçìåùàòü áëîêè ìàòðèö äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà è íåñêîëüêèõ ãðà�è÷å-

ñêèõ óñêîðèòåëåé ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì îáúåìîì äîñòóïíîé ïàìÿòè.

�èñ. 1. �åòåðîãåííûé âû÷èñëèòåëüíûé óçåë CPU+GPU

Параллельные вычислительные технологии (ПаВТ’2020) || Parallel computational technologies (PCT’2020)
agora.guru.ru/pavt

213



Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íà íåñêîëüêèõ GPU ïîñòðîèì áëî÷íûé àëãîðèòì êîíâåéåðíîãî

ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ. Îáìåí äàííûìè ìåæäó ðàçíûìè GPU â ðàìêàõ îäíî-

ãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè OpenMP, à îáìåí ìåæäó

ðàçíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè � ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè MPI.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ãåòåðîãåííîì

âû÷èñëèòåëüíîì óçëå. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì óçåë, ñîäåðæàùèé öåíòðàëüíûé âîñüìè-

ÿäåðíûé ïðîöåññîð è äâà ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëÿ. ×èñëî OpenMP íèòåé ïðîöåññîðà âû-

áèðàåòñÿ ïî ÷èñëó äîñòóïíûõ ÿäåð CPU. Ïåðâûå äâå OpenMP-íèòè îòâå÷àþò çà îáìåí

äàííûìè è çàïóñê íà äâóõ GPU. Íèòè 2-6 îáåñïå÷èâàþò âû÷èñëåíèÿ íà CPU è ìîãóò âû-

ïîëíÿòü âû÷èñëèòåëüíóþ ðàáîòó íàä îòäåëüíûì áëîêîì ìàòðèöû ÑËÀÓ. Ïîñëåäíÿÿ íèòü

îñóùåñòâëÿåò MPI-êîììóíèêàöèè è îáìåí äàííûìè ñ äðóãèìè âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè.

3.1. �àçäåëåíèå ìàòðèöû

Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ìàòðèö A íà áëîêè, ïîñòðîèì ãðà� GA(V,E), ãäå V = {i} � ìíîæåñòâî
âåðøèí, ñâÿçàííûõ ñ ñòðî÷íûì èíäåêñîì ìàòðèöû (÷èñëî âåðøèí ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàò-

ðèöû A); E = {(i, j)} � ìíîæåñòâî ð¼áåð. Äâå âåðøèíû i è j ñ÷èòàþòñÿ ñâÿçàííûìè, åñëè â
ìàòðèöå A åñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò ñ èíäåêñàìè i è j. Ïîëó÷åííûé ãðà� äåëèòñÿ íà áëîêè,

÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî d. Íàïðèìåð, äëÿ ðàçäåëåíèÿ ãðà�à ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìîì
ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ [14℄, êîòîðûé ñîêðàùàåò çàòðàòû íà êîììóíèêàöèè, çà ñ÷åò íåîá-

õîäèìîñòè îáìåíà òîëüêî ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè óçëàìè. Ïîñëå ýòîãî, êàæäîé âåðøèíå ãðà�à

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñâîé GPU èëè CPU. Íà êàæäîì èñïîëíèòåëüíîì óñòðîéñòâå âåð-

øèíû äåëÿòñÿ íà âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå. Ïîñëåäíèå ñâÿçàíû õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé,

ïðèíàäëåæàùåé äðóãîìó áëîêó.

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ, êàæäûé áëîê Ak èñõîäíîé ìàòðèöû ñîäåðæèò â ñåáå ñëåäóþùèå

ïîäìàòðèöû:

• A
[ik,ik]
k � ìàòðèöà ñâÿçåé ìåæäó âíóòðåííèìè óçëàìè;

• A
[ik,bk]
k , A

[bk,ik]
k � ìàòðèöû ñâÿçåé ìåæäó âíóòðåííèìè è ãðàíè÷íûìè óçëàìè;

• A
[bk,bl]
k � ìàòðèöà ñâÿçè ìåæäó ãðàíè÷íûìè óçëàìè k-ãî è l-ãî áëîêîâ.

Òîãäà ìàòðèöà A ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

A =




A
[i1,i1]
1 A

[i1,b1]
1 · · · 0 0

A
[b1,i1]
1 A

[b1,b1]
1 · · · 0 A

[b1,bd]
1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · A
[id,id]
d A

[id,bd]
d

0 A
[bd,b1]
d · · · A

[bd,id]
d A

[bd,bd]
d




.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðàçäåëåíèå, ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå n = Am ðàçäåëèì

íà äâå ñîñòàâëÿþùèå:

nb
k = A

[bk,ik]
k mi

k +

l6d∑

l=1

A
[bk,bl]
k mb

l , ni
k = A

[ik,ik]
k mi

k + A
[ik,bk]
k nb

k, (1)

çäåñü k ñîîòâåòñòâóåò èñïîëíèòåëüíîìó óñòðîéñòâó. Áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ, ó÷àñò-
âóþùèõ â àëãîðèòìå, íàñëåäóåòñÿ îò ðàçäåëåíèÿ ìàòðèöû. Íàïðèìåð, âåêòîð m èìååò âèä

mT =
(
mi

1,m
b
1, . . . ,m

i
k,m

b
k, . . . ,m

i
d,m

b
d

)
. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ óìåíüøàåò çàòðàòû íà êîììóíèêàöèè ìåæäó áëîêàìè íà êàæäîé èòåðàöèè ñîïðÿæ¼í-

íûõ ãðàäèåíòîâ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè, òðåáóåòñÿ îáìåí âåêòîðàìè mb
k, ðàçìåð

êîòîðûõ ìåíüøå ðàçìåðíîñòè íà÷àëüíîãî âåêòîðà m.

�àçäåëåíèå íà áëîêè ìàòðèöû ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ M ïðîèçâîäèòñÿ ïîäîáíûì îáðà-

çîì.
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3.2. Áëî÷íûé êîíâåéåðíûé àëãîðèòì

Èñïîëüçóÿ áëî÷íîå ðàçäåëåíèå ìàòðèöû, âåêòîðîâ âûïîëíèì ðàñïðåäåëåíèå áëîêîâ ìàò-

ðèöû íà èìåþùèåñÿ CPU è GPU. ×èñëî è ðàçìåðû áëîêîâ ïîçâîëÿåò ðàñïðåäåëÿòü íàãðóçêó

â ñîîòâåòñòâèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, èìåþùèõñÿ èñïîëíèòåëüíûõ óñòðîéñòâ, â òîì ÷èñëå è

âûäåëåíèå íåñêîëüêèõ áëîêîâ íà îäíî óñòðîéñòâî.

Ïðåäñòàâèì ïàðàëëåëüíóþ áëî÷íóþ ñõåìó ìåòîäà CGwO, âûïîëíÿåìîãî êàæäûì k-îì
óñòðîéñòâîì â âèäå Àëãîðèòìà 2, â êîòîðîì âûäåëåíû äâå ïàðàëëåëüíûå âåòâè, âûïîëíÿå-

ìûå ñîîòâåòñòâåííî CPU è GPU/CPU.

Àëãîðèòì 2: Áëî÷íûé àëãîðèòì CGwO âûïîëíÿåìûé íà k-îì óñòðîéñòâå

Data: �àçäåëåíèå ìàòðèöû íà áëîêè A
[ik,ik]
k , A

[ik,bk]
k , A

[bk,ik]
k , A

[bk,bl]
k .

1 r = b;
2 u = M−1r;
// Ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿåìûå âåòâè àëãîðèòìà

// (CPU ∨ GPU)k

3 wi
k = A

[ik,ik]
k · ui

k + A
[ik,bk]
k · ub

k;

4 wb
k = A

[bk,bk]
k · ub

k + A
[bk,ik]
k · ui

k ;

5

6 wb
k = wb

k + wb
h;

7 m = M−1w;
8 γ1k = (rk, uk); δk = (wk, uk);
9 j = 0 ;

// CPU

Ñáîðêà âåêòîðîâ ub
k;

wb
h =

∑l6d
l=1,l 6=k A

[bk,bl]
k · ub

k ;

Êîïèðîâàíèå wb
h íà GPUk;

Ñáîðêà âåêòîðîâ mb
k;

Ñáîðêà δ =
∑

k δk; γ1 =
∑

k γ1k ;

while ||r||2/||b||2 > ε do

10 ni
k = A

[ik,ik]
k · mi

k + A
[ik,bk]
k · mb

k ;

11 nb
k = A

[bk,bk]
k · mb

k + A
[bk,ik]
k · mi

k;

12

13 nb
k = nb

k + nb
h ;

14 z = n + βz;
15 w = w − αz;
16 q = m + βq;
17 s = w + βs;
18 p = u + βp;
19 x = x + αp;
20 r = r − αs;
21 u = u + αq;
22 m = M−1w;
23 γ0 = γ1;

24 γ1k = (rk, uk); δk = (wk, uk);
25

26 j = j + 1 ;

nb
h =

∑l6d
l=1,l 6=k A

[bk,bl]
k · mb

k ;

Êîïèðîâàíèå nb
h íà GPUk;

β = ((j = 0) ? 0 : γ1/γ0) ;
α = γ1/(δ − βγ1/α) ;

Ñáîðêà âåêòîðîâ wb
k;

Ñáîðêà âåêòîðîâ mb
k;

Ñáîðêà δ =
∑

k δk; γ1 =
∑

k γ1k ;

Îïåðàöèè âûïîëíÿåìûå ïàðàëëåëüíî çàïèñàíû â îäíîé ñòðîêå àëãîðèòìà. Âåêòîðíûå

îïåðàöèè íà êàæäîì èñïîëíÿþùåì óñòðîéñòâå ïðîèñõîäÿò â äâà ýòàïà, äëÿ âíóòðåííèõ è

ãðàíè÷íûõ óçëîâ. Îáîçíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ óçëîâ äëÿ âåêòîðîâ îïóùåíû, çà

èñêëþ÷åíèåì ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ âû-

ïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî êàæäûì âûïîëíÿþùèì óñòðîéñòâîì íàä ñâîèìè ÷àñòÿìè âåêòîðîâ.

Ñóììèðîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñêàëÿðîâ ïðîèñõîäèò â ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêàõ, îòâå÷àþ-

ùèõ çà êîììóíèêàöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñèíõðîíèçàöèè íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèò-

ìà. Â áëî÷íîì CGwO ïî ñðàâíåíèþ ñ Àëãîðèòìîì 1 áûë ïåðåíåñ¼í øàã ïðåäîáóñëàâëèâà-
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íèÿ (ñòðîêà 7 â ñòðîêó 22). Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òî áû ñîâìåñòèòü âåêòîðíûå îïåðàöèè

íà èñïîëíÿþùåì óñòðîéñòâå è ñáîðêó âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ âûïîëíåíèÿ ìàòðè÷íî-

âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ â ïðåäîáóñëàâëèâàíèè. Â ñòðîêå 13 ñïðàâà èñïîëüçóåòñÿ òåðíàðíûé

îïåðàòîð: åñëè j = 0, òî β = 0, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ β = γ1/γ0. Íèæíèé èíäåêñ h â àëãîðèòìå

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âåêòîðîâ, êîòîðûå õðàíÿòñÿ òîëüêî â ïàìÿòè CPU.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïðèìåíåíèþ Àëãîðèòìà 2 ïðîâîäèëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ

âàðèàíòîâ êîí�èãóðàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, ñîäåðæàùèõ íåñêîëüêî CPU è GPU. Â

ñàìîì îáùåì ñëó÷àå îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà íåñêîëüêèõ ãåòåðîãåííûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ, ñîäåðæàùèõ îäèí è áîëåå CPU è íåñêîëüêî GPU ðåàëèçóåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ñî÷åòàíèÿ òåõíîëîãèé MPI, OpenMP è CUDA. �àññìîòðèì îðãàíèçàöèþ âû÷èñëåíèé

íà ïðèìåðå êëàñòåðà, â ñîñòàâå êîòîðîãî èìååòñÿ äâà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëà (8 ÿäåð CPU è

2 GPU). Êàæäîìó âû÷èñëèòåëüíîìó óçëó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïàðàëëåëüíûé ïðîöåññ

MPI. Â ïàðàëëåëüíîì ïðîöåññå ïîðîæäàåòñÿ 9 ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêîâ OpenMP, ÷òî íà îäèí

áîëüøå, ÷åì äîñòóïíûõ ÿäåð CPU. Âîñüìîé ïîòîê OpenMP îòâå÷àåò çà êîììóíèêàöèÿìè

ìåæäó ðàçëè÷íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè (ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè MPI, ñáîðêà âåêòî-

ðîâ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè Allgatherv, ñëîæåíèå ñêàëÿðîâ Allreduce) è ðàçëè÷íûìè GPU. Â

Àëãîðèòìå 2 îïåðàöèè âûïîëíÿåìûå ýòèì ïîòîêîì ïðåäñòàâëåíû ñïðàâà. Íóëåâîé è ïåðâûé

ïîòîêè OpenMP ñâÿçûâàþòñÿ ñ îäíèì èç äîñòóïíûõ GPU-óñòðîéñòâ è îòâå÷àþò çà ïåðåñûë-

êó äàííûìè ìåæäó GPU-CPU (âûçîâû �óíêöèé àñèíõðîííîãî êîïèðîâàíèÿ) è âñïîìîãà-

òåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Êàæäîå äîñòóïíîå GPU-óñòðîéñòâî (â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê èñïîëíÿþùåå óñòðîéñòâî) ñâÿçûâàåòñÿ ñ îäíèì èç ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêîâ OpenMP, êî-

òîðûé îòâå÷àåò çà ïåðåñûëêó äàííûìè ìåæäó GPU-CPU (âûçîâû �óíêöèé àñèíõðîííîãî

êîïèðîâàíèÿ) è ó÷àñòâóåò ñ âîñüìûì ïîòîêîì â îïåðàöèè ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî óìíîæå-

íèÿ íà ãðàíè÷íûõ óçëàõ (ñòðîêè 4, 10 ïðàâàÿ êîëîíêà). Îñòàâøèåñÿ ïàðàëëåëüíûå ïîòîêè

(âòîðîé - ñåäüìîé) ïðîèçâîäÿò âû÷èñëåíèÿ êàê îòäåëüíîå èñïîëíÿþùåå óñòðîéñòâî äëÿ ñâî-

åãî áëîêà ìàòðèöû. Îïåðàöèè, âûïîëíÿåìûå èñïîëíÿþùèìè óñòðîéñòâàìè â Àëãîðèòìå 2

ïðèâåäåíû ñëåâà.

Ïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ñòðîêè 2, 7 è 22 ïîäðàçóìåâàåò èñïîëüçîâàíèå áëî÷-

íîãî ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (1) ðàññìîòðåííîãî âûøå.

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûïîëíÿëèñü íà êëàñòåðå ¾Óðàí¿ íà âû÷èñëèòåëüíûõ

óçëàõ (ÂÓ) íåñêîëüêèõ òèïîâ ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ (ÑÊÖ ÈÌÌ

ÓðÎ �ÀÍ).

Èñïîëüçóåìûå âû÷èñëèòåëüíûå óçëû èìåþò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:

• ðàçäåë ¾debug ¿: 4 óçëà tesla [31-32,46-47℄ ïî äâà 8-è ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel

R© Xeon

R©
E5-2660 (2.2 GHz), îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 96 GB, êýø-ïàìÿòü 2 x 20 MB Level 2 ahe è

8 GPU Tesla M2090 (6 �Á Global Memory), êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü 1 �áèò/ Ethernet.

• ðàçäåë ¾tesla-v100¿: äâà 18-è ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel(R) Xeon(R) Gold 6240 CPU �

2.60GHz; îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 384 GB; 8 GPU Nvidia Tesla V100 (32 �Á Global Memory).

• ðàçäåë ¾tesla[21-30℄¿: 10 óçëîâ ïî äâà 6-è ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel

R© Xeon

R© X5675

(3.07GHz), îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 192 GB, êýø-ïàìÿòü 2 x 12 MB Level 2 ahe è 8 GPU

Tesla M2090 (6 �Á Global Memory), êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü In�niband 20 �áèò/ñ.

• ðàçäåë ¾tesla[33-45℄¿: 13 óçëîâ ïî äâà 8-è ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel

R© Xeon

R© E5-2660

(2.2 GHz), îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 96 GB, êýø-ïàìÿòü 2 x 20 MB Level 2 ahe è 8 GPU

Tesla M2090 (6 �Á Global Memory), êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü In�niband 20 �áèò/ñ.

• ðàçäåë ¾tesla[48-52℄¿: 5 óçëîâ ïî äâà 8-è ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel

R© Xeon

R© E5-2650

(2.6 GHz), îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 64 GB, êýø-ïàìÿòü 2 x 20 MB Level 2 ahe è 3 GPU
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Tesla K40m (12 �Á Global Memory), êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü In�niband 20 �áèò/ñ.

Òàáëèöà 1. Âðåìÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì CG íà CPU è GPU, ñåê.

N nnz # èòåðàöèé ÂÓ Âðåìÿ, ñ

CG CGwO

Plat362 362 5786 991 M2090 6,88E-01 3,07E-01

K40m 4,13E-01 3,12E-01

1138_bus 1138 4054 717 M2090 3,81E-01 1,84E-01

K40m 5,31E-01 2,01E-01

debug 6,82E-01 1,90E-01

Muu 7102 170134 12 M2090 2,64E-01 4,68E-03

K40m 3,31E-01 4,55E-03

Kuu 7102 340200 378 M2090 3,97E-01 1,33E-01

K40m 3,69E-01 1,29E-01

Pres_Poisson 14822 715804 661 M2090 4,98E-01 3,13E-01

K40m 4,16E-01 2,74E-01

Inline_1 503712 36816342 5642 M2090 4,74E+01 5,17E+01

K40m 3,06E+01 3,37E+01

Fault_639 638802 28614564 4444 M2090 3,83E+01 4,32E+01

K40m 2,44E+01 2,77E+01

debug 2,44E+01 2,77E+01

thermal2 1228045 8580313 2493 M2090 2,04E+01 2,56E+01

K40m 8,17E+00 1,17E+01

G3_iruit 1585478 7660826 592 M2090 3,43E+00 4,32E+00

K40m 1,94E+00 2,92E+00

�åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ äâóõ àëãîðèòìîâ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íà ñèñòåìàõ

óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ òåñòîâûå ìàòðèöû, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1. �åçóëüòàòû ïðèâåäå-

íû äëÿ íåñêîëüêèõ òèïîâ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî ãðà�è÷åñêîãî

óñêîðèòåëÿ. Ìàòðèöû óïîðÿäî÷åíû ïî óâåëè÷åíèþ ïîðÿäêà ñèñòåìû óðàâíåíèé (N) è ÷èñëà

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (nnz). Æèðíûì â òàáëèöàõ âûäåëåíû ëó÷øåå âðåìÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû

äëÿ êàæäîé ìàòðèöû.

Êîíâåéåðíûé àëãîðèòì CGwO ïîêàçàë ñîêðàùåíèå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ íà íåáîëüøèõ

ÑËÀÓ äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà íåáîëüøàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà, çà ñ÷¼ò ÷åãî ñîêðàùå-

íèå êîììóíèêàöèé îáåñïå÷èâàåò ìåíüøèå âðåìåííûå çàòðàòû. Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé

àëãîðèòì CG áûë ðåàëèçîâàí íà îñíîâå CUBLAS, à â âàðèàíòå CGwO ïðèìåíÿþòñÿ ìàò-

ðè÷íûå è âåêòîðíûå îïåðàöèè ñîáñòâåííîé GPU-ðåàëèçàöèè.

Äëÿ ñèñòåì Inline_1 è Fault_639 âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà íåìíî-

ãî áîëüøå âàðèàíòà áëî÷íîãî CG, ÷òî ñâÿçàíî ñ âûïîëíåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ âåêòîðíûõ

îïåðàöèé, êîòîðûå íå ïåðåêðûâàþòñÿ ñîêðàùåíèåì êîììóíèêàöèé. Ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà

èòåðàöèé, íàïðèìåð äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøîé ñèñòåìû ñ G3_iruit) ïðè ïðèìåðíî ðàâíîì

÷èñëå óðàâíåíèé ñ thermal2 âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ CG è CgwO íà îäíîì GPU

âîçðàñòàåò íåçíà÷èòåëüíî. Äëÿ ñèñòåìû (thermal2 è G3_iruit) óâåëè÷åíèå çàòðàò ñòà-

íîâèòñÿ áîëåå ÿâíûì.

Â òàáëèöàõ 2 è 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ áëî÷íûõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ

ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà íåñêîëüêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ. Çäåñü îáîçíà÷åíèå #CPU/#GPU

îçíà÷àåò ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ öåíòðàëüíûõ ïðîöåññîðîâ (CPU) è ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé

(GPU). Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà íà îäíîì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå

ñ äâóìÿ óñêîðèòåëÿìè (íàïðèìåð, 1CPU/2GPU) êîììóíèêàöèè îáåñïå÷èâàëèñü OpenMP, â

ñëó÷àå 8CPU/1GPU - íà âîñüìè âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ ïðè çàäåéñòâîâàíèè îäíîãî GPU

íà êàæäîì, îáìåíû îñóùåñòâëÿëèñü íà îñíîâå MPI.

Çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå õàðàêòåðèñòèê ñåòè íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü áëî÷íûõ ìåòîäîâ
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ìîæíî óâèäåòü â òàáëèöàõ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè Fault_639 è 1138_bus.

Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ýòèõ ñèñòåì óðàâíåíèé âûïîëíÿëèñü íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óç-

ëàõ (ÂÓ) ñ ðàçíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ è ëàòåíòíîñòüþ êîììóíèêàöèîííîé ñåòè. Ïðè

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà ÂÓ (ðàçäåë �debug�), ñîåäèíåííûõ êîììóíèêàöèîííîé ñåòüþ

Gigabit çàòðàòû íà êîììóíèêàöèè çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà

CG. Íàïðèìåð, â âàðèàíòå 1138_bus íà àïïàðàòíîì ðàçäåëå �debug� âðåìÿ âûïîëíåíèÿ

êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà â 3,6 ðàçà ìåíüøå (ñòðîêà �debug� â òàáëèöàõ 2 è 3 è ëþáàÿ ñòðîêà

â òàáë. 1). Èñïîëüçîâàíèå êîììóíèêàöèîííîé ñåòè In�niband 20 �áèò/ñ ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (ñòðîêè �M2090� è �K40m�).

Ñðàâíåíèå ñòðîê òàáëèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ �K40m� è �M2090� ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçî-

âàíèå GPU íîâîãî ïîêîëåíèÿ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.

Îñîáåííî ýòî çàìåòíî íà ñèñòåìàõ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé thermal2,

G3_iruit, ãäå èñïîëüçîâàíèå óñêîðèòåëÿ Tesla K40m ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñêîðåíèå äî

2,5 ðàç, â ñðàâíåíèè ñ Tesla M2090 (â 2,5 ðàçà â òàáëèöå 1 äëÿ ñèñòåìû thermal2, äëÿ

îñòàëüíûõ ìàòðèö, â ñðåäíåì, â 1,5 ðàçà áûñòðåå).

Ïðè ñîêðàùåíèè âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè áîëåå ÿâíî ñêàçûâàåòñÿ óìåíüøåíèå ÷èñ-

ëà òî÷åê ñèíõðîíèçàöèè è îáúåäèíåíèÿ ïåðåñûëîê çà îäíó òðàíçàêöèþ. Ýòî ïîêàçûâàåò

ñðàâíåíèå ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè Kuu ñ Muu. Ïðè ðàâíîì ÷èñëå óðàâíåíèé è íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ, îáóñëîâëåííîñòü ýòèõ ìàòðèö ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ÷èñëî

èòåðàöèé â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ðàçëè÷íî. Â òàáë. 1 âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâà-

íèè êîíâåéåðíîãî àëãîðèòìà äëÿ ìàòðèöû Muu äà¼ò óñêîðåíèå â 70 ðàç, ïî ñðàâíåíèþ ñ

ìàòðèöåé Kuu, ãäå óñêîðåíèå òîëüêî 2,8.

Íà ìàòðèöàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè Inline_1,Fault_639, thermal2 èG3_iruit óñêî-

ðåíèÿ íå íàáëþäàåòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ñîêðàùåíèÿ êîììóíèêàöèé íå ïåðåêðûâàåò äîïîëíè-

òåëüíûå âåêòîðíûå îïåðàöèè (òàáëèöà 1). Èñïîëüçîâàíèå áëî÷íûõ àëãîðèòìîâ ñîêðàùàåò

âû÷èñëèòåëüíóþ íàãðóçêó íà îäèí GPU, òåì ñàìûì ïîçâîëÿåò ïðè íåêîòîðîì ðàçäåëå-

íèè ìàòðèöû è âåêòîðîâ (ðàçìåðíîñòè îêîëî 200000 íà êàæäîì GPU) ïîëó÷èòü óñêîðåíèè

âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû Fault_639 ïîðÿäêà 638802 äîñòèãàåòñÿ íåáîëüøîå

óñêîðåíèå ïðè ðàçäåëåíèè íà òðè áëîêà, äëÿ ñèñòåìû Inline_1 íà äâà áëîêà.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ çàíèìàåò ñèíõðîíèçàöèÿ íåñêîëü-

êèõ GPU â ðàìêàõ îäíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàòü

ìåõàíèçìû ñèíõðîíèçàöèè è ñóììèðîâàíèÿ âåêòîðîâ â ðàìêàõ îäíîãî óçëà, äëÿ ñîêðàùå-

íèÿ âû÷èñëåíèé. Ïðè âû÷èñëåíèè íà íåñêîëüêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ, íà îáùóþ ïðîèç-

âîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìà âëèÿþò êîììóíèêàöèîííûå çàòðàòû. Òîëüêî èñïîëüçîâàíèå ÂÓ,

ñîåäèíåííûõ In�niband ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü óñêîðåíèå ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà íåñêîëüêèõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ. �àçäåëåíèå ìàòðèöû íà áëîêè ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ

êîíâåéåðíîãî áëî÷íîãî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîïðÿæ¼ííûìè ãðàäèåíòàìè íà îäíîì

óçëå íà ìàòðèöàõ Inline_1, Fault_639 çà ñ÷¼ò ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè íà

îäíîì GPU.

Íà ñèñòåìàõ áîëüøîãî ïîðÿäêà thermal2, G3_iruit, ðåøàåìûõ áëî÷íûì âàðèàíòîì

àëãîðèòì CGwO, òàê æå ñîêðàùåíèå êîììóíèêàöèé è òî÷åê ñèíõðîíèçàöèè íå ïåðåêðûâàþò

âîçðàñòàþùèå çàòðàòû íà äîïîëíèòåëüíûå âåêòîðíûå îïåðàöèè.

Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû, ïîìèìî ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, ïîçâîëÿþò ðå-

øàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è áîëüøåãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ íå îáåñïå÷èâàþòñÿ

íåîáõîäèìûå ðåñóðñû ïàìÿòè îäíèì GPU èëè âû÷èñëèòåëüíûì óçëîì. Ïðè ýòîì, êîíâåé-

åðíûé áëî÷íûé àëãîðèòì ñîêðàùàåò îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çà ñ÷¼ò óìåíüøåíèÿ òî÷åê

ñèíõðîíèçàöèè è îáúåäèíåíèÿ êîììóíèêàöèé â îäíî ñîîáùåíèå.
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Òàáëèöà 2. Âðåìÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì áëî÷íûì CG íà CPU/GPU, ñåê.

BlokCG/÷èñëî áëîêîâ

Ìàòðèöà/ÂÓ 2 3 8

#CPU/#GPU

1 / 2 2/1 1/3 3/1 1/8 4/2 8/1

Plat362/M2090 2,22E+00 1,55E+00

/K40m 2,39E+00 1,92E+00 2,90E+00 1,56E+00

1138_bus/M2090 2,07E+00 1,84E+00

/K40m 2,21E+00 1,90E+00 2,92E+00 1,85E+00

/debug 2,02E+00 1,25E+01

Muu/M2090 8,71E-01 6,12E-01 2,7E+00 1,84E+00 7,4E-01

/K40m 1,04E+00 6,59E-01 1,03E+00 5,64E-01 6,97E+00

Kuu/M2090 1,60E+00 1,30E+00 5,2E+00 3,7E+00 1,41E+00

/K40m 1,59E+00 1,29E+00 2,00E+00 1,36E+00 1,94E+00

Pres_Poisson/M2090 2,18E+00 1,55E+00 7,8E+00 3,15E+00 2,0E+00

/K40m 2,13E+00 1,60E+00 2,68E+00 1,66E+00 2,3E+00

Inline_1/M2090 4,37E+01 3,76E+01

/K40m 3,29E+01 2,66E+01 3,50E+01 2,20E+01

Fault_639/M2090 3,69E+01 3,18E+01 7,18E+01 2,09E+01

/K40m 2,72E+01 2,20E+01 2,96E+01 1,98E+01 2,89E+01

/debug 2,75E+01 9,38E+01

thermal2/M2090 3,94E+01 1,46E+01 4,92E+01 1,63E+01 1,15E+01

/K40m 1,55E+01 1,18E+01 1,88E+01 1,00E+01

G3_iruit/M2090 5,97E+00 4,27E+00 1,61E+01 4,82E+00 3,26E+00

/K40m 5,33E+00 4,04E+00 6,27E+00 3,510E+00 4,06E+00

Òàáëèöà 3. Âðåìÿ ðåøåíèÿ áëî÷íûì êîíâåéåðíûì CGwO íà CPU/GPU, ñåê.

BlokCGwO/÷èñëî áëîêîâ

Ìàòðèöà / ÂÓ 2 3 8

#CPU/#GPU

1/2 2/1 1/3 3/1 1/8 4/2 8/1

Plat362/M2090 1,96E+00 1,22E+00

/K40m 1,99E+00 1,28E+00 2,72E+00 1,31E+00

1138_bus/M2090 1,56E+00 9,28E-01

/K40m 1,55E+00 1,03E+00 2,19E+00 1,04E+00

/debug 1,56E+00 5,36E+00

Muu/M2090 6,79E-01 2,29E-01 2,8E+00 5,8E-01 1,8E-01

/K40m 5,65E-01 2,89E-01 6,69E-01 2,88E-01

Kuu/M2090 1,11E+00 6,43E-01 4,3E+00 1.23E+00 7,9E-01

/K40m 1,15E+00 6,81E-01 1,54E+00 7,95E-01 1,26E+00

Pres_Poisson/M2090 1,60E+00 9,57E-01 6,7E+00 1.68E+00 9,5E-01

/K40m 1,56E+00 1,02E+00 2,13E+00 1,19E+00 1,76E+00

Inline_1/M2090 4,57E+01 3,65E+01

/K40m 3,29E+01 2,48E+01 3,46E+01 1,97E+01

Fault_639/M2090 3,99E+01 3,03E+01 7,73E+01 1,69E+01

/K40m 2,82E+01 2,05E+01 3,19E+01 1,78E+01 2,13E+01

/debug 2,80E+01 5,25E+01

thermal2/M2090 3,53E+01 1,49E+01 5,92E+01 1,54E+00 8,92E+00

/K40m 1,71E+01 1,18E+01 1,99E+01 9,85E+00

G3_iruit/M2090 7,17E+00 3,99E+00 1,80E+01 4,78E+00 2,69E+00

/K40m 5,95E+00 3,27E+00 6,61E+00 2,77E+00 3,86E+00
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5. Çàêëþ÷åíèå

�èáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå óçëû, ñîäåðæàùèå è ñîâìåñòíî èñïîëüçóþùèå CPU+GPU

ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü ý��åêòèâíîå ðåøåíèå áîëåå øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ èëè îäíîé çàäà÷è

äëÿ êîòîðîé ìåíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìîâ è íàçíà÷èòü íà âûïîëíåíèå òî

èëè äðóãîå èñïîëíèòåëüíîå óñòðîéñòâî. Îòìåòèì òàêæå âûñîêóþ ýíåðãîý��åêòèâíîñòü ãè-

áðèäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàâíîìåðíî çàãðóæåíû öåíòðàëüíûå

ïðîöåññîðû è ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòåëè âû÷èñëåíèé.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé íà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ, ñîäåðæàùèõ öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð (CPU) è

ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòåëè (GPU). Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ êëàñ-

ñè÷åñêèõ ñõåì ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè CPU è GPU

ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåòñÿ íàëè÷èåì òî÷åê ñèíõðîíèçàöèè. Ïðåäëîæåí êîíâåéåðíûé âà-

ðèàíò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ îäíîé òî÷êîé ñèíõðîíèçàöèè, âîçìîæíîñòüþ àñèí-

õðîííûõ âû÷èñëåíèé, ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè ìåæäó íåñêîëüêèìè GPU, íàõîäÿùèìèñÿ

êàê íàä îäíîì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå, òàê è äëÿ êëàñòåðà GPU ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíå-

íèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè

âû÷èñëåíèé ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèå íå òîëüêî êîììóíèêàöèîííîé íàãðóçêè,

íî è âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìåæäó CPU è GPU.
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